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Teorema del limit central

La distribucio de la mitjana mostral

En aquesta sessi6 estudiarem el comportament de la mitjana mostral d’una va-
riable. Per exemple, suposem que volem estudiar la mitjana de 1'alcada dels es-
tudiants de la UOC: n’hem seleccionat una mostra a 1’atzar, els hem mesurat
i hem calculat la mitjana de les alcades dels estudiants de la mostra; ara volem

veure com es comporta aquesta mitjana mostral.

Veurem que si sabem que la variable que s’estudia és normal, aleshores la mitja-
na mostral també és normal perd amb desviaci6 tipica més petita. I també veu-
rem que si la variable no és normal pero la mostra és prou gran, la mitjana també

sera aproximadament normal.

1. Distribucid de la mitjana mostral per a variables normals

Suposem que tenim una mostra xj, ..., X, d'una variable aleatoria normal. Re-

cordem que la mitjana es defineix com:

=l
I
S

n
2 Xi
i=1

Aquesta mitjana depén de la mostra. Usualment tindrem només una mostra,
pero en podriem prendre moltes de diferents, de manera que a cadascuna li
correspondria una mitjana diferent. Aixo ens doéna peu a parlar de la distribu-
ci6 mostral de la mitjana. Per a indicar que es tracta d'una variable aleatoria,

la denotarem per X .

Per a estudiar-la, haurem de distingir dos casos: quan la desviacio tipica de la

variable que mesurem és coneguda i quan és desconeguda.

1.1. Cas de desviacio tipica poblacional coneguda

Podem pensar en 'exemple de les al¢cades dels estudiants de la UOC. Suposem
que en un estudi anterior s’havia demostrat que les alcades dels estudiants de la

UOC seguien una distribucié normal de mitjana 172 cm i desviacio tipica 11 cm.

Intuitivament veiem que la mitjana de les observacions de la mostra que te-
nim ha de ser un valor proper a 172. Tambeé sembla raonable pensar que ob-
servacions més grans que la mitjana poblacional, 172, es compensaran amb
valors més petits, i que com meés gran sigui la mostra, més proper sera el valor

de la mitjana mostral a 172.

Observeu que...

... per a una col-leccié de mos-
tres, tindrem la corresponent
col-leccié de mitjanes mostrals
Xy ) oo Xy

Desviacio poblacional
i desviacio mostral

La desviacié poblacional és

la desviacio real de la variable,
que en aquest cas suposem
coneguda. Quan calculem la
desviaci6 a partir de mostres,
parlem de desviacié mostral.




© FUOC » P08/05057/02306 6 Teorema del limit central

Pensem ara que tenim una mostra de 100 estudiants de la UOC, fem 10 grups
de 10 estudiants i per a cadascun d’aquests grups fem la mitjana aritmetica.
Obtenim 10 valors, corresponents a les 10 mitjanes x,,..., X;o. Sembla raona-
ble pensar que la mitjana d’aquestes noves dades sigui també 172. D’altra ban-
da, també sembla raonable pensar que aquests nous valors siguin més propers
a 172 que les dades originals, ja que en cadascuna de les mitjanes se’'ns hauran
compensat valors grans amb valors petits.

Demostracio

Si la variable que estudiem segueix una distribuci6 normal amb mitjana
La demostraci6 d’aquest

n i desviacio tipica ¢ conegudes, aleshores la mitjana m%stral és tambe resultat és conseqiiencia

normal amb la mateixa mitjana p i desviacio tipica ,onnésla d’una important propietat
. Jﬁ de les variables aleatories
mida de la mostra. Per tant, tipifiquem la variable X i obtenim que: normals. La propietat és la

seglient: si X i Y sén variables
aleatories independents amb

% lleis

218 .

o N(ui, 01) i Ny, 03),
ﬁ respectivament, aleshores

X + Y té una llei:

N(uy+ 1y, 61 +63)

segueix una distribucié normal estandard.

En el nostre exemple, la variable que recull totes les possibles mitjanes de
cada grup de 10 estudiants segueix una distribucié normal de mitjana 172 cm i
desviaci6 tipica 11 / J10 = 3,48 cm. Observem que, efectivament, com més
gran és la mostra, més petita és la desviacio6 tipica i, per tant, hi ha menys
dispersio.

Aquest quocient que ens dona la desviacio tipica de la mitjana mostral es co-
neix com error estandard.

Observeu que...

Si o és la desviacio tipica de la poblaci6 i n la mida de la mostra, es de-

... I'error estandard és cada
cop més petit com més gran
és la mida de la mostra.

fineix l’error estandard de la mitjana mostral com:

(¢

Jn

Exemple d’error estandard d’'una mitjana mostral

Considerem les alcades dels estudiants de la UOC. Suposem que sabem que es tracta d'una
variable aleatoria normal de mitjana 172 cm i desviaci6 tipica 11 cm i que hem pres una mos-
tra de 300 estudiants a I'atzar. Aleshores podem contestar preguntes del tipus segtient:

a) Quina és la probabilitat que la mitjana sigui menor que 170 cm?
La distribuci6 de la mitjana mostral és normal de mitjana 172 cm i desviaci6 tipica:

AL _ 635

~300
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Tipifiquem la variable per tal d’obtenir una normal (0,1). Hem de calcular:

)‘(—172< -2
0,635 0,635

P(X<170) = P[ ) = P(Z<-3,149) = 0,0008

ja que Z és una variable aleatoria normal (0,1).

b) Quina és la probabilitat que la distancia entre la mitjana mostral (d’aquesta mostra
de 300 estudiants) i la mitjana poblacional, 172 c¢m, sigui més petita que 1 cm?

Per un raonament semblant (si la distancia entre dos nimeros a i b ha de ser més petita que
k, s’ha de complir: la - bl < k):

1 X-n 1 _
0,635 <O,635 <0,635) =P(-1,57<Z<1,57)

P(IX-pl<1)=P(-1<X-pu<1) = P(

on Z és una variable aleatoria normal (0,1). Si busquem a les taules de la llei normal (0,1),
veiem que aquesta probabilitat és igual a 0,8836.

Tenim aixi una probabilitat del 0,8836 d’obtenir un valor per a la mitjana mostral que dife-
reixi en menys d’1 cm del valor real de la mitjana quan prenem una mostra de 300 individus.

Observem que enlloc no hem utilitzat que la mitjana fos exactament 172 cm. fs a dir, si
sabem que la variable “alcada” segueix una normal amb una desviaci6 tipica d’11 cm i pre-
nem una mostra de 300 estudiants, sabem que la diferéncia entre la seva mitjana i la mitja-
na poblacional p (que pot ser que no coneguem) sera menor d’1 cm amb una probabilitat
del 0,8836.

c) Considerem ara el problema invers. Suposem que desconeixem la mitjana p de 'alcada
dels estudiants de la UOC i volem estudiar una mostra de manera que la diferéncia entre la
mitjana de la mostra i la de la poblaci6 p sigui menor que 1 cm amb una probabilitat del 0,95.
De quina mida ha de ser la nostra mostra?

Sabem que la variable estadistica tipificada:

es distribueix com una normal (0,1). D’altra banda, si mirem les taules observem que si Z és
una normal (0,1):

P(-1,96 < Z<1,96) = 0,95

Per tant:

0,95 = P|-1,96 <X=H 1,96 = P(—l,% % <19 11)

1 n Jn
Jn

Isi imposem que la diferéncia X — p ha de ser menor que 1 cm, obtenim:

1,96 L1

Jn

Pertant, ./n>11-1,96,iaixi: n> (11 - 1,96)Z = 464,8 . Aleshores, si prenem 465 individus
per a fer 'estudi, sabem que la diferéncia entre la mitjana mostral que obtindrem i la mitjana
real, sera menor d’1 cm amb una probabilitat del 0,95. Fixeu-vos que com més gran sigui la
mida de la mostra, més petita sera la diferencia entre la mitjana mostral i la poblacional.

Si es multipliquen el numerador i el denominador per n, podem escriure el re-

sultat que hem vist en aquest apartat d’'una altra manera.
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Si la variable que estudiem segueix una distribucié normal amb mitjana
n i desviacio tipica o coneguda, aleshores:

n

Zlenp,

i=1

Jnc

segueix una distribucié normal estandard.

1.2. Cas de desviacid tipica poblacional desconeguda.
La t de Student

Fixem-nos que en els exemples estudiats anteriorment necessitavem dues coses:

¢ que la variable que s’estudiava fos normal

¢ que el valor de la desviacio tipica de la variable fos conegut

Aquests dos fets es coneixen gracies a estudis previs. Sovint, aquest estudi no
s’ha fet, perd podem fer la suposicié que la variable és normal. En aquest cas,
haurem de fer una estimaci6 de la desviaci6 tipica amb 'anomenada desviacio

tipica mostral:

de manera que en els calculs de 1'apartat anterior reemplacarem la o per la s.
Llavors, la distribucié mostral de la mitjana ja no és una distribuci6 normal

com passava quan en lloc de s coneixiem el veritable valor ¢ de la desviacio.

Diversos estudis fets per W.S. Gosset al final del segle xIx van demostrar que
en aquest cas s’obté una distribucio diferent de la normal, encara que per a mi-
des prou grans s’assemblen forca. Aquesta nova distribuci6é es coneix amb el
nom de t de Student amb n — 1 graus de llibertat. Aixo vol dir que per cada

mida de la mostra, n, tenim, en realitat, una distribuci6é diferent.

La distribuci6 t de Student amb »n graus de llibertat, que denotarem
per t,,, és molt semblant a la distribucié normal (0,1): és simetrica al vol-
tant del zero, pero la seva desviacio tipica és una mica més gran que la
de la normal (0,1), és a dir, els valors que pren aquesta variable estan
una mica més dispersos. Aixo no obstant, com més gran és el nombre
de graus de llibertat, n, més s’aproxima la distribuci6 t,, de Student a la
distribuci6é normal (0,1). Considerarem que podem aproximar la ¢, per
una normal estandard per a n > 100.

Les variables aleatories
normals sén habituals

En molts casos és habitual
suposar que una variable alea-
toria és normal. Alguns exem-
ples sén: el pes o I'alcada de les
persones, |’error que cometen
els aparells de mesura, el pes
de la fruita, les vendes setma-
nals d’una botiga, etc.

Observeu que...

... en el cas de la desviacié
tipica mostral, es divideix
per n—1, no pas per n.

W.S. Gosset

W.S. Gosset treballava a I'em-
presa cervesera Guinness

i utilitzava el pseudonim

de Student per a signar

els seus treballs.

El valor real i la distribucié
t,, de Student

Observeu que quan coneixem
el valor veritable de o, la varia-
ble X segueix sempre una dis-
tribucié normal, pero la seva
variancia depén de n.
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El grafic segiient representa les funcions de densitat de la t de Student per a

diferents valors de # i, en linia més gruixuda, la densitat d’'una distribuci6 nor-
mal (0,1).

Si o és desconeguda i n és la mida de la mostra, calcularem l’error estandard

mitjancant el quocient:

Aquest error estandard ens permet d’obtenir un resultat nou important.

Obviament, la manera més facil de calcular probabilitats relacionades amb

una ¢ de Student és amb qualsevol programari estadistic o, fins i tot, un full de
calcul. De totes maneres, com en el cas de la normal, comentarem com podem
fer servir unes taules estadistiques.

Les taules que ens donen la distribuci6 de la t de Student s6n semblants a les
de la distribucié normal estandard. Aixo no obstant, i atés que per a cada valor
dels graus de llibertat tenim una distribuci6 diferent, les taules habituals no-
més ens serveixen per a vuit probabilitats determinades (per a altres valors cal
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utilitzar algun programari apropiat). La manera d’emprar les taules és la se-
glient: cerquem a la primera columna el nombre de graus de llibertat, ens
situem en aquella fila i determinem quins punts ens deixen la probabilitat

acumulada que ens interessa.

Exemple d’utilitzacié de les taules de la t de Student

Una empresa indica en un paquet d’arros que el pes mitja del paquet és de 900 grams. En una
inspecci6, hem analitzat el pes en grams de 10 paquets d’arros, i hem obtingut les dades se-
glients:

890 901 893 893 896
895 894 895 904 899

a) Quina és la probabilitat que la distancia entre la mitjana poblacional i la mitjana mostral
sigui més gran de 3 grams?

Es raonable pensar que el pes en grams d’un paquet d’arros és una variable aleatoria normal
amb mitjana el pes que indica el paquet, i amb una desviacio tipica determinada. Es a dir, de
mitjana, els paquets haurien de tenir 900 grams, pero a causa dels errors de mesura dels apa-
rells que omplen els paquets, alguns en contindran una mica més de 900 grams i d’altres, una
mica menys. Suposem, doncs, que la variable d’interés (el pes del paquet) és normal, perd no
sabem res de la seva desviaci6 tipica. Amb les nostres dades podem estimar la desviaci6 tipica
i obtenim:

s=4,19
Aleshores, podem utilitzar el fet que (x —pn) /(s/ J/n) ésuna observacié d’una t de Student

amb n — 1 graus de llibertat (en el nostre exemple, com que tenim 10 dades, sera una t de
Student amb 9 graus de llibertat). Podem ara calcular:

< 1 . pla¥_ _ 1. pl 3 Xfu 3 _
P(X-pl>3)=1-P(-3<X-p<3)=1-P I5°41 i
J10 /10 /10

= 1-P(-2,26 <ty<2,26)

on ja sabem que fy és una t de Student amb 9 graus de llibertat. Podem calcular aquesta pro-
babilitat a les taules:

P(-2,26 <t9g<2,26) =1-2P(tg>2,26)=1-2-0,025=0,95
Aleshores:
1-P(-2,26<t9<2,26)=1-0,95=0,05

Per tant, a partir d’aquestes dades, tot sembla indicar que ’empresa enganya els seus clients.
En efecte, si es pren una mostra de mida 10, la probabilitat que la diferéncia entre la mitjana
mostral i la real sigui més gran de només 3 grams és d'un 5%. En canvi, la mitjana de la nostra
mostra és de 896 grams, 4 grams menys que la quantitat que indica el paquet.

En aquest cas, els valors que ens han sortit ens han permes d’utilitzar les taules. Altres vegades
necessitarem utilitzar 'ordinador.

2. Resum

En aquesta sessi6 hem estudiat la distribuci6 de la mitjana de dades que pro-
venen d’una distribucié normal, i n’hem diferenciat dos casos: quan la varian-
cia poblacional és coneguda i quan la variancia és desconeguda. Per a estudiar
aquest darrer cas, hem hagut d’introduir la distribuci6 t de Student.
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Exercicis

1. La despesa mensual de la familia mexicana Robles segueix una distribucio
normal de mitjana 3.000 pesos i variancia 500. Suposem que la despesa de cada
mes és independent de la dels altres mesos. Si I'ingrés anual és de 37.000 pesos,
quina és la probabilitat que no gastin més del que guanyen? Quant haurien
de guanyar per a tenir una seguretat del 99% que no gastaran més del que

han guanyat?

2. Hem fet una enquesta entre els homes d'una poblacié determinada i, a par-
tir dels resultats, deduim que el pes dels homes d’aquesta poblaci6 segueix una
distribuci6é normal de mitjana 72 kg. Per tal de saber si les dades que hem ob-
tingut son fiables, pesem 4 dels enquestats i obtenim una mitjana de 77,57 kg
amb una desviaci6 tipica de 3,5 kg. Tenim prou motius per a pensar que els

enquestats han mentit quan ens han dit el seu pes?

Solucionari

1. Anomenem X, la despesa anual. Com que la despesa mensual X, segueix

una llei normal de mitjana 3.000 i desviaci6 tipica /500 i:

12 . 3.000 =36.0001i /12 - 500 = 77,4597

X, —36.000

sabem que 77,4597

segueix una distribucié normal estandard.

Per tant, la probabilitat que la familia Robles gasti menys de 37.000 pesos és:

X, ~36.000 _37.000 - 36.00
77,4597 77,4597

P(X, <37.000) = P( 0) = P(Z < 12,9099)

on Z és una distribucié normal estandard. Si mirem les taules de la distribucio
normal estandard observem que la probabilitat que sigui més petita que 3 ja
és 1. Per tant, la probabilitat és 1, és a dir, podem assegurar amb gairebé un 100%

de certesa que no gastaran més del que guanyen.

Per a respondre la segona pregunta, hem de trobar una quantitat G tal que:

X,—36.000 G-36.000\
77,4597 77,4597 ) = 0,99

P(X,<G) = P(

Si mirem les taules de la normal, observem que la quantitat:

G - 36.000
77,4597
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hauria de ser igual a 2,33, i per tant, si resolem 'equacio seglient:

G —36.000

77,4597 2,33

obtenim que cal que G = 36.180,4811 per a tenir una seguretat del 99% que
aquesta familia no gastara més del que guanya.

2. Observem que la diferéncia entre la mitjana de les nostres dades i el valor
poblacional és de 5,57. Calcularem la probabilitat que, si escollim 4 dels en-
questats a l'atzar, la mitjana del pes d’aquests individus difereixi en 5,57 kg o

meés de la mitjana que coneixem de la poblaci6. Per tant, hem de calcular:
P(IX —p[>5,57)

Si aquesta probabilitat fos petita, ens indicaria que els enquestats segurament
han mentit sobre el seu pes. Amb I'ajut de les taules, calculem la probabilitat

del complementari:

- o o | 557 X-p 5,57| _
P(1X -l <5,57) = P(-5,57<X -u<5,57)=P 35 <33 <35

NZSEINZSENE

= P(-3,18<1t;<3,18) = 1-2P(t;>3,18) = 1-0,05 = 0,95
on t3 és una t de Student amb 3 graus de llibertat. Hem d’utilitzar la t de Student
perque sabem que la variable d’interés segueix una distribucié normal, pero en
desconeixem la desviaci6 tipica (només tenim la desviacio tipica de la mostra).
Per tant:

P(X-pnl=5,57) = 1-P(IX -l <5,57) = 0,05

Aixi, doncs, sembla que ens han mentit, ja que la probabilitat que la diferéncia

entre les mitjanes dels pesos que ens han dit i 72 és molt petita, de I'ordre de 0,05.

Observeu que podem fer tots aquests calculs amb les taules de la t de Student.
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El teorema del limit central

La distribuci6 de la mitjana mostral d’una poblacié normal és una distribuci6
normal amb la mateixa mitjana poblacional i amb desviaci6 tipica, ’error es-
tandard. Aquest fet ens permet de calcular probabilitats quan tenim una mos-
tra d’una variable amb distribucié normal i desviaci6 tipica coneguda. Quan
no coneixem la desviaci6 tipica de la variable, també podem fer calculs amb
la distribuci6 t de Student.

En aquesta sessié veurem com hem de procedir quan no sabem si la variable
d’interes segueix una distribucié normal o no, o quan sabem del cert que la

seva distribucié no és normal.

Quan la mostra és prou gran, la soluci6 ens ve donada per un dels resultats fo-
namentals de 'estadistica: el teorema del limit central. Ho introduirem amb

un cas particular: I'estudi de la binomial.

1. Aproximacio de la binomial a la normal

Suposem que juguem diariament a un namero d’'una loteria que, entre altres

premis, retorna I'import jugat a tots els nameros que acaben en la mateixa xi-

fra que el namero guanyador.

Considerem la variable X(n) que ens dona el nombre de cops que ens han tornat - o
nomial

I'import jugat quan s’han realitzat n sortejos. En aquest cas, sabem que la variable
Si X segueix una distribucié

aleatoria X(n) segueix una distribuci6 binomial de parametres nip =0,1. En efec- binomial de parametres n i p,
te, s’han fet n sortejos (és a dir, s’ha repetit un mateix experiment n cops de aleshores:

manera independent) i en cada sorteig la probabilitat que ens tornin els diners P(X = k) = (@Pk(l -
ésp=1/10=0,1 (probabilitat d’exit). Observem, pero, queé passa en augmentar perals k € {0, ..., n}.

el valor de n amb la funci6 de densitat de probabilitat de la variable X(n). Si
dibuixem aquesta funci6 de densitat de probabilitat per a n = 3, obtenim la gra-
fica segtient:

Funcié de densitat de probabilitat per an=3

80

Probabilitats en
tants per cent

60

40

20
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Si ara considerem 7 = 10, els possibles valors van del O al 10, i el grafic de la
funci6 de densitat de probabilitat és:

Si prenem n = 100, el grafic és:

I si per exemple prenem n = 500, el grafic de la funci6 de probabilitat és:
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Veiem, doncs, que el perfil d’aquest grafic cada cop s’assembla més al de la fun-

ci6 de densitat de probabilitat d’'una variable aleatoria normal. La conclusi6 que

traiem d’aquest experiment és que si n és prou gran, la variable aleatoria X(n) és

aproximadament normal. Determinarem ara la mitjana i la desviacié d’aquesta

variable aleatoria, que seran els corresponents a la mateixa X(n): 0

L'esperanca d’aquesta variable és:
n-p=01-n
i la variancia:

np(1 - p) =n(0,1) - (0,9) = 0,091

Aquests seran els parametres de la variable aleatoria normal que aproxima la

distribuci6é de X(n). Aixi, doncs, si n és prou gran, X(n) es comporta com una
N(0,1n; 0,09n).

Sigui X una variable aleatoria amb distribucié binomial de parametres
nip. Sin és gran, aleshores la distribuci6 de X és aproximadament nor-
mal amb esperanca p = np i variancia o2 = np(1 - p). A la practica s’acos-
tuma a utilitzar aquesta aproximaci6 quan np i n(1 — p) son tots dos més
grans que 5, o bé quan n > 30.

Aquest resultat ens permet de simplificar forca els calculs en algunes situacions.

Exemple de la loteria

Quina és la probabilitat aproximada que en un any ens hagin tornat els diners almenys
50 vegades? De fet, hem de calcular la probabilitat P(X(365) > 50). Si volguéssim obtenir
el valor exacte d’aquesta probabilitat, pel fet que X(365) és una binomial de parame-
tres 3651 p = 0,1, hauriem de fer el calcul seglient:

P(X(365) > 50) = 1 — P(X(365) < 50) =
=1-P(X(365) = 0) - P(X(365) = 1) - P(X(365) = 2) — ... — P(X(365) = 49)

on cadascuna d’aquestes probabilitats es trobaria mitjancant la férmula de la binomial que
ja coneixem, en el nostre cas:

365

)10,

P(X(365) = k) = (

En canvi, si renunciem a demanar que la probabilitat sigui exacta, i ens conformem amb una
molt bona aproximaci6, podem fer servir el fet que la distribuci6 de X(365) es pot aproximar
per una normal de parametres p=365-0,1=36,51 o2 =365 - 0,09 = 32,85. Aixi:

X(365)-36,5_50-36,5
P(X(365)250) = P >
( ) ) ( 732,85 732,85 )
i si anomenem Z una variable aleatoria normal (0,1), aquesta probabilitat sera apro-
ximadament:

50-36,5
P|Z>———) = P(Z>2,36) = 0,0091
( 32,85 )
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Per tant, la probabilitat aproximada que ens tornin els diners 50 cops 0 més al llarg de I'any
és inicament del 0,0091.

Observeu que hem calculat P(X(365) > 50), perd que aquesta quantitat és la mateixa que
P(X(365) > 49,5), ja que la variable només pren valors naturals. Fixeu-vos que si 'aproximem
per la normal, obtindrem:

P(X(365)> 49,5) = P(X(365)—36,5 Z49,573’.6,5)

32,85 32,85
49,5-36,5
=P|Z>—+—=~| =P(Z£>2,26) = 0,0119
( 32,85 )

que és una quantitat lleugerament diferent de I’obtinguda abans. Es diu que aquest valor s’ha
obtingut fent una correccié de continuitat, ja que aproximem una variable discreta per una
de continua. Podem considerar bons tots dos resultats.

1.1. Estudi de la proporcid

Hem vist que quan n és gran, podem aproximar una binomial (n,p) per una
normal de parametres p = np i 6> = np(1 — p). D’altra banda, sabem que ens po-
dem mirar la variable aleatoria binomial com la suma de n variables aleatories
amb distribuci6 de Bernoulli de parametre p. Si dividim aquesta suma per n,
obtenim clarament la proporci6 d’eéxits.

Una proporci6 correspon a fer la mitjana de n variables aleatories de
Bernoulli de parametre p, on n és la mida de la mostra i p, la probabilitat
d’exit de cada esdeveniment individual.

Exemple de calcul d’una proporcio

Si volem calcular la proporci6 de catalans que s’han connectat avui a Internet, podem con-
siderar que a cada catala li correspon una variable Bernoulli que val 1 si es connecta o 0 si no
es connecta. Per a calcular la proporci6, hem de dividir el nombre de catalans que s’han con-
nectat pel nombre total de catalans.

Com que hem vist que la suma de n distribucions de Bernoulli de parametre p,
que és una binomial (n,p), és aproximadament una distribucié6 normal amb
mitjana np i variancia np(1 — p), és clar que la proporci6 (que és la suma de les n
distribucions de Bernoulli dividida per #), tindra esperanca p i desviaci6 tipica

~p(1=p)/n.

Per tant, quan la mida de la mostra, n, és gran, la distribuci6 de la pro-
porcio és aproximadament una distribucié normal d’esperanca p i des-
viacio tipica J/p(1 - p)/n. En aquest cas, J/p(1 - p)/n correspon a l’error
estandard.

Exemple de distribucié de la proporcié

Preguntem a una mostra d’habitants d’una poblaci6 la seva opinid sobre la possible cons-
trucci6 d'un panta. La probabilitat que un individu concret de la poblaci6 estigui d’acord

Exemple de la loteria

En I'exemple de la loteria, po-
dem pensar que X(n), el nom-
bre de vegades que ens han
tornat els diners en n sortejos,
és una suma de n variables,
cadascuna de les quals val 1

si aquell dia concret ens han
tornat els diners, i 0 en cas con-
trari. La suma de les n variables
ens déna el nombre de vega-
des que ens han tornat els
diners en els n sortejos, i si
dividim per n obtenim la pro-
porci6 de sortejos en queé ens
tornen els diners.

Utilitat de les proporcions

L’estadistica cada cop s'utilitza
més i les enquestes apareixen
cada dia als diaris. Ens interessa
saber quina proporcié d’elec-
tors votaran un determinat
partit, quina proporci6 de
ciutadans rebutja un determi-
nat pla o una determinada llei
que esta preparant el govern,
quina proporcié de consumi-
dors estaran interessats en un
nou producte que volem treu-
re al mercat, etc.
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amb la construcci6 del panta és p, i n és el nombre d’habitants entrevistats. El 30% dels en-
questats estan a favor de la construccié del panta, és a dir, podem establir que p =0,3. Si hem
preguntat a 400 habitants, aleshores trobem que la distribucié de la proporcié d’habitants

que estan a favor de la construcci6 del panta, que denotarem per p, és:

0,3(1-0,3)

N(o,s; e ) = N(0,3; 0,0005)

Per a calcular la probabilitat que la proporcié d’habitants a favor sigui més gran del 40%, hau-

riem de fer:

. p-0,3 _0,4-0,3
P(p>0,4) = P[L=22 .22 "00) _ pz54.47)=0
?>04) (A/o,ooos A/o,ooos) ( )

on Z indica una distribucié normal estandard.

2. El teorema del limit central

Sabem que la distribuci6 de la mitjana mostral d’'una variable normal o bé te
distribucié normal o bé es correspon amb una t de Student. També hem vist
que si les variables originals segueixen una distribucié de Bernoulli, aleshores

la seva mitjana és una proporci6 i, en aquest cas, quan z és prou gran, la seva

distribucié mostral també és una normal.

El darrer resultat és cert sigui quina sigui la distribuci6 de les dades originals.
Es a dir, no cal que partim ni de distribucions normals ni de distribucions de
Bernoulli, ja que per a mostres de mides prou grans, la distribuci6é de la mitja-

na mostral és normal sigui quina sigui la distribuci6 original. Aquest resultat

fonamental de I’estadistica té un nom propi: el teorema del limit central.

El teorema del limit central diu que si una mostra és prou gran (n > 30),
sigui quina sigui la distribuci6 de la variable d’interes, la distribuci6 de la
mitjana mostral sera aproximadament una normal. A més, la mitjana se-
ra la mateixa que la de la variable d’interés, i la desviaci6 tipica de la mit-
jana mostral sera aproximadament l'error estandard.

Una conseqiiéncia d’aquest teorema és la segiient:

Donada qualsevol variable aleatoria amb esperanca p i per a n prou
gran, la distribuci6 de la variable (X - p)/(Error estandard) és una
normal estandard.

Exemple d’aplicaci6 del teorema del limit central

Una empresa de missatgeria que opera dins la ciutat triga una mitjana de 35 minuts a dur un
paquet, amb una desviaci6 tipica de 8 minuts. Suposem que durant el dia d’avui han repartit
200 paquets.

a) Quina és la probabilitat que la mitjana dels temps de lliurament d’avui estigui entre
301 35 minuts?

b) Quina és la probabilitat que, en total, pels 200 paquets, hagin estat més de 115 hores?

Considerem la variable X = “Temps de lliurament del paquet”. Sabem que la seva mitjana és
35 minuts i la seva desviaci6 tipica és 8. Pero fixeu-vos que no sabem si aquesta variable se-

Que vol dir n prou gran?

Considerarem que n és prou
gran quan, com a minim,
n> 30.

Calcul de I'error estandard

Recordem que si la variable té
una desviacié tipica coneguda
o, I'error estandard es pot cal-
cular com o/ .Jn.

Quan o és desconeguda,
calculem l'error estandard
com s/.Jn.
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gueix una distribucié normal. Durant el dia d’avui s’han Iliurat n = 200 paquets. Es a dir, te-
nim una mostra xy, X, ..., X, de la nostra variable.

Pel teorema del limit central, sabem que la mitjana mostral es comporta com una normal
d’esperanca 35 i desviaci6 tipica:

8

—— = 0,566
~200

Si fem servir aquesta aproximacio, ja podem contestar la pregunta a. Hem de calcular:

30—35<X—35<35—35)

P(30=X<35) = P( 0,566 ~ 0,566 ~ 0,566

que és aproximadament igual a la probabilitat segiient:

30-35__35-35) )
P(0/566 <7< 01566) ~ P(-8,83<7Z<0)~0,5

on Z és una normal (0,1). Es a dir, tenim una probabilitat aproximada de 0,5 que la mitjana
del temps de lliurament d’avui hagi estat entre 30 i 35 minuts.

Pel que fa a la segona pregunta, d’entrada hem de passar les hores a minuts, ja que aquesta
és la unitat amb queé ens ve donada la variable. Observeu que 115 hores per 60 minuts ens
donen 6.900 minuts. Se'ns demana que calculem la probabilitat segiient:

~_6.900\ _ , <
P(X>m> = P(X>34,5)

i com que sabem que la mitjana es distribueix aproximadament com una normal de
mitjana 35 i desviacié tipica 0,566 (suposarem sempre que la distribucié de la mitjana és
normal, ja sigui perque la variable d’interes és normal o perqué la mostra és prou gran), aques-
ta probabilitat es pot aproximar per la probabilitat d"'una distribuci6 normal estandard Z:

34,5-35

P(Z> oizee ) = P(Z>-0,88) = 1-P(Z<-0,88) = 1-0,1894 = 0,8106

2.1. Control de qualitat

Un dels casos més habituals en qué podem aplicar el teorema del limit central
és a I’hora de fer un procés de control de qualitat.

Entendrem per control de qualitat el seguiment d'una certa variable
aleatoria en un procés de produccié a partir de la mitjana de mostres

successives.

Establirem un interval, de manera que les mitjanes que caiguin fora d’aquest
interval ens indicaran que hi ha alguna anomalia en el procés de produccio en

aquell instant. Els limits d’aquest interval s’anomenen limits de control.

Si p és l'esperanca de la variable d’interes, o la desviacio tipica i considerem
una mostra d’aquesta variable de mida #, els limits de control vindran donats

per pup-+ 3% i H*3£ . Es a dir, calculem tres cops l'error estandard a
n n
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banda i banda de la mitjana. Per tant, la longitud de I'interval és dues vegades
el triple de l'error estandard.

Per que agafem aquest interval? Si apliquem el teorema del limit central sobre
la variable d’interes, sabem que la mitjana ge n dades es distribueix com una
normal amb mitjana p i desviacio tipica 7—,; . Es demostra (fje‘lcilment qug la
probabilitat que una mitjana estigui fora de I'interval K+ 3% i K- 3%

és de 0,003 (aix0 vol dir que un valor fora d’aquest interval, si el procés funci-
onés correctament, es pot donar només amb una probabilitat de 0,003). Per
tant, quan es doni un valor fora de l'interval pensarem que no és casualitat i

que el problema és que la variable no es comporta com suposavem.

Exemple de realitzacié d’un control de qualitat

Considerem una maquina que omple pots de iogurt. Suposem que, de mitjana, cada pot con-
té 125 grams de iogurt amb una desviaci6 tipica d’'1,5 grams. Cada setmana fem un control
de la maquina: analitzem una mostra de 30 pots de iogurt i calculem la mitjana d’aquests
30 iogurts. En aquest exemple, 1’error estandard és:

LS _ 9274

/30

Per tant, els limits de control seran:

125+3-0,274 = 125,82
125-3.0,274 = 124,18

Aixi, doncs, si la mitjana de les mostres setmanals de mida 30 esta entre aquests dos valors,
considerarem que tot és correcte. Mentre que si és inferior a 124,18 o superior a 125,82 su-
posarem que hi ha alguna anomalia en el procés de produccié, i caldra revisar-lo.

Per cert, fixeu-vos que per a fer aquest control de qualitat només cal fer malbé 30 iogurts cada
setmana.

3. Resum

En aquesta sessi6 hem presentat un resultat fonamental de l'estadistica, el teo-
rema del limit central. L’hem desenvolupat a partir de 1’estudi d'una proporcié.
Hem acabat veient una de les seves aplicacions més usuals, la realitzacié d'un

control de qualitat.
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Exercicis

1. En un experiment de laboratori es mesura el temps d"una reacci6é quimica.
S’ha repetit I'experiment 98 vegades i s’obté que la mitjana dels 98 experi-
ments és de 5 segons amb una desviacioé de 0,05 segons. Quina és la proba-
bilitat que la mitjana poblacional p difereixi de la mitjana mostral en menys

de 0,01 segons?

2. S’estableix un control de qualitat per a un procés de produccié de bales.
S’ha establert que quan el procés esta sota control, el diametre de les bales és
d’l cm amb una desviaci6 tipica de 0,003 cm. Cada hora es prenen mostres
de 9 bales i se’'n mesuren els diametres. Els diametres mitjana de 10 mostres

successives, en centimetres, son:

1,0006 0,9997 0,9992 1,0012 1,0008
1,0012 1,0018 1,0016 1,0020 1,0022

Establiu quins son els limits de control i expliqueu que podeu concloure sobre
el procés de producci6é en aquests instants.

Solucionari

1. Com que la mostra és gran, pel teorema del limit central podem suposar

que la distribuci6 de la mitjana és una normal de mitjana p i desviacio tipica,

I'error estandard. Per tant, la probabilitat que ens demanen, que és:

P(X -l <0,01) = P(-0,01 <X —u<0,01) = p| 291 X—1 001} _

0,05 0,05 0,05
J98 /98 .98
_pl Xy
p 1,98<0,05<1,98
/98

es pot aproximar per la probabilitat d’'una distribucié normal estandard Z:
P(-1,98<Z2<1,98)=1-2-0,0239 =0,9522
Per tant, la probabilitat que ens demanen és de 0,9522.

2. Observem que la mitjana p =1 i que 'error estandard és:

5 _ 0,003

=2 = 0,001
Jno 9
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Per tant, els limits de control seran 1,003 i 0,997. Observem que absoluta-
ment totes les mitjanes que hem obtingut de les successives mostres estan
dins I'interval format pels dos limits de control. Es a dir, no hi ha cap dada
superior a 1,003 ni cap dada inferior a 0,997. Per tant, podem concloure que
el procés de control ha estat correcte durant el temps que I’hem analitzat, i
que no hem detectat cap anomalia.






