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Introduccio

L’objectiu d’aquest modul és aprofundir més en aspectes matematics que en estadis-
tics. De fet, es podria dir que 1’objectiu d’aquest modul €s doble: d’una banda, cobreix
diferents parts de ’algebra lineal necessaries per a I’estudi de I’estadistica, com s6n
les operacions matricials i la descomposicié de matrius; d’una altra, a més, vol co-
brir altres aspectes que van més enlla de 1’estadistica, com poden ser el calcul o els

nombres complexos.

Per aix0 mateix, encara que R sigui un programa inicialment concebut per a 1’estudi
de I’estadistica, també el poden fer servir estudiants d’assignatures de fisica, enginye-
ria i matematiques en general, en les quals en veuen en profunditat elements d’algebra
lineal avancada i analisi numerica. Aixi doncs, es pot pensar que R és una alterna-
tiva viable a programes com MATLAB o OCTAVE, ampliament utilitzats en diverses

branques de I’enginyeria.

Tradicionalment, les qiiestions de calcul s’han estudiat en I’ambit computacional amb
els anomenats sistemes d’algebra computacional (CAS és 1’acronim en angles), que
tenen com a programes principals Mathematica, Maxima i SAGE. Aquests programes
s6n molt potents portant a terme operacions de diferenciacid, integracio i resolucid
d’expressions algebraiques d’una manera simbolica, és a dir, introduint una funcié
com y = x", el programa ens torna I’expressi6 simbolica de la derivada, aix0 és, y' =
nx"~'. A diferéncia d’aquests programes, el calcul simbolic no es pot considerar un
avantatge d’R, encara que cada vegada més apareixen extensions en R que permeten
fer calculs d’aquesta manera!. Aixd no obstant, el punt fort d’R és 1’analisi numerica,
que se centra en I’estudi dels algorismes que utilitzen una aproximacio numerica (en
contraposicio a la manipulacié simbolica) per als problemes d’analisi matematica. Els
temes que s’inclouen en 1’analisi numerica cobreixen gairebé tots els ambits de les

matematiques i I’estadistica. Heus aqui els més destacats :

1) Calcul dels valors de la funcid.
2) Interpolacid, extrapolaci6 i regressio.
3) Resolucié d’equacions i sistemes d’equacions.

4) Estudi de problemes de descomposicié matricial: vectors i valors propis, i valors

singulars.

5) Optimitzacio lineal i quadratica.

! Per exemple, algunes llibreries que permeten fer calcul simbolic amb R s6n rSymPy, ryacas i mosaic.
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6) Avaluaci6 d’integrals mitjangant integracié numerica.

7) Estudi d’equacions diferencials.

Per tot aix0, des d’aqui animem tots els estudiants d’assignatures que incloguin al-
guns d’aquests temes a donar una oportunitat a R, ja que els permetra consolidar els
coneixements teorics que hagin adquirit i també posar-los en practica amb dades reals

o simulades.
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Objectius

1. Aprendre a manejar vectors i matrius i a fer operacions entre aquests.

2. Dominar les técniques principals de descomposicié matricial.

3. Trobar I’arrel d’equacions algebraiques i resoldre sistemes d’equacions.
4. Estudiar i representar graficament funcions de diferents classes.

5. Aproximar numericament el calcul de derivades i integrals.

6. Saber resoldre problemes de valor inicial amb equacions diferencials ordinaries i

parcials.
7. Resoldre algorismes d’optimitzaci6 lineal i quadratiques.

8. Dominar la notaci6 i les operacions basiques amb nombres i variables complexes.
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1. Algebra vectorial i matricial

1.1. Operacions algebraiques

Reprenent el que hem vist en el primer modul, R permet emmagatzemar dades nume-
riques en vectors i matrius, la qual cosa permet efectuar operacions algebraiques amb
vectors, matrius i escalars. Vegem les possibles operacions que R permet efectuar.
1.1.1. Suma i resta d’escalars, vectors i matrius

R permet efectuar operacions vectoritzades, la qual cosa permet sumar o restar un

escalar i un vector. En aquest sentit, se suma o es resta el valor de 1’escalar a tots els

elements del vector, com mostra I’exemple segiient:

ctxv=cx(,...,v) =(CEtV,...,ct V)
> v <— 1:4
> 54v

[1] 6 7 8 9

Aix0 s, per a sumar o restar vectors, aquests han de tenir la mateixa longitud. Vegem

I’exemple segiient:

Analogament al cas dels vectors, es pot efectuar la suma i la resta d’escalars i matrius:

ayl ... daip ctap; ... cxa

apt ... dpp cxa, ... cxay,

Seqliéncies numeriques

Fixeu-vos que el vector a inclou
els valors (1,2, 3,4,5), mentre
que el vector b els inclou de
manera inversa, aixo és,
(5,4,3,2,1).
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> A <- matrix(1:4,2,2)

> 3 + A
[ SIEN[A2A]
[1,] 4 6
[2,] 5 7
La suma i la resta de matrius es fa element per element, de manera que aquestes han Consell per a programar

ordenadament

de tenir la mateixa mida. Altrament, obtindriem un missatge d’error.

En una analisi en qué incloguem
vectors i matrius, és

> A <- matrix(1:4,2,2) recomanable anomenar els
vectors amb minudscules, de

> B <- matrix(4,2,2) manera que s’evitin confusions.

> A + B

[,11 [,2]
(1,1 5 7
[2,] 6 8

Per a sumar i restar vectors i matrius no és necessari que aquests concordin en longitud
i mida. En R, aquesta propietat es denomina reciclatge, aixo és, els valors del vector
se sumen a la matriu fins a completar-la, i en cas que el producte de files i columnes
sigui superior a la longitud del vector, els valors d’aquest es repetiran fins a completar

la matriu. Vegem-ne un exemple:

> (v <= 2%1:4) Primer columnes, després files
[11 2 4 68 Recordeu que, a I'nora de fer una
> (A <- matrix(0,2,4)) operacid entre un vector i una
matriu, R comenga I'operacio per
[,11 [,2] [,3] [,4] la primera columna, sempre de
(1,1 0 0 0 0 dalt a baix i d’esquerra a dreta.
[2,] 0 0 0 0
> v + A
(,11 [,21 [,3] [,4]
(1,1 2 6 2 6
[2,] 4 8 4 8

En cas que la longitud de la matriu (files per columnes) no sigui multiple de la longitud
del vector, 1’operacio es dura a terme igualment, perd obtindrem un missatge d’error

per a recordar-nos aquesta circumstancia.

> (v <= 2%1:4)

[1] 2 4 6 8

> (A <- matrix(0,2,3))
[,11 [,2]1 [,3]

(1,1 0 0 0
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(2,1 0 0 0
> v + A

(11 [,2] [,3]
(1,1 2 6 2
(2,1 4 8 4

Missatges d’avis perduts
In v + A
longitud d’objecte més gran no és multiple de la

longitud d’un de més petit

1.1.2. Producte i divisié element per element

Com en el cas anterior, R també permet multiplicar o dividir un escalar i un vector.

Per a aixo0, ens servirem dels simbols ” = ” per a la multiplicaci6 i ”/” per a la divisio.

cv=cWi,...,vy) =(CVi,...,CcV)

c/lv=c/(vi,...,vy) =(c/vi,...,c/vy)

> 2 % 1:4

[1] 2 4 6 8

> 2 / 1:4

[1] 2.0000000 1.0000000 0.6666667 0.5000000

La multiplicacié element per element entre vectors requereix que aquests tinguin la

mateixa longitud.

> 1:3 x 1:3
[1] 1 4 9

De la mateixa manera, la multiplicacié element per element entre matrius només €s

possible si aquestes tenen la mateixa dimensio.

> (A <- matrix(1:4,2,2))

[1,] 1 3

[2,] 2

> A x t(A)
(11 [,2]

[1,] 1 6

Compte amb les
multiplicacions de matrius!

Com veurem més endavant, hi
ha més d’'un operador de
multiplicacié definit per a matrius,
amb la qual cosa cal tenir molt
clar quin tipus de multiplicacié
volem aplicar. Aquest exemple
mostra una multiplicacié element
per element.




© FUOC e PID_00208266 12

Algebra lineal i calcul amb R

Un cas especial és el de la multiplicaci6 element per element d’un vector i una matriu.
Aquesta operacié només es pot fer si la longitud de 1’objecte més petit €s multiple de
la del més gran, entenent la longitud de la matriu com el producte del nombre de files
i columnes. Cal anar amb compte en efectuar aquesta mena d’operacions, ja que és

facil equivocar-se i que el resultat no sigui el que volem obtenir.

> 1:3 » matrix (1,2, 3)
(11 [,2]1 [,3]

Per acabar, és interessant destacar que altres operadors algebraics també es poden

aplicar element per element. Vegem el cas de 1’operador poteéncia:

> (A <- matrix(1:4,2,2))

[1,] 1 3
[2,] 2
> A2

[,11 [,2]
(1,1 1 9
[2,] 4 16
> AMA

[,11 [,2]
(1,1 1 27
(2,1 4 256

1.1.3. Producte escalar entre dos vectors

Si tenim dos vectors @ i b de la mateixa longitud (n elements), el producte escalar

entre tots dos es defineix de la manera segiient:

n
a-b=Zaibi=a1b1 +a2b2+"'+(l”bn
i=1

En R, aquesta operacid es fa de la manera segiient:

> a <- 1:3

> b <- c(2,5,8)
> sum (ax*b)

[1] 36

Producte escalar

També conegut com a producte
intern, producte interior o
producte punt (en anglés, dot
product), es tracta d’'una
operaci6 binaria definida sobre
dos vectors d’un espai euclidia
que té com a resultat un escalar.
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Sempre que dos vectors sén ortogonals (@ L b), el seu producte escalar és igual a

Z€10.

> a <- c(1,1)
> b <- c(-1,1)
> sum (axb)

[1] O

1.1.4. Norma d’un vector

També denominada la magnitud d’un vector, es tracta de la distancia entre 1’origen i
el vector. Aixo és, en un espai euclidia R”, la norma del vector v = (vy,...,v,) queda

definida per la férmula segiient:

Wl = V3 + -+ 02

En la distribucié basica d’R no hi ha cap funcié predefinida que faci aquesta opera-
ci6 amb vectors. Aix0 no obstant, és molt facil crear una funcié que la faci. Aquest
és un dels avantatges principals d’R, que podem crear les nostres propies funcions

personalitzades i fer-les servir quan les necessitem.

> norm.vec <- function(x) sqgrt (sum(xx*x))
> a <- c(1,1)
> norm.vec (a)

[1] 1.414214

1.1.5. Producte matricial

El producte matricial entre Ay, 1 By, s’ 0bté aplicant la férmula segiient:

ay - a| |bu -+ by

AB=| i L =
Aml  *°  dmn by - bnp
a11b11+"'+alnbn1 a11b1p+"'+a1nbnp
amlbll R amnbnl T amlblp +- +amnbnp

Ortogonalitat

Geomeétricament, dos vectors
ortogonals formen un angle
recte. La paraula procedeix del
grec orthos (recte’) i gonia
(‘angle’).

Espai euclidia

En geometria, el concepte
d’espai euclidia inclou el pla
euclidia per a un espai de 2
dimensions i I'espai euclidia per
a un espai de 3 0 més
dimensions. Es denomina aixi en
honor del matematic grec antic
Euclides d’Alexandria.

Pitagores tenia rad

Geometricament, en el pla
euclidia la norma es pot
interpretar com la longitud de la
hipotenusa, en aquest cas

V12 +12 = V2 = 1,414214.

No confongueu els tipus de
multiplicacié!

En R, el simbol  es fa servir per
a la multiplicacié element per
element, mentre que el simbol

% * % es fa servir per al producte
matricial.
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Per a poder-lo aplicar, el nombre de columnes de A ha de ser igual al nombre de files
de B, i la matriu resultant tindra tantes files com A i tantes columnes com B. En R,

aquesta operacié es fa amb 1’operador %« %:

> (A <- matrix(1:4,2,2))

> (B <- matrix(2,2,1))

També és possible utilitzar el producte matricial amb vectors. Aix0 és, reinterpretant
els vectors @ i b de longitud n com a vectors columna @, i bix,, el producte eucli-
dia interior i exterior son els casos més senzills especials del producte de la matriu,

mitjangant la transposicié dels vectors columna en vectors fila.

El producte interior és el resultat de multiplicar un vector fila per un vector columna, El resultat del producte interior de dos 0
vectors sempre és un escalar. ‘

la qual cosa equival al producte escalar:

by

b n
a-b:aTb:(a an) =y +arby + o+ anb, = Y aiby

i=1

1 a2

by

En R podem aplicar aquesta operacié de dues maneres: amb 1’operador de producte
matricial $+% i amb la funcié del producte creu crossprod, la qual cosa efectua

I’operacié AT B tant per a vectors com per a matrius:

> a <— 1:3

[1,] 14

> crossprod(a, a)
[,1]
[1,] 14
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El producte exterior és el resultat de multiplicar un vector columna per un vector fila: 1 resultat del producte exterior de dos 0

vectors sempre sera una matriu. ‘

a aiby aiby --- apb,

ay azb a2b2 e azbn
a®b=ab" = (b1 b, bﬂ): ! .

an anbl anb2 e anbn

Apliquem aquesta operacié en R amb 1’operador $0%, el qual calcula AB” tant per a
vectors com per a matrius:

1.1.6. Producte de Kronecker

El producte de Kronecker, representat pel simbol ®, és una operaci6 entre dues matrius Leopold Kronecker

que resulta en una matriu en blocs. Es una generalitzacié de vectors a matrius del
Leopold Kronecker (1823-1891)
va ser un matematic alemany

segiient: cada element de la primera matriu multiplica tots els elements de la segona que va treballar en la teoria dels

. . . . nombres i 'algebra.
matriu. Partint de les matrius A,,x, 1 Bpxq, €l producte de Kronecker A ® B resultara en

una matriu en blocs de dimensi6 mp X ng:

producte exterior (representat pel mateix simbol). Aquesta operacié consisteix en el

anB al,,B
A®B=

amlB T amnB

R disposa de la funcié kronecker per a fer aquesta operacio.

> (A <- matrix(1,1,3))
[ SRR Z8 SN[ S]
(1,1 1 1 1

> (B <- matrix(1:4,2,2))
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> kronecker (A, B)

1.2. Equacions algebraiques

Aquesta mena d’equacions involucra polinomis. Recordem que un polinomi de grau

n pren la forma segiient:

P(x) = apx" + ap 1 X"+ oo+ apx® + ajx + ag

Les equacions algebraiques, també denominades polinomiques, sén equacions en que
s’estableix la igualtat de dos polinomis P = Q, essent 1’objectiu trobar la solucio, és a
dir, el valor de x que satisfa la igualtat P = Q, o el que és el mateix P — Q = 0. Com
veurem més endavant, R disposa de diverses alternatives per a solucionar equacions.
En el cas dels polinomis, una de senzilla consisteix a crear vectors amb els coefici-
ents del polinomi en ordre creixent (ag, ay, .. .,a,), després restar-los i buscar 1’arrel

mitjancant la funcié polyroot, que és la solucid. Vegem-ne un exemple senzill:

202 +5x+5=x>+3x+4

X+2x+1=0

Un nombre complex es representa en forma binomial com: Notaci6 complexa

R torna les arrels d’'un polinomi
en forma binomial z = a + bi,
essent a la part real i b, la part

> p2 <= c(4,3,1) imaginaria. En aquest cas, en ser
b =0, les solucions sén (-1, -1).

> pl <- c(5,5,2)

> polyroot (pl-p2)
[1] -1-0i -1+401i

Es important tenir en compte que el nombre d’arrels d’un polinomi és igual al seu
grau, en aquest cas n = 2. A més, les arrels es poden expressar en nombres comple-

xos', amb la qual cosa en aquest cas la solucié s’interpretacoma x = -1+ 0-i = —1.

! Recordem que i = V-1. En la part final d’aquest modul veurem amb detall com R treballa amb nombres
complexos.



© FUOC e PID_00208266 17

Algebra lineal i calcul amb R

1.3. Sistemes d’equacions lineals

En matematiques, la teoria de sistemes lineals és una part fonamental de I’algebra
lineal. La férmula general d’un sistema de m equacions lineals amb » incognites pren

la forma segiient:

anx; + apxx + ... + apx, = b1
ayx; + apx, + ... + ayx, = b,
amX1 + amXxo + ... + auXx, = by

En aquest sistema, x; son les incognites, a;; els coeficients i b; els termes independents.

Aquest tipus de sistemes pot ser:

e Incompatible: sino té solucid.

e Compatible: si té solucid. Sera determinat si t€ una unica solucio, i indeterminat

si admet un conjunt infinit de solucions.

Utilitzant les propietats del producte de matrius, és possible expressar el sistema d’e-

quacions lineals anterior en forma matricial: A - x = b.

ajr a0 an| |x b
ay ap -+ ay| |x by
Aam] am2 ° Amn Xn bm

Hi ha molts metodes de resolucié d’aquest tipus de sistemes, que depenen de les seves
caracteristiques. En R, la funcié basica que resol sistemes d’equacions és solve.

Vegem-ne 1’aplicacio resolent el sistema segiient:

3x+y+2z=10
4x+3y+4z7=21

2x+y+2z=9

Primer expressem el sistema mitjangant matrius:
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> el <- c(3,1,2)
> e2 <- c(4,3,4)
> e3 <- c(2,1,2)

> A <- rbind(el,e2,e3)

> b <= c(10,21,9)

Tot seguit, utilitzem la funcié solve per a calcular x = A~'b, i obtenim la solucié

x=1,y=3iz=2.

> solve (A, Db)
[1] 1 3 2

1.4. Descomposicié matricial
1.4.1. Vectors i valors propis
En algebra lineal, la descomposicié espectral (també anomenada eigendescomposicio
o descomposicio en vectors i valors propis) és la factoritzacié d’una matriu en una
forma canonica, en la qual la matriu es representa en termes dels seus valors i vectors

propis. Només les matrius diagonalitzables es poden factoritzar d’aquesta manera.

Analiticament, un vector no nul v de longitud N és un vector propi d’una matriu qua-

drada A de dimensié N X N si i solament si se satisfa I’equacio lineal segiient:

Ay = Ay

Essent A un escalar denominat el valor propi associat a v, la interpretacio és la segiient:
la matriu A s’interpreta com una transformaci6 lineal aplicada al vector v. Aleshores,
aquest vector v sera aquell al qual la transformacié A només allarga o encongeix (és a
dir, canvia la longitud), perd no en canvia la direccid. Aleshores, el valor propi A sera

la magnitud en la qual el vector propi s’allarga o s’encongeix.

Per a cada valor propi 4; disposem de I’equacio segiient:

A-aDv=0.

Essent I la matriu identitat N X N.
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En R, els valors i vectors propis es calculen mitjangant la funcié eigen. Per exemple,

suposem que volem calcular els valors i vectors propis de la matriu segiient:

> A <- matrix(c(2,0,0,2),2,2)

> eigen (A)

Svalues
[1] 2 2
Svectors

[,11 [,2]
[1,1 0 =1
(2,1 1 0

En aquest cas, hem obtingut dos valors propis (1; = A, = 2) i dos vectors propis
vi=0,1)ivy, =(-1,0)). Es interessant apuntar que sempre obtindrem tants valors i

vectors propis com la dimensi6 de la matriu de transformacié A.

1.4.2. Descomposicio en valors singulars

Aquesta descomposicid, abreujada com a DVS (en angles 1’acronim és SVD, singular
value decomposition), esta relacionada amb la descomposicié espectral que hem vist
anteriorment. Partint d’una matriu A, igual que en el cas anterior, la DSV efectua

I’operacié segiient:

A=UDVT

En qué U i V sén ortogonals, V7 és la matriu transposada de V i D és una matriu
diagonal amb els valors singulars D;;. De manera equivalent, també es pot expressar
coma D = UTAV. Vegem-ne un exemple amb la matriu anterior A. Como veiem, D

conté els valors singulars de A.

> A <- matrix(c(2,0,0,2),2,2)
> svd (A)
$d

[1] 2 2

Su

La funcié eigen

Aquesta funci6 torna una llista
amb dos elements: els valors
(values) i els vectors (vectors),
als quals s’accedeix mitjangant
I'operador $.

DVS

Aquesta descomposicié té
moltes aplicacions en estadistica
i altres disciplines, com el
processament de senyals en
enginyeria.
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[,11 [,2]
i, ] 1 0
[2,] 0 1
Sv

[,11 [,2]
[1,] 1 0
[2,] 0 1

A més, en R hi ha altres descomposicions matricials disponibles, I’estudi de les quals
sobrepassa els objectius d’aquests apunts. Les principals son la factoritzacié QR (fun-

ci6 gr) i la factoritzacié de Cholesky (funcié chol).
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2. Funcions

2.1. Introduccié
En aquest capitol veurem les multiples possibilitats per a treballar amb funcions mate-

matiques del tipus y = f(x) que ens ofereix R. La funci6 basica, explicada en el modul

introductori, és funct ion. Per exemple, la funcié d’una variable y = x> — 3:

> y <- function(x) x"2 - 3

Amb la funci6 y introduida, és immediat avaluar la funci6 per a valors especifics de x,

tant escalars com vectors:

> y (1) Avaluacié6 de funcions

En aquest exemple, hem creat
un vector de valors inicials xg
amb els valors (-3,-2,..., 2,3)i
els hem avaluat amb la funcié

(1] -3 -2 -1 0 1 2 3 creada y(x).

La funcié uniroot es fa servir per a buscar les arrels d’una funcio, és a dir, els
valors de x per als quals es compleix f(x) = 0. Per a aix0, cal introduir un vector amb
la part del domini en la qual volem buscar arrels. En aquest cas, buscarem en 1’interval
x € [-2,0]:

> uniroot (y,c(-2,0))
Sroot
[1] -1.73205

Sf.root
[1] -3.278749%9e-06

Siter
[1] 5

Sestim.prec
[1] 6.103516e-05
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Com veiem, aquesta funci6 ens ofereix molta informacid. La part rellevant és $root,
la qual ens indica que f(xp) = 0 si xp = —1,73205. La resta d’informaci6 fa referén-
cia al nombre d’iteracions i a la precisio de 1’estimacid. En aquest punt és important
destacar que I’interval introduit ha de contenir una tnica arrel, és a dir, la funcid f(x)
ha de tallar la recta horitzontal una sola vegada. Si no és aixi, obtindrem un missatge

d’error:

> uniroot (y,c(-2,2))
Error in uniroot (y, c(-2, 2))

f () values at end points not of opposite sign

2.2. Classes de funcions

Hi ha diferents classificacions de funcions matematiques. Una classificacié fonamen-

tal es basa en el nombre d’arguments o incognites que té:

1) Funcions d’una variable: prenen la forma y = f(x), com la funcié que hem des-

crit abans.

2) Funcions de diverses variables: sén una generalitzaci6 del cas anterior a n argu-

ments, aixo és, y = f(x,...,X,).

Un exemple d’aquest segon cas seria la funcié y = x% + x%. La manera d’introduir-la

en R és:

> y <= function(xl,x2) x172 + x2"2

Si ens limitem a les funcions d’una sola variable, les podem resumir en la taula 1:

Taula 1. Classes basiques de funcions

Classe Forma funcional
Lineal mx+b
Poténcia X"
Arrel {x
Racional P(x)/Q(x)
Exponencial a*
Logaritmica loga(x)
Trigonométrica sin(x)
cos(x)
tan(x)
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A més, les funcions poden ser algebraiques si es poden construir amb operacions
algebraiques (suma, resta, multiplicacio, divisi6 i arrel) o transcendentals, quan aixo

no passa.

2.3. Representacio grafica

2.3.1. Grafics d’una funcié

Un dels avantatges principals de R sobre altres programes és la potencia i la versatilitat
dels grafics. En aquest apartat només cobrim una mindscula part d’aquest potencial.
La funcid basica de representaci6 grafica en R és plot. Aquesta funcié admet diver-
sos tipus d’arguments, aixo és, tipus d’objectes que poden ser representats. En el cas
de funcions d’una sola variable com y, es poden representar directament. El quadre

segiient recull les principals opcions que ens ofereix plot:

Taula 2. Opcions grafiques elementals

o ) ) Parametres grafics
Descripcio Instruccio Opcions
T : " "
Titol main texto Si acudim a I'ajuda d'R, introduint
Nom de l'eix x xlab "texto" en la consola la instruccio
Nom de l'eix y ylab "texto" help (par), obtindrem una
Domini <lim c(a,b) lista extensa d’opcions
: : grafiques, amb les quals podrem
Rang ylim c(a,b) personalitzar i modelar tots els
Tipus de grafic type Linies: "1" aspectes del grafic.
Punts: "p"
Tots dos: "o"
Amplada de linia lwd 1,2,...
Color de linia col "red", "blue",...

Considerem un exemple d’una funcié amb una variable y = x Vx + 3:
> y <= function (x) xxsqrt (x+3)

Una representacio de la funcid y = x Vx + 3 podria ser la segiient. El resultat es mostra

en la figura 1:

Figura 1. Representacié de la funcié y = x Vx + 3

Una funcié dibuixada

1.0

Eix d’'ordenades
|

-2.0

Eix d'abscisses
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plot (y, Consell de programacio

>

+ main="Una funcidé dibuixada", o
A I'hora de programar grafics, és

+ xlab=" Eix d’abscisses", aconsellable comengar una nova

n ylab=" Eix d’ordenades", Immd%m%@eawawmade

manera que tinguem una

+ xlim=c (-4, 2), instruccié per linia i visualment

+

+

+

+

sigui tot més clar.

ylim=c(-2,1),

type="1",

lwd=5,

col="salmon")
Warning message:

In sgrt(x + 3) : NaNs produced

El missatge d’avis In sqgrt (x + 3) : NaNs produced ens indica que hem
intentat representar el grafic en I’interval x € [—4, 3], pero el domini de la funcié és
[-3, co], amb la qual cosa els valors en I'interval [-4, —3] no es poden mostrar, ja que

no existeixen.

2.3.2. Grafics de diverses funcions

Una altra manera de representar graficament funcions és creant un vector de valors
inicials. Aixo és, I’argument de la funcié plot no sera la funcié propiament, siné una
serie de valors resultants d’aquesta. Aixo és molt util quan representem una funcié
amb més d’una variable, 0 més d’una funcié en un grafic, o quan la funcié s’ha de
representar per parts. En veurem un exemple amb les funcions trigonometriques del
sinus, el cosinus i la tangent. Aquestes sén funcions implementades en R i, per tant, no
cal crear-les. El primer pas sera crear un vector de valors inicials xp. Si volem un grafic
d’alta qualitat, entre el maxim i el minim hi haura d’haver molts punts intermedis. En
el nostre cas, avaluarem les tres funcions en I’interval x € [-5,5], que conté 1.000

subintervals, de manera que el vector resultant tindra una longitud de 1001:

> x0 <= seg(-5,5,0.01)

> (lon <- length(x0))
[1] 1001

Després creem tres vectors que siguin 1’avaluaci6 de les tres funcions en els punts xg.

Logicament, la longitud dels vectors resultants sera la mateixa:

> yl <= sin (x0)
> y2 <= cos (x0)

> y3 <- tan (x0)
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El pas segiient és la representacié grafica. Com que tenim més d’una funci6 és reco-
manable crear primer el marc del grafic, aix0 €s, els valors maxim i minim en els eixos
de coordenades. Els rangs dels eixos seran (1, 1001) per a les abscisses i (—4,4) per a

les ordenades:

Elaboracié d’un grafic

> (xrange <- c(1,1lon))

[1] 1 1001 Aquest pas ens ha creat un
quadre buit. Els dos primers
arguments son els rangs. La
> (yrange <- c(—4,4)) instruccié type="n" especifica
[1] -4 4 qL.Je .no hi ha fyunci()l, xaxF="n"
elimina I'eix d’abscisses, i tant
xlab="" com ylab="" deixen
els noms dels eixos en blanc.

> plot (xrange, yrange, type="n", xaxt="n",xlab="",ylab="")

Ara ja podem anar afegint valors al quadre mitjancant la funcié 1ines, en que espe-
cifiquem el vector que volem representar, com també les caracteristiques de la repre-
sentaci6 (tipus de linia, gruix, color, etc.). A més, amb la funcié abline dibuixarem

una linia horitzontal en el punt y = O mitjangant 1’opcié h=0:

lines (y1l,type="p",lwd=1,col="red")
lines (y2,type="p", lwd=1,col="blue")
lines (y3, type="p", lwd=1, col="orange")
abline (h=0, lwd=2)

vV V V V

L’dltim pas és afegir la llegenda, la qual cosa es fa amb la funci6 legend. Aqui
especifiquem on volem la llegenda (a baix i a I’esquerra), el text associat a cada funcid,
el color de cada funcid, i per acabar cex, que indica la proporcié de la llegenda res-
pecte al grafic (un valor més gran indicara una mida més gran). El resultat final es

mostra en la figura 2:

> legend ("bottomleft", Parametres de la llegenda

s c("sin(x)","cos (x)","tan(x)"),

Si introduim la instruccié

+ fill=c (" red", "blue", "orange"), help (legend) obtindrem una
descripci6 detallada de les
opcions per a personalitzar el
quadre de la llegenda.

+ cex=1.5)

Figura 2. Representacié de les funcions sin(x), cos(x) i tan(x)

<

ol oSN Pl o~ P
S oSl SO S

= sin(X)
= CcOoSs(X
] B tan{xf
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Un tipus de funcié molt comd és el de la funci6 per parts o funcio definida a trossos.

Considerem la funci6 segiient:

42 + 2 si x>0
X

Jx)=1 5 si x=0

6 log(|x]) si x<0

Suposem que volem avaluar-la i representar graficament en I’interval x € (—10, 10).

Per a aixo haurem d’utilitzar cicles 1 condicionals, tal com es mostra a continuacio:

> x0 <= (=10:10)
> n <- length (x0)
>y <- rep(0,n)

> for (i in 1:n){

- x <— x0[i]

+ if (x>0) {

+ y[i] <- 4*x*x + (factorial (x)/x"x)
+ }else if (x==0) {

- y[i] <= 5

+ telse(

+ y[i] <- 6xlog(abs(x))}

+ 1}

> plot (y,type="1", 1lwd=8, col="purple")

Figura 3. Representacié d’una funcié definida a trossos

o
o_
™
> —
o
O_
—
O_
T T T T
5 10 15 20
Index

2.3.3. Grafics en tres dimensions

Aquest tipus de grafics es fan servir per a representar funcions en R?, és a dir, del
tipus y = f(x1, x»), de manera que s’ha de visualitzar sobre un sistema de tres eixos

de coordenades (és a dir, un espai euclidia tridimensional).

Cicles i condicionals

Aquesta estructura pot semblar
enrevessada i complexa. Val la
pena que la llegiu més d’'una
vegada per intentar entendre qué
és el que estem demanant a R.
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Partim d’un exemple conegut: la funcié paraboloide hiperbolic (també coneguda com

a punt de sella):
2= fry) =2 -y

Suposem que volem avaluar aquesta funcid per als valors de x i y inclosos en el domini
[-100, 100]. El primer pas sera crear els vectors de valors inicials xg i yg, i definir la

funcio z:

> x0 <— -100:100
> y0 <- —100:100

> z <- function(x,y) xX*x-y*y

Arribats a aquest punt, hi ha una funcié d’R anomenada outer que és de gran utilitat.
Aquesta funcié utilitza com a arguments els vectors x = (xy,...,X,) iy = V15--.,Yn)

iuna funcié f(x,y), i calcula la matriu segiient n X n:

Gy fOny) oo fGe,yn)
fOo,y)  f(x,y2) - flx2,y0)

f(xn»yl) f(xmyZ) f(xmyn)

Un cop creada aquesta matriu, la podem representar graficament mitjancant la funcié
persp, la qual representa els valors recollits en una matriu en un espai tridimensional.

El grafic resultant es mostra en la figura 4.

> f <- outer (x0,vy0,2z)

> persp (f,col="gold")

Figura 4. Representacié de la funcié hiperbolica z = x> — y?
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2.4. Exemples de funcions en diversos camps
2.4.1. Fisica: teoria de la relativitat

La teoria de la relativitat estableix que la massa d’un cos augmenta amb la velocitat, i

la férmula de la massa relativistica estableix la relacié segiient:

V2

2

En que la massa M depeén de la massa del cos en repods m, la seva velocitat v i la

velocitat de la llum al buit ¢ = 3,0 x 10° km/s. El primer pas és introduir la funcié M:
> M <- function (m,v) m/sqrt (1-(v"2)/(300000"2))
1. Si una persona de 100 kg viatgés per I’espai a 2.000.000 km/h, quina massa tindria?

Primer hem de convertir la velocitat en km/h a km/s, i després avaluar la funcié amb

aquestes dades.
> v0 <- 2000000/3600

> M(100,v0)
[1] 100.0002

Es a dir, la seva massa hauria augmentat en 2 dg, és a dir, en 0,2 g.

2. A quina velocitat ha de viatjar aquesta persona per a augmentar la seva massa en
un 10%?

Per a resoldre aquesta qiiestié hem d’utilitzar la funcié uniroot, la qual busca les

arrels d’una funci6 de manera que es compleixi f(x,...) = 0. En el nostre cas, busquem

el valor de la velocitat vy que compleixi la condici6 segiient:

———-110=0.

Si creem una segona funcié (M2) amb la velocitat com a argument, podem trobar el

valor que busquem:
> M2 <- function(v) 100/sqgrt (1-(v"2)/(30000072))-110

> uniroot (M2,c(0,200000) ) Sroot
[1] 124979.3

Aixo0 és, 124.979, 3 km/s.

La massa en la teoria de la
relativitat

La massa relativista és la massa
que s’assigna a un cos en
moviment. Abans de la teoria de
la relativitat, la mecanica classica
establia que el moment lineal
d’'un objecte estava determinat
per la férmula p = mv, i la seva
energia per E = Ey + $mv?,
essent E, I'energia en repds (un
concepte indeterminat) i %mvz,
I'energia cinética. La teoria de la
relativitat especial va completar
aquestes definicions definint la
massa en funcié de la velocitat
de I'objecte respecte a la
velocitat de la llum ¢, aixo és,

M = ym, essent

y=1/+1-v%/c2.
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3. Com es representa graficament la relacio entre la massa d’aquesta persona i la

seva velocitat?
Primer creem el vector vg de valors inicials, avaluem la funcié M amb els valors de vg i
amb el valor fixat m = 100. Un cop tenim el vector y, elaborem el grafic (figura 5). Es

interessant destacar que amb la funcié axis hem personalitzat I’eix d’abscisses, fent

que només es marquin els punts del vector 1ab amb els valors corresponents de vy.

> v0 <= seqg(0,250000,by=100)
>y <— M(v0,m=100)

> plot (y,type="1", lwd=5, col="blue", xaxt="n",
+ xlab="Velocitat (km/s)",ylab="Massa (Kg)")

> lab <- ¢ (1+500%0:5)
> axis (l,at=lab, labels=v0[lab])

Figura 5. Representacié de la funcié de la massa relativistica

Massa (Kg)
100 120 140 160 180
|

I
0 50000 1le+05 150000
Velocitat (km/s)

2e+05 250000

2.4.2. Enginyeria: la funcié catenaria

La funci6 catenaria és la corba que descriu una cadena suspesa pels extrems, sotme-
sa a un camp gravitatori uniforme. Matematicament, la funcié que cal estudiar és la

segiient!:

y = a cosh (g) = (ex/a " e—x/a)'

a
2

El parametre a és el quocient entre la tensi6 horitzontal i el pes per unitat de longitud.

El primer pas és introduir la funcié en llenguatge d’R:

! Recordem que la funcié cosinus hiperbolic es defineix com a cosh(x) = % (e* +e™).

Personalitzant I’eix
d’abscisses

Us recomanem que repliqueu
aquest exemple en el vostre
ordinador, parant atenci6
especialment als valors de lab i
vO[lab].

La funcié catenaria

Els primers matematics que van
examinar aquest problema van
suposar, erroniament, que
aquesta corba era una parabola.
Finalment, I'equaci6 la van
obtenir Gottfried Leibniz,
Christiaan Huygens i Johann
Bernoulli el 1691.
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f.cat <- function (x,a) {

fl <- exp(x/a)

>

+

+ f2 <- exp(-x/a)

- return(0.5xax (£1+£2))
+

}

1. Crea una representacio grafica de tres corbes amba =0,5,a=1ia=1,5.
Com hem fet més amunt, avaluarem la funcié per a aquests tres valors de a en el rang

x € (—10, 10), amb la qual cosa obtenim y1, y2 i y3. Finalment, creem el grafic amb

la llegenda corresponent (figura 6).

> x0 <= seg(-10,10,by=0.1)

Posicio de la llegenda

> yl <- f.cat (x0,a=0.5) Fixeu-vos que en aquest cas
> y2 <- f.cat (x0,a=1) hem situat la llegenda en la part
superior dreta del grafic

> y3 <- f.cat (x0,a=1.5) (topright).

> xrange <- c (0, length (x0))
> yrange <- c(0,400)

> colors <- c("steelblue","violetred", "plum")

plot (xrange, yrange, type="n")

lines (yl, type="1", lwd=5, col=colors[1l])

lines (y2, type="1", lwd=5, col=colors[2])

lines (y3,type="1", lwd=5, col=colors[3])

legend ("topright",c(" a=0,5"," a=1"," a=1,5"),

vV V V V V

fill=colors, cex=1.5)

Figura 6. Representacié de corbes catenaries

| m a=0,5
m g=]1
= a=1,5
6 5‘0

T T T
100 150 200

400

300
|

yrange
200
|

100
|

xrange
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2.4.3. Finances: analisis d’inversions

Un projecte d’inversi6é consta d’una inversio6 inicial —A i d’una serie de fluxos futurs

esperats a; durant els n periodes de la inversié. L’estructura temporal és la segiient:

Fluxos financers
_A a.l a2"'ai"'an

Temps

Els dos indicadors principals per a avaluar un projecte d’inversié sén el valor actual
net (VAN) i la taxa interna de retorn (TIR). El VAN consisteix a avaluar en el periode

¢t = 0 la inversio inicial i els fluxos a; aplicant una taxa de descompte r:

aj ap an

VAN:_A+(1+r)+(1+r)(1+r)+'”+(1+r)(l+r)~~-(1+r)'

a;
VAN = A + ; T
La logica d’aquest indicador és que els fluxos futurs valen menys que els fluxos pre-
sents, ja que el valor dels diners canvia amb el temps. Aixi, el valor en # = 0 de g; es
veura reduit per un factor (1 + 7). Si avaluem la inversi6 prenent un valor elevat de r,
el VAN sera més petit. Per la seva banda, la TIR es defineix com el valor de r que fa
que el VAN sigui zero, és a dir, que es compleixi VAN = 0. Una TIR positiva implica

que A < )" a;, 1 per tant es recupera la inversio inicial.
1. Es considera un projecte que requereix una inversio inicial de 10.000 euros i una
vida util de 20 anys. Suposant un flux constant d’efectiu de 700 euros i una taxa de

descompte del 3%, quin és el valor actual net d’aquest projecte?

El primer pas sera crear la funcié VAN que tingui com a arguments el vector

V=(-A,ay,...,a,)ilataxa de descompte r:
> VAN <- function(V,r) sum(V/ (1l+r)”(0: (length(V)-1)))

Una vegada introduida aquesta funcid, només cal introduir els valors inicials i avaluar

la funcié VAN:

> A <- 10000

> a <- 700

> n <—- 20

> v0 <= c(-A,rep(a,n))

> VAN (v0,0.03)
[1] 414.2324

Aquest resultat indica que la inversi6 t€ un valor net positiu amb r = 3%.

Valor actual net (VAN)

El VAN compara el valor actual
d’un euro amb el valor d’aquest
mateix euro en el futur, tenint en
compte la inflacié i els fluxos de
caixa que el projecte generi en el
futur. Si el VAN d’un projecte és
positiu, es pot acceptar. Aixd no
obstant, si el VAN és negatiu,
probablement el projecte s’hauria
de rebutjar perque els fluxos de
caixa actualitzats amb la taxa de
retorn no superarien la inversié
inicial.

Taxa interna de retorn (TIR)

La TIR és la taxa de descompte
que fa que el valor present net
dels fluxos d’efectiu d’un projecte
sigui igual a zero. En termes
generals, com més gran sigui la
TIR d’un projecte, més
recomanable sera portar-lo a
terme. Per aquest motiu, la TIR
es pot utilitzar per a classificar
diversos projectes potencials
considerats per una empresa.
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2. Quina és la TIR d’aquesta inversic?
Per a calcular la TIR cal buscar el valor de r que iguala la funcié del VAN a zero, la
qual cosa equival a buscar I’arrel de la funcié. Per a tenir en compte valors tant positius

com negatius de r, fixem un rang de cerca c (-1, 1) . A més, especifiquem quin és el

vector de valors inicials (v0).

> uniroot (VAN, c(-1,1),V=v0) $Sroot
[1] 0.03443455

Segons aquest criteri, la rendibilitat d’aquesta inversi6 és del 3,44%.

2.4.4. Economia: funcions d’oferta i demanda
Suposem un mercat determinat en que el preu i la quantitat d’equilibri (p* i g* respec-

tivament) es determinen a partir del punt d’interseccié de les funcions d’oferta () i

demanda (D), que depenen de la quantitat g:
3
S(g) =10+ -
q
D(g) = 100 - ¢*

1. Representeu graficament les funcions d’oferta i de demanda.

El primer pas és introduir les funcions analiticament:

> S <- function(qg) 10 + 3/qg
> D <= function(qg) 100xg”2

De manera semblant als casos que hem estudiat més amunt, la representacié grafica
s’inicia amb la creaci6 del vector de quantitats inicials gy. La figura 7 en mostra el

resultat.

> g0 <= seq(0,1,by=0.01)

> s0 <-= S(g0)
> d0 <- D(qg0)

> xrange <- c(1l,length(g0))
> yrange <- c(0,50)

> plot (xrange, yrange, type="n", xaxt="n"

La llei de I'oferta i la demanda

En economia, aquesta teoria
explica la interacci6 entre I'oferta
d’'un recurs (supply en anglées) i
la demanda d’aquest recurs. La
llei de l'oferta i la demanda
defineix I'efecte que la
disponibilitat i la demanda d’un
producte tenen sobre la quantitat
produida i el seu preu de mercat.
En general, si hi ha una oferta
baixa i una demanda alta, el preu
és més alt. Al contrari, com més
gran és l'oferta i més baixa la
demanda, més baix és el preu.
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xlab="Quantitat (Q)",ylab="Preu (P)")
lab <- 1+10%x0:10
axis (l,at=lab, labels=q0[lab])

lines (s0, type="1", lwd=5, col="salmon")

vV V. V VvV +

lines (d0, type="1", lwd=5, col="pink")

Figura 7. Funcions d’'oferta i demanda

Preu (P)
10 20 30 40 50

0
!

T T T T T T T T T T T
0 0.1 0.2 03 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Quantitat (Q)

2. Quins son la quantitat i el preu d’equilibri?

R no ofereix (encara) la possibilitat de sumar i restar funcions simbolicament, de ma-
nera que hem d’obtenir aquestes magnituds a partir dels vectors s0 i d0. Si calculem
la diferéncia s0—-d0, obtindrem un vector amb la diferéncia de les funcions. El valor

més proper a zero en aquest vector (en valor absolut) correspondra al punt d’equilibri:

> dif <- abs (s0-d0)

> which.min (dif)

[1] 43

Aquest resultat indica que el valor nim. 43 del vector g0 correspon a la quantitat
d’equilibri. El preu d’equilibri el podem obtenir de les funcions d’oferta i demanda
indistintament. Com veiem, la quantitat i el preu d’equilibri seran aproximadament
q" =~ 0,421 p* ~ 17,15.

> dif <- abs(s0-d0)

> v.min <-— which.min (dif)

> (g.equil <= gO[v.min])
[1] 0.42

> (p.equil <- sO[v.min])
[1] 17.14286
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3. Calcul diferencial i integral

3.1. Aproximacié a la derivada

L’objectiu d’aquesta secci6 és estudiar les possibilitats que R ofereix per al calcul di-
ferencial. Un aspecte destacable és que R no ofereix la poteéncia d’altres programes
(com Mathematica) pel que fa al calcul simbolic de derivades i integrals. Aix0 no obs-
tant, treballant amb un vector de dades inicials, R ens permet calcular rectes, corbes,

secants, tangents i arees aplicant tecniques d’analisi numerica.

Per a aproximar el concepte de derivada, considerarem un exemple de fisica. El cienti-
fic italia Galileo Galilei va estudiar la caiguda d’objectes per a descriure’n el compor-
tament, i va arribar a la conclusi6 que la velocitat de caiguda no depenia de la massa

de I’objecte. Va proposar 1’equacid segiient:
s(t) = 4,97

Aquesta és una equacio de moviment, en la qual la distancia recorreguda de 1’objecte
() és una funci6 del temps de caiguda (¢). La forma quadratica de 1’equacié suggereix
que I’objecte cau més i més de pressa a mesura que augmenta el temps de caiguda'.
Galileo Galilei va dur a terme una serie d’experiments deixant caure objectes des de

dalt de la torre de Pisa (56 m d’altura), com mostra la il-lustracié de la figura 8.

Figura 8. Experiments de Gal-lileu

Distancia
‘ 56 mts.

El primer pas per a analitzar aquest fenomen en R és introduir la funcié de la caiguda,

que anomenarem s:

> s <— function(t) 4.9%t"2

! Experiments posteriors han demostrat que arriba un moment en qué I'objecte en caiguda lliure assoleix

una velocitat terminal, a partir de la qual aquesta és constant i I'acceleracié és nul-la.

Calcul

La paraula calcul prové del llati
calculus, que era una pedra
petita utilitzada per a comptar. El
calcul és I'estudi matematic del
canvi, i té dues branques
principals: el calcul diferencial,
que estudia les ratios de canvi i
els pendents de les corbes, i el
calcul integral, que s’encarrega
de 'acumulacié de quantitats i de
les arees que hi ha sota les
corbes. Totes dues branques
estan relacionades pel teorema
fonamental del calcul.

Galileo Galilei (1564-1642)

Fisic, matematic, astronom i
filosof italia que ha tingut un
paper fonamental en la historia
de la ciéncia. Es considera el
pare de I'astronomia i de la fisica
moderna, i en general el pare de
la ciéncia moderna.
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Una primera dada fonamental que hem de coneixer és el temps total (# = T') que trans-
corre des que I’objecte cau de dalt de la torre fins que arriba a terra. Algebraicament,

aixo és facil, n’hi ha prou de fer el calcul segiient:

[356
=497’ =T = ,/— =~
56 =4,97% = 9 3,38 s

En R aquest calcul és immediat: n’hi haura prou de buscar el valor de #* que compleixi

la condicié s(r*) — 56 = 0, la qual cosa es fa buscant 1’arrel d’aquesta expressio:

> (T <- uniroot (function(t) 4.9xt*2 - 56,c(0,5))Sroot)
[1] 3.380618

Un cop calculat el valor de T, podem visualitzar la funcié en el domini que ens in-
teressa, aixo és, t € (0,7). A més, també representarem una linia recta (vermella i
discontinua) que unira els punts (0,0) i (T, 56). Es tracta d’una recta secant, ja que
talla la parabola per dos punts. El pendent de la recta secant és constant, i corres-
pon a la velocitat mitjana de I’objecte des que és llancat fins que toca el terra. Ai-
x0 és, un objecte que recorre 56 m en 3,38 s ha viatjat a una velocitat mitjana de
v =56/3,38 = 16,56 m/s.

> plot(s,x1lim=c(0,T), lwd=4,col="blue’)
> lines(c(0,T),c(0,56),1ty=2,1lwd=4,col="red’)

Figura 9. Funcié del moviment i recta secant Figura 9

Fixeu-vos com la linia continua
mostra la distancia que ha
recorregut I'objecte en funci6 del
temps. La linia secant
(discontinua) mostra quin hauria
estat el recorregut de 'objecte si
la velocitat hagués estat constant
durant tota la caiguda. De fet, el
pendent de la linia discontinua
X coincideix amb la velocitat
mitjana de I'objecte durant la

Aix0 no obstant, la velocitat no és constant al llarg de la funcid. Per a obtenir la velo- caiguda.

s(X)
40

20

citat especifica en un tram determinat de la caiguda, haurem de calcular la recta secant
entre dos punts. Aix0 €s, la velocitat mitjana entre els moments #y i #; es calcula a

partir de la recta que passa pels punts (¢, s(tp)) i (¢1, s(¢1)), tal com mostra la figura 10:

Figura 10. Velocitat mitjana entre dos punts Figura 10

Aquest grafic il-lustra el concepte
de derivada, la qual seria el
pendent de la linia vermella
discontinua quan Az =1, — 1y
tendeix a zero. En aquest cas, la
derivada mostra quina és la
velocitat instantania de I'objecte
en un moment exacte del temps,
no en un interval.
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Matematicament, la velocitat mitjana entre #( i #; correspon al pendent de la recta entre

els dos punts, és a dir, la tangent de 1’angle a:

s(ty) — s(tg) As

tang = — = —

nh—rt At
Arribats a aquest punt, com calculariem la velocitat instantania en un punt? Si fem
el calcul anterior reduint cada vegada més At, en el limit la recta secant s’aproxima a
una recta tangent en un punt determinat, amb la qual cosa obtindrem la velocitat per a
un valor de ¢ en comptes d’un interval. Matematicament, la derivada de la funcié s(f)

en el punt 7y esta determinada pel limit segiient:

. st + A1) — s(ty)
"(tp) = im ———.
§'(1o) A}Lno At

En qué At també s’anomena diferencial de t i s’expressa com a dt. La derivada es pot
generalitzar com una funcié s’(¢) derivada de ’original s(f), que indica, per a cada
valor de t, el pendent de la funci6 original s(¢). En R es pot calcular la funcié6 derivada

de funcions senzilles de manera simbolica, mitjancant les funcions deriv i D:

> D (expression (4.9xt"2),"t")
4.9 % (2 x t)

Aix0 no obstant, si seguim una aproximacié d’analisi numerica, per a calcular el valor
de la derivada per a un valor especific de ¢, el que podem fer és definir un valor arbitrari
de dt prou petit i aplicar la férmula que hem descrit abans. Per exemple, la velocitat

de I’objecte al cap de dos segons de caiguda (¢ = 2) és:

> dt <= 0.0001

> t0 <= 2

> (s (t0+dt)-s(t0))/dt
[1] 19.60049

Aix0 és, aproximadament 19,6 m/s. Aquest calcul es pot generalitzar per a calcular
empiricament la primera derivada en el domini ¢ € (0, T). El procediment és senzill:
atribuim a dt un valor arbitrariament petit i creem un vector de valors inicials #y =
(0,dt,2dt, ..., T). Tot seguit avaluem la funcié amb tots els valors del vector, aix0 €s,
s(to) = (s(0), s(dt), s(2dt), ..., s(T)). Amb aix0 ja tenim els valors de la funcié s(¢),
i per a calcular els valors de la funcié derivada s’(7) calcularem un vector amb els

increments de s(z):

[s(dt) = s(0), s2dt) — s(dt),...,s(T) — s(T —dt)]
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Aquest vector el dividirem entre df, amb la qual cosa obtindrem el vector amb els

pendents en cada punt ds . dt. El resultat es pot veure en la figura 11.

> dt <- 0.01
> t.0 <- seq(0,3.38,by=dt)
> n <- length(t.O0)

> f.s <-s(t.0)
> inc.s <- f.s[2:n] - f.s[l:(n-1)]

> ds.dt <- inc.s/dt

> xrange <- c(1l,n)

> yrange <- c(0,max(f.s))
> plot (xrange, yrange, type='n’,xaxt="n’,
+ xlab='Temps (t)’,ylab=’'Distancia (s)’)
> 1lab=1+50%x0:6
> axis(l,at=1lab, labels=t.0[lab])
>
> lines(f.s,type='1l",1lwd=4,col="blue’)
> lines(ds.dt,type="1’,1lwd=4,col='red’)
> legend (’'bottomright’,c(’s(t)’,’ds/dt’),
+ fill=c ('blue’,’"red’),cex=1.5)
Figura 11. Funci6 original i primera derivada Figura 11
8 - Aqui podem veure com I'objecte
augmenta la velocitat de manera
@ 7 progressiva fins a arribar a terra
8 o a 33 m/s. aproximadament. En
[3) . ) .
c ™ altres paraules, I'objecte té una
’%‘ i acceleracié positiva i constant, ja
[a) que la segona derivada de s(r)
S o S(t) és igual a zero (és a dir, el
o m ds/d] pendent de la derivada no varia).
T T T T T T T
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Temps (t)

3.2. Integracio

La integraci6 es pot entendre com el procés invers a la diferenciacié. Continuant amb
I’exemple anterior, hem vist que la funcié de moviment s(¢) té una derivada s’'(f) =
ds/dt que representa la velocitat instantania en cada moment ¢ de 1’objecte. Suposem
que disposem de la funcié de la velocitat s'(¢) i volem obtenir la funci6 de la distancia
total s(¢). La integracid ens permet revertir el procés de diferenciacié: s(t) = f s’ (t)dt.
Vist d’una altra manera, mentre que la derivacié es basa a calcular pendents (As/At),

la integracid consisteix a calcular arees (As Af).
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Per a il-lustrar aquest concepte, continuarem amb 1’exemple de la caiguda d’objectes
al buit. La férmula que hem utilitzat en I’exemple anterior correspon a una aproxi-
macié de Galileo Galilei, valida per a distancies petites. Aix0 no obstant, hi ha molts
determinants que afecten la velocitat d’un objecte en caiguda lliure: I’acceleraci6 de-
guda a la gravetat, ’area de 1’objecte, la densitat de 1’aire, la resisténcia aerodinamica,
etc. Una aproximacié més exacta proposa que la velocitat d’un objecte en caiguda
Iliure augmenta fins a aproximar-se asimptoticament a una velocitat terminal v, la

qual depén de molts factors. Aixi, la férmula de la velocitat es defineix com?:

(1) = v tanh (g_t)

00

En que g = 9,81 m/s? és I"acceleracié gravitacional i v, és la velocitat terminal, la
qual pren el valor aproximat de 54 m/s en el cas d’un paracaigudista mitja. El primer
pas és introduir la funci6 de la velocitat en R i representar-la graficament en la figura
12:

> f.v <- function(t) 54xtanh(9.81xt/54)

> plot (f.v,x1lim=c(0,20), lwd=4, col="magenta’,
+ xlab='Temps (t)’,ylab=’'Velocitat (v)')

Figura 12. Velocitat d’un paracaigudista en caiguda lliure Figura 12

1 Aquest grafic mostra la velocitat
d’un paracaigudista en caiguda
lliure assumint una densitat de
I'aire constant. El famés salt
estratosferic de Felix

_ Baumgartner el 14 d’octubre de
2012 va assolir una velocitat molt
- més gran en saltar d’'una altura
de 39 km, en que l'aire ofereix

! I I I ‘ molta menys resisténcia.

0 5 10 15 20

Velocitat (v)
0 10 20 30 40 50

Temps (t)

Aquest grafic es pot complementar representant 1’acceleraci6, és a dir, el canvi de
velocitat per unitat de temps. Matematicament es defineix com la derivada de la funci6
de velocitat v(¢). Aprofitant la funcié D que ens ofereix R, obtenim v'(¢) i hi donem el

nomde f.a:

> D (expression (54+xtanh (9.81+t/54)),"t")
> 54 % (9.81/54/cosh(9.81 * t/54)"2)
> f.a <- function(t) 54 x (9.81/54/cosh(9.81 = t/54)"2)

" . . . et —e™
2 Recordem que la funcio6 tangent hiperbolica es defineix com a tanh x =

eX+ex’
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Ara podem avaluar totes dues funcions en el domini #y € (0, 20), el resultat de les quals
es mostra en la figura 13. L’acceleraci6 al principi és aproximadament v'(0) = 101 a

mesura que el temps avanga s’apropa asimptoticament a 0.

> t.0 <= 0:20

> plot (f.v(t.0),type="1’, 1lwd=4, col="magenta’,
+ xlab='Temps (t)’,ylab="")

> lines(f.a(t.0),lwd=4,col="seagreen’)
> legend (’right’,

c('vel. (v(t))’,’Acc. (dv/dt)’),

+ fill=c('magenta’,’seagreen’),cex=1.5)

Figura 13. Velocitat i acceleracié d’'un paracaigudista en caiguda lliure Figura 13
8 |
Recordem que, en fisica,

S I'acceleracié indica el canvi de
S m Vel (vét)? velocitat per unitat de temps.
S = Acc. (dv/dt)
S |
o J

T T T T

5 10 15 20

Temps (t)

Si estiguéssim interessats en la distancia que recorre el paracaigudista hauriem de fer
I’operacid inversa, és a dir, aproximar la funcié de moviment a partir de la funcié de
velocitat. Suposem que estem interessats en la distancia que ha recorregut el paracai-
gudista durant els 10 primers segons de caiguda. Una opcid €s registrar la velocitat en
intervals de dos segons i multiplicar-la per aquest interval Ar = 2. El resultat es mostra

en la taula 3.

Taula 3. Aproximacié de la distancia a partir de la velocitat

j tj v(tj) At - v(t))
1 18,80 37,70
2 4 33,53 67,07
3 43,03 86,06
4 8 48,40 96, 80
5 10 51,22 102,43
Distancia total: 389,98

En R, reproduir els calculs de la taula 3 és immediat:

> dt <- 2

> t.0 <— dt=*1:5

> (v.0 <— £.v(t.0))
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[1] 18.79992 33.53518 43.03142 48.40290 51.21927

> sum (2*v.0)
[1] 389.9774

La figura 14 ofereix una interpretacié geometrica dels calculs de distancia que s’han

vist en la taula 3:

Figura 14. Calcul aproximat de la distancia Figura 14
v(10)
o _ v (8) Es important comprovar que la
o v (6) suma de les arees de les cinc
barres verticals es correspon
7 v(4)

amb els cinc valors que s’han
obtingut en la taula 3, la suma

dels quals és aproximadament
v (2) de 390 m. Vegem també que
aquesta quantitat aproximada és
superior a la real, ja que la suma
d’aquestes arees és superior a
I'area de sota de la corba.

10

At At At At At

El calcul de I’area que hem fet es denomina suma de Riemann, i correspon a un metode

per a aproximar 1’area sota una corba:

S==§:v0ﬂ-At
J=1

En la figura 14 hem vist una aproximacié amb Af = 2 n = 5, de manera que no és una
aproximacié gaire exacta. Es pot comprovar que 1’area gris €s superior a I’area que
queda per sota de la funci6 v(¢), amb la qual cosa la distancia de 389, 98 m és superior
a la real. Obtindrem un calcul més exacte si fem que At — 01in — oco. Aix0 ens deixa
pas a la definici6 de la integral de Riemann: per a calcular 1’area sota una corba entre
els punts a i b, calculem una particié de I’interval [a, b] tal que a = #p < ty,...,t, < b,

essent At la distancia entre els valors de ’interval.

n b
S = ilgéz;v(tj) <At = f; v(f)dt
=

La integral de Riemann és, doncs, el limit d’una suma. Per a calcular-la en R crearem

una funcié a la nostra mida:

> int.riemann <- function (fun,a,b,dt) {
i t.0 <- seqg(a,b,by=dt)
+ £f.0 <= fun(t.0)

i suma <— sum(f.0xdt)
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+ return (suma)

En el cas anterior haviem calculat 1’area en I’interval [0, 10] amb Af = dt = 2:

> int.riemann(f.v,0,10,2)

[1] 389.9774

Aquest resultat sera més i més exacte a mesura que dt — O:

> int.riemann(f.v,0,10,1)

[1] 366.5903

> int.riemann(f.v,0,10,0.1)
[1] 344.2708

> int.riemann(f.v,0,10,0.01)

[1] 341.9732

> int.riemann(f.v,0,10,0.001)

[1] 341.7428

Hem triat aquesta manera d’aproximar la integral amb I’objectiu d’il-lustrar el con-
cepte d’integral. En general, hi ha diversos metodes per a aproximar I’area sota una
corba, i R incorpora una funcié anomenada integrate, la qual aproxima I’area sota
una corba utilitzant una quadratura adaptativa amb una tolerancia d’error d’aproxima-
dament 1,22 x 1074,

> integrate(f.v,0,10)
341.7172 with absolute error < 3.8e-12

Calculant la integral d’aquesta manera, es comprova que la distancia real s’aproxima
a 341,71 m. Per tant, la funci6 d’R integrate és la que millor aproxima aquesta

quantitat.

3.3. Equacions diferencials

Les equacions diferencials s6n equacions matematiques que contenen una funcié
desconeguda (d’una o més variables), a més d’una o més derivades d’aquesta funcio.
L’ordre d’una equaci6 diferencial sera I’ordre de la derivada més alta en 1’equacid, i

la solucio sera una funcid f si I’equaci6 se satisfa quan y = f(x,...).

Les equacions diferencials

Aquestes equacions tenen un
paper destacat en I'enginyeria, la
fisica, 'economia i altres
disciplines. Sorgeixen quan hi ha
una relacié determinista entre
variables continues (funcions) i
les seves taxes de canvi en
I'espai i/o temps (les seves
derivades).
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Les equacions diferencials més senzilles es poden resoldre utilitzant les regles de di-

ferenciacio i integracié. Vegem com es resoldria 1’equacié diferencial y' = cx:

" =cx = ﬂ—cx
Y= dx
dy =cxdx = fdy:fcxdx
2
cx
=—+C
YT

Aix0 no obstant, resoldre equacions diferencials més complexes no és una tasca gens
facil. En aquest sentit, R no és un programa capag de resoldre equacions diferencials
trobant la solucié general de manera simbolica. Tot i aixi, R és capac de trobar una
solucid particular que satisfaci una condicié del tipus y(xo) = yo. Aquesta es denomina
una condicié inicial, i el problema de trobar una soluci6 per a 1’equacié diferencial

que satisfaci aquesta condici inicial es denomina problema de valor inicial.

El paquet d’R que resol aquesta mena de problemes es denomina deSolve, el qual s’ha
d’instal-lar préviament®. Es un paquet molt complet, i en la pagina web del CRAN es
pot trobar un programa d’aprenentatge molt complet sobre com aplicar-ne les diferents
aplicacions. A més, si accedim a cran.r-project.org / Packages /| CRAN Task Views,
veurem una categoria anomenada Differential Equations, en la qual hi ha disponibles

altres paquets que desenvolupen altres funcionalitats.

Considerem un exemple del camp de la psicologia: 1’estudi de les corbes d’aprenen-
tatge. Per a un estudiant que esta aprenent R, la corba d’aprenentatge és una funcid
Y(1), en que Y és el seu rendiment, el qual depen del temps (¢). Un model recurrent

d’aprenentatge esta determinat per I’equacié diferencial segiient:

dy
Z—kM-Y
7 k( )

En que dY/dt és la velocitat d’aprenentatge (la ratio a la qual millora el rendiment), k
és una constant i M és el nivell maxim al qual pot arribar un estudiant, de manera que
sempre es compleix que ¥ < M. La condicié inicial que fixem per a aquest problema

és que Y(7p) = 0, és a dir, que I’estudiant al principi no sap res d’R.

Per a aproximar-nos a aquest problema, hem d’introduir la condici6 inicial i els para-
metres, a més del periode temporal en el qual volem estudiar 1’equacié. Assumirem
que I’escala d’aprenentatge va de 0 a 10, de manera que M = 10, i que k = 0,02.
A més, estudiarem la progressié de 1’aprenentatge en un any, de manera que #) =
0,...,365 dies:

3 Aix0 és tan facil com introduir en la consola install.packages ("deSolve").
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> library (deSolve)
Noms de les variables

> parametres<-c (k=0.02,M=10) Fixeu-vos que, introduint els
valors en vectors d’aquesta
manera, assignem un nom a
> cond.ini <— c(Y=0) cada valor, la qual cosa és
important per als calculs
posteriors.

> temps <- 0:365

El pas segiient és introduir I’equacié diferencial com una funcié. Es fonamental introduir-

la d’una manera especifica, tal com es mostra a continuacio:

> f.apren <- function(t, cond.ini, parametres) {
+ with (as.list (c(cond.ini, parametres)), {

i dY <- k= (M-Y)

+ return (list (dY))

+ 1)}

Compte! Si no hem instal-lat i/o carregat 0
el paquet desolve correctament, R no
reconeixera la funcié ode i obtindrem un
missatge d’error.

Aix0 és, els arguments de la funcié sén el temps, les condicions inicials i els pa-

rametres. A més, amb 1’opcié with incloem els valors dels vectors cond.ini i

parametres creats anteriorment. Per acabar, és fonamental que I’output d’aquesta
funci6 sigui una llista, tal com mostra la instruccié return (1ist (dY) ). Un cop
fet aix0, ja podem aproximar la solucié a ’equacié diferencial mitjangant la funcid

ode:

> sol <- ode(cond.ini,temps, f.apren,parametres)

El resultat serd una matriu amb dues columnes i tantes files com valors de ¢. Vegem

les parts superior i inferior d’aquest resultat:

> head(sol)

time Y
.0000000
.1980142
.3921054
.5823544
.7688362
.9516254

a o w N P O
o O O O o O

> tail (sol)

time Y
[361,] 360 9.992534
[362,] 361 9.992682
[363,] 362 9.992827
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[364,] 363 9.992969
[365,] 364 9.993108
[366,] 365 9.993245

La interpretacio dels resultats d’una equacié diferencial es fa graficament. En el nostre
cas, una representacio en un pla bidimensional de les variables Y i ¢, que es mostra en

la figura 15.

> plot (sol,xlab="temps (t)",ylab="Aprenentatge (Y)",

+ lwd=4, col="red",main="Corba d’aprenentatge")

Figura 15. Solucié d’una equacié diferencial Figura 15

Corba d’aprenentatge En aquesta corba es pot veure
com en els primers dies el valor

1 de la derivada de la corba(dY/dt)
és molt gran, aixo és, s’apréen

10

e P
> © molt rapidament. A mesura que
[} es consoliden els coneixements,
% © aquesta derivada es redueix, ja
'8' que 'aprenentatge tendeix al seu
g < 7 limit superior Y = 10.
< &
o -
T T T I
0 100 200 300
temps (t)

Cal destacar que aquest és un exemple molt senzill. R i el paquet deSolve, a més
d’altres paquets destinats a equacions diferencials, ofereixen moltes possibilitats per a

resoldre sistemes d’equacions diferencials i altres problemes més complexos.
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4. Optimitzacio

En general, la funcié d’R optimize busca, per a una funcid, el minim i el maxim
en I’interval del domini [a, b] respecte al seu primer argument. Considerem la senzilla
funcié y = 3sin(3x): la introduirem i la representarem graficament en el domini [—1, 1]

en la figura 16:

> fl <- function(x) 3xsin (3*x)
> plot (f1l, from=-1,to=1, lwd=4)

> title ("Funcidé y=3sin(3x) en el domini [-1,1]")

Figura 16. Representaci6 de la funcié y = 3sin(3x)

Funcié y=3sin(3x) en el domini [-1,1]

fl
-1 0 1 2 3
!

-3

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Per a trobar el valor minim d’aquesta funcio6 en I’interval [—1, 1] n’hi haura prou d’in-

troduir la instrucci6 segiient:

> optimize (fl,c(-1,1))
Sminimum
[1] -0.5235812

Sobjective
[1] -3

Vegem com el resultat final és una llista amb dos elements: el valor de x en que hi

ha el minim (—0,523) i el valor de la funci6 f(x) en aquest punt, és a dir, —3. Si
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volem buscar el maxim de la funcié en comptes del minim, n’hi haura prou d’introduir

I’opcié maximum=TRUE, com es mostra en I’exemple segiient:

> optimize(fl,c(-1,1),maximum=TRUE)
Smaximum
[1] 0.5235812

Sobjective
[1] 3

En general, per a funcions més complexes i de més d’un argument, hi ha la funcié
optim. Considerem com a exemple la funcié amb dos arguments y = f(x,x;) =
Zx% + 2x§ — 4. Per a buscar el minim d’aquesta funcié I’haurem d’introduir en R d’una

manera lleugerament diferent, aix{:

> f.y <= function (x) {
x1l <- x[1]

x2 <—- x[2]

2+«x17°2 + 2xx27°2 - 4

+ o+ 4+ o+

Per a buscar el minim d’aquesta funcid, haurem d’introduir uns valors inicials de x]
i x5, ja que la funcié opt im aplicara un procés iteratiu a partir d’aquests valors per
buscar la convergencia en els valors de x; i x, que minimitzin la funcié y. En aquest

exemple, provarem aleatoriament amb els valors x] = —1ix; = 1,5:

> optim(c(-1,1.5),f.y)
Spar
[1] 9.038020e-05 -4.059674e-05
Svalue
[1] -4
Scounts
function gradient
69 NA
Sconvergence
[1] O
Smessage

NULL

El resultat que ens interessa d’aquesta llista és par, el qual mostra un vector amb
dos valors en notacid cientifica, molt propers a zero. Aixi que podem assumir que els

valors x; = 01 x, = 0 constitueixen un minim, essent el valor de la funci6 y(0, 0) = —4.

Arguments de la funcié

En aquesta funci6, els dos
arguments de la funcié (x; i xz)
estan introduits conjuntament en
un sol vector x, que conté les
dues variables.

La funcié optim

Tecnicament, aquesta funci6 es
basa en els algorismes de
gradient conjugat, Nelder-Mead i
quasi-Newton. Per a processos
d’optimitzacié més complexos,
es recomana veure I'ajuda
d’aquesta funcié escrivint

help (optim) iconsiderar les
diferents opcions que aquesta
funcié ofereix.
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Les opcions d’optimitzacié amb R no s’acaben aqui. Es poden resoldre problemes
d’optimitzacié amb restriccions, optimitzacié quadratica, etc. En la pagina web del

CRAN hi ha disponible una llista de categories de paquets per disciplines:

cran.r-project.org / Packages /| CRAN Task Views

Aqui trobarem un element anomenat Optimization, i si hi accedim veurem els diferents

paquets disponibles i les seves capacitats.
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5. Analisi de variable complexa

En matematiques, molt sovint ens trobem amb la necessitat de resoldre equacions
del tipus x> = —1. Sabem que no hi ha cap nombre real el quadrat del qual sigui un
nombre negatiu, perod aixo no significa que no hi hagi cap nombre que satisfaci aquesta
equacié. La resposta és en els nombres complexos. Aquests es basen en el nombre
i = V-1, el qual satisfa que i* = (V—1)?> = —1. El nombre i rep el nom de nombre

imaginari.

Hi ha dues maneres d’expressar nombres complexos. La primera és la manera bi-
nomica, aix0 és a + bi, essent a i b nombres reals. Aleshores es diu que « és la part
real del nombre complex, i bi és la part imaginaria. Com hem vist anteriorment, a
I’hora de buscar les arrels d’una equacid, R ens déna nombres en notacié complexa.

Per exemple, I’equacié x> — 10x + 40 = 0, les arrels de la qual s6n x* = 5 + V—15 =
5+ Vi5i:

> polyroot (c(40,-10,1))
[1] 5+3.872983i 5-3.8729831i

Evidentment, també és possible introduir nombres complexos i fer-hi operacions. Ve-

gem dues maneres d’introduir el nombre z = 10 + 5i:

> (z <= 10-5i)
[1] 10-5i

> (z <— complex(real=10, imaginary=-95))

[1] 10-51

Vegem com es poden extreure i aillar dels nombres complexos la part real (Re) i la

imaginaria (Im).

> Re(z)
[1] 10
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Quant a les operacions algebraiques permeses, la suma (resta) de nombres complexos

s’efectua sumant (restant) les parts reals i les parts imaginaries per separat:

> z1<-5+11

> z2<-10+41

> zl1+z2
[1] 15+5i

> z1-2z2
[1] -5-3i

Quant a la multiplicacié d’un nombre complex per un nombre real, multipliquem les
parts real i imaginaria del nombre complex pel nombre real. Per a multiplicar dos
nombres complexos, hem d’aplicar la propietat distributiva dels polinomis, tenint en
compte que i* = —1. I quant a la seva divisié, multiplicarem i dividirem pel conjugat

del nombre complex del denominador:

> 5%zl

[1] 25+51

> zlxz2

[1] 46+301

> z1/z2
[1] 0.4655172-0.08620691

Una transformaci6 d’interes és el conjugat d’un nombre complex z = a + bi, el qual
és un altre nombre complex anomenat Z que té la part imaginaria canviada de signe.
Una de les seves propietats és que multiplicar un nombre complex pel conjugat cor-
responent resulta en un nombre real. En R, el conjugat s’extreu mitjancant 1’operador

Conij:

> (z3<-4+21)
[1] 4421

> (z4<-Conij(z3))
[1] 4-21

> z3xz4
[1] 20+01
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Una manera alternativa d’expressar els nombres complexos és amb forma polar, tal

com es mostra en la figura 17:

Figura 17. Nombre complex en forma polar

z=a+bi =1y

A
S
=
B
=
50 r
= b
£
5
o 0 !

B — e — >
Part real

A partir d’un nombre complex en forma bindmica z = a + bi, ’expressié en forma

polar s’obté aplicant les férmules segtients:

r= Va2 + b?

a .

6 = arctan — sia>0
a .

6 =arctan — + sia<0,b>0
a .

6 =arctan— — 1 sia<0, b<0

En tots els casos, obtindrem un angle 6 dins de I’interval [-m, ]. En R, introduirem

nombres complexos en forma polar de la manera segiient:

> (z5<-complex (modulus=sqrt (2) ,argument=pi/4))

[1] 1+11i

En aquest cas, veiem que a = b = 1, jaque V12 + 12 = V2 i tan(z/4) = 1.
Finalment, veurem com es calcula I’arrel n-esima de qualsevol nombre. Considerant

I’equacié d’Euler, z* = re® tindra n solucions si també considerem nombres comple-

X0s:
6, 2n .
z= \’776(3+7k)’, k=0,1,...,n—1.

Sabent que e™ = cos(r) +i sin(rr), podem programar una funcié que calculi les n arrels

complexes de qualsevol nombre real. Anomenarem la funcié arrel. comp, i tindra

Figura 17

El nombre complex z = a + bi
també es pot expressar en forma
polar. Per a aix0 es consideren
dos valors: r és el modul, que és
la distancia del punt a I'origen de
les coordenades (a, b); i 0 és
'argument, que és I'angle que
formen aquestes coordenades
amb I'eix d’abscisses. D’aquesta
manera, en forma polar tenim
que z = ry.
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dos arguments: el nombre del qual volem I’arrel (r) i I’ordre de I’arrel (n). La solucié

sera un vector de nombres complexos amb les n arrels: (z, ..., 2,):
> arrel.comp <- function (r,n) {

+ sol <- array(data=NA, dim=n)

+ ml <- (abs(r)”(1/n))

+ for (j in O0:n-1) {

+ if (r<0){

+ m2 <- (pi/n)+2+jx (pi/n)

s }else(

+ m2 <— 2*j* (pi/n)

+ }

+ sol[jt+l]<-mlxcomplex (real=cos (m2), imaginary=sin (m2))
+ }

+ return (sol)

+ 1

Vegem un parell d’exemples. Primer comprovarem que V9 té les arrels —3 i 3:

> arrel.comp (9, 2)
[1] 3+0i -3+0i

Ara vegem les solucions de V90:

> arrel.comp (90, 3)
[1] 4.481405+0.00000i -2.240702+3.881011
-2.240702-3.881011

Com hem vist en aquest cas, R €s un programa molt flexible que ens permet imple-

mentar qualsevol tipus de funci6 o algorisme.
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