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Sobre aquests materials de treball

Hem vist el significat de les integrals definides i com es poden avaluar. De vegades, la funcié que cal
integrar o els limits d’integraci6 presenten valors no definits que cal tractar de manera particular.

Recordarem, en primer lloc, el significat geometric de la integral definida. A continuaci6, veurem els di-
ferents casos d’integrals impropies que es poden presentar i com abordar-les.
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1. La integral definida com una area

Hem vist com calcular una area delimitada entre dos punts per 1'eix d’abscisses i hem vist una corba f(x)

(figura 1) com una integral definida:

p—

4—jj dx -f(x)

B

/ a b

Figura 1: Integral definida i area.

Recordem que només podem aplicar el teorema fonamental del calcul per calcular la integral definida a
partir de la primitiva calculada en els extrems de l'interval d’integraci6 si la funci6 és continua en l'in-

terval en que es vol aplicar.

Al

Escriviu exemples de funcions que presentin una discontinuitat en un punt de
I'interval (0, 1), o bé perque la funci6 fa un salt, o bé perque la funci6 divergeix
en algun punt de l'interval.

Com calcularem la integral d'una funcioé que presenta discontinuitats?

Que passa si la funcié no és continua en algun punt?

Hem vist en l'activitat A1 que hi ha diferents tipus de discontinuitats i que el tractament és diferent en

cada cas.

a) Discontinuitat evitable

Si la discontinuitat és evitable, no hi ha cap problema. Passa aixo, per exemple, en una funci6 definida

de manera que esta definida per a qualsevol valor real excepte per a un punt:

fx)=2 x=1 (1)

En la figura 2 representem aquesta funci6. La funci6 no esta definida a x = 1.
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ylh
3- f(x) = 2 x#1
2 2
: a |
T : T T : >
-1 1 2 3 4 X
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Figura 2: Representaci6 grafica de la funci6 definida per I'equacié (1).

Aquesta funci6 és constant i val 2 en qualsevol punt excepte a x = 1. En aquest cas, la integral definida

és senzilla. Per exemple, 1'area sota la corba entre x = 0 i x = 4 val el segiient:

flx) = jgz dx=2x -8

Encara que l'interval d’'integraci6 inclou el punt x = 1, en que la funci6 és discontinua, calculem la inte-

gral ignorant la discontinuitat. El procediment té una interpretacio grafica senzilla, com ara discutirem.

A2

Expliqueu graficament l’afirmaci6é anterior: “Encara que l'interval d’integraci6é
inclou el punt en que la funci6 és discontinua, calculem la integral ignorant la
discontinuitat”.

b) Discontinuitat de salt

Si la discontinuitat és del tipus de salt, com en la figura 3, només hem de fer la suma de dues integrals
definides en cada interval en qué la funcio si és continua.

Per exemple:

1 Xe[O,l]

2 xe(1,2] @)

f(X)={

Aquesta funci6 es representa en la figura 3. La funcié pren un valor des de l'origen fins al punt 1 i pren
un altre valor des del punt 1 (que en queda exclos) fins al punt 2.

L'area sota la funci6 entre x =0 i x = 2 és, doncs, la segilient:

A :jjf(x) dx :j;f(x) dx+j12f(x) dx :_[31 dx+j122 dx:x|é +2x|f =3
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Figura 3: Representacié grafica de la funcié definida en I'equacié (2).

c) Discontinuitat asimptotica

Si la discontinuitat és asimptotica, només es pot fer un calcul aproximat o un pas al limit. Per exemple,
la funci6 segtient:

)=

X

S

divergeix a x = 0:
lim f(x)=+w

x—0"

per tant, no podem calcular directament la integral definida a (0, 1]:

11
— 3
I 07 dx 3)
perque la funci6 en l'integrand no és continua a x = 0.

A3

Calculeu les integrals segiients:

D s

dx

- -

1
B [y,
1 1
) Io.01 Ix dx
1 1
d) Io.om I dx

Qué observeu?
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Com acabem de veure, si calculem diverses integrals definides amb el limit inferior cada vegada més pro-
per a O, ens apropem més al valor 1.5.

Per tant, podem definir el valor de la integral definida (3) com el valor del limit de les integrals definides
amb un limit inferior que tendeix a 0:

11 . 11
J.Oﬁd)(:hmag)oj.aﬁdx

Recopilem els diversos casos que es poden donar.
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2. Definicioé d’integral impropia amb discontinuitats asimptotiques

Si la funci6 té discontinuitats asimptotiques, hi pot haver tres casos, segons la localitzacié del punt de

discontinuitat en relacié amb l'interval d’integracio.

1) Discontinuitat en l’extrem inferior de I'interval

Si una funci6 f és continua a (g, b) i presenta una discontinuitat asimptotica a a, definim el segiient:

j: f dx= lim, j; F(x) dx

Si el limit existeix i és finit, diem que la integral impropia és convergent. En cas contrari, diem que és

divergent.
2) Discontinuitat en 1’extrem superior de 1'interval

Si una funcidé f és continua a (g, b) i presenta una discontinuitat asimptotica a b:

[ Y f(x)dx = lim [M (0 ax
a M—b~ "9

Si el limit existeix i és finit, diem que la integral impropia és convergent. En cas contrari, diem que és

divergent.

3) Discontinuitat asimptotica dins de l'interval

Siuna funci6 f és continua a [a, b] i presenta una discontinuitat asimptotica en algun punt c de I'interval

(a, b), la separem en dues integrals:

[0 £ dx= o dx+ [ £ dx

I ara tractem cada integral com en els casos 1) o 2) anteriors.

Si alguna de les dues integrals impropies de la dreta divergeix, aleshores diem que la integral impropia

de I'esquerra divergeix.
Exemples

Posem-ho en practica. Suposem que volem calcular la integral definida segiient:
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|~

Com que lim % = +oo, la funcié f(x)=
x—0" XX

la integral que volem calcular és impropia.

3~ presenta una discontinuitat asimptotica i, per tant,

9

A4

Apliqueu la definici6é corresponent (cas 1) i calculeu aquesta integral:

Vegem-ne altres casos.

AS

Calculeu les integrals impropies segtients:
21
a) Io 2 dx

11
b) -[—1 ?dx

I si I'interval d’integraci6 és infinit?

Perd queé passa si volem calcular ’area delimitada per 1’eix d’abscisses i una corba f(x) en un interval de

longitud infinita? Per exemple:

[ re

Veiem que aquest cas pot conduir a situacions curioses.

2.1. La trompeta de Gabriel

La trompeta de Gabriel, també denominada trompeta de Torricelli, és una figura ideada per Evangelista

Torricelli, conegut per haver inventat, entre altres instruments, el barometre.

La trompeta de Gabriel és el solid de revoluci6é generat per la regi6 no fitada delimitada per la corba de

la figura 4a, anomenada hipeérbola:

Fy== 4
X

i la semirecta x > 1. Es un solid, doncs, infinitament llarg.
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Figura 4a: Hiperbola (funcié y(x) = 1/x).

La figura 4b mostra com es genera la trompeta de Gabriel per revoluci6 de la corba de la figura 4a entorn

de l'eix X:

Figura 4b: Generaci6 de la trompeta de Gabriel per rotacié.

I en la figura 4c mostrem una vista de perfil de la trompeta.

Figura 4c: Vista de perfil de la trompeta de Gabriel.

Volem calcular el volum de la trompeta de Gabriel. En primer lloc, veurem com es calcula el volum en
cas que considerem que la trompeta és finita (és a dir, tallem ’eix X, per exemple, a x = 2).

Es tracta d'un solid de revolucié. Es a dir, la regi6 del pla delimitada per la funci6 y(x) = 1/x gira entorn
de l'eix d’abscisses (eix de revolucié o de gir). El volum d’una seccidé perpendicular a aquest eix per un
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punt x, de gruix Ax, és un disc d’altura Ax i de radi f(x) = 1/x (figura 5). L’area del disc és igual a p vegades
el seu radi al quadrat i el volum del disc és 1’area de la base per 1'altura:

Figura 5: Disc elemental en qué hem dividit el volum de la trompeta de Gabriel.

Si aproximem el volum del solid per la suma de n volums consecutius d’aquestes seccions “gruixudes”,
tenim el segiient:

n 1 2
V= Z TE(—] Ax
i=1 \ X
Como ja hem comentat quan s’ha estudiat la integral definida, aquesta aproximaci6 cada vegada és mi-

llor si fem que les seccions cada vegada siguin més primes o, el mateix, si fem que n — +o. Aixi, podem
definir el volum del solid de revoluci6é de la manera segiient:

2 2
. 7 (1 2(1
V= lim Zn[x—] Ax = njl (—j dx

n—>+0,Ax—0 i1 i

en que hem convertit el sumatori de termes infinits en una integral que compren l'interval d’integracio,
delpuntx=1al punt x=21i Ax =dx.

Ara ja podem calcular el volum de la trompeta completa.

A6

Com calcularies el volum de la trompeta de Gabriel a partir d'una integral definida?

En l'activitat anterior hem comprovat que el volum de la trompeta de Gabriel és finit i val =.
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3. Definicié d’integral impropia amb limits d’integracio infinits

Segons hem vist, podem donar una definici6 d’integral impropia quan alguns dels limits d’'integraci6

son infinits. Es poden donar tres casos.
1) Interval d’integraci6 infinit per I’extrem superior

Si una funcié f és continua en [a, +oo[:
0 M
[ fx)dx= lim [" f(x) dx
a M—+xvd

Si el limit existeix i és finit, diem que la integral impropia és convergent. En cas contrari, diem que és

divergent.
2) Interval d’integracié infinit per 'extrem inferior

Si una funcié f és continua en |-, b]:
b b
x)dx= lim x) dx
[ fedx=lim [ fx)

Si el limit existeix i és finit, diem que la integral impropia és convergent. En cas contrari, diem que és
divergent.

3) Interval d’integraci6 infinit pels dos extrems

Si una funci6 f és continua en tota la recta real (tot 1’eix X) [-o, +0] i a és qualsevol nombre real:

[T reax=[" foo dx+ [ £ dx

Si les dues integrals impropies de la dreta convergeixen, aleshores diem que la integral impropia de l'es-

querra €s convergent. En cas contrari, diem que és divergent.
Fem un exercici: calculem 1’area delimitada per dues funcions.

A7

Les funcions sén les segiients:

F=—1

1+x
1

1+x2

s =

a) Elaboreu un esquema de les dues funcions f i g i comproveu que és correcte
amb la Wiris.
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b) En quants punts es tallen les funcions? Calculeu analiticament (a ma i amb la
Wiris) els punts en que es tallen les dues funcions.

c) Marqueu en la grafica (sense calcular-la) 1’area delimitada per les dues funci-
ons en el primer quadrant.

Com que ja hem determinat ’area que delimiten les dues funcions, la podem calcular.

A8

Calculeu 'area delimitada per les dues funcions de l'activitat anterior, A7.

Aixi doncs, I'area que buscavem és infinita. Aquest resultat us pot semblar sorprenent si us fixeu en la

forma de l'area (figura 3s).
Fem més exercicis.

A9

Calculeu les integrals impropies segtients:

a) J'Ome’)‘ dx

b) Lm(lfx)e”‘ dx

A continuaci6 farem un exercici per trobar el valor d’'un parametre.

Al10

Calculeu per a quins valors de k la integral impropia segiient val 1:

IM k% e ** dx
0

I, finalment, us proposem un exercici semblant a 1'anterior.

Al1l

Per a quins valors de k convergeix la integral impropia J.:OL2 dx ?
PE

Calculeu el valor que ha de tenir k perque la integral valgui 1.

3.1. Area lateral de la trompeta de Gabriel

Ara tornem a la trompeta de Gabriel. Quanta pintura necessitariem per tal de pintar-ne l'interior? Ho
podem saber a partir de la seva area lateral. Calculem-la.
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Suposem una figura de revoluci6 de forma a partir de la funcié f(x), que té derivada continua en l'inter-
val [a, b] quan la fem girar entorn d’un eix vertical o horitzontal. Es pot demostrar que la superficie de
revolucio resultant es pot calcular mitjancant la integral segtient:

S= Zn_[: r(x)\1+ f'(x)2 dx

en que r(x) denota la distancia entre la corba i ’eix de revolucié.

En el cas de la trompeta de Gabriel, I'interval és la semirecta [1, +oo[ i la distancia a 1'eix de revoluci6 és
directament f(x). Aixi:

S= znj “FOO1+ Fl(x)? dx= zj /1+—dx

Si calculéssim la integral anterior, veuriem que és divergent. Podem practicar un raonament matematic

alternatiu: en lloc de calcular directament la integral, n’estudiarem la convergencia.

Com que passa aixo:

1+—>1

vol dir que:

A12

Calculeu la integral impropia LM L
X

Com que l'area delimitada per — en l'interval [1, +oo[ €s infinita, tal com hem vist en 'activitat A12,
P
podem assegurar que una area més gran també ho sera. Per tant, la integral impropia:

rwl 1+—dx
1 x\f x4

és divergent i I'area lateral de la trompeta de Gabriel és infinita.
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Al13

Aquest resultat ens porta a pensar que mai tindrem prou pintura per a pintar l'in-
terior de la trompeta de Gabriel.

No obstant aix0, en l'activitat A6 hem vist que el volum de la trompeta de Gabriel
és finit i val n. Hi hauria alguna manera de pintar-la?
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Recapitulacio final: qué hem apres en aquest modul?

Al14

Recapitulacio:
— En quins casos una integral definida és impropia?

- Representeu graficament cada una de les situacions.
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Resolucio d’activitats

Al

Per exemple, la funcié

f)=2si 0<x<0.5
f(x)=4si 05<x<2

que representem en la figura 1s.

Figura 1s. Representacio6 grafica de f (x)

Un altre exemple:

$W=""03

que representem en la figura 2s.

Figura 2s. Representaci6 grafica de g(x)
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En el cas de la figura 1s, el calcul de 1'area és trivial: I’area total és la suma de 1’area dels dos rectangles descrits per 0 < x <
0.5,i05<x<1.

En el segon exemple, sera finita ’area que hi ha sota la funci6 entre 0i 0.5, per exemple? S’anul-lara la suma de 1’area com-

presa entre 0 i 0.5 amb l’area compresa entre 0.5 i 1? (recordeu que 'area sota la funcié entre 0 i 0.5 és negativa, i entre 0.5
i1 és positiva. Podria ocorrer que fossin iguals en valor absolut).

A2

L’area sota la funci6 definida en un interval d’amplada nul-la localitzat en el punt x = 1 és una area nul-la i, per tant, no
contribueix al valor de la integral.

Per tant, si una funcié és continua i delimitada en un interval excepte en un nombre finit de punts de discontinuitat en el
mateix interval, en podem efectuar la integraci6 sense tenir-los en compte.

A3

Una primitiva de la funci6

1
Ix
és la funcio
2/3
F(x) X =§3x2
2/3 2
Per tant:
3 3352
a) F(1)- F(0.5) = 373 0.5 =0.555059
3 3372
b) F(1)-F(0.1)= 57 0.1 =1.176835
3 33 2
c) F(1)-F(0.01) = 573 0.01° =1.430376
3 33 2
d) F(1)- F(0.001) = 275 0.001° =1.485
Els valors de la integral sembla que convergeixen a 1.5.
A4
Apliquem, doncs, la definicio:
273! 3

11 11 X
Lax= tim [ —dx= li - lim >
.‘o%/; XS M%/;X ME%'Z/I%M M—0" 2

A5

a) Es tracta del primer cas; la funci6 és discontinua en 'extrem inferior de l'interval d’integracio:
21 . 2 .
I =dx=lim Inx[, = lim(In2-InM) =+
0 x M50 M M50
Aquesta integral definida és divergent: ’area buscada té un valor infinit.

b) La funci6 té una discontinuitat en x = O:

1
J' idx
-1 XS
Es tracta del tercer cas i, per tant, fem:
1 0 1
J. ldx:_[ id)ujl idx
-1 X3 -1 X3 0 X3

Les dues integrals anteriors son divergents. Per tant, la integral proposada és divergent.
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A6

L’objectiu és determinar el volum de la trompeta en cas que la regi6 no sigui delimitada:

n]: (%)Z dx

1000 1 2
e
1 X

100000 1 2
v, = 1) ax
2=n (XJ

Si calculem:

observarem que, a mesura que augmentem l’extrem superior de la integral, cada vegada ens aproximem més a n. Per exemple,

100 000 1 2 1 100 000 1
R P L PR
e x); 100 000

i si prenem el limit:

My 1
V= lim nj(—] dx= lim n(——+1)=n
M

M—>+x X M+

Comprovem que el volum buscat és finit i val m.

A7

L’area ombrejada d’intersecci6 de les dues funcions és la que volem calcular (figura 3s).

Per a trobar on es tallen les funcions, busquem els punts de tall d’ambdues, és a dir, els punts x que verifiquen la igualtat
f(x) = g(x), aixo és:

1 1

1+x 1+

¥ -x=0=x(x-1)=0

Les dues corbes es tallenen x=0ien x = 1.

Figura 3s. Representaci6 esquematica de les dues funcions fi g
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A8

Per a calcular l'area, hem de veure qué passa en 'interval [0, +00] - Observem que en l'interval
[0,1], f(x)<g(x)
i que en l'interval
[1,4+00[ , f(2)>38(%)

Es important I’analisi anterior perqué si escrivim i calculem sense més ni més:
b
[(F-sm0)d
a

el resultat seria incorrecte, atés que segons l'interval d’'integracio elegit I'integrand pot ser positiu o negatiu.

Per tant, en el segon interval d’integracié invertim 1’ordre de la resta de I'integrand perque el resultat (I'area) sigui positiu

en les dues integrals:
1 o
A:j( 12——1 )dx+j(—l - 12)dx
o\l+x* 1+x \I+x 1+x

1
J‘( _Ljdx =[arctanx -In(1+ X)](l) =
o\l+x® T+x

=arctanl-1In2 —(arctan0 —1n1) = g —-In2
Veiem que 1'area localitzada entre x =0 i x = 1 és finita.

Pero I'area entre 1 i infinit és:

J.[ jdx: lim [ln(1+x)—arctanx]i/[ =
1 1+X 1+X M—+w0

= lim [In(1+M)-arctanM —(In2 - arctan1)| =

M4>+w

=40-2_In2+X =40
2 4

Com que la integral impropia és divergent, 1’area (total) que estavem buscant és infinita.

A9

+00

M
a) j ety =limy ., —e| " = Jim - eMi1=1

b) +J'm(l —x)e *dx
l I (1-x)e~*dx
I (1-x)e*dx=-(1-x)e ™ - Ie"‘dx =—e*+xe*+e ¥ =xe*+C
Llavors,

_[(1 x)e” *dxflggm[ -Mfe-l}

El problema és veure quant val 1im Me ™. Només cal aplicar-hi la regla de ’'Hépital:
M+
1

. _ ..M .
lim Me™ = lim —7 = lim —+=0
M >+ M—+0 @ M—+0 e

en qué hem derivat numerador i denominador per calcular el limit.

Finalment:

J' (1-x)e*dx = -
1
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A10

o o M ) ) ) .
Per definicio es té que .[; k2 ™®dx = lim jo k%e™®dx . Noteu que si k=0 aleshores la integral és zero i per tant no pot ser
Moo

mai igual a 1. Per tant podem suposar que k = Q.

M . 5 . .
Calculem la integral J.o k%e™**dx que és practicament immediata:

M
jOM K2erix = k2 jOM e My = k2 [Gk} = —k(e® ]M =k(1-e)

Calculem el valor del limit:

J'Om K?e**dx = A{fig}oj'sze’k"dx = lim k(l - e’kM)

M—>w

Si k <0 aleshores lim k(l _ e*kM) = +0. En canvi, si k>0 tenim
Moo

[k = Iim | OM Ke My = lim K(1-e™) =k

Per tant, si la integral impropia ha de valer 1, aleshores k ha de prendre el valor 1.

All

Per definici6 d’'integral impropia tenim que

i, d’altra banda,

Prenent el limit tenim que

Al12

ldx— lim lnx\ = lim InM =+
X M- +x M—>+xo

A13

Aquest resultat ens fa pensar que mai no tindrem prou pintura per a pintar l'interior de la trompeta de Gabriel. Hem vist,
tanmateix, que el volum és finit i val n. Penseu si hi hauria alguna manera de pintar-la.
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