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Introduccio

L’exemple del primer modul, on analitzavem el funcionament d'una llanter-
na, és il-lustratiu i interessant per comencar. De tota manera, com sens dubte
haureu suposat, els circuits electronics no estan formats anicament per resis-
téncies alimentades per fonts de tensié o corrent.

Prenguem com a exemple el circuit d’un aparell tan quotidia com una radio.
Si analitzéssiu I'esquema d'un receptor de radio primitiu, trobarieu alguna
cosa com el circuit que podeu veure en la figura 1, on teniu un condensador
de capacitat variable (C,) i un de capacitat fixa (C), una autoinducci6 o bobina
(L), un diode (D) i, a més, un altaveu i un circuit d’entrada.

Figura 1. Esquema d’un desmodulador d’AM

Sintonitzador

Altaveu

Circuit d'entrada

El desmodulador conté un condensador de capacitat variable (C,) i un de capacitat
fixa (C), una autoinduccié o bobina (L), un diode (D) i, a més, un altaveu i un circuit d’entrada.

La veritat és que comprendre aquest circuit en tot detall ens portara més d'un
modul, ja que sén molts els conceptes que hi ha dins d’un circuit tan simple

com aquest.

De tota manera, i tal com hem comentat en el modul “Circuits electrics”, la
clau de I’enginyeria esta a simplificar el problema. Per a aconseguir-ho, el que
farem és comencar per entendre els elements que componen el circuit dibui-
xat en la figura 1. Veurem que presenta com a novetats un condensador, una
bobina i un diode. El nostre objectiu en aquest modul sera entendre que és i

com funciona cadascun d’aquests components.

Si les resisténcies estudiades en el modul “Circuits electrics” acceptaven sense
problemes variacions de tensio i/o corrent entre els seus borns (recordeu que
la relaci6 entre la seva tensio i corrent és donada simplement —quan sén en
zona lineal- per la llei d’Ohm: V = IR), veurem que el condensador (apartat 1)
ila bobina (apartat 2) no permeten canvis bruscos en algun d’aquests parame-
tres. Per aquest motiu, haurem d’analitzar quina és la relacié V- I entre els seus

extrems.
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A continuaci6, en l'apartat 3, analitzarem qué succeeix en circuits on les fonts
de tensid i/o corrent sén continus (és a dir, sébn constants en el temps). Aixo
ens permetra entendre el funcionament del dispositiu i que estableixi les bases
per a l’analisi en corrent altern, que comengarem a veure en el modul “Circuits
dinamics” (i, en detall, en el modul “Circuits en corrent altern”).

Com a punt final, en I'apartat 4 estudiarem el diode, la caracteristica més des-
tacada del qual és la no-linealitat de la seva resposta. Tindrem aixi totes les pe-
ces d’un puzle, que acabara d’encaixar en moduls posteriors.
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Objectius

Els objectius principals d’aquest modul son els segiients:

1.

Entendre el funcionament del condensador i com es comporta dins d'un
circuit.

. Entendre el funcionament de la bobina i com es comporta dins d'un circuit.

Entendre com responen el condensador i la bobina als canvis del senyal
d’entrada.

Aplicar els metodes d’analisi de circuits vistos en el modul “Circuits electrics”
als circuits RLC (aquells que tenen resistencies, bobines i condensadors).

Plantejar la resolucié d’aquests circuits mitjancant equacions diferencials.
Ser conscients de la complexitat de resolucio per a casos amb diversos ele-

ments i diferents malles.

Entendre que és i com es comporta el diode en un circuit.
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1. El condensador

Sense ser especialment arriscat, podriem dir que qualsevol que hagi vist un cir-
cuit electronic real ha vist —essent-ne o no conscient— un condensador. Alguns

dels seus possibles aspectes son els que podeu veure en la figura 2.

Figura 2. Foto de condensadors de diferents tipus

I els condensadors se simbolitzen en els esquemes de circuits amb algun dels

simbols de la figura 3.

Figura 3. Simbols del condensador en els circuits

Feta aquesta introduccio, comencarem per veure el concepte de capacitat (sub-
apartat 1.1). A continuaci6, veurem quina és la relacié entre tensio i corrent
en els extrems del condensador (subapartat 1.2). Aixo ens permetra estudiar la
resposta d'un condensador en corrent continu (subapartat 1.3) i, finalment,

veurem com s’associen els condensadors (subapartat 1.4).

1.1. Concepte de capacitat

Des d’'un punt de vista conceptual, un condensador és un dispositiu que emma-
gatzema carrega. Perd, quanta carrega emmagatzemara? Dependra de la seva ca-

pacitat, que sera la seva caracteristica més distintiva.

Entenem per capacitat la carrega emmagatzemada per un condensador quan

se li aplica una diferéncia de potencial unitat entre els seus extrems.
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La capacitat que té un condensador dependra de les seves caracteristi-
ques propies. En qualsevol cas, definirem aquesta capacitat (C) com la
carrega (Q) que és capa¢ d’emmagatzemar entre borns per unitat de di-
ferencia de potencial aplicada (V). Matematicament, aquesta frase es
pot expressar com:

(1)

@)
Il
<|Q

0

Reviseu I'annex 1 si no recordeu els
mdiltiples i submdiltiples habituals. |

En l'equacio6 1, C representa la capacitat, Q la carrega i V la diferéncia de po-

tencial aplicada. Les unitats per mesurar la capacitat son els farads (F), que ad-
meten els multiples i submultiples, tal i com s’indica a ’annex 1. Si expressem
la carrega en coulombs i la tensi6 en volts, llavors la capacitat és donada en
farads (F), que és la unitat de mesura basica de la capacitat en el sistema inter-

nacional.

En el cas dels condensadors, el farad (F) és una unitat molt gran, i son tipics
valors com mF (mil-lifarads), pF (microfarads) o nF (nanofarads). En algunes

aplicacions s’usen fins i tot els pF (picofarads). 0

Fisicament, un condensador esta format per dues capes metal-liques enfronta-
des, entre les quals es col-loca un material dieléctric (veurem en el paragraf se-
glient que és). Amb aix0 aconsegueix emmagatzemar en forma de carrega
l'energia que rep. Es important destacar que és un element passiu: no genera
energia, sin6 que Gnicament emmagatzema aquella que rep (per exemple,

d’una font d’alimentacio).

Podriem dir que el material dieléctric que s’utilitza als condensadors és un ti-
pus d’aillant especial, que permet que s’estableixi un camp electric en l'interior
del condensador capa¢ de mantenir l’energia. Il-lustrarem aquest procés amb
el circuit de la figura 4, format per una tensié V, un condensador de capacitat

C, una resistencia R i un interruptor.

Figura 4. Circuit per a il-lustrar el funcionament del condensador

_ —

+ V

En el circuit de la figura 4, i segons el comentat en el modul “Circuits elec-

trics”, els electrons sortiran del pol negatiu de la font de tensio i circularan en
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direcci6 al pol positiu. En arribar al condensador, hi ha una injeccié d’elec-
trons a la placa negativa. A diferéncia de la resisténcia, el dielectric (que és un
aillant) del condensador no deixa que aquests electrons segueixin el seu cami

cap al pol positiu del generador.

Tanmateix, es produeix un efecte interessant. Els electrons que van arribant al
condensador s’acumulen, i provoquen un rebuig de les carregues negatives
ubicades a l’altra placa (la positiva) del condensador, que té la mateixa carrega.
D’aquesta manera, aquesta placa es carrega positivament i es genera un flux
d’electrons que continua cap al pol positiu del generador de tensi6. Aquest

moviment d’electrons provoca, per tant, la carrega del condensador

A l'interior del condensador no es produeix, per tant, circulacié d’electrons.
La carrega que aconsegueix emmagatzemar el condensador la podem extreure

de I'’equacio6 1:
Q=CV 2)

Essent Q la carrega que emmagatzema, C la capacitat del condensador i V la

tensio entre els seus dos extrems.

Vist el funcionament conceptual, analitzem la relaci6 entre tensio6 i corrent al

condensador.

1.2. Relacio V - I en un condensador

A partir de la definici6 de la capacitat (equacio 1), la carrega que acumula un

condensador per a una petita variacié de carrega sera:

_d4Q
C_dv ®)

L’equaci6 anterior ens diu que matematicament la capacitat és la derivada de
la carrega respecte a la diferéncia de potencial en els extrems del condensador
(la V de I'equaci6 2). Es a dir, que la capacitat és la variaci6 de carrega que es
produeix davant d'una variacio6 de la tensi6. A continuaci6, manipularem ma-
tematicament I'equacio 3 per veure que a partir d’ella podem obtenir la relacio

entre intensitat, capacitat i tensio.

. 1. . (dE
Per aquest motiu comencem per multiplicar per un factor unitari (EJ (noteu
que és multiplicar per 1) i reorganitzarem termes. Aixi, podem escriure la ca-

pacitat com segueix:

c=9Q_ o_dQdt_dQ dt

= (4)
dv dvdt dt dv
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On dt indica un diferencial de temps. Si recordeu que en el modul “Circuits
electrics” —equaci6 1- hem definit la variaci6 de carrega respecte al temps com

a intensitat de corrent, obtenim que:

c_dQ d

dt
- C =it — 5
aav - ST Oy ©)

On hem simbolitzat la intensitat com a i(t) per deixar clar que pot ser
canviant amb el temps. Si aillem la intensitat de 1’equaci6 anterior, ob-
tenim:

av

it)y=c _c

dt dt ©)

On i(t) és la intensitat que circula pel condensador, C la seva capacitat i
V la tensio en els seus extrems, que hem escrit també com a v(t) per ex-
plicitar la seva dependéncia en el temps.

Es a dir, la intensitat que circula per un condensador és proporcional a
la seva capacitat i a la variaci6 de la tensio respecte al temps .

En la figura 5 podeu veure un grafic on es representen les dues magnituds —ten-
sio i corrent—, amb els seus signes adequats, en un condensador. Per conveni, es
considera que el corrent entra pel terminal positiu de la tensié en borns del

condensador.

Figura 5. Polaritat de Vi sentit de i(t)
al condensador

< +
[

— | it

|
m

L'expressi6 donada per I’equaci6é 6 proporciona la relaci6 entre tensio i inten-
sitat en un condensador. Per tant, és I’equivalent de la que era la llei d’'Ohm
en resisténcies. Ja podem veure —sense que ens hagi d’espantar la preséncia de
les derivades— que la relaci6 és més complicada que 1'equaci6 lineal que ens
déna la llei d’Ohm.

Fixeu-vos en un detall important: el fet que la tensi6 sigui una magnitud
derivable fa que hagi de ser continua. Si hi hagués un canvi brusc de tensio,
el corrent que passaria pel condensador seria infinit, cosa fisicament im-
possible. Per tant, la tensi6 entre els dos extrems del condensador no pot

variar bruscament. 0
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Es interessant notar que a partir de 'equaci6 6, podem aclarir la tensié en fun-
ci6 de la intensitat. En concret, si notem explicitament la tensié com a varia-
ble amb el temps (és a dir, v(t)) obtenim:

, dav(t) 1t .,
i(t)=C— == vt)= ¢ [ ityat 7)

Es a dir, la diferéncia de tensi6é entre borns d'un condensador és inversament
proporcional a la seva capacitat, i directament proporcional a la integral en el
temps, des de menys infinit fins a f (és a dir, des del principi fins a l'instant £),
de la intensitat.

Per ara no entrarem més en detall en I'equaci6 7. De tota manera, és important
notar que la tensid, en un instant de temps donat, depén no solament del cor-
rent en aquell instant, sin6 dels valors que hagi presentat la intensitat en els va-
lors anteriors. I per aixo es diu que el condensador és un element amb memoria

(ho estudiarem en detall en el modul “Circuits dinamics”).

El fet que la tensio entre extrems del condensador no pugui variar bruscament
és una diferéncia important respecte a les resisténcies. Per veure explicitament
aquesta diferéncia, construirem el mateix circuit i veurem quina diferéncia de

comportament hi ha segons s'utilitzi una resisténcia o un condensador.

Figura 6. Circuits de fonts de tensié a) amb resisténcies en serie
i b) amb resisténcia i condensador

a)

b)

En la figura 6a podeu veure un circuit amb una font de tensi6 (V), dues resis-
téncies (R) i un interruptor. En la figura 6b hem representat el mateix circuit,
pero substituint una de les resisténcies per un condensador (C). Qué ocorre un
instant després de tancar 'interruptor?

Noteu que el comportament del
condensador és diferent del de les
resisténcies, on el corrent en un instant
determinat determinava directament la
tensio en aquell instant: la resistencia
és un component sense memoria.

./
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En el cas de les dues resistencies, i segons la llei d’Ohm, en tancar l'interruptor
es generara en el circuit una intensitat de valor I = V/2R, on V és la tensio del
generador i R el valor de la resisténcia (que per simplificar hem suposat iguals).

Aix0 provoca que la tensi6 a cada resisténcia passi a ser immediatament V/2.

En el cas de la resisténcia i el condensador, el condensador no pot variar
bruscament la seva tensio. Aixo fa que, inicialment, tota la tensio recaigui
sobre la resistencia (que suportara per tant una tensi6é V). Tanmateix, a me-
sura que passi el temps, el condensador s’anira carregant gradualment. Fins
quan? Fins que la seva tensio sigui igual a la de la font de tensi6. En aquell
moment, no hi ha diferéncia de tensid entre els extrems de la resistencia i,
per tant, no circula corrent. Tindrem el condensador carregat al seu valor

maxim.

Es important que entengueu a nivell conceptual -de moment no matematic— els
dos paragrafs anteriors. Observeu que en el cas de les dues resisténcies, el canvi
a l’estat final del circuit és immediat. En canvi, en el cas del condensador, passa
un temps fins que es carrega. Veurem més endavant que a aquest espai de temps
se’l denomina regim transitori i porta al circuit cap al seu estat final o regim
permanent (definirem els dos régims de manera formal més endavant en
aquest modul, al subapartat 1.3.1). En aquest estat final, com hem vist, no cir-

cula corrent pel circuit i el condensador emmagatzema una tensio6 V. 0

1.3. Resposta d’un condensador en corrent continu

Ja hem introduit, des d'un punt de vista conceptual, com opera el condensa-
dor com a acumulador de carrega i la relaci6 tensio-intensitat que presenta.
Vegem ara amb exactitud que és el que succeeix en el circuit. Per aquest motiu
hem de tornar al circuit del condensador i la resistencia. Aquests circuits es co-
neixen sovint com RC (resisténcia-condensador). En la figura 7 podeu veure
un circuit RC amb un interruptor i una font de tensié continua. Suposem que
la tensié que proporciona la font és v,(f). Es representen, a més, les tensions
implicades: la tensié en borns de la resisténcia, v,(t), i la tensié en borns del

condensador, v(1).

Figura 7. Circuit RC amb tensions indicades en els elements

“o W
[+ + V() -

— +

Vi) __Vc(-'.‘)

Tensio v(t)

Malgrat que la tensié en corrent
continu és constant, és a dir,
no depen del temps, es pot es-
criure v(t) per a indicar que en
I'instant anterior a connectar
I'interruptor el seu valor

és 0 i a partir del moment en
que es connecta, el seu valor
és la tensi6 que proporciona la
font, per exemple, E. Normal-
ment es pren com a t = 0 l'ins-
tant en qué es connecta
I'interruptor.
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El circuit mostra una font de tensié en corrent continu -recordem que en
aquestes fonts la tensioé entre borns no varia amb el temps- unida a un inter-
ruptor que fa que inicialment la font no alimenti el circuit. En el moment en
que l'interruptor es tanqui, es produira un corrent que passara a través de la
resisténcia i el condensador. La resisténcia i el condensador estan connectats

en série, ja que la intensitat a través seu és la mateixa.

Per a analitzar el seu comportament, utilitzarem les eines vistes en el modul

“Circuits electrics”. Recordem que:

Les lleis de Kirchhoff s’han de complir en qualsevol circuit per a tot ins-
tant de temps.

Segons la llei de Kirchhoff de les tensions, s’ha de complir sempre que la tensié
lliurada per la font (pujada de tensio) ha de ser igual a la tensi6 que cau en la

resisténcia més la tensié que cau al condensador:

V(D) = V(D) + v (t) @®)

Estudiarem el circuit plantejat en dos subapartats. En el subapartat 1.3.1 veu-
rem que ocotre quan tanquem l'interruptor —cosa que provocara la carrega del
condensador—; i en el subapartat 1.3.2, veurem que ocorre si descarreguem el

condensador.

1.3.1. Procés de carrega del condensador

Comencem per analitzar el procés de carrega del condensador. Designem com
t = 0" un instant just anterior a tancar l'interruptor i com t = 0* un instant just pos-
terior. Suposem a més que la font proporciona una tensié constant entre extrems
de valor E. Just un instant després de tancar l'interruptor, la tensio v, (f) era exac-

tament el valor de la tensié que proporciona la font (segons hem dit, E):
vi{t=07)=E ©)

Ates que v,és precisament la tensié que dona el generador. D’altra banda, un ins-
tant abans de tancar l'interruptor no hi havia tensi6é entre extrems del condensa-

dor i, per tant, un instant després de tancar tampoc no n’hi haura. Per tant:
V(t=0")=0 (10)

Si introduim v(f) i v-(f) (de les equacions 9 i 10) en la llei de Kirchhoff (equacio 8)

vista per a aquest circuit, resulta que:

v(t=0)=1t=0")+v(t=0) = E=v({t=0")+ 0= v(t=0)=E (11)
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I si apliquem la llei d’'Ohm, podem calcular la intensitat que circula per la re-
sisténcia, que és la mateixa que circula per tot el circuit:

l(t _ O+) — VR(t; 0+)

:>i(t=0*)=% (12)

Noteu que el condensador ha provocat una variacié brusca del corrent (ha pas-
sat d'un valor nul a un valor E/R) per a evitar que la tensi6 entre els seus ex-
trems canvii de forma brusca. Vegem ara com evolucionaran la seva tensio i el

corrent del circuit.

A partir de ’equaci6 de la intensitat del condensador (equaci6 6) deduim que:

dv,(t)

it)=C = dv.(t) = éi(t)dt (13)

I per tant, com haviem vist en 1'equaci6 7, si notem explicitament la variacié

de la tensi6 del condensador respecte del temps:

Vve(t) = % [itt)at (14)

On i(t) és la intensitat que circula pel circuit. Ja tenim, per tant, I'expressio de
la tensi6 al condensador, i coneixem l’expressio de la tensi6 en la resisténcia
per la llei d’Ohm. Si introduim aquests dos valors en 'expressi6 de la segona
llei de Kirchhoff d’aquest circuit (equacié 8) obtenim que:

. 1.,
E=i(t)R + o j i(t)dt (15)

Si derivem cada membre de I'expressio 15 respecte al temps, i tenim en comp-

te que E, C i R s6n constants, obtenim una altra igualtat:

dit)

1.
— R Cit)=0 (16)

L’expressio anterior és una equacié diferencial. Aquesta equaci6 té com a so-
luci6 general:

i(f) = Ke (17)

On hem de buscar els valors de K i a. Per trobar-los, derivem en primer lloc
I’equaci6 17 per a obtenir ? :
t

) _ o Ke (18)
dt

Recordeu que si la intensitat és
la derivada de la tensid, llavors
obtindrem la tensié mitjangant la
integral de la intensitat.

Notacio

En general, quan notem sen-
yals que varien amb el temps
farem servir lletres minuscules.
Aixi, per a indicar que la tensié
sobre el condensador és varia-
ble notarem v(t).
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Si introduim les equacions (17) i (18) a la (16) obtenim:

—aKRe™ + lKe’“t =0 (19)
C
d’on resulta:
—ocR+l=0:>oc=L (20)
C RC

D’altra banda, hem calculat anteriorment que i(t = 0*) = E/R i, per tant, substi-

tuint en 'equacio6 17 per a t = 0 es compleix:
E:KeO:Kzg (21)
R R

Substituint Ki o en I’expressio6 de i(t) (equacié 17) obtenim que:

La intensitat que circula per un condensador en un circuit en corrent
continu fins que es carrega el condensador és:

1

i(t) = %ﬁc‘ (22)

Es a dir, la intensitat és igual al quocient entre la tensi6 continua del cir-
cuit, E, i la resisténcia, R, multiplicada per e elevat a un factor que és el
producte del temps per una constant, el valor de la qual és I'invers del
producte dels valors de la resisténcia, R, i la capacitat del condensador,
C, amb signe negatiu.

Abans de seguir, analitzarem el resultat que hem obtingut. Hem partit d'un 0
Recordeu: si notem explicitament
. . . . . . . . | 1acid f 1o d | t ,
circuit RC i hem buscat el valor de la intensitat. Hem vist que la intensitat pre- o e oD 1o, ‘

senta una forma que ve donada per l'equaci6 22. Amb aix0, podrem calcular
la tensi6 al condensador, substituint aquest valor de i(t) en '’equaci6 (8) que
era la corresponent a la llei de Kirchhoff:

V() = E - vi(t) = v() =E — i()R (23)

I per tant:

La tensi6 en borns d’un condensador en un circuit en corrent continu,
fins que es carrega el condensador, és determinada per:

L L
ve(t)=E —%e RC'R = v (t)=E(1—e k) (24)
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Es a dir, la tensio és igual a la tensié continua del circuit, E, multiplicada per
1 menys e elevat a un factor que és el producte del temps per una constant el
valor de la qual és I'invers del producte dels valors de la resisténcia, R, i la ca-

pacitat del condensador, C, amb signe negatiu.

Hem vist les expressions matematiques. Vegem graficament quina forma te-
nen. Per a aixo, dibuixem les grafiques d’intensitat pel circuit i tensi6 al con-
densador. Totes dues grafiques es veuen en la figura 8, on la grafica (a)

correspon a la intensitat i la (b) a la tensi6 al condensador.

Figura 8. Grafic de la tensid i intensitat al condensador

l(t) V()

La figura 8 posa de manifest el que haviem raonat amb les equacions mate-
matiques. La tensio sobre el condensador no presenta discontinuitats: creix
des del seu valor inicial (nul) fins a un valor maxim, dependent de la tensi6
que apliquem al circuit. Aquest creixement es realitza seguint una forma ex-

ponencial.

D’altra banda, la intensitat presenta un canvi brusc inicial, perque la tensio
pugui mantenir-se continua al condensador, i tendeix a fer-se nul-la a mesura

que passa el temps.

Si entenem aix0, podem fer-nos una altra pregunta. Com de rapid es carrega
el condensador? La resposta és en la grafica anterior. La rapidesa de carrega la
determina el pendent que presenta la grafica de la tensi6 sobre el condensador.
Una de més pendent indicara més rapidesa de carrega. Per exemple, en la fi-
gura 9, un condensador que carregui segons la linia continua és més rapid que

un que carregui segons la linia discontinua.

Figura 9. Grafica de dues carregues de
condensador en un circuit RC amb valors
diferents del producte RC

Ve(®)

La corba continua té un valor major que RC, cosa que implica un
pendent més gran i, per tant, el condensador es carregara abans.

Pendent de la corba
en un punt

Recordeu que matematica-
ment, el pendent de la corba
en un punt és el valor de la
seva derivada avaluada en
aquest punt.
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Quin és el pendent de qualsevol d’aquestes corbes? Segons la definicié mate-
matica, el pendent coincideix amb la primera derivada. Per tant, ja que s’esta
representant el voltatge en funcio del temps, haurem de derivar aquest voltat-

ge respecte al temps. Derivant 1’equacié 24 obtenim:

t
dve@®) _ E ze (25)
it RC

I concretament, en l'instant inicial t = 0, obtenim que el pendent de v,(f) és:

dve(t)] _ E
dt |,_, RC (26)

Es a dir, que com més baixos siguin els valors de R i C, més rapidament es car-
regara el condensador. El producte RC es coneix en general com a constant de

carrega del circuit i se simbolitza sovint amb la lletra grega tau ().
1=RC (27)

Aquesta constant indica el temps que triga el condensador a carregar-se a un
63% del seu valor (és a dir, la tensié entre borns és 0,63 vegades el seu valor

maxim). Podem veure-ho substituint t = t en I’equaci6 24:

Ve(t =)= BA—¢ ") = Ed - ) = 0,632E (28)

Es important remarcar que totes les tensions i corrents del circuit seguiran una
evolucié exponencial (no solament la tensi6 en borns del condensador). La
constant de temps, en un circuit RC, sera la mateixa per a qualsevol tensio o
corrent del circuit: T = RC. 9

Ja estem en condicions de definir formalment els regims transitori i perma-
nent. Tal com hem comentat en aquest mateix modul, el régim transitori
transcorre fins a arribar al permanent, on el condensador esta totalment car-
regat i no circularia corrent. Si tornem a les grafiques de la figura 8, veiem que
aixo en el model matematic no arriba a passar mai. El corrent tendeix a arribar

a zero, perd no hi arriba mai. A efectes practics, considerarem que:

Transcorregut un régim de 4 o 5 t podem considerar que el circuit es tro-
ba en régim estacionari o permanent. El temps que transcorre fins a ar-
ribar a aquest estat el denominarem régim transitori.
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I també és interessant adonar-se d’un altre efecte. Quan treballem en corrent
continu, una vegada arribem al réegim permanent, el condensador impedeix el

pas del corrent pel circuit. Es a dir:

Si treballem en corrent continu, el condensador es comporta com un

circuit obert una vegada arriba al seu régim permanent.

Exemple 1

Determineu el temps que transcorrera en el circuit de la figura 7 fins que el circuit es trobi
en régim permanent, si el valor de la resisténcia és R = 1 K i el condensador és d'1 pF.

Per a determinar aquest temps, hem d’avaluar el valor de la constant de temps del circuit.
En aquest cas, aquest valor és, segons I'equacio6 27:

t=RC (29)

Per tant, en aquest cas:
t=RC=1=10°-10°=10%s (30)
Es a dir, que el valor de la constant de temps és de 10 segons o el que és el mateix, 1 ms.

Si, com hem dit, podem considerar que el transitori dura un equivalent a 4 o 5 7, podem
dir que aquest periode és per a aquest circuit d'uns 4 ms.

1.3.2. Procés de descarrega del condensador

Suposem que ara desconnectem 1’alimentaci6. Qué ocorrera en el circuit de la
figura 7 si anul-lem la font? Essencialment, el mateix procés que hem vist per

a la carrega.

Recordem que la llei de Kirchhoff ens diu que la suma de tensions en una ma-

lla és nul-la. Per tant:
V,+V.=0 (31)

O el que és el mateix:
V=V, (32)

Continuen complint-se la llei basica de funcionament del condensador i la llei
d’Ohm per a la resisténcia. Per tant, si substituim en 1’equaci6 32 el valor que
sotmet la llei d’Ohm per a la tensi6 en la resisténcia i fem servir ’equacio 7 ja

vista per a la tensi6 del condensador, obtenim:
i(t)R = 1 j i(t)dt (33)
C

Equaci6 molt similar a I’equacio6 15, on ara canvien les condicions inicials. En

I'instant inicial tenim el condensador carregat al seu valor maxim E. Si reso-

Anul-lacié d’una font
de tensié

Recordeu que anul-lar una font
de tensid significa substituir-la
per un curtcircuit.
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lem l'equaci6 diferencial, obtindrem una solucié molt similar a la del subapar-

tat anterior (que era determinada per I’equaci6 22). En concret:

t

i(t) = —%ef? (34)

Per a buscar la tensi6 al condensador, el més simple és reprendre 1’equaci6 32

i aplicar-hi la llei d’Ohm:
Ve==Vy= v.(t) =—i(t)R (35)
I substituint el valor d’i(t) de ’equaci6é 34 en la 35 obtenim:

t

ve(t)=Ee - (36)

A continuaci6, mostrarem graficament qué ocorre amb la tensi6é del conden-
sador. Recordem tot el procés que haviem analitzat: en el subapartat 1.3.1,
analitzant la carrega, el condensador havia arribat al seu valor maxim. En iniciar
la descarrega, segueix una forma exponencial, determinada per 1'equaci6 36.
En la figura 10, dibuixem la tensi6 al condensador en funcié6 del temps, inclo-

sos el periode de carrega i de descarrega.

Figura 10. Procés de descarrega del condensador

V()

t, indica l'instant en que es desconnecta el generador.

En aquesta figura, podeu veure que el condensador ha acumulat carrega en
preséncia del generador. En el moment de desconnexié del generador (que
hem simbolitzat en la grafica com a t,), hi ha un canvi brusc de tensi6 en el
circuit. La tensi6 al condensador no pot canviar bruscament, i el condensador
reacciona generant una intensitat que fa que la caiguda de tensi6 es produeixi
en la resisténcia. Progressivament, i amb la mateixa constant de carrega, t = RC,
el condensador es va descarregant, fins a arribar a un estat de repos en el qual el

corrent que circula pel circuit és nul.

Exemple 2

Suposeu que el circuit de la figura 11 ha estat funcionant durant un temps prou gran amb
I'interruptor connectant a una font de tensi6 de valor 2V,. En 'instant ¢t = O passem !'in-
terruptor a la segona posicio, tal com es veu en la figura.
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Figura 11. Circuit de I'exemple 2

Si suposem que ambdues resisténcies sén iguals i de valor R = 10 K, que el condensador
és d'l pF, i que V, =10V, determinarem:

a) Latensi6 en borns del condensador en el moment de moure 'interruptor de posicid (t=0).

b) El valor final de la tensio6 al condensador.

Solucié Teniu en compte que en les y

equacions 22 i 24 E indica el valor
subministrat per la tensié. En |'exemple 2

a) Abans de moure l'interruptor, el que tenim és un circuit RC que ha funcionat durant podriem dir que el valor de E & 2V, No us
R deixeu enganyar per les lletres: penseu en
molt de temps. Per tant, es tracta d'un condensador que s’ha carregat, i el valor de carrega el significat conceptual.

sera determinat per I'equacio6 24. En aquest cas, el valor maxim de la tensio, E, és 2V

ve(t) =2V, (1- 7 (37)

Si ha estat funcionant molt de temps, podem considerar que el temps tendeix a infinit.
Es a dir, el condensador estara carregat a:

ve(®)|, . =2v,a1- o ) (38)

t >0

Per tant, en aquest cas:
v, =2V,=20V (39)

Noteu que tenim dos temps, d'una banda hi ha l'instant en qué es connecta el conden-
sador, t = 0, que fa referéncia al temps del problema; i d’altra banda, tenim que el con-
densador porta molt de temps ences, cosa que significa que per al condensador ha passat
un temps t — . Fixeu-vos també que, si el condensador porta molt de temps connectat
a una font de corrent continu, el valor de la tensi6 en els seus extrems no depen ni de la
seva capacitat ni de la resisténcia del circuit.

b) Si suposem que una vegada carregat es procedeix a la descarrega, 1’expressio de la ten-
si6 al condensador sera determinada per 1’equacié 36, que en aquest cas és:

Ve(t) = zvoe’l? (40)

Per a veure el valor de la tensi6 en borns del condensador una vegada descarregat, fem
tendir el temps a infinit. Obtindrem llavors:

=2Ve “ = v(t),_, =0 (41)

t—>o0

Vc(t)‘

it >0

i com es podia esperar, quan passi el temps, el condensador es descarregara totalment i,
per tant, la seva tensi6 sera nul-la. Una vegada més, fixeu-vos que el valor final de la ten-
si6 en borns del condensador, una vegada descarregat, tampoc no depen de la seva capa-
citat ni de la resisténcia del circuit.
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1.4. Associacio de condensadors

Fins aqui hem vist com es comporta un condensador en un circuit. Ara analit-
zarem com s’associen diversos condensadors. Com en el cas de les resistencies,
els condensadors es poden associar en serie (subapartat 1.4.1) o en paral-lel
(subapartat 1.4.2) i facilita moltes vegades 1’analisi el fet de trobar la capacitat
equivalent (C,); és a dir, la capacitat d’'un anic condensador que es comporti

com l’associacié de condensadors.

1.4.1. Associacio en serie

Per definici6 de circuit serie, la intensitat —i, per tant, la carrega— que circula
per tots els elements sera la mateixa. Graficament, ho podem veure en la figura

12, on podeu veure tres condensadors connectats en serie.

Figura 12. Esquema de a) tres
condensadors en série i b) condensador

equivalent
+ V; = ar V2 = ar V3 =
G G G
|
a)
\'
+ | -
I
by

Veiem que la tensio6 total V ésla sumade V,, V,i V,.

V=V, +V,+V, (42)

En '’equaci6 1, on definim la capacitat, podem aillar la tensi6, que sera la car-
rega dividida per la capacitat, tenint en compte que per conservacio de la car-

rega, la carrega Q és la mateixa en els extrems de cada condensador. Per tant:

c, C, C,
1 1 1 43)
veolg g g)

c, C C (44
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En general, si tenim n condensadors en série, podem substituir-los per un
unic condensador equivalent de capacitat C,, segons la formula:

=C, = (45)

Exemple 3

Determineu la capacitat equivalent a dos condensadors connectats en série de valors 1 uF
i 10 pF.

Solucio

Segons 'equaci6 45 obtenim que:

L:i+i:>i:—1 +# 6
¢, ¢ ¢ "¢, 10° 10-10° (46)
Si fem 'operacio:
1 11
—=——==C, :0,909 F 47
C, 10.10° ¢ H (47)

eq

que és la capacitat buscada.

1.4.2. Associacio en paral-lel

En el cas dels condensadors en paral-lel, la magnitud comuna sera la tensi6 en-
tre extrems, ja que estan en paral-lel. Ho representem en la figura 13, on s’han
representat les carregues, que circulen per cada condensador com a q,, q,, g,

respectivament.

Figura 13. a) Condensadors en paral-lel
i b) condensador equivalent

+
G G G
V Chl Cle fhi
a)
+
v — Cog
b)

A més, per conservaci6 de la carrega, la carrega total Q sera la suma de les car-

regues de cadascun dels condensadors q,, g, i q,. Per tant:

Q=¢,+4,+9;,>Q=C,V+C,V+C,V=(C, +C,+ Cy)V (48)
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On s’ha utilitzat que V és constant. I si volem substituir els tres condensadors
per un equivalent de capacitat C,, (figura 13b) obtindrem que:

Q=C,V=C,=(C,+C,+Cy) (49)
O en el cas general, per a n condensadors en paral-lel:

C,=C+C,+C+...+C, =D .C, (50)
i=1

Exemple 4

Determineu la capacitat equivalent en dos condensadors connectats en paral-lel de valors
1 pFi10 pF.

Solucid
En aquest cas, la capacitat equivalent es determina mitjancant I’equaci6 50:
CM:C1 +CZéC(,q: 1 pF + 10 pF (51)
I per tant:
C,, =11 uF (52)

que és la capacitat buscada.
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2. La bobina

Igual que vam fer en el cas del condensador, comencarem per veure ’aparenca

d'una bobina. En la figura 14 es mostra un exemple.

Figura 14. Exemple de bobina eléctrica

I en els circuits se simbolitzen amb el simbol que podeu veure en la figura 15.

Figura 15. Esquema de la bobina
en els circuits

Moltes vegades, es parla també d’inductancies. Usarem ambdoés termes indistin-
tament. Comencarem veient el concepte d'inducci6 (subapartat 2.1). A continu-
aci6, veurem la relaci6 entre tensio i corrent a la bobina (subapartat 2.2). En el
subapartat 2.3, veurem els processos de carrega i descarrega. Finalment, veurem

com s’associen les bobines (subapartat 2.4).

2.1. Concepte d’induccio

Suposem que tenim una espira conductora a la qual apliquem un camp mag-
netic. Si aquest camp és variable amb el temps genera un flux magnetic que
provoca l'aparicié d'una forca electromotriu (és a dir, una tensio electrica) als

borns de l'espira que s’oposa a la variacio del flux magnetic.

No aprofundirem en aquest punt, que seria més propi d'una assignatura de fi-

sica. La idea amb queé us heu de quedar és:

Denominarem induccio 1’efecte d’induir un camp eléctric a partir d’'un
camp magnetic variable.
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D’altra banda, Oersted va descobrir al comencament del segle X1X que si fem
circular un corrent per una espira, apareix un camp magneétic les linies de
camp del qual s6n perpendiculars a 1'espira, i aquest flux és proporcional a la
intensitat. D’altra banda, segons hem comentat, hi haura també una forca

electromotriu que s’oposara a la variacio del flux. Es a dir:

e La circulaci6 d’intensitat provoca un flux proporcional a ella.
e Apareix una tensi6é proporcional al flux que s’oposa a la seva variacio.

Per tant, en una espira conductora per la qual circula un corrent es ge-
nera una tensié proporcional a la intensitat que hi circula i que s’oposa
a la variacio de flux magnetic que esta provocant la circulacio. A aquest
efecte el denominem autoinduccid, ja que la circulaci6é provoca l'apa-
rici6 de la tensi6 sobre la propia espira.

2.2. Relacio V - I en una bobina

Si simbolitzem per V la tensi6 entre terminals de la bobina, hem dit que el seu
valor sera proporcional a la variaci6 de la intensitat que hi circula. Aquesta fra-

se escrita matematicament seria:

d

i (583)

V:‘K

on, per ara, no ens hem preocupat del signe -recordem que haviem dit que la
A G

tensio “s’oposa” a la variaci6 del flux—, sin6 del valor (i per aix0 usem el valor

absolut en 1’equaci6 53). La constant K seria una constant de proporcionalitat.

El que hem vist ocorre amb una Gnica espira. Si en comptes de treballar amb

una treballem amb N, multipliquem la tensi6 generada.

Es a dir, que la bobina sera fisicament un conjunt de N espires i la tensio
que s’hi genera sera:

V= ‘NKﬂ (54)
dt

El producte de N per K s’anomena coeficient d’induccid i se simbolitza
per la lletra L, i és la caracteristica que defineix els inductors. Es mesura
en henrys (H), i com la resta de magnituds electriques admet multiples
i submultiples.

Recordeu els miiltiples i submiiltiples
de I'annex 1, “Unitats i conversié
d’unitats”.

1
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En realitat, el henry és un valor bastant gran, per la qual cosa a la practica els

valors son de mil-lihenrys (mH).

Tornem a recordar el simbol de la bobina. El redibuixem en la figura 16, on
incloem, a més, el criteri de signes per a la tensio i el sentit de circulacié de

corrent.

Figura 16. Simbol de la bobina
que indica criteri de signes

v, ;L I

Hem dit que la tensi6 generada s’oposa al corrent. En la figura 16, si assumim
un valor de corrent positiu, perque la tensi6 s’oposi a aquesta circulaci6 hau-
ra de ser també positiva. Notem que si V, és positiva, llavors tendeix a gene-
rar un corrent en sentit contrari al que hem dibuixat per a I. Aquest és
precisament el seu comportament. L’equacié6 fonamental de la bobina sera
determinada, per tant, per l’equacié 54, considerant signe positiu per a la
tensio i substituint el producte NK per la definicié que hem donat per al co-

eficient d’autoinduccio:

La tensi6 entre terminals d'una inductancia (V) és igual al producte
del coeficient d’autoinducci6 (L) per la variacio de la intensitat respecte del
temps. Si notem explicitament el fet que tensi6 i corrent poden variar
respecte al temps obtenim:

_y (1) = 19O
V,=v,(t)=L o (895)

Veiem que l'equaci6 és molt semblant a '’equaci6 6 que definia la relaci6 V -1
al condensador. De fet, la intensitat és per a la bobina el que la tensio és per al
condensador. El seu comportament sera dual. Si el condensador no deixava
canviar bruscament la tensi6, la bobina no deixara canviar bruscament el cor-
rent. Si en un circuit RC aix0 suposava que es produia un pic de corrent per a
mantenir la tensio entre extrems del condensador (recordeu la grafica de la in-
tensitat de la figura 8), en un circuit amb resisténcia i bobina es mantindra

constant la intensitat i, per tant, variara la tensio entre els seus extrems.

Recordeu que matematicament, si
una magnitud és derivable, és
necessariament continua.

?
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A partir de '’equaci6é 55, podem obtenir també 1'expressié de la intensitat en
funci6 de la tensié. Notarem les variables i(t) i v,(t) com el corrent i la tensi6
entre borns de la bobina, amb la qual cosa:

i(t) = % [IRAGLE (56)

Es a dir, la intensitat que circula per una bobina és inversament proporcional
a la seva autoinducci6, i directament proporcional a la integral en el temps,
des de menys infinit fins a t (és a dir, des del principi fins a I'instant £), de la
tensi6 en borns de la bobina.

Noteu que per a trobar el corrent en un determinat instant de temps no n’hi
ha prou de coneixer la tensié en aquell instant com en les resisténcies: aqui
necessitem tots els corrents anteriors (igual com succeia al condensador). I per

aixo es diu que la bobina, com el condensador, és un element amb memoria.

La intensitat que circula per la bobina no pot presentar salts bruscos. En
I’equacio 55 veiem que la tensio és la derivada de la intensitat. Atés que la in-
tensitat és derivable, ha de ser continua, ja que altrament suposaria una deri-
vada infinita i, per tant, una tensio infinita, cosa impossible en un dispositiu

fisic real.

Tractarem a continuacio (subapartat 2.3) el cas d’un circuit amb una bobina i
una resisténcia, equivalent al circuit RC; i, a continuaci6, veurem com es com-
porten diverses bobines en un circuit (subapartat 2.4). I que succeeix si hi ha
bobina i condensador? Ho veurem en l'apartat 3.

2.3. Resposta de la bobina en corrent continu

Analitzarem igual que vam fer en el subapartat 1.3 per al condensador, el procés
de carrega (subapartat 2.3.1) i descarrega (subapartat 2.3.2) d'un circuit format
per una resisténcia (R), una bobina (L), una font de tensi6 (E) i un interruptor
(figura 17).

Figura 17. Circuit RL per a analisi de carrega i descarrega

/s \w

I L + Vp -

Els circuits amb preséncia d’una resisténcia i una bobina es denominen geneé-

ricament RL.
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2.3.1. Procés de carrega de la bobina

Suposem que tanquem el circuit, alimentant la resisténcia i la bobina amb la
font de tensi6 de valor E. Si apliquem la segona llei de Kirchhoff al circuit de

la figura 17 veiem que:
Ve+V,=E (57)

on V, és la tensio sobre la resistencia, V, sobre la bobina i E la tensi6é continua

aplicada.

De la relacié fonamental a la bobina (equaci6 595) i la resistencia (llei d’Ohm)

sabem que, per a qualsevol instant de temps:

v (£) =i(t)R

i 58
VL(t) = L@ ( )
dt

Substituint aquestes expressions en 1'equacié 57 obtenim:

iR+ L= > = E (59)

Aquesta és una equacio6 diferencial molt similar a la que vam veure per al con-
densador (equaci6 15). En aquest cas, hem de considerar que la intensitat per
la bobina és nul-la en l'instant inicial. Resolent-la de la mateixa manera com
ho vam fer per a I'’equaci6 equivalent del condensador obtenim 1'expressio se-

glient per a la intensitat:

i(t) = %(1 - e’%) (60)

Fem un estudi de com evolucionen les tensions i corrents en el circuit. Per al
cas de la bobina, apliquem la seva relaci6é V — I, determinada per I’equacio 55.

Per a aix0 haurem de derivar la intensitat respecte del temps. En concret, si de-

rivem la intensitat (determinada per 1’equacié 60) obtenim:

_pdie) G E( )R
v,(t)=L T —LR( e j( LJ (61)

Si ordenem termes obtenim:

v, (t) = Fe T’ (62)
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Tant la tensié com el corrent en borns de I'inductor van des d"un valor inicial
en t = 0" fins a un valor final seguint una forma exponencial. Aix0 ocorrera
sempre en un circuit RL amb entrada continua, per a la tensi6 i corrent en
borns de 1'autoinduccio. 0

La tensi6 sobre la resisténcia s’obtindra multiplicant i(f) per R (segons ens diu
la llei d’"Ohm):

R

Vo(£) = i(H)R = v(t) = %(1 - eLtJR = v,(t) = 5[1 - eft} (63)

Vegem graficament que indiquen les equacions anteriors. En la grafica de la
figura 18 podeu veure la representacié de la intensitat en funci6é del temps
(equaci6 60). Noteu que la intensitat parteix d'un valor nul i comenca a créi-
xer fins a arribar a un valor maxim. Aquesta evolucio es produeix, a més, de

forma continua.

Figura 18. Grafica de la intensitat en circuit RL

iy(t)

D’altra banda, en la figura 19 podeu veure les grafiques de les tensions sobre
la bobina (equaci6 62) i resisténcia (equacio 63)

Figura 19. Grafica de v,(t) y v,(f) en circuit RL

va(t)

vi(t)

Veiem que, en connectar la font de tensi6 (¢ = 0*), hi ha un pic de tensi6 a la
bobina perqueé el corrent es mantingui constant. A partir d’aquell moment,
deixa passar progressivament el corrent. Que ocorrera en régim permanent?
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Transcorregut un temps prou gran, el corrent que circula pel circuit sera apro-

ximadament:
E
i(t)~ = 64
(t) R (64)

L’anterior és una conclusié realment important. Qué ocorreria si tinguéssim
el mateix circuit sense la bobina? El circuit seria un circuit amb una tnica re-

sisténcia, i el valor de la intensitat seria precisament E/R.

Es a dir, quan treballem en corrent continu, el comportament d'una bo-
bina en régim permanent és un curtcircuit.

Com hem fet en el cas del condensador, definim una constant de temps que
ens dona una idea de la rapidesa amb que el circuit arriba a regim permanent.
Com en el cas del condensador, aquest valor el simbolitzem per la lletra grega

1 (tau). L’equacio 60 escrita en funci6 d’aquest valor t és:

i(t) = %(1 ) (65)

Per tant, en aquest cas:

T- (66)

Ens fixem que en aquest cas, com que la bobina és en el numerador i la resis-
téncia en el denominador, un circuit amb autoinduccions petites i resisténcies
grans tindra un valor de t menor, la qual cosa implica que el circuit arribara

més rapidament al seu régim permanent.

Finalment, recordem també que totes les tensions i corrents del circuit segui-
ran una evoluci6é exponencial. La constant de temps, en un circuit RL sera la
mateixa per a qualsevol tensi6 o corrent i el seu valor vindra determinat per la

constant de temps indicada en 'equaci6 66.

2.3.2. Procés de descarrega de la bobina

Suposem que tenim el circuit de la figura 20 operant ja en régim permanent i,
per tant, la intensitat que circula pel circuit equival a I = E/R (ho indiquem sim-
plement com a I per a indicar que és un valor constant). Passem en aquell mo-
ment l'interruptor a la posicié en la qual la bobina i la resisténcia operen en

abseéncia d'un generador de tensio. Analitzarem l’evolucié del circuit.
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Figura 20. Circuit RL en descarrega

R

o, oW

=0¢

+

Que succeeix en aquell moment? A causa de la preséncia de la bobina, la in-
tensitat un instant després de tancar l'interruptor ha de continuar essent I = E/R,
ja que no pot variar bruscament.

Vegem quines implicacions té aquest comportament. Aplicant les lleis de
Kirchhoff al circuit de la figura 20, obtenim:

Vil) + V() = 0 = v(t) = —v,(0) 67)

on si substituim v,(f) pel seu valor segons la llei d’Ohm i la relacié V — I per a
la bobina (equaci6 55) obtenim:

di(t)

i(t)R = [L T j:>1(t)R L

T (68)

Si resolem aquesta equaci6 diferencial obtenim el segiient resultat per a la in-
tensitat:

i(t) = %e’% (69)

Es a dir, la intensitat que circula pel circuit anira disminuint de forma expo-
nencial a mesura que transcorre el temps. De fet, en régim permanent, la in-
tensitat sera practicament zero. Es a dir, no circulara intensitat pel circuit i
totes les tensions seran nul-les. De nou, veiem que en regim permanent 1’efec-

te de la bobina és equivalent a un curtcircuit.
Podeu veure aquest resultat de forma grafica en la figura 21.

Figura 21. Grafica de la intensitat a la bobina

iy ()




© FUOC » PID_00161691 34

Circuits RLC

La figura 21 mostra l’evoluci6 del corrent per la bobina. Indica tant el procés
de carrega com el de descarrega. La bobina es carrega fins a l'instant £, i a partir
d’aquell moment comencga la descarrega. Com hem comentat anteriorment,
les formes soén exponencials. La forma que segueix la descarrega la determina

I'equacio 69.

Podem avaluar la tensié a la bobina a partir de I’equacio6 55:

_ g 4i®t) T
v,(t)=L T = v, (t)=-Ee (70)

Graficament, aixo suposa que arribat 1'inici de la descarrega es produeix un pic
en la tensioé que suporta la bobina. Per qué? Perque com que el corrent no pot
variar bruscament, I'Gnica possibilitat per a mantenir la suma de tensions
nul-la a la malla és que hi hagi un pic de tensi6 a la bobina. Si dibuixem sobre
una mateixa grafica la carrega i la descarrega, obtindrem la grafica de la figura 22.

Hi podeu veure que el pic de la tensio apareix com una discontinuitat.

Figura 22. Grafica de la tensié a la bobina en descarrega

vi(®)

Inici de la descarrega
o

Exemple 5

Suposeu que en el circuit de la figura 17, el valor de la inductancia és de 10 mH i el de la
resistencia de 100 Q. En l'instant ¢ = 0 tanquem l'interruptor. Suposant que la font de ten-
si6ésde E=10V:

a) Determineu 'equacié que descriu el corrent pel circuit.

b) Si passats 5 segons tornéssim a obrir l'interruptor, quant valdria el corrent en aquell
instant?

Solucio

a) Segons hem vist en I’equaci6 60, I’expressi6 de la intensitat per al circuit RL en carrega
la determina l’expressio:

. E &
z(t)=i(1—e L) (71)
Per tant, en aquest cas:
100
i(t) — 1]3)0[1 —e 10.1031] (72)

i(t)=0,1(1-¢7") (73)

que és I’equaci6 buscada.
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b) Per comencar, determinem ’estat del circuit transcorreguts 5 segons. Per tal de fer-ho,
avaluem en primer lloc la durada del transitori. La constant de temps del circuit és (se-
gons l'equacio 66):

L 10-107°
ST=——

~10*
R 100 s 74

Amb la qual cosa, si considerem que el transitori dura entre 4 i 5 1, és clar que quan han
transcorregut 5 segons estem en regim permanent. Podem veure-ho substituint en
l'equaci6é 73 t=S5s:

it)=0,11-¢"%)~0,1A (75)

que és el valor de corrent que circularia en aquell moment.

2.4. Associacio d’inductancies

Fins aqui hem vist com es comporta una inducci6 en un circuit. Ara analitza-
rem com s’associen diverses inductancies. Com en el cas de les resisténcies que
vam veure en el modul “Circuits electrics”, o dels condensadors que hem vist
en el subapartat 1.4 d’aquest modul, les bobines es poden associar en serie
(subapartat 2.4.1) o en paral-lel (subapartat 2.4.2) i per a analitzar el circuit

haurem de trobar la inducci6 equivalent (L,,).

2.4.1. Associacio en série

Suposem que busquem la inductancia equivalent a les inductancies de la

figura 23.

Figura 23. a) Associaci6 d’inductancies
en serie i b) inductancia equivalent

Per definici6 d’associacio en série, la intensitat que circula per totes les bobines
és la mateixa. A més la tensi6 total V sera la suma de les caigudes de tensio a
cada bobina. Per tant, utilitzant 1’equaci6 55 per a la caiguda de tensi6é en una

bobina, obtenim:

dity | ditty . dit di(t
V=V, +V, +V, U =1L, d(t)+L2 d(t)+L3 d(t)=(L1+L2+L3)% (76)
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Per tant, la inductancia equivalent (figura 23b) és:

L,=(@L,+L,+Ly (77)

La inductancia equivalent a una associacio en série de n inductancies
sera aquella que tingui com a coeficient d’autoinducci6 la suma dels co-
eficients de cadascuna de les inductancies:

Ly=Li+L,+Ly+..+L,= YL (78)

Exemple 6

Suposeu que les inductancies de la figura 23 tenen valors de L, =1 mH, L, = 10 mH i
L, =4 mH. Determineu la inductancia equivalent.

Solucioé
Segons l'expressio 78, la inductancia equivalent per al cas de tres inductancies sera:
L,=(L,+L,+L)=>L,=(10"+10-10%) +4-10°=15-10" H=15 mH

que és el valor buscat.

2.4.2. Associacié en paral-lel

En el cas d'una connexio6 en paral-lel, la tensi6 entre extrems a totes les bobines
és la mateixa i la designem per v(f). D’altra banda, com veiem en la figura 24,
anomenarem i(t) el corrent total que es distribueix entre les diferents induc-

tancies: i, circula per L,, i, per L, i i, per L,.

Figura 24. a) Associaci6 de bobines
en paral-lel i b) bobina equivalent

i(t)
+ — > 4 . 4

. Ly L 3L
wt) i l le I3 l
_ —

+

Vo) Leg

_ 5

A més, a cada bobina i per a qualsevol instant de temps es complira, segons
I’equacio 55, que:

di(t)

V(t) = L?

= i(t)= % j v(t)dt (79)
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Si considerem també que per la llei de Kirchhoff dels corrents, la intensitat to-
tal (i(t)) és la suma d’intensitats per cada bobina (i,(1), i,(1), i,(1)), per a qualsevol

instant de temps:
i(t) = i,(t) + i,(1) + 5(0) (80)

Substituint I’equaci6 79 en la 80 obtindrem que:
1 1 1 1
— | v(t)dt =— | v(t)dt + — | v(t)dt + — | v(t)dt 81
Lﬂ}jv() P LA MCL A KO (81)

Per tant, si traiem factor comu la integral del voltatge en funci6 del temps
( J' v(H)dt), obtenim:

1 1 1 1

d’on es dedueix que la inductancia equivalent (figura 24b) és:

_—_+i+l (83)
L L, L

Es a dir, la bobina equivalent a un conjunt de n bobines connectades en
paral-lel sera una bobina el coeficient d’autoinducci6 de la qual és I'in-
vers de la suma dels inversos dels coeficients de les bobines originals.

Matematicament:
1 1 1 1 1 ] 1
—=—tt—+—+.+t—=) —>L = 84
Leq Ll LZ L3 Ln ; Li ! < l ( )
i=1 Li
Exemple 7

Determineu quina seria la inductancia equivalent a dues inductancies de 10 mH connec-
tades en paral-lel.

Solucio

Particularitzant 1’equaci6 84 per al cas de dues inductancies, obtenim:

1,1
=TT (85)

Per la qual cosa en aquest cas:

1 1 1
_ . ,
10-10° 10-107

=I,=510"H=5mH (86)

eq

que és la inductancia buscada.
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3. Resolucio general de circuits RLC

Que hem vist fins a aquest punt sobre bobines i condensadors? El segiient:

1) Els condensadors i les bobines tendeixen a mantenir constant, respectiva-
ment, la tensi6 entre extrems —en el cas del condensador-1i el corrent que cir-

cula a través seu —en el cas de la bobina.

2) En cas que hi hagi un canvi en el senyal d’entrada, tenim un régim transi-
tori, la durada del qual depén dels components, i un régim permanent, que
correspon a l'estat definitiu del circuit.

3) Sireduim l’estudi a circuits en continu i régim permanent, hem vist també
que el condensador es comporta com un circuit obert, i la bobina com un curt-

circuit.

Tenim, per tant, una idea del comportament dels components, perd hem
d’analitzar dos punts essencials.

e Com analitzem circuits on figurin resisténcies, bobines i condensadors?

e Que succeeix quan les tensions aplicades no s6n continues (és a dir, cons-

tants), sin6 que varien amb el temps?

Ens centrarem ara a resoldre la primera de les qiiestions. Com veurem, el plante-
jament dels problemes és molt similar al que ja vam veure en el modul “Circuits
electrics”, pero la seva operativa matematica és substancialment més complexa.
Vegem primer que resulta i després buscarem com simplificar tota I'operativa. Per
a aix0, veurem el metode dels corrents de malla (subapartat 3.1). A continuacio,
veurem el metode de les tensions de node (subapartat 3.2). Una vegada vis-
tos, farem alguns exemples d’aplicaci6 d’aquests metodes a circuits concrets
(subapartat 3.3).

3.1. Meétode dels corrents de malla

El metode dels corrents de malla no és més que una sistematitzacié de la
llei de Kirchhoff de les tensions molt Gtil per a circuits que presenten una
certa complexitat. D’alguna manera, ja vam aplicar el metode en el modul
“Circuits electrics” fent servir directament la llei. En aquest modul, el des-
criurem en detall.
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El metode dels corrents de malla consisteix, essencialment, a definir un con-
junt d’'intensitats ficticies en el circuit. Aquestes intensitats hauran de discor-
rer sempre per un cami tancat del circuit (una malla). Hem de definir prou

intensitats per a cobrir tots els elements presents en el circuit.

En el circuit de la figura 25 podeu veure un circuit amb cinc resisténcies
(R, R,, R, R,;iR,) idues fonts de tensio6 (V,i V,). S’hi han assenyalat, d'una
banda, els nodes (A, B, C i D); i de I’altra, amb linia discontinua, 3 intensi-
tats (I, I, i I) que cobreixen la totalitat dels components del circuit, indi-
cant un sentit per a cada intensitat (normalment, per a aquestes intensitats
ficticies, es tria el sentit horari). En aquest circuit hem inclos inicament re-
sisténcies per simplicitat, tot i que la manera de procedir és aplicable siguin

quins siguin els components.

Figura 25. Circuit d’exemple per als corrents de malla

Rq Rc Re
M Node AM Node BM
L b I
e “~ R e =n .* =
VD +, ‘\‘ b 'o' ‘\‘d ‘o' ‘\.+ vb
e § 1 . 1 n A —t—
T h - " I3 E t I3 =
I‘ ’! I‘ ’l I‘ 'l
\“ “' \“ " \.“ “l
g S Bt
Node D Node C

Les intensitats definides en el circuit donaran lloc a formulacions de la segona
llei de Kirchhoff per a cadascuna de les malles en estudi. Cadascuna d’aquestes
formulacions sera una equacié amb diverses incognites. La pregunta seria,
quantes equacions sOn necessaries per a resoldre un circuit? Veureu que quan
estigueu habituats a resoldre problemes, la visi6 del circuit us donara la respos-
ta. Essencialment, consistira inicament a cobrir tots els elements del circuit.
En aquest cas, el més logic sembla utilitzar tres equacions (per exemple per a

les tres malles indicades en la figura 25).

La forma sistematica per a determinar el nombre exacte d’equacions —encara

que realment sol ser més intuitiva la visi6 del circuit- seria la segiient:

¢ Eliminem del circuit els components, substituint-los per curtcircuits, mar-
cant clarament els nodes. Resulta aixi el que coneixem com graf del circuit.

En la figura 26a podeu veure com quedaria llavors el circuit de la figura 25.

e FEs fa el que anomenem [‘arbre del circuit. L'arbre consisteix a eliminar les

branques (connexions entre dos nodes) necessaries fins a fer que no hi hagi

Mantenim el concepte de node com
una unié de 3 elements.

i
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cap cami tancat en el circuit. En la figura 26b es mostren amb linies discon-

tinues els camins que s’han eliminat perqué no hi pugui circular corrent.

¢ Fl nombre de branques eliminades correspon precisament al nombre

d’equacions que s’han de plantejar.

Figura 26. Sistematica d’obtencié de les equacions de malla

Node A Node B
Node D .Node C
a)

Node A Node B
=mmemmeeaaaaa. @ a
el Node D oNodeC ;

b)

Noteu com, en primer lloc (figura 26a), hem eliminat els components i, a con-
tinuacid, hem eliminat els trams necessaris perqué no pogués circular-hi cor-
rent (figura 26b). En aquest exemple seran necessaries tres equacions, com ja
haviem vist. Recordem que les equacions han de ser aquelles que englobin tots
els elements del circuit. El més intuitiu és agafar les malles 1, 2 i 3 de la figura
25, on hem definit també els sentits de la intensitat. Cal dir que serien valids
tres camins qualssevol que englobessin tots els elements. Per als camins definits

obtenim les equacions segiients, aplicant la llei de Kirchhoff de les tensions:

IlRa + (11 - Iz)Rb - Vu =0 (87)
Ich + (Iz - II%)Rd + ( Iz - Il)Rb =0 (88)
I3Rz» + Vh + (Iz - IZ)Rd =0 (89)

Fixem-nos-hi bé: les resisténcies per les quals circulen dues intensitats es com-
puten dues vegades, una per cada intensitat. Recordem que aquestes intensi-
tats son intensitats matematiques. Aixi, per exemple, per R, en realitat
circulara una intensitat que sera el resultat de la diferéncia entre I, i I,, que ani-
ra en el sentit d'I, cas que I, sigui més gran que I, o en el sentit d'I, en cas con-
trari. Si ambdos valors fossin iguals, llavors el corrent total que circularia per
R, seria zero. D’altra banda, si alguna de les intensitats resulta ser negativa in-
dica que el sentit real és el contrari que hem suposat. Les intensitats es prenen

com a positives en el sentit indicat en la figura 25. 0
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D’altra banda, si en recérrer 1a malla entrem a la resisténcia en el mateix sentit
del corrent, la contribuci6 sera IR, mentre que si entrem en sentit contrari sera
-IR. Aixi, per exemple, en I'equaci6 87 obtenim (I, - I,)R,, perque hem recorre-

gut la malla en el sentit que marcava I, mentre que en la 88 obtenim (I, - I)).

Les equacions 87, 88 i 89 constitueixen un sistema lineal de tres equacions
amb tres incognites (I,, I,, ). Si ho ordenem una mica i ho expressem en for-

ma matricial, obtenim:

R, +R, -R, 0 I, (V,
~R, R,+R+R, -R, ||L|=| 0 (90)
0 -R, R,+R \1,) -V,

Sistema de tres equacions amb tres incognites que permet obtenir la solucié

per a I, I,, I,, un cop coneguts la resta de termes.

Les equacions 87, 88 i 89 no imposen restriccions en el cas que V, 0 V, siguin
continus o alterns. Es a dir, que no seria un problema el fet que V, o V, no fos-
sin continus. Aixo0 si, queda un problema més gran. Com introduiriem en les
equacions un condensador o una bobina? Respondrem aquesta pregunta en el

modul “Circuits dinamics”.

Exemple 8

Donat el circuit de la figura 25, els valors de les fonts de tensié sé6n V,=10V i V, =12 V.
Els valors de les resistencies son R,=1K, R, =2 K, R.=5K, R,=1K, R, =2 K. Determineu
el corrent que circula per la resisténcia R,.

Solucio

El corrent que circula per la resisténcia R, segons la figura 25 és I,. Per a trobar el seu va-
lor, n’hi ha prou de resoldre el sistema d’equacions 90. Numeéricament, el sistema és:

10* +2-10° -2-10° 0 I 10
-2-10°  2-10°+5.10° +10° -10° IL|=| 0 1)
0 -10° 10°+2-10° \ I, ) (-12

Si resolem el sistema pel métode de Cramer, tenim que per a I;:

10° +2-10° -2-10° 10
-2.10°  2-10°+5-10°+10° 0
0 -10° -12
Iy = 10° +2-10° -2.10° 0 -

-2.10°  2-10° +5-10° +10° -10°

0 -10° 10° +2-10°

=L'110:=—3,8-10’3 A=-3,8mA 92)
5,7-10

Per tant, el corrent que circula per la resisténcia R, és de 3,8 mA en sentit contrari al que
haviem suposat en la figura 25.
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3.2. Meétode de les tensions de node

El metode de les tensions de node és molt similar al dels corrents de malla,
pero en lloc de basar-se en la llei de Kirchhoff de les tensions, es fonamenta en

la llei de Kirchhoff dels corrents.

Per a explicar aquest métode utilitzarem el mateix circuit que hem fet servir per a
explicar el metode dels corrents de malla (figura 25). El métode de les tensions de
node comenca per marcar sobre el circuit tots els nodes i prendre’n un com a re-
feréncia. Se’n pot prendre qualsevol com a referéncia. Redibuixem en la figura 27
el circuit, indicant-hi els nodes. En aquest cas prendrem el node C com a referen-
cia —en realitat C i D son el mateix. En la figura s’indica el node de referéncia com

GND (de I'angles ground), ja que moltes vegades s'indica aixi en els circuits:

Figura 27. Métode generalitzat de les tensions de nodes

Rc VI Rc V2 Re
M Node AM Node Bwl
l /
Vol, 1 2 Ve
- =R R -
Node D Node C
GND

Observeu que el node C i el node D son en realitat el mateix.

El metode de les tensions de node busca obtenir els valors de les tensions en
els diferents nodes. Veiem que en aquest cas, al marge del node de referencia,
nomeés n’hi ha dos que seran les nostres incognites (V, i V,). El node C, escollit
com a referéncia esta connectat a terra i té tensié 0. Addicionalment, indi-

quem en la figura els corrents que circulen per R,, R, i R, que ens seran d’uti-

a’

litat a continuaci6é. Si apliquem a aquestes intensitats la primera llei de

Kirchhoff, obtenim que per al node A:
L+L+1,=0 (93)

on, podem expressar les intensitats a partir de la llei d’Ohm. En concret:

V,-Vi Vo=V, 0-V, _
R R R,

a C

0 (94)

Observeu que, per a realitzar la resolucié d’aquest circuit, a la figura 27 hem
dibuixat els corrents I,, I, i I, en un sentit arbitrari. En aquest cas, tots tres en-
trant en el node A. Suposem, per exemple, que haguéssim escollit el corrent I,
en sentit contrari, sortint del node A (en el dibuix, en sentit descendent cap a
massa). Per evitar confusions, anomenarem I,’ a aquest corrent que és igual a
I, pero en sentit contrari. En aquest cas, a I'hora d’aplicar la primera llei de

Kirchhoff, obtindriem una férmula alternativa a la 93:

L+1,-1/=0 (95)

Kirchhoff o llei de Kirchhoff dels
corrents és també coneguda com a KCL.

Recordeu que la primera llei de




© FUOC » PID_00161691 43

Circuits RLC

Com es pot veure a la férmula 95, en estar I,” sortint del node A, té el signe
contrari al corrent I, de la férmula 93. Expressem ara els corrents de la férmula
95 a partir de la llei d’'Ohm. Segons aquesta llei, el corrent I," també té el seu

valor oposat al de L;:

VoV VooV V-0 _V,-V, V-V, 0-V,_
R R R, R R R,

a c a C

0 (96)

Com es pot observar, la férmula 96 és completament equivalent a la 94. Es a
dir, quan resolem un circuit pel métode de les tensions de node, podem pren-
dre qualsevol sentit per als corrents, perd un cop escollits, cal actuar conse-

qientment al llarg de tota la resolucio.

Un cop fet aquest aclariment, continuarem l’explicaci6 de la resolucid

d’aquest circuit amb el sentit dels corrents que haviem suposat al principi.

Si procedim de la mateixa manera per al node B, obtenim que:

V-V, V-V, 0-V, _
R R R,

4 e

0 (97)

Les equacions 94 i 97 constitueixen un sistema de dues equacions amb dues

incognites (V, i V,). Es a dir:

V-V, 0-Vi Vi-V,

0
Ra Rh Rc ( 9 8)
V-V, V=V, 0=V,

R R R,

C (4

De la mateixa manera que vam fer en el cas de les equacions 87, 88 i 89, reor-
ganitzarem els termes del sistema d’equacions 98 i els expressarem en forma

matricial:

1 v,
_— — J— —a
Ra b c Rc ‘/l Ra (99)
1 1 1 1\v,) |y
—— —_ — 4 — 2
Rc Rc d Re Re

Aquest és un sistema amb dues equacions i dues incognites que ens proporci-
ona el valor de V| i V,. Una vegada coneguts aquests valors, podrem obtenir

les intensitats a cada branca simplement aplicant la llei d’'Ohm.

Tenim, per tant, dos possibles enfocaments per a abordar sistematicament els
problemes de circuits. A més, en el modul “Circuits dinamics” introduirem el
concepte d'impedancia, que permetra amb canvis minims que tant aquest me-
tode com 'anterior siguin d’'as general per a circuits amb bobines i condensa-

dors i amb preséncia de fonts de corrent altern.
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Exemple 9

Donat el circuit de la figura 27, els valors de les fonts de tensié sén V,=10ViV, =12 V.
Els valors de les resisténcies son R,= 1K, R, =2 K, R.=5K, R,=1K, R, =2 K. Determineu
el corrent que circula per la resisténcia Re.

Solucio

En primer lloc, determinarem les tensions en els nodes. Per a aixo, fem ts del sistema
d’equacions 99. Si li donem valors numerics:

BEEU S S 10

10° " 2.10°  5-10° 5-10° [Vljz 10° (100)
1 . 1 Y+L,+ 1 . V2 12.
5-10° 5-10° ' 10°  2-10° 2-10°

Igual que en el cas anterior, podem aplicar el metode de Cramer per a la resoluci6 del sis-
tema anterior, cosa que en aquest cas suposa per a V,;

., 1 10
10° 2-10* 5.10° 10°
1 12
3 3
v, - - - 5-110 2-110 —428V (101)

0 510 T20° 5108
10* 2-10* 5-10 2-10

1 L

5-10° 5-10° 10*° 2-10°

A partir d’aquest valor estem en condicions de calcular la intensitat que circula per la re-
sisténcia R,. N'hi ha prou d’aplicar la llei d’Ohm, considerant que la tensi6é en un dels
extrems és V,—que acabem de calcular- i en l'altre, la tensi6 del generador V,. Com que
la tensi6 del generador és més gran que V,, el sentit de circulaci6 sera el que va des del
generador cap al node B de la figura 27:

; V-V _12-4,28
ke R 2.10°

e

=3,8.-10° A=3,8mA (102)

Aquest resultat coincideix amb el que haviem obtingut pel metode dels corrents de malla.

3.3. Circuits LCi RLC

Vegem ara com podem resoldre els circuits amb bobina i condensador, denomi-
nats genericament LC (subapartat 3.3.1); i aquells que presenten aquests dos com-
ponents i addicionalment una resisténcia, els circuits RLC (subapartat 3.3.2). Per
a aixo, utilitzarem les eines vistes al llarg del modul.

Es important tenir en compte que, de moment, el nostre estudi es limita a I’analisi

en continu. En el modul “Circuits dinamics” iniciarem 1’analisi en altern.

3.3.1. Circuit LC

Una vegada estudiats el condensador i la bobina ens preguntavem queé passava
en un circuit on fossin presents ambdés elements. Per a il-lustrar aquest cas

partirem del circuit de la figura 28.
Exemple 10
Suposarem que en aquest circuit el condensador es troba carregat a una tensi6 inicial de 2 V.

En l'instant ¢ = 0 tanquem l'interruptor. Desitgem coneixer la forma que presenten les tensi-
ons al condensador i la inductancia en funci6 del temps.
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Figura 28. Circuit LC d’exemple

5

El condensador té una capacitat C = 2 F i la bobina un coeficient L = 0,5 H. Com evolu-
cionara el circuit quan tanquem l'interruptor?

Solucio

De fet, el circuit en l'instant inicial(t = 07), on el signe negatiu indica que és en el temps
immediatament anterior a 'instant inicial, té un condensador amb tensi6 entre extrems
de 2 V. Addicionalment, per la bobina no hi circula corrent. Aquestes seran, per tant, les
condicions inicials del circuit. En el cas concret del condensador, veiem que:

V(t=0)=2V (103)

Addicionalment, pel circuit no hi circula cap corrent (l'interruptor és obert). Canviem de
posicié l'interruptor i en aquell moment ens trobem amb els condicionants segiients:

La tensi6 al condensador no pot canviar bruscament.
La intensitat en el circuit no pot canviar bruscament, ja que la bobina ho impedeix.

Figura 29. Circuit de la figura 28 indicant tensions

o
it

Ve —— L g v,

Que succeeix llavors? Per comencar, redibuixem el circuit de la figura 28 en la figura 29 una
vegada tancat l'interruptor. L'Gnica possibilitat que queda és que sigui la bobina qui assumei-
xi la tensi6 inicial. En tancar 'interruptor, el condensador i la bobina estan en serie, en el mo-
ment d’activar l'interruptor, la bobina passara a suportar 2 V entre els seus extrems.
Comprovarem, a continuacid, que la resoluci6 del problema aixi ho demostra. Buscarem tro-
bar l'evoluci6 que segueixen v, i v.. S’han de complir les condicions segtients:

Llei de Kirchhoff de les tensions per a qualsevol instant de temps: Podem veure-ho també com que 0
v,(t) i v(t) sén tensionsd’elements
en paral-lel. |
v -v ) =0= VL(t) = V(:(t) (104)

Equaci6 basica per al condensador:

v, (t)

itt) =~

(105)

Molta cura! Fixeu-vos en la figura 5 d’aquest modul. Veureu que en aquest exemple la
intensitat esta en sentit contrari a la que definim en aquesta figura (és a dir, aqui la in-
tensitat surt del born positiu). Per aixo, la preséncia del signe —.

Equaci6 basica per a la bobina:

ditt)

V() =L (106)
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En aquest cas no hi ha canvis en els signes, ja que els sentits sén coherents amb els que 0
vam veure en la figura 16. Recordeu que la notacié
i
Si derivem l’equaci6 106, i considerem, a més, I’equacié 104 obtenim: dlt(zt)
indica segona derivada de i(t) respecte
del temps.
dv(f) d%i(t)
)
dt dat’ (107)
on veiem que apareix una derivada de segon ordre. Introduim I'expressi6 de la derivada
de v, de 'equaci6 105 en '’equaci6é 107 i obtenim:
it) = e &0 (108)
dt?
Igualant a 0 I'’equaci6 obtenim:
ity 1 .
+—i(t)=0 109
ar’> LC ® (109)
I la soluci6 a aquesta equaci6 diferencial és del tipus:
i(t)—Acos[Ltﬂbj (110)
JLC
Coneguda la intensitat, podem obtenir la tensi6 a la bobina —que segons hem vist és igual
a la del condensador (equacié 104)- a partir de ’equacié 106. Es a dir:
A 1 L 1
v, (t) = v (t) = —L——==sin| ——t + ¢ | = —A,|=sin t+ (111)
0=t sl ot goin{ o
on ens faltara aplicar les condicions inicials per a determinar A i ¢. Sabem que pera t =0,
la intensitat ha de ser nul-la, ja que un instant abans de tancar el circuit no circulava inten-
sitat per la bobina i, per tant, ha de succeir el mateix un instant després. Aixi, substituint ¢
=0 en 'equacio6 110, obtenim:
0=Acos¢:>¢:igrad (112)
Hem obtingut dues solucions possibles: +7/2 i -n/2.
I d’altra banda, v(t = 0*) ha de ser la tensi6 inicial del condensador (2 V). Matematica-
ment, substituint en 1’equaci6 111:
-A 025 sin(p)=2=>A=74 (113)
Noteu que en 'equaci6 113 els signes son invertits respecte a 'equacié 112. Aixo significa
que en substituir el valor positiu de 112 en 113, obtenim el signe negatiu; i en substituir
el negatiu, obtenim el positiu.
Tenint en compte els resultats anteriors, les equacions concretes per a aquest exemple 0
son (podeu comprovar que s’obté el mateix resultat per a les dues solucions trobades): Recordeu:

cos(a + 1/2) = -sina. i
cos(a — m/2) = sin o.

i(t) = 4cos(t + gj =—4sint (114)

v, () = v.(t) = 2cost
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Graficament, I’evolucio és:

Figura 30. Grafic de tensié sobre la bobina i intensitat en el circuit

T -5
on podem veure que el circuit oscil-la indefinidament. L’energia emmagatzemada inici- 0
alment al condensador, passa a la bobina, que la hi torna al primer i aixi successivament. dQulé QPi'?t‘?)U d’aquest comportament |
PN . . . 2 PPN . . . . . el circuit?
Aix0 no succeiria si hi hagués una resisténcia, com hem vist en els circuits RC i RL.

3.3.2. Circuit RLC
Abordarem ara un circuit RLC complet. Per a aixd farem Gs d’'un exemple.

Exemple 11

Donat el circuit de la figura 31, considerarem que el condensador esta inicialment carre-
gat amb una tensio v (t = 0) de 2 V. La resisténcia presenta un valor de R = 4 Q, el con-
densador una capacitat C = 0,25 F i la bobina un coeficient L = 4 H. Determineu
I’expressié matematica de la intensitat pel circuit si en t = 0 tanquem l'interruptor.

Figura 31. Circuit RLC complet

Solucio

Per a resoldre el problema, utilitzem les eines fonamentals d’analisi que coneixem. Defi-
nim inicialment les tensions sobre els components com es mostra en la figura 32.

Figura 32. Circuit que indica les tensions als diferents components

+ vy -

+ » R +

e == L gﬂ
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En aquesta figura veiem que es compleix:

Llei de Kirchhoff de les tensions, per a qualsevol instant de temps:
Vo) + v, (6) = ve(£) = 0 (115)

on v(t) és la tensio6 sobre el condensador, v,(f) sobre la resisténcia i v,(t) sobre la bobina,
amb els signes definits en la figura 32.

I per al condensador i la bobina es compleixen les relacions fonamentals que hem vist en
I’apartat anterior.

Equacié basica del condensador (segons el criteri de signe, que ja raonem en 'equaci6 105):

dVC (t)

i(ty=—C
(t) it (116)
Equaci6 basica per a la bobina (raonada també en 1’equaci6 106):
di(t)
v, (t)=L——= 117
(O =L— (117)

Les incognites en les equacions 115, 116 i1 117 s6n les diferents tensions i el corrent que
circula pel circuit. Intentarem expressar-ho tot en funcié de la intensitat, i(t). Per a aixo,
substituirem en la llei de Kirchhoff els valors de v.(f) i v,(t) de les equacions 1161 117.
Comencem per aillar v(f) de la 116.

av(t)

i(t)=-C=C

:vc(t)=—éj'i(t)dt+l< (118)

on K és una constant, a priori, arbitraria. Podem determinar-la tenint en compte que en
t = 0 la tensio6 del condensador és de 2 V, a causa de les condicions inicials que planteja
I’enunciat. Per a treballar amb valors genérics usarem la notacié V, (tensi6 inicial o tensi6
en l'instant t = 0).

1.
v.(t)=V, 7EJ’1(t)dt (119)

Si passem aquests valors a la llei de Kirchhoff (equacié 115) obtenim:

X tinvdt - ic)R + 130
Vo—Cjz(t)dt_z(t)R+L " (120)

expressié que constitueix una equacié diferencial. Per a intentar expressar-ho tot en
funcié de la magnitud basica (i(t)) i les seves derivades, derivem 1’expressié anterior
(equacid 120):

. .
Ld l(zt) L pdi®) 1
dt it C

i(t)=0 (121)

que, dividint ambdés membres per L, podem escriure també com a:

. ,
di) | Rdit) | 1 g (122)
i L ar " IC

expressié que correspon a una equacio6 diferencial homogenia. Per a resoldre-la li supo-
sarem una solucié del tipus:

i(t) = Ke*" (123)

Si introduim aquesta expressié de i(t) i les seves derivades primeres i segones en 'equacio
122 obtenim el resultat segiient:

Kse* + R koot + L ke =0 = Ke* [sz + R LJ =0 (124)
L LC L LC
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La soluci6 no trivial de 'equaci6 124 és:

, R 1
2s+—=0
Ao (125)

que multiplicant ambd6s membres per LC podem escriure també com a:

LCs* +RCs+1=0 (126)

Aix0 és una equaci6 de segon grau. Resolent-la, trobem els valors segiients per a s:

. -RC +R*C* - 4LC (127)
2LC

Si deixem de banda per un moment els nimeros concrets del nostre problema, qué obser-

vem? La soluci6 de I'equaci6 126 depen clarament dels valors de R, L i C, i per tant la resposta

del circuit dependra d’aquests valors. En funci6 del valor (R*C? - 4LC), les arrels seran reals o

imaginaries, cosa que implicara una o una altra forma de resposta. Clarament veiem que:

e Si (R*C* - 4LC) és positiu, s'obtenen dues arrels reals diferents. La soluci6 general de
I'equacié sera la suma de dos exponencials i direm que el sistema és sobreesmorteit.

e Si (R*C* - 4LC) és negatiu, les arrels son complexes. La soluci6 general de 1’equacio és
una suma d’exponencials complexes, que es pot escriure també com a producte d'una 0

exponencial per una sinusoidal. Direm que el sistema és subesmorteit. Veurem aquests casos en detall en el

modul “Circuits dinamics”. Quedem-
nos amb la idea que segons els valor
¢ En el cas concret que R*C* — 4LC sigui nul, I'equacio6 anterior presenta una arrel doble R, Ly C, el sistema presenta una resposta

diferent.
i el sistema presenta el que es diu esmorteiment critic.

Si substituim els valors del nostre exemple concret, la solucié de 1’equacio6 sera:

./

2
—RC £,/(RC)" —4LC
S= ( ) - _l + ﬁ] (128) Recordeu que el signe + de I'equacié
2LC 2 2 128 indica dues possibles solucions,
una sumant el terme a continuacié del
signe i una altra restant-lo.

on j simbolitza el nimero imaginari. Veiem, per tant, que en aquest exemple les dues so-
lucions sén complexes conjugades (s,, S,) i, per tant, ens trobem amb un sistema subes-
morteit. Normalment, en aquests casos s’expressa la soluci6 en forma de producte
d’exponencial per cosinus. Per a aix0, n’hi ha prou d’operar 1’expressi6 general:

i(t) = K" + Kye™ (129)

i recordar les formules d’Euler:

¢ =cost +jsint
., , (130)
e =cost —jsint

Si introduim aquestes expressions en 'equacié 129 i expressem s = a + f3j, arribem a:

i(t) = Ae*™ cos(Bt + ¢) (131)

on aif son els valors calculats en I'equacié de segon grau anterior (equacio 128) i A i ¢,
els valors que depenen de les condicions inicials del circuit. En aquest cas:

i(t) = Ae’é cos(?t +9) (132)

I com sabem que en t = 0 el corrent ha de ser nul (aixi ho imposa la presencia de la
bobina):

i(O):O:Acosd):O:d):ig (133)
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A més, sabem que en 'instant inicial v,(t = 0) = v.(t=0) = 2 V (ja que com que no circula
corrent pel circuit, v,(t = 0) = 0). Per tant, si calculem 1’expressi6 de la tensio a la bobina,
segons l'equaci6 117 obtenim:

. 1 1
v, () = 9O A +e7tsin£t —\/§e71cos£t
dt 2 2 2
_1 _1
=2A Pe Ztsingt—ﬁe 2tcos§t} (134)

on s’han substituit els valors de o i B obtinguts en 1’equacié 128 (s’ha pres només la
part positiva), s’ha pres el valor de destasament positiu de ’equaci6 133 i s’ha utilitzat
que cos(a + nt/2) = -sin(a). (Comproveu vosaltres mateixos que, efectivament, s’obté
I’equaci6 134.)

Com que en t =0, tenim v,(0) = 2, obtenim el resultat segiient:

1 -3

v (0)=2=-243=2=A=——F—=A="2 (135)

3 3

Per tant, si introduim aquest valor i el de ¢ de I’equaci6 133 en 'expressié 132 obtenim
el corrent que circula pel circuit, que sera:

i(t) = sin e (136)

A [ﬁt] n

En la figura 33 podeu veure graficament la forma de 'equaci6 133.

Figura 33. Evolucié del corrent en el circuit RLC

~

Quines diferéncies observeu en aquest circuit respecte al circuit LC (recordeu
la grafica de la figura 30)? Veiem que el corrent també presenta una oscil-lacio,
pero es tracta d'una oscil-lacié esmorteida, a diferéncia de la que teniem en la
figura 28. Aquest esmorteiment es produeix a causa de la preséncia de la resis-
tencia. Si abans el corrent oscil-lava indefinidament, ara va decreixent amb el

temps fins a fer-se nul.

Al marge d’aix0, una reflexi6. Hem treballat Gnicament amb un circuit amb una
resisténcia, un condensador i una sola malla. Que hauria passat en preséncia de
diverses malles i amb diferents elements? Realment, la resolucié matematica es
complica molt. Queda clar que necessitarem alguna eina matematica que ens
ajudi a simplificar el procediment per a resoldre aquests circuits. La introduirem

en el modul “Circuits dinamics”.
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4. El diode

Dins de la nostra analisi de components, en aquest modul hem vist el conden-

sador i la bobina. Com a punt final, presentarem un nou component: el diode.

Per a analitzar el diode, comencarem per descriure el seu funcionament (sub-
apartat 4.1). Una vegada fet aix0, veurem un exemple d’aplicacio, per a enten-

dre com opera el diode dins d'un circuit (subapartat 4.2).

4.1. Descripcid i funcionament

L'altim dels elements passius que veurem és el diode. Es particularment inte-
ressant, ja que té una caracteristica que el distingeix clarament dels ja vistos:
el seu comportament és diferent segons si el corrent entra per un o per un altre

dels seus terminals. Es a dir, no és reversible.

En els circuits, el representarem amb el simbol de la figura 34. Per a la seva ana-
lisi, definim en la mateixa grafica una polaritat per a la tensi6 sobre el diode i

un sentit de circulacié del corrent.

Figura 34. Simbol del diode

!,

_[>|_

+Vd_

La relacio6 entre tensi6 i corrent és determinada per una grafica com la de la

figura 35.

Figura 35. Grafica VI del diode
/

Que ens diu la grafica anterior? Per comencar, ens fixem que en la grafica hem
simbolitzat un valor V, que és la tensi6 minima que necessita el diode per a
conduir. Si apliquem una tensi6 positiva, superior a aquest llindar (mirem el
semieix positiu d’abscisses), el diode deixa passar el corrent (veiem que el

corrent presenta un valor positiu). La relaci6é no és exactament una recta —és
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a dir, no és purament una resisténcia-, pero s’hi assembla bastant. En canvi,
si sobre el diode recau una tensié negativa o inferior al llindar (semieix negatiu

d’abscisses), practicament no deixa passar el corrent (I ~ 0).

Moltes vegades es treballa amb un model simplificat del diode com el de la gra-
fica de la figura 36.

Figura 36. Grafica simplificada del diode

Es a dir, que quan se li aplica tensio positiva, superior a un valor llindar, el di-
ode és practicament un curtcircuit (presenta una resisténcia directa molt bai-
xa). La tensi6 que ha de tenir el diode per a operar d’aquesta manera ha de ser
superior a un valor minim. Al contrari, quan se li aplica tensi6é negativa o in-
ferior a aquest valor minim el diode es converteix practicament en un circuit

obert, presentant una resisténcia inversa molt alta.

En la figura 37 representem aquest comportament, que correspon al model
equivalent del diode. La branca superior de la figura correspondria al diode en
directa —és a dir, quan s’apliquen tensions positives superiors a la llindar, cosa
que sovint se simbolitza com a ON-1i la inferior al diode en inversa —¢s a dir,
quan li apliquem tensions negatives o inferiors a la llindar, cosa que sovint se

simbolitza com a OFF.

Figura 37. Model equivalent del diode

N
Vi

Diode

on G ———

Ry v

OFF (X M
R

T

Model equivalent
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En aquesta figura, apareixen els valors segiients:

R;: resisténcia que presenta el diode en directa
R resisténcia que presenta el diode en inversa
V,: tensié minima necessaria perque el diode deixi passar corrent

Moltes vegades se simplifica el model, tenint en compte que R, =0, R,— «©
i V, = 0. Obtenim aixi el diode ideal: es comporta com un curtcircuit en directa i

un circuit obert en inversa:

Un diode ideal és aquell que, quan la tensio entre els seus extrems és po-
sitiva, es comporta com un curtcircuit, deixant passar el corrent a través
seu sense oposar resistencia; i quan la tensi6é és negativa, es comporta
com un circuit obert, no permetent el pas de corrent a traveés seu.

4.2. Exemple d’aplicacid

Encara que té maultiples aplicacions en corrent altern, en aquest subapartat
veurem com opera el diode davant de variacions de tensi6. A continuacio,

veurem un circuit on actua com a limitador de pujades de tensio.

Imaginem que tenim un dispositiu (com una bombeta o una radio). Aquest
dispositiu —que simbolitzarem com una bombeta- s’alimenta amb una tensi6
determinada (molt possiblement procedent d’'una pila, que subministra cor-

rent continu), com podeu veure en la figura 38.

Figura 38. Esquema d’una alimentacié i un dispositiu

/6 W

% Bombeta ®

Suposem que tanquem l'interruptor i hi ha un pic en I'alimentacié. Es a dir,
que la tensi6 puja de forma inesperada. Que succeeix? Si el pic és prou gran,
és possible que el dispositiu es cremi per un excés de corrent a través seu (un
excés de corrent provoca una major dissipaci6 de poténcia, la qual cosa sobre-

escalfa el dispositiu).
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Suposem que protegim el circuit amb una etapa intermedia de la manera se-
glient: col-loquem un diode, D, en seérie amb una font de valor V,, com podeu
veure en la figura 37. Addicionalment, el circuit presenta una resistencia R. De
manera grafica ho veiem en la figura 39, on el circuit que ens interessa és el

que és dins de la linia senyalada amb punts:

Figura 39. Circuit limitador

Alimentacié

Per a entendre com funciona, comencem suposant que la tensié d’entrada, V,,
és nul-la i anem incrementant-la a poc a poc (per a la nostra grafica suposem
que la incrementem de forma lineal). Comencem aplicant una tensié nul-la.
Per tant, en abséncia d’altres fonts, la tensi6 en el punt A sera nul-la, ja que
tindrem el diode polaritzat en inversa i, per tant, sera equivalent a un circuit

obert.

Comencem a pujar la tensi6 a poc a poc. Aquesta pujada de tensio es propaga
cap a la sortida. Suposarem que la resisténcia d’aquesta etapa intermédia és
molt menor que la que presenta el dispositiu que estem protegint (en el nos-
tre cas, la bombeta). D’aquesta forma, la tensio a la sortida sera practicament
la tensio6 a l’entrada (gairebé no cau tensio en la resisténcia de 1’etapa inter-

media).

El diode segueix en circuit obert, ja que la tensi6 en el punt A és inferior que
la tensid V, que té el diode a l’altre terminal. El diode continua operant en in-
versa i, per tant, és un circuit obert. No circula corrent, i el corrent que ens sub-

ministra el generador passa completament al circuit que estem alimentant.

Fins quan segueix el diode en aquest estat? Fins al moment en que la tensio
en el punt A -segons hem comentat, és aproximadament la tensi6é d’entrada
per ser R molt petita— superi la tensié de referéncia V,. En aquell moment, el
diode passa a estar connectat en directa, i es converteix —si prenem el model
ideal- en un curtcircuit. Per tant, la tensio en el punt A queda fixada a V,. El
pic d’'intensitat que hi pugui haver en el circuit és absorbit per aquesta branca

ino afecta I’equip que tinguem connectat. El diode ha servit de protecci6, per
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tant, d'un pic de tensi6. En la grafica de la figura 40 es mostra graficament
aquest comportament. Per concretar 'exemple, hem suposat V, =2 V:

Figura 40. Grafica del circuit limitador

Mw-h‘s

13

1-2 -2
+-3 --3
Tensio d'entrada Tensio de sortida

Es a dir, si suposem que comencem per considerar una tensi6 d’entrada nul-la,
la tensid a la sortida és igualment nul-la. A mesura que augmentem la tensio
d’entrada, augmenta la tensi6 de sortida. Tanmateix, en el moment en que la
tensié d’entrada supera els 2 V (que és el valor de V,, i en la grafica se simbo-
litza en el punt A), aquest pic de tensié no passa a la sortida. Es a dir, el fet que
el diode condueixi evita que el pic de tensié de 'entrada es propagui al nostre
dispositiu. Si baixa la tensi6 (punt B), tornem una altra vegada a la situaci6 en
la qual la tensi6é d’entrada es trasllada directament a la sortida.

Si tornem ara a recordar la figura 1 d’aquest modul, veiem que també apareix
un diode. Aquest diode actua com un filtre. De fet, i encara que de moment
no tinguem els coneixements necessaris de corrent altern -ni de modulaci-
ons-—, el circuit que heu vist és el descodificador d’AM més simple que podem
construir. En el modul “Circuits en corrent altern” podreu entendre-ho molt
millor.
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5. Problemes resolts

5.1. Enunciats
Problema 1
Calculeu el condensador equivalent a ’associaci6 de la figura 41.

Figura 41. Circuit del problema 1

T

OnC,=2pF, C,=8pF, C;=C,=5pF.

Problema 2

Hem comprat 4 condensadors per muntar el circuit de la figura 42.

Figura 42. Circuit del problema 2

- I

Els valors de les capacitats son C, = C, = 3 puF, C, = C, = 6 pF. El fabricant especifica
addicionalment que la tensi6 maxima que poden suportar els condensadors C, i
C, sén de 200 V i la tensioé que poden suportar C, i C, és de 225 V.

Determineu quina és la tensié maxima que pot aplicar-se entre extrems (V) per

a no fer malbé cap dels condensadors.

En cas d’aplicar-hi aquesta tensio, determineu la caiguda de tensi6 a cada con-
densador.
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Problema 3

Calculeu les tensions finals (en regim permanent) sobre cada element del cir-
cuit de la figura 43.

Figura 43. Circuit del problema 3

Considereuque V=6V, C,=1pF, C,=9 pF, R, =R, =500 K.

Problema 4

Donat el circuit de la figura 44, suposeu que en f = 0 tanquem l'interruptor.
Determineu 1’evolucié que segueix el corrent pel condensador C sabent que
R, =1KR,=4K, C=1pFiV=5V.

Figura 44. Circuit del problema 4

Ry

_/ A
%

s

r— R,

Problema 5

Suposeu que el circuit de la figura 44 ha estat funcionant un temps prou llarg
(és a dir, podem suposar condicions de régim permanent). Quant trigara el
condensador a descarregar-se fins a arribar al 36,7% del valor a qué estava car-
regat originalment?
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Problema 6
Considereu que en t = 0 tanquem l'interruptor del circuit de la figura 45.

Figura 45. Circuit del problema 6

_/

Ry

I"'ﬁ

onR =10K,R,=20K,R,=30K,L=1mHiV=10V.

Determineu 1'expressiéo matematica de la intensitat que circula per la bobina.
Problema 7

Per al circuit de la figura 46, determineu el corrent que circula per la resisténcia
R, ila tensi6 de sortida V,. Els valors de les resisténcies séon R, = R, = 1 K,
R, =R,=5KiR,=10K. Les fonts de tensi6 son V, =10V, V,=5V, V,=6 Vi

V,=2V.

Figura 46. Circuit del problema 7

é R2 ____V4

V2 s %

Problema 8

Suposeu que en t = 0 tanquem l'interruptor del circuit de la figura 47. Deter-
mineu l'equacié diferencial que proporciona el valor de la intensitat que cir-

cula per la bobina.
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Figura 47. Circuit del problema 8

Problema 9

Determineu la forma que tindra la tensi6 de sortida del circuit de la figura 48,
on els diodes son ideals. Suposeu que la tensié d’entrada pot variar entre -15 V
i 15 V. Els valors de les fonts de continuasén V,=3ViV,=10 V.

Figura 48. Circuit del problema 9

5.2. Solucions

Problema 1

Si observem el circuit, veiem que C,i C, estan en paral-lel. El mateix succeeix

per a C,i C,. N’hi ha prou de redibuixar el circuit com es mostra en la figura 49.

Figura 49. Circuit del problema 1 redibuixat
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L’equivalent de C, i C,, C,, és:
C,=ClC,=C,+C,=2pF+8uF=10 pF (137)
Analogament per a l’equivalent de C, i C,, C,,, veiem que:
C,=CGIlIC,=C;+C,=5uF+5uF=10 pF (138)

Finalment, la capacitat equivalent, C,, correspon a 1’associaci6 en serie de C,,

eq’
i C;,, amb la qual cosa:

¢ _CpCy _10:10°10-10°

- =5.10°F=5 uF 139
“~C,+C, 10-10°+10.10° H (139)

Problema 2

En primer lloc, associem els condensadors C, i C;, amb la qual cosa resulta
un circuit série com el de la figura 50, on C,, és el condensador equivalent
aC,iC,.

Figura 50. Circuit amb condensador
equivalent C,,

G G G
T
N v

L’especificaci6 del problema ens indica que no podran aplicar-se tensions su-
periors a 200 V a C;, 1225V a C,. Igualment, no podrem aplicar meés de 200 V

a C,;, ja que en aquest cas cremariem C,.

D’altra banda, el circuit equivalent de la figura 50 és un circuit en série. Per
tant, la carrega que hi circula és comuna. Si recordem 1'expressié que relaciona

carrega, capacitat i tensié en un condensador (equaci6 1), obtenim:

C:%:Q:CV (140)

Com que la carrega és comuna, podem afirmar que com més petita sigui la ca-
pacitat del condensador, més gran és la tensi6é que suportara. En el nostre cas,

els valors de les capacitats son:

C, =3 uF
Cpy=C,+Cy=9 uF (141)
C,=6 pF
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Es a dir, que la major caiguda de tensi6 la tindrem a C,. D’altra banda, aquest
és el condensador que pot suportar menor tensi6. Ateés que la tensié V|, no pot
superar 200 V perque en aquest cas cremariem aquest condensador. Vegem
quines tensions suporten en aquestes condicions la resta de condensadors. Per
comencar determinem la carrega:

Q=CV,=Q=3-10°-200=600-10"° C =600 unC (142)

valor que, segons hem dit, és comu a tots els condensadors a causa de la con-
nexid en serie i si denominem V, la tensi6 sobre C,, V, la tensi6 a C,i V, la

tensi6 a C,obtenim:

-6
V=V, =V, =L - 00106667 v
C, 910
600-10°° (143)
v,=Q_000107 44y
C,  6-10

Podem comprovar que no superem les tensions maximes de cap dels conden-

sadors i que el condensador C, és al limit de tensié maxima.

Per a determinar la tensioé total, només cal sumar les tensions a cada conden-

sador.

V=V, +V,,+V, =200+ 66,67 +100 = 366,67 V (144)

Aixi han quedat calculades totes les tensions als diferents components i la ten-
si6 total maxima aplicable.

Problema 3

Recordeu que en régim permanent i en corrent continu, els condensadors son
equivalents a circuits oberts. Es a dir, no permeten el pas d’intensitat a través
seu. D’aquesta manera, R, i R, constitueixen un divisor de la tensié proporci-

onada per la font Vi, per tant:

R, 500-10°
4 =6 3 3
= R +R, 500-10° +500-10

: 145
R, 500-10° (145)

R +R, 500-10°+500-10°

Falta calcular la tensi6 que suporta cada condensador. Veiem en el circuit que
ambdoés condensadors (C, i C,) estan en série, i en paral-lel amb R,. Per tant, la
tensio total entre extrems dels dos condensadors sera de 3 V (que correspon al
valor de V, ). Ho veiem graficament en la figura 51.
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Figura 51. Circuit mostrant la tensié

deC, iC,
G
+ @ i} o+
3v QL
_. . —

Recordem que, segons 1’equaci6 1:
c:%:q:cv (146)
I atés que la carrega és comuna per a ambdos condensadors obtenim:
GV, =GV, (147)
on les tensions compleixen:
Vo +V, =V, (148)

Si apliquem reducci6 al sistema d’equacions format per les equacions 147 i
148 resulta:

GV, 9-10°-3
C,+C)V. =C,V, =V, =—2F% _ =2,7V 149
(CrCIVe =GV, = Vs, C,+C, 1:10°+9-10° (149
I per tant, la tensi6 en el segon dels condensadors és:
Ve, =Ve, =V, =3-2,7=0,3V (150)

Problema 4

Per a determinar el corrent, simplifiquem el circuit, considerant I’equivalent
de Thévenin que veu el condensador entre els seus extrems una vegada tan-
quem l'interruptor. Es a dir, busquem simplificar el circuit a un de la manera

representada en la figura 52.

Figura 52. Circuit equivalent de Thévenin

Circuit equivalent de Thévenin

L e L L L L L
|
all
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Per a buscar I'equivalent de Thévenin, hem de trobar la tensié de Thévenin (la

indiquem com V,,) i la resistencia de Thévenin (que indiquem com a R,,):

R, _o 410’
R +R, ~1-10°+4-10°
R-R, 1-10°-4-10°
R +R, 1-10°+4-10°

v,

th =

=4V

V=V
(151)

R,=R IR, = =800 Q

Es a dir que podem reduir el nostre circuit problema a un circuit RC basic amb
R=R,,=800Q1iC=1pF. Com vam veure en el subapartat 1.3.1, I'expressio

de la intensitat és de la manera:

t
i(t)=Ke * amb t=RC (152)
Podem coneixer el valor de K a partir del valor de la intensitat en 'instant £ = O:

i0)=Ye o g=Yu_ 2 _5005-5ma (153)
Ry, R, 800

Es a dir, que 'expressi6 de 1’evolucio6 del corrent pel condensador és:

t t

i(t)=0,005-¢ 89010° =(,005-¢ 810° (154)

Problema 5

Si considerem t = 0 com l'instant en que obrim l'interruptor, el circuit de des-

carrega queda com es mostra en la figura 53.

Figura 53. Circuit equivalent
de descarrega

ng —

Tal com vam veure en el subapartat 1.3.2 d’aquest modul, 1’expressio de la ten-

si6 al condensador en el circuit RC en descarrega es determina amb:

Ve(t) = Ke% (155)
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on per al circuit de descarrega:

t1=R,C=4.000-1-10°=4-10" (156)

El problema ens demana determinar el moment en queé la carrega equival al
36,7% del valor inicial. Es a dir, busquem l'instant ¢, en el qual:

_h

Vv(t,)=0,367K = Ke * (157)
Si fem l'operaci6:

b 4

¢ 20,367 =Ine * =In(0,367) = 1L
. (158)

=-1=t=1=4-10%s=4ms

Es a dir, que el condensador triga 4 ms a descarregar-se fins al 36,7% del seu va-
lor inicial. Es important veure que aquest valor no depén de la carrega inicial del
condensador —fixeu-vos que no hem utilitzat el valor inicial en cap de les equa-
cions del problema. La rapidesa de la descarrega (o de la carrega si fos el cas) la

condicionen tnicament els valors de la resisténcia i el condensador.

Problema 6

En primer lloc, redibuixem el circuit com podeu veure en la figura 54. En
aquest circuit hem marcat amb un requadre de punts la zona del circuit a la
qual buscarem el seu equivalent de Thévenin.

Figura 54. Circuit equivalent del problema 6

Veiem que podem simplificar el circuit a un circuit RL si apliquem ’equivalent

Thévenin. Per a aixo obtindrem:

‘/th =V RS
R, +R,

159
RR,+RR, +RR, (159)

R +R,

R,=(R IIR)+R, =

Si ho fem d’aquesta manera, veiem que el circuit resultant és el representat en

la figura 5S5.
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Figura 55. Circuit RL que indica I'equivalent Thévenin

Equivalent Thévenin

Es tracta d'un circuit RL en que, com vam veure en el subapartat 2.3.1, la in-

tensitat presenta una forma del tipus:

i(t) =K[1—eij (160)

En aquest cas, tenim que t=L / R,,. El valor de K el podem calcular a partir de
les condicions inicials. Si partim de la formula 160 i fem el limit quan t — oo,

trobem que:
i(t>x0)=K(1-0)=K (161)

D’altra banda, podem calcular també el seu valor en el mateix limit si tenim
en compte el comportament assimptotic de la bobina. Un cop arribats al regim
permanent, la bobina es comportara com un curtcircuit. Tenint en compte

aquest comportament i la llei d’Ohm, quan t — oo:

R3
RR, +RR, +RR,

i(t > o)=Yy (162)
Rth

Per tant, aquest sera precisament el valor que estavem buscant per a K. Calcu-

lem els valors numerics de K i de t:

0 30K
10K-30K+10K-20K+20K-30K

=0,273-10° A (163)

_ L(R +R)
" RR,+RR, +RR,

=3,64-10°s (164)

Substituim aquests valors a I’equacié 160 per obtenir 1’evoluci6 temporal del

corrent:

t

i(t)=0,273-107 {1 _e doH10° ] - 0,273(1 - e’2'76‘1°7f)mA (165)
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Problema 7

Apliquem el meétode dels corrents de malla, definint-los de la manera indicada
en la figura 56.

Figura 56. Definicié de corrents en el problema 7

R] R4
W l AW
R Vi J_V
S 2 e O 4
v1 + ‘\‘ s ‘\‘ z ‘\.
T h R = B
A r A} Al r
‘Q“ “" ‘\“ " R3 ‘\ n ~ "
a2 Tl v, et -
PR Rs

D’aquesta manera, veiem que les equacions per al circuit son:

IlRl"'(Il_Iz)Rz_Vz_Vl =0
_V3+(IZ_I3)R3+V2+(IZ_I1)R2 =0 (166)
LR, +V,+LLR,+(I,-1,)R, =0

que si ho expressem en forma matricial, resulta:

R +R, -R, 0 I, Vi+V,
_Rz Rz + R3 _R:s Iz = V3 - Vz (167)
0 —-R, R, +R,+R )\ I, -V,

Si donem valors a la matriu anterior, expressant les resisténcies en K, els cor-

rents seran determinats en mil-liamperes. Resulta d’aquesta manera:

2 -1 0\(I) (15
1 6 -5|1I|=|1 (168)
0 -5 20){1,) (-2

Si resolem el sistema anterior pel métode de Cramer:

1, =145 _g 44 ma
170

=320 _ 188 maA (169)
170

=23 _037ma
170

Per tant, el corrent per la resisténcia R, sera:

I, =1,-1,=8,44-1,88=6,56 mA (170)
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en el sentit definit per I,. D’altra banda, per a la tensi6 V.;

V,=V,+L,R =2+0,37-5=3,85V (171)

Problema 8

Per a resoldre el problema apliquem el metode dels corrents de malla. Definim

els corrents i, i i, com es mostren en la figura 57:

Figura 57. Circuit del problema 8 que indica
intensitats

S

Denominem v_la tensi6 del condensador i v, la tensi6 a la bobina. D’aquesta

manera, les equacions de malla per al circuit seran:

(4, +i,)R +iR, +v. -V =0

. ; (172)
(4, +i,)R +i,R, +v, -V =0
Si reordenem els termes, I’equaci6 172 queda:
(R, +R,)i, +Rji, +v. -V =0 (173)
iR +(R +R)i,+v, -V =0 (174)

Si tenim en compte I’equaci6 fonamental de la tensio a la bobina (equaci6 55)

i substituim el seu valor en 1'equacié 174 obtenim:

di,

LR + (R, +Ryi,+L o

V=0 (175)

En l'equaci6 anterior hi podem aillar i, amb la qual cosa obtenim:

, 1 . di
L :R?(V_(Rl"'R.z)lz_Ld_ltZJ (176)

1

Si introduim el valor obtingut per a i, en I’equaci6 173, resulta que:

(R1+RZ)Ri(V—(Rl+R3)i2—L%j+Rli2+vc—V:0 (177)

1
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I per tant, també sera certa la derivada de ’expressié anterior que és:

1 di d* di, dv
R +R)—| (R +R)=2-L=2 |+R =2+2C=0 (178)
(Rt Z)Rl[(1+ Dt dtzj+ var dt

equacio6 on ens falta introduir el valor de la tensi6 al condensador. Si recordem
la seva relaci6 fonamental, i considerant que la intensitat a través del conden-

sador és i,, obtenim:

1
(R, + RZ)IT(—(R1 +R,) it e

1

J+Rlﬂ+lil:0 (179)

Podem introduir el valor de i, expressat en funci6 de i,que haviem calculat an-
teriorment en 'equaci6 176. Obtenim aixi:

1 di d’i
R +R)—| (R +R)—2-L—2 |+

( 1 Z)Rl{ ( 1 3) dt dth

. . (180)
Rlﬁ+i(v—(Rl+R3)i2— ﬂj: 0
dt  CR dt
Si ordenem 1'equaci6 anterior, obtenim:
2 .
_LR1+R2d_122_ (R1+R3)(R1+RZ)_R1+L di, R +R i2+L:O (181)
R, dt R, CR, Jdt  CR CR,

que podem reescriure com:

LRl+R2@+{(R1+R3)(RI+RZ>_R +LJ@+RI+R3,. V. _o as2)

R, df R, ""CR Jdt CR * CR

L'equaci6 182 és 'equaci6 diferencial de segon ordre que defineix el valor del
corrent per la bobina. La soluci6é concreta dependra dels valors dels compo-
nents, de la tensi6 aplicada al circuit i de les condicions inicials.

En qualsevol cas, el que volem il-lustrar en aquest problema no és la soluci6
concreta, sin6 fer constar la dificultat que té la resolucié de circuits —fins i tot
quan son relativament senzills- on apareixen inductors i condensadors, jun-
tament amb resisténcies. Seria interessant disposar d’'un metode matematic
que pogués simplificar aquests calculs. Recordeu aquest problema i torneu-hi
quan hagiu estudiat el modul “Circuits dinamics”.
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Problema 9

Per a l'analisi d’aquest tipus de circuits, no optem per metodes com puguin ser
els corrents de malla o les tensions de node, ja que el circuit presenta les no-
linealitats dels diodes. Aix0 es deu al fet que el comportament del diode canvia
drasticament segons estigui en directa o en inversa. El que fem en una analisi
per trams, on a cada tram, els diodes estaran en un estat determinat (directa o
inversa). Per a un tram determinat, el circuit si que sera lineal i podrem subs-
tituir-lo pel seu equivalent. En aquest cas, quan el diode és ideal, sera un cir-

cuit obert en inversa i un curtcircuit en directa.

La metodologia d’analisi sol comencar per considerar la tensi6 d’entrada molt ne-
gativa o molt positiva. Comencem, per exemple, per considerar que la tensid
d’entrada (V)) tendeix a —o. Que succeeix? Mirem el circuit de la figura 58, on hem

indicat un punt A que prendrem com a referéncia. Fixem-nos d’entrada que:

e Sila tensid en el punt A és menor que V, el diode D, és en conduccio.
e Sila tensid en el punt A és major que V, el diode D, és en conducci6.

Figura 58. Circuit del problema que indica el punt A

R
Dy
Vi

A

D;

NS I

Si la tensi6 d’entrada és un valor molt alt i negatiu (tendent a —o), podem dir
que D, estara en directa i D, en inversa. N’hi ha prou de veure que la tensié en
el punt A sera també molt negativa. En aquesta situacio, la tensio de sortida és V..

El circuit equivalent queda com es mostra a la figura 59:

Figura 59. Circuit equivalent que substitueix D, per un curtcircuit
i D, per un circuit obert

A

+ \NV\ +

.
V; j_ Vo
- _|_ ,
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La pregunta segiient és: fins quan es dona aquesta situaci6? Fins que un dels dos
diodes canvii d’estat. Comencem a augmentar la tensio d’entrada. D, continua es-
tant en directa i D, en inversa. De fet, perqueé hi hagués un canvi veiem que ne-
cessitariem que la tensi6 de sortida (V,) fos superior a V, o a V,, ja que en aquest
cas 0 bé D, o bé D, canviarien d’estat. Com que V, és menor que V,, i hem consi-

derat que estem pujant la tensi6é progressivament, arribem abans a V.

Quan arribem a V, = V,, qué succeeix? Ambdos terminals del diode D, es tro-
ben a una tensi6 idéntica. Un petit augment de la tensié d’entrada fara que la
tensié V, tendeixi a augmentar, per aquest motiu, el diode D, passara a estar

en inversa. Reflectim tot el raonament vist fins ara de la manera segiient:

Tensi6 d’entrada Estat D, Estat D, Tensi6 de sortida
10, U] Directa Inversa 4
[\, 277 Inversa Inversa m

Resolguem els interrogants de la taula anterior. Quan els dos diodes estan en in-
versa, que succeeix? Ambdos diodes es comporten com a circuits oberts. En aquest
cas, la tensio de sortida equival a la tensié d’entrada, ja que tal com esta el circuit

no pot circular corrent per la resistencia. Per tant, en aquest estat V, = V..

Hem resolt aixi un dels interrogants, pero queda saber fins quan es prolonga
aquest estat. La resposta, com en el cas anterior, és fins que algun diode canvii
d’estat. Si anem augmentant V,, D, no canviara d’estat, ja que continuara es-
tant en inversa. Per la seva part, si que arribara un moment en que D, passi a
conduir. Aquell moment sera aquell en que la tensi6 de sortida tendeixi a su-
perar V,. Just en aquell instant el diode D, queda polaritzat en directa, i per
tant passa a ser en conduccié. Es comporta aixi com un curtcircuit i la tensioé
de sortida és V,. A partir d’aquell moment, els diodes ja no canvien d’estat, ja
que l"'augment de tensi6é d’entrada no fa més que reforcar la seva situacié (po-

laritzaci6 inversa per a D, i directa per a D,).

Completem d’aquesta manera la taula de comportament del circuit per a qual-

sevol valor d’entrada:

Tensi6 d’entrada Estat D, Estat D, | Tensio de sortida

], Y] Directa Inversa 4
(W, V] Inversa Inversa V,
[V, +0] Inversa Directa A

Podeu veure graficament en la figura 60 el valor de la sortida en funci6 de l'en-

trada.
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Figura 60. Evolucié de la sortida en funcié de I'entrada per al circuit

Queé veiem en la figura 60? Es la funcié de transferéncia d’aquest circuit, que
es coneix com un retallador de dos nivells, ja que impedeix que tensions infe-
riors a V, o superiors a V, es propaguin a la sortida. D’aquesta manera podem
protegir els components del circuit que es col-loqui a la sortida de possibles
pics de carrega causats per fluctuacions no desitjades del corrent d’entrada.
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Resum

En aquest modul hem vist el comportament del condensador i la bobina (o
autoinduccio), i ens hem centrat en circuits que Gnicament presenten genera-
dors de corrent continu. El primer és un acumulador de carrega que impedeix
variacions brusques de tensi6 entre els seus dos terminals. La bobina, per la
seva banda, es fonamenta en l'efecte d’inducci6, i genera una tensi6 que
s’oposa a la variaci6 del corrent que hi circula i no permet que el corrent a tra-

vés seu varii bruscament.

Una vegada analitzats aquests dispositius, hem vist com operen d’'una manera
basica combinats amb una resistencia. El resultat son circuits que presenten
un régim transitori, que és el periode que transcorre des que es produeix al-
gun canvi en el circuit fins que arriba al seu estat final o régim permanent.
Arribats al réegim permanent, i sempre que operi en circuits de corrent continu,

el condensador actua com un circuit obert i la bobina com un curtcircuit.

Hem abordat també 1’analisi de circuits on apareixen els tres components.
Com a punt previ, hem sistematitzat els meétodes dels corrents de malla i
tensions de node, que ens serviran per a abordar circuits complexos. Tanma-
teix, hem vist que quan el circuit es complica, la complexitat matematica de
resolucio es fa inabordable. Per aquest motiu seria convenient alguna eina que
simplifiqués tota l'operativa.

Finalment, hem vist un element de caracteristiques completament no lineals:
el diode. Aquest component es comporta practicament com un curtcircuit
quan s'hi apliquen tensions positives. Pero si la tensié que s’hi aplica canvia
de sentit i es fa negativa, es converteix en un circuit obert.
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Exercicis d’autoavaluacio

1. En un condensador...

a) ... no pot variar bruscament la tensi6 entre els seus terminals.

b) ... no pot variar bruscament la intensitat que circula entre els seus terminals.

¢) ...no poden variar bruscament ni la tensié ni el corrent que circula entre els seus termi-
nals.

d) ... poden variar tensio i corrent sense cap restriccio.

2. Un condensador, quan opera en régim permanent en un circuit alimentat tnicament per
corrent continu o tensi6é continua...

a) ...es comporta com un curtcircuit.

b) ... es comporta com un circuit obert.

c) ...es comporta com una resistencia, de valor C, i C n’és la seva capacitat.

d) ... es comporta com un oscil-lador.

3. En una bobina...

a) ... no pot variar bruscament la tensio6 entre els seus terminals.

b) ... no pot variar bruscament la intensitat que circula entre els seus terminals.

c) ...no poden variar bruscament ni la tensi6 ni el corrent que circula entre els seus termi-
nals.

d) ... poden variar tensio i corrent sense cap restriccio.

4. Una bobina, quan opera en régim permanent en un circuit alimentat inicament per cor-
rent o tensi6 continua...

a) ... es comporta com un curtcircuit.

b) ... es comporta com un circuit obert.

c) ...escomporta com una resisténcia, de valor L, i L n’és el seu coeficient d’inducci6.

d) ... es comporta com un oscil-lador.

5. En el circuit de la figura 61, on R=1Ki V=10V, quan tanquem l'interruptor, la intensitat
per la resisténcia en regim permanent sera:

Figura 61. Circuit problema

a) 10 mA.

b) Nul-la.

c) Depén del valor del condensador.

d) una funcié sinusoidal d’amplitud 10 mA.

6. Donat el mateix circuit de la figura 61, la tensio final al condensador sera:
a) 10V.

b) Nulla.

c) Depén del valor del condensador.

d) una funcié sinusoidal d’amplitud 10 V.

7. Considera que en t = 0 tanquem l'interruptor del circuit de la figura 62,on V=5ViR=1K.

Figura 62. Circuit problema
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Una vegada assolit el regim permanent, la tensi6 sobre la bobina sera:
a) S5V.

b) Nulla.

c) Depén del valor de la inductancia.

d) Una funci6 sinusoidal d’amplitud 5 V.

8. Alimentem un circuit RC amb un generador de tensi6é continua.

a) El circuit passa de manera immediata al seu estat definitiu, on el condensador equival a
un circuit obert.

b) No podem combinar en un circuit només resistéencies i condensadors. Hem d’introduir-
hi alguna bobina.

c) El circuit presentara oscil-lacions continues.

d) El circuit presentara un régim transitori fins a arribar al seu estat definitiu.

9. Considerem un circuit RL.

a) El reégim transitori té una durada que és funci6 Gnicament dels valors de Ri L.

b) Elregim transitori té una durada que és funcié dels valors de R i L i de 1’alimentaci6 que
s’apliqui al circuit.

c) Elregim transitori té una durada fixa d’'1 segon.

d) Elregim transitori és nul. El circuit passara directament a régim permanent.

10. Un circuit LC ideal constituit tnicament per una bobina i un condensador on inicial-
ment circula un corrent I per la bobina...

a) ...Presenta un regim transitori de durada LC.

b) ...No podem connectar aquests elements en les condicions exposades.

¢) ...Oscil-la infinitament.

d) ...Cap de les anteriors no és correcta.

11. La constant de temps d’un circuit RLC...

a) ... depen dels valors d’alimentacio, resisténcies, bobines i condensadors del circuit.
b) ... depén Gnicament dels valors de resistencies, bobines i condensadors del circuit.
c) ... marca la durada del regim transitori.

d) Més d’una de les anteriors és correcta (en aquest cas, indiqueu quines).

12. Dins dels métodes d’analisi de circuits...

a) ... el métode dels corrents de malla és valid iinicament en circuits resistius.

b) ... el metode dels corrents de malla és d’aplicaci6 general a circuits RLC.

c) ...no podem aplicar simultaniament corrents de malla i lleis de Kirchhoff per a la reso-
lucié de problemes.

d) ... el metode de les tensions de node és contrari al principi de superposicio6.

13. El comportament d’un diode...

a) ...no és lineal.

b) ... éslineal, pero si el circuit no presenta bobines.

c) ... éslineal, sempre que el circuit no presenti condensadors.

d) Més d’una de les anteriors és correcta (en aquest cas, indiqueu quines).
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Solucionari

1.a;2.b;3.b;4.a; 5.b;6.2a; 7.b; 8.d; 9. a; 10. c; 11. d (b i ¢ s6n correctes); 12. b; 13. a.

Glossari

autoinduccid [ Vegeu bobina.
bobina f Component en que el corrent que hi circula no pot presentar variacions brusques.
Aix0 es deu al fet que presenta inducci6.

sin. autoinduccio

capacitat f Carrega emmagatzemada per un conductor quan se li aplica una diferéncia de
potencial unitat entre els seus extrems. Es mesura en farads.

condensador m Element que emmagatzema carrega entre els seus terminals (és a dir, que
presenta capacitat) i en el qual la tensi6 entre extrems no pot canviar bruscament.

constant de temps (d’un circuit) / Valor que determina el temps que un circuit triga a
arribar al seu estat definitiu. Se simbolitza per la lletra t i es considera que el circuit es troba

en estat permanent transcorreguts 4 o 5 7.

diode m Element no lineal, el comportament del qual s’aproxima al d'un curtcircuit quan
suporta tensions positives i al d'un circuit obert quan suporta tensions negatives.

farad m Unitat basica de mesura de la capacitat. El seu simbol és F.

henry m Unitat basica de mesura de la bobina. El seu simbol és H.

induccid f Efecte pel qual quan un corrent circula a través d’'un conductor es genera una
tensio proporcional a la intensitat que hi circula i que s’oposa a la variaci6é de flux magnetic

que esta provocant la circulacié.

metode de corrents de malla m Generalitzaci6 de la segona llei de Kirchhoff molt tutil
per a la resoluci6 de circuits complexos.

régim permanent m Estat definitiu d’un circuit. Es considera que s’hi arriba transcorreguts
4051

regim transitori m Estat temporal del circuit fins a arribar a una situaci6 definitiva. La seva
durada és condicionada per la constant de temps .

tensions de node f pl Generalitzaci6 de la primera llei de Kirchhoff molt Gtil per a la reso-
lucié de circuits complexos.
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