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Introduccio

Codificar és definir amb precisio6 el conjunt de simbols amb qué s’enviaran els
missatges d’emissor a receptor. Aquesta definici6 tan geneérica admet que el
conjunt de simbols pugui elegir-se amb l'objectiu de solucionar problemes
molt diferents. En efecte, el disseny de codis eficients es pot utilitzar per a re-
soldre tres problemes classics dels sistemes de comunicacié: la compressio de
les dades, la protecci6 davant eventuals errors de canal i 'encriptacio de la in-
formaci6 perque no pugui ser interpretada per un observador extern. En molts
sistemes de comunicaci6, buscarem simultaniament la resolucié de més d’'un
dels problemes esmentats, per la qual cosa és possible aplicar aquestes tecni-
ques en cascada. Aixi, per exemple, la transmissié d'un video pot suposar en
primer lloc codificar la font mitjancant un compressor MPEG, encriptar les da-
des rebudes mitjancant un sistema de claus pabliques i privades per limitar
I'accés a la informacio a qui hagi pagat per ella (accés condicional) i finalment
codificar les dades per transmetre-les i protegir-les d’acord amb les caracteris-

tiques del canal.

En aquest modul ens ocuparem d’aquest problema, és a dir, de com podem es-
tablir una comunicaci6 robusta de tal manera que el receptor sigui capac d’ado-
nar-se que les dades rebudes han estat alterades pel canal, s’han produit errors
i fins i tot que en alguns casos sigui capa¢ de deduir quina era la informaci6
original que s’havia transmes. Hi ha moltes causes que poden originar 1'apari-
ci6 de soroll i distorsions, i generar errors en el canal de comunicacions. Entre
aquestes causes hem de destacar 1’atenuacio del canal, les interferéncies produi-
des per altres sistemes de comunicaci6 o fenomens naturals, la propagacié mul-
ticami, el soroll, etc. En tots aquests casos es tracta de problemes originats en
el canal de comunicacions, per la qual cosa la gravetat d’aquests i les tecniques
utilitzades per a solucionar-los dependran de la naturalesa del sistema de co-
municacions. Es molt diferent un sistema de comunicacions per cable, en qué
la informacio6 esta fortament protegida d’interferéncies i sorolls, que un sistema
de comunicacions per satel-lit, en que s’han de cobrir distancies molt grans
sense utilitzar repetidors i en un canal sotmes a diferents fenomens atmos-

férics.

Per aquest motiu, les técniques i estrategies utilitzades per protegir la informa-
ci6 davant eventuals errors es coneixen amb el nom de codificacio de canal, ja
que el seu objectiu és condicionar la informacio a les caracteristiques del canal

per tal d’assolir una comunicacio6 fiable.

En dissenyar estrategies per a protegir la informacié davant d’errors eventuals,
no tenim gaire marge de maniobra. En efecte, I'Gnica solucié possible és que

el receptor pugui distingir entre un missatge produit per I’emissor i un missat-
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ge en que s’han produit errors. Per aix0, és necessari que introduim elements
addicionals en la informaci6é que ens proporcionin pistes sobre la integritat
dels missatges. Aquesta introducci6 d’'informaci6 addicional rep el nom de re-
dundancia estructurada i suposa que el nombre de bits d’'informaci6 que final-
ment es transmet pel canal sigui superior al minim necessari. Aixi doncs, la
insercié de codis de proteccié davant errors comporta la introducci6é de bits
addicionals en el transmissor. Aquests bits representen un augment de ’am-
plada de banda del senyal que transmetem. El preu que s'ha de pagar per pro-
tegir el missatge €s, per tant, augmentar ’lamplada de banda de la informacio.

El modul comenca amb uns conceptes elementals sobre metodes per a intro-
duir redundancia estructurada en els missatges i una discussio generica sobre
les estrategies per a detectar i corregir errors. S’estableixen i discuteixen els es-
cenaris d’aplicacié en que pot ser convenient detectar o corregir errors. També
es presenten algunes tecniques elementals de retransmissié de dades. Poste-
riorment, es cobreixen els elements matematics basics per als codis de bloc que
constitueixen el nucli d’aquest modul. L’objectiu principal és proporcionar
una idea general sobre els mecanismes de codificaci6 i descodificacié. Es pre-
sentaran alguns elements i eines matematiques basiques que no pretenen ser
completes sin6 simplement il-lustrar part de la tecnologia implicada en el dis-
seny dels codis de protecci6 d’errors. Els detalls matematics d’alguns dels codis
utilitzats en la practica son excessivament complexos per als objectius
d’aquest text, per la qual cosa molts dels resultats es presenten sense demos-

tracio ni justificacio.

Els codis de bloc no sén els tnics codis utilitzats per a corregir errors. Hi ha altres
variants com els codis convolucionals o els turbo codis, els principis de funcio-
nament dels quals son una mica més complexos i, a més, es deixen per a cursos

de comunicacions més avancats.
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Objectius

Els objectius a qué ha d’arribar 'estudiant en acabar aquest modul sén els se-
glients:

1. Comprendre la necessitat de protegir la informaci6 davant els errors del
canal.

2. Distingir entre sistemes i aplicacions que requereixen detectar o corregir els

errors.
3. Coneixer les tecniques basiques de redundancia estructurada i paritat.

4. Disposar de capacitat per fer calculs basics de probabilitats de deteccio i co-

rreccié d’errors.

5. Comprendre el compromis entre amplada de banda, poténcia transmesa,
probabilitat d’error i taxa de codi.

6. Coneixer els principis i elements matematics basics dels codis de bloc.
7. Coneixer les caracteristiques i el procés de generaci6 dels codis de Hamming.

8. Coneixer les propietats i caracteristiques dels codis BCH i de Reed-Solomon.
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1. Redundancia estructurada: conceptes basics

Introduir redundancia en un codi és afegir un conjunt de bits que posterior-
ment ens permetin verificar que el grup de bits que rebem (al qual anomenarem
paraula o paraula codi) concorda amb la transmesa. Es diu que la redundancia
s'introdueix de manera estructurada perque els bits addicionals es determinen
utilitzant procediments ben definits i coneguts tant pel receptor com pel trans-

missor.

1.1. Exemple 1. Codis de paritat simple

L’exemple més senzill d'introducci6 de redundancia estructurada son els codis
de paritat simple. A la figura 1 es mostra com es determina la paritat simple
per a diferents paraules codi. En el nostre exemple, les paraules codi tenen ori-
ginalment una longitud de 6 bits, per la qual cosa després d’afegir la redun-
dancia tindrem paraules amb una longitud de 7 bits. Per a afegir el bit de
paritat s'utilitza el criteri que el nombre total d'uns de qualsevol paraula sigui
parell. Aixi, si una paraula ja té originalment un nombre parell d’uns, el bit de
paritat prendra el valor zero. En canvi, si a la paraula original el nombre d'uns
és imparell, el bit de paritat prendra el valor u. D’aquesta manera, després d'in-
troduir el bit de redundancia podem garantir que totes les paraules codi tenen
un nombre parell d'uns. El codi descrit es denomina de paritat parell. També
es podria definir un codi de paritat imparell, en qué el nombre d'uns de la pa-
raula codificada sempre és imparell.

La redundancia s’ha introduit seguint un procediment sistematic (el nom-
bre total d'uns ha de ser parell) que confereix una propietat Gnica a totes
les paraules codi. Aquesta propietat és la que aprofita el receptor per a ve-
rificar que no s’ha produit cap error en la transmissi6. En efecte, si la pa-
raula rebuda té un nombre parell d’uns, el receptor la donara per bona,
mentre que, si el nombre d’uns és imparell, el receptor podra assegurar que
s’ha produit algun error (almenys un) durant la transmissio.

Aquest procediment resulta eficient sempre que el nombre d’errors que es
produeixi sigui un nombre imparell. En efecte, si es produeixen dos errors,
la paraula codi tornara a tenir un nombre parell d’uns, per la qual cosa no
es podra detectar com a paraula incorrecta. El mateix ocorre quan es pro-
dueix qualsevol nombre parell d’errors. Tots aquests casos es corresponen
amb situacions d’errors que no poden ser detectades pel nostre codi. En ge-
neral, per a qualsevol codi, sempre hi haura patrons d’errors que no podran
ser detectats. Per tant, es diu que el codi de paritat simple permet detectar
qualsevol nombre imparell d’errors en una paraula codi.
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e e Inserir paritat parella

6 bits —

_ [110101)0)f | [1101010]
[100010]=) f,ar:;?é —1000100/| »[1000100]
loo1101)1]f | [0011011]

Bit de paritat afegit /

a la paraula codi

S’envien paraules
de 7 bits

Verificar paritat parella
Paraules rebudes

1101010 1101010 | correcta
Comprovar
1000100 |=> P —> | 1000100 | correcta
paritat
0010011 0010011 | incorrecta

Figura 1. Codis de paritat parell: insercié i verificacié

Problema 1

Suposem que en un determinat sistema de comunicacions la probabilitat, p, de cometre
un error en un bit és p = 1074, Les paraules codi originals sén de 7 bits i s’introdueix un
bit de paritat parell addicional. Determineu la probabilitat que en una paraula codi s’ha-
gin produit errors que no puguin ser detectats.

Solucié

La probabilitat que s’hagin produit errors que no puguin ser detectats pel codi de pa-
ritat és:

P error no detectat = P2 errors * P4 errors * P6 errors * P8 errors

Es a dir, és la probabilitat que es produeixin dos errors més la que es produeixin 4, 6 0 8,
ja que qualsevol nombre imparell d’errors sera detectat correctament.

Per a determinar la probabilitat que es produeixin dos errors en la paraula codi, hem
de tenir en compte totes les possibles situacions en queé tindrem 2 bits erronis en una
paraula de 8 bits i ponderar cada una d’aquestes situacions per la probabilitat que es
produeixi. Aixi

8
P2emes = [2] prA-py°

On el nombre combinatori ens indica la totalitat de casos en que es produeixen dos
errors en una paraula de 8 bits, essent p2 la probabilitat que es produeixin dos errors en
aquestes posicions i (1 - p)® la probabilitat que no es produeixin errors en la resta de les
posicions. Tenint en compte 'expressié anterior, la probabilitat que es produeixin
errors en una paraula i que no siguin detectats pel codi sera:

1% .52.(1_ pn\° .4.748.6.728.8
p—[zj p(1-p) {4] p-(1-p) +(6) p*(1-p) +(8) p

Recordeu que...

... el nombre combinatori

H

2 .
representa totes les possi-
bles combinacions per a pren-
dre dos elements en una
paraula de 8 bits. El calcul es fa
tenint en compte I'expressié
seglent:

ny_ n!
{mj " ml(n—m)!
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Particularitzant per al valor p = 107%, obtenim:

_ 8! 8 _4\6 8! 16 _4n4 8! 24 4\2 32
perronmdetectado_ﬁ'lo (1_10 ) +M10 (1_10 ) +ﬁlo (1_10 ) +10

=2,7983-107

Observeu que inicament el primer terme de la suma és significatiu.

1.2. Exemple 2. Codis rectangulars

Els codis rectangulars, també coneguts com codis de producte, s6n una variant
directa dels codis de paritat. Aquesta variant permet visualitzar, de manera
molt senzilla, una estrategia per a la correccié d’errors. Per a aplicar un codi
rectangular, els bits del missatge original s’han d’organitzar en una matriu.
Ala figura 2, es mostra un missatge original de 20 bits organitzat en una ma-
triu de 5 columnes i 4 files. Els bits de redundancia es calculen com un codi
de paritat simple, aplicant-lo primer a les files i després a les columnes (o vi-
ceversa). A la figura es mostren tots els bits resultants en que la darrera co-
lumna i la darrera fila es corresponen als bits de paritat. Els bits es poden
transmetre en I'ordre que es vulgui, sempre que el transmissor i el receptor
es posin d’acord. Aixi, podrem transmetre totes les files, una després de 1’al-
tra. El receptor anira situant els bits rebuts en una matriu de 6 columnes per
S files, per la qual cosa els bits d’informaci6 i de redundancia estaran dispo-

sat en el mateix ordre que en el transmissor.

Construccié codi ortogonal

01101 011011
110000

11000

10011 [::> 100111

00010 000101
001001

20 bits d'informacio
s'organitzen en
4 files i 5 columnes

S'afegeixen una columna
i una fila de paritat

Correcci6 de l'error

Per a detectar I'error s’han de 011011

comprovar les paritats. La fila i 110000

columr_h? erronies ens |nd|qu?n la 100101
posicié en queé s’ha produit

000101
001001

Ierror.

Figura 2. Construccié i correccié d’errors en un codi ortogonal

En aquesta mateixa figura es mostra com es pot fer la correccié d'un bit erroni.
El receptor fa la comprovacio6 de paritat de cada una de les files, i detecta com
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a erronia la fila en que s’ha produit l'error. Posteriorment, en fer la comprova-
ci6 de la paritat de cada una de les columnes, detectara la columna en que s’ha
produit el mateix error. D’aquesta manera, podem aprofitar aquesta informa-
ci6 per saber la fila i la columna en queé s’ha produit l'error. Es obvi que, si sa-
bem la posici6é en que s’ha produit l'error, corregir-lo consistira simplement a

canviar-ne el valor.

El codi proposat solament pot garantir la correccié d’un error en un bit. Es
facil pensar en situacions en que es produeix més d’un error i en que seria pos-
sible determinar les posicions en que s’ha produit (sempre que la columnaila
fila dels dos errors siguin diferents). No obstant aixo, si es produeixen en una
mateixa fila o columna no sera possible detectar-los. En aquests casos, es diu
que els errors superen les capacitats de correcci6 del codi.

1.3. Taxa del codi

Els codis de paritat i els codis ortogonals son molt simples, pero ens perme-
ten il-lustrar algunes de les definicions sobre els codis de proteccié d’error
que tenen validesa general. Prenent com a referéncia la figura 3 podem veure
que, en general, a partir d'un paquet de k bits d’'informaci6 (missatge original)
s’afegeixen r bits de redundancia. Els bits de redundancia també reben sovint
el nom de bits de paritat. E1l nombre total de bits de cada paraula codi és la
suma dels bits de redundancia més els bits del missatge original n =k + r. Un
codi amb aquestes caracteristiques s’identifica com a codi (n, k). La taxa de
redundancia d'un codi es defineix com el quocient entre els bits de redundan-
cia i els bits totals (n — k/n) i proporciona una idea del percentatge de bits de
redundancia que conté un codi. Analogament, la taxa d’un codi es defineix
com el quocient entre el nombre de bits del missatge i el nombre de bits to-
tals d'una paraula codi (k/n). La taxa del codi ens proporciona una idea de
la relaci6 entre la informaci6 atil i la informaci6 total que contenen els mis-
satges. Aixi, per exemple, un codi amb una taxa 2/5 ens indica que conté dos
bits d’informaci6 atil per cada 5 bits que rebem. A la figura 3 es representen
de manera esquematica aquests conceptes.

Paraula codi |
n bits Codi: (n,K)
Taxa redundancia: r/n
Taxa codi R=k/n

Bits informacié  Redundancia

Figura 3. Definicions basiques de redundancia i taxa de codi

La taxa del codi ens proporciona una idea del cost que té protegir la informacio
dels possibles errors de canal. En efecte, en afegir els bits de redundancia hem
de transmetre més bits que els estrictament necessaris. Aixo significa que, si vo-

lem fer la transmissié en temps real, haurem de transmetre un totalden =k +r
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bits en el mateix temps que abans transmetiem k bits, cosa que suposa que ne-
cessitarem una amplada de banda més gran. L’augment de 'amplada de banda
degut a la introducci6 de la redundancia esta directament relacionat amb la taxa
de bits. En efecte, si abans haviem de transmetre k bits en un temps T i ara hem
de transmetre’'n n, la durada d'un bit passa de ser T/k a T/n, per la qual cosa l’am-
plada de banda augmenta aproximadament en un factor n/k. Aixi, doncs, 1'aug-
ment de I'amplada de banda coincideix amb l'invers de la taxa del codi, que
també es coneix com a factor d’expansio.

La taxa d’un codi és la relaci6 entre el nombre de bits d’informacio i el
nombre de bits totals que conté:

R.=k/n
L'invers de la taxa d'un codi proporciona una idea de com 1'tGs del codi

augmenta l'amplada de banda del senyal i es denomina factor d’expansio
d’un codi:

B= I/‘/codin‘x; _ i _ 2
Wna coding Rc k

Veurem com s’apliquen tots aquests conceptes en el problema segiient per als codis de
paritat i els codis ortogonals:

Problema 2

Determineu la notacié del codi i les taxes de codi i redundancia per als exemples 11 2
presentats en aquest apartat.

Solucié

Per al codi de paritat simple, hem vist que cada sis bits d’informaci6 ttil (k =6) afegim un
bit de paritat (r = 1). El nombre total de bits d'una paraula codi és de n = 7. Tenint en
compte aquests valors, el codi es pot designar com (7,6) amb una taxa de redundancia
d’1/7 i una taxa de codi R. = 6/7.

Per al codi ortogonal, hem vist que la informaci6 ttil s'organitzava en una matriu de 4 files
per 5 columnes; per tant, cada paraula codi (o bloc d’informacio) té un total de 20 bits Gtils
(k =20). En calcular les paritats per files i per columnes s’afegeixen 10 bits d’informaci6 (r
=10; 4 files + 6 columnes). Amb aquests resultats obtenim que el codi s’ha de denotar com
(30,20), la seva taxa de redundancia és 10/30 = 1/3 i la taxa del codi és de R, = 20/30 = 2/3.
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2. Estrategies per al control d’errors

La introducci6 de redundancia de forma estructurada en una paraula codi per-
met que el receptor pugui detectar o corregir, segons el cas, la preséncia
d’errors. En aquest apartat veurem les possibles estrateégies de control d’error
que es poden utilitzar en funci6 de les caracteristiques del canal de comunica-
cions o de l'aplicacio, és a dir, intentarem justificar en quin tipus de situacions
resulta més convenient utilitzar tecniques de deteccié d’errors o tecniques de

correccio.

Com a primera consideraci6, cal aclarir que detectar la presencia d'un error
consisteix a analitzar la paraula codi rebuda i determinar que no compleix les
regles mitjancant les quals s’ha afegit la redundancia. Per tant, sabem que la

paraula és incorrecta, perd no coneixem en quina posicié s’ha produit l’error.

En canvi, la correccié d’errors implica no solament determinar que la paraula
codi és incorrecta, siné també coneixer les posicions en que s’han produit els

errors per poder procedir a corregir-los.

A partir d’aquests raonaments, sembla logic que la correcci6 d’errors sera sem-
pre més complexa que la deteccio, i entenem per complexa que requereix un
major nombre de bits de redundancia i que augmenta la complexitat compu-
tacional per fer la codificaci6 i la descodificaci6. La necessitat d’'un major
nombre de bits de redundancia també es pot interpretar com un augment de

I’amplada de banda del senyal que es vol transmetre.

S’han de distingir, doncs, dues estrategies principals per a controlar els errors
en el canal. La primera es basa a utilitzar codis que permetin que el receptor
detecti els errors que s’han produit en el canal sol-licitant la retransmissio
d’aquelles paraules que s’han rebut de manera incorrecta. Aquesta técnica es
coneix amb l’acronim anglés ARQ (automatic repeat request o també automatic
retransmission query), que indica que el receptor demana la retransmissié del

missatge original quan detecta que s’ha produit un error.
Aquesta estrateégia té les avantatges principals segiients:
¢ Els codis de detecci6 d’errors son facils de calcular i detectar.

e La redundancia afegida al missatge és menor que per a un codi de co-

rreccio.

e L’augment de 'amplada de banda degut a la introducci6é de la redun-

dancia també és menor.
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Els principals inconvenients que té son els segiients:

e En algunes aplicacions, com en la transmissi6é d’audio i video, no s’accep-
ten endarreriments en la recepcié dels paquets, ja que aquests endarreri-

ments podrien interrompre el flux continu del reproductor.

e En moltes aplicacions, el canal de retorn no esta disponible.

Les tecniques ARQ tenen diverses variants i s’utilitzen amb profusi6 en la des-

carrega d’arxius per Internet(TCP/IP).

L'altra alternativa es coneix amb el nom de FEC (forward error correction) i uti-
litza codis de correccié d’errors que permeten que el receptor pugui restaurar
per ell mateix la informaci6 original en cas que s’hagin produit errors (sempre

que els errors estiguin dins de les capacitats correctores del codi).

La necessitat del canal de retorn imposa una restriccié molt important a les es-
trategies de control ARQ. En efecte, pensem per exemple en aplicacions com
I'enregistrament de senyals de video o audio en suport Optic o magnetic. Una
vegada que la informaci6 ha estat enregistrada, si han aparegut errors en el
senyal enregistrat (generalment degut a la degradaci6 del suport), és impossi-
ble demanar que es torni a enregistrar la informaci6 original. Per aquest mo-
tiu, en tots els sistemes d’enregistrament d’audio i video s’utilitzen tecniques
FEC que permeten corregir els errors en el mateix descodificador. Els sistemes
digitals de registre de senyals d’audio (CD-audio compact disc audio, DAT digital
audio tape, minidisc, DVD-Audio digital versatile disc-audio, etc.) o de registre
de video (DVD-Video) utilitzen diferents variants de codis amb estrategies FEC
que s’analitzaran més endavant en aquest modul. Un altre exemple tipic son
els sistemes de difusio (televisio digital, audio digital) que tampoc permeten
que el receptor torni a sol-licitar la transmissi6 de les paraules rebudes de ma-
nera incorrecta. Aixi doncs, la Televisié Digital Terrestre (DVB-T, digital video
broadcasting-terrestrial) o la radio digital DAB (digital audio broadcasting) també
utilitzen codis amb estratégies FEC. Un altre exemple tipic és la difusi6 de con-
tinguts audiovisuals per Internet (streaming). En aquest cas, el motiu principal
per a utilitzar estrategies FEC és que la mateixa naturalesa dels senyals audio-
visuals requereix la reproduccié continua sense que apareguin les possibles in-

terrupcions que pot introduir la sol-licitud de retransmissions.

Elegir si en un determinat sistema de comunicacions és més convenient utilit-
zar estrategies de correccié ARQ o FEC és un problema complex que depen de

molts factors, entre els quals destaquem, a tall de resum, els segiients.

Complexitat del codificador/descodificador. Alguns sistemes per a la correc-
ci6 d’errors FEC poden tenir complexitats computacionals considerables, per
la qual cosa solament poden ser utilitzats en equips terminals de cost elevat

que puguin permetre’s incorporar processadors avancats. En canvi, les estrate-
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gies ARQ tenen una implementacié més simple que les FEC, per la qual cosa
poden ser utilitzades en equips més economics.

Augment de I’amplada de banda. En general, per a corregir errors és neces-
sari introduir més redundancia que per a permetre’n la deteccié. Aixo suposa
que 'augment d’amplada de banda degut al codi sol ser més gran quan s’uti-
litzen estrategies FEC.

Probabilitat d’error del canal. El nombre d’errors que es produeixen en el sis-
tema de comunicaci6 (abans de corregir-los) pot ser molt elevat, cosa que com-
porta que les tecniques ARQ resultin molt ineficients (vegeu com a exemple el
problema 3).

Contingut del missatge. En general, quan es transmeten arxius de dades po-
dem permetre’ns endarrerir-nos en els blocs per als quals sol-licitem la retrans-
missio. El receptor pot gestionar un buffer de memoria en queé es recompon
’ordre original dels blocs. En aplicacions en que intervenen senyals d’audio o
video, aquests endarreriments no sén admissibles, per la qual cosa no acostu-
men a utilitzar-se técniques d’ARQ.

Caracteristiques del canal de comunicacions. Hem vist que en els sistemes
en que no hi ha canal de retorn és necessari utilitzar estrategies FEC. Els exem-
ples més tipics son els sistemes de difusié audiovisual (com televisi6 i radio),
I'streaming d’Internet i 1'enregistrament de dades en suports Optics o mag-
netics. Quan hi ha canal de retorn, es poden utilitzar diferents variants de ’es-
trategia ARQ.

Veurem dos exemples de com poden incidir les caracteristiques del canal en
les estrategies utilitzades en les técniques ARQ. En el primer cas, considerem
un canal full-duplex i, en el segon, un canal half-duplex. Recordem aquestes de-
finicions en el requadre de la dreta.

2.1. Exemple 3. ARQ en canals full-duplex

A la figura 4 es mostra de manera esquematica una estrategia ARQ denomina-
da de repeticio selectiva (selective repeat ARQ) i que requereix un canal full-duplex
(la comunicacio6 es pot fer en els dos sentits de manera simultania).

En aquest exemple, el transmissor va enviant continuament els blocs del mis-
satge en 'ordre preestablert i rep el reconeixement (ACK -acknowledge) del re-
ceptor. Quan I’ACK és negatiu (NAK — non-acknowledge) el transmissor torna a
repetir el bloc que s’ha rebut de manera erronia. Si no apareixen errors en el ca-
nal, 'endarreriment entre el transmissor i el receptor depen del temps de pro-
pagacio del bloc. Si es produeixen errors (bloc nimero 4), el receptor haura
d’esperar a rebre aquest bloc de manera correcta si desitja realitzar la descodifi-
cacio seqiiencial del missatge. Observeu que aquesta estratégia ARQ requereix

Un canal és half-duplex...

... quan pot transmetre en els
dos sentits perd no de
manera simultania: primer ha
de fer-ho en un sentit

i després en laltre. En un canal
full-duplex es pot transmetre en
ambdés sentits de manera
simultania.
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que es faci una comunicacio6 bilateral completa (full-duplex) entre el transmissor
i el receptor. Es interessant comparar aquesta variant d’ARQ amb la que s'intro-
dueix en el problema segiient.

Transmissor

1|23

=

~ ~
\\ \\ \N ~
Canal > ~ ™ v‘i
~ b ~ ~

b U G, ' RN '] N
i [ o | e [ | ||

Receptor

v

Figura 4. Exemple d’una variant d’estratégia ARQ (selective repeat). En aquest cas, es requereix disposar d’un canal de comunica-
cions full-duplex.

2.2. Exemple 4. ARQ en canals half-duplex

En aquest exemple s’il-lustra el mecanisme de control d’errors d'una variant
d’ARQ denominada Parada i Espera (Stop&Wait). A la figura 5 es mostra 1'es-
quema general dels paquets enviats, la seva propagaci6 pel canal i la resposta
de reconeixement del receptor. Aquest mecanisme consisteix en el fet que el
transmissor envia un paquet de dades i espera a rebre la confirmaci6 que s"han
rebut correctament. Durant el temps d’espera no es transmet més informacio,
per la qual cosa el canal pot ser half-duplex, de manera que el transmissor, una
vegada enviat el paquet, passa (commuta) a mode de recepcié per esperar
I’ACK/NAK del receptor.

Tr
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Figura 5. Esquema simplificat de la variant Stop&Wait per a |'estrategia de control d’errors ARQ

En aquest exemple volem veure els efectes que tenen en aquest esquema de con-
trol d’errors alguns dels parametres basics com la distancia entre l'emissor i el
receptor i la probabilitat d’error. Suposem que l'emissor envia paquets de 210
bits (amb els codis de detecci6é d’error ja inclosos) a una velocitat de 100.000
bits/s, és a dir, la durada de cada bit és de 10~ s. La distancia entre el transmissor
i el receptor és de 300 km i podem suposar, en primera aproximacié, que el mis-

satge es propaga a la velocitat de la llum, que prendrem com c = 3 108 m/s.
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El paquet d’ACK o NACK té una durada de 107 s, i I’emissor respon amb la
repeticio del paquet anterior o amb un nou paquet sense endarreriment.

a) Determinarem la taxa efectiva de transmissi6 de bits entre I’emissor i el re-

ceptor, suposant que no es produeixen errors en els paquets.

Per a determinar la taxa efectiva de transmissio de bits entre I’emissor i el re-
ceptor, hem de calcular el temps total que s'inverteix per a enviar els 210 bits
de cada paquet. Aquest temps ha d’'incloure:

Tp = Temps per a transmetre els 210 bits a 100 kbits/s
Tp=210bits x 107° =2,10 103 s

Tr = Temps d’anada i tornada d’'un missatge
T = 2x300x10%(m)/3x10% (m/s) =2 1073 s

Tp = Durada del paquet ACK + endarreriments de resposta
Tp=10"%s

Aixi, el temps total necessari per a la transmissio dels 210 bits és T=4,2 1073 s, per
la qual cosa la taxa efectiva de transmissi6 de bits és:

R = 210 bits / 4,2 1073 s = 50.000 bits/s

Per al nostre exemple, la taxa de bits s’ha reduit a la meitat degut a l'estrategia
de control d’errors.

b) Determinarem ara la taxa efectiva de transmissié suposant que la probabi-
litat que es produeixi algun error en un paquet sigui de 1072

En aquest cas, hem de tenir en compte que alguns paquets de 210 bits es re-
bran de manera incorrecta, per la qual cosa es tornaran a trametre i el temps
mitja per a la transmissié d’'un paquet augmenta.

Podem calcular el temps mitja per a la recepcié d'un paquet mitjancant I’equa-
ci6 segiient:

Tpy=T-A=p)+2-T-p(l=p)+3-T-p>-(1=p) +....

On T representa el temps total calculat a 'apartat anterior. Observeu que el
primer terme d’aquesta equacio és el temps total per la probabilitat que no es
cometi error. El segon terme és el temps que trigariem a transmetre un paquet
i tornar-lo a transmetre per la probabilitat que la primera vegada es rebi inco-
rrectament i la segona es rebi correctament. El tercer terme correspon a haver
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rebut dos paquets amb error i el tercer correctament, i aixi successivament. Per

a determinar el valor de la progressi6 anterior, reordenem els termes:

Tm:T~(1-p)-[1+z.p+3.p2+...]:T(1-p)-i(k+1)pk=T(1—p).5(p)

On hem definit S(p) com:

N kA (&5 a)_df p ). 1
S(p) = ;(kJrl)P —@[gp j_%(ﬂ] "=y

En aquesta Gltima linia, utilitzem diverses propietats matematiques que val la
pena de comentar. A la segona igualtat ens adonem que els termes (k+1)pk po-
den expressar-se com la derivada respecte de p de pk+1. Posteriorment, utilit-
zem la férmula d'una progressidé geomeétrica convergent per sumar tots els
termes (el primer terme dividit per 1 menys la rad). Finalment, derivem res-
pecte de p el resultat.

Substituint aquest resultat en I'expressi6 anterior, obtenim:

T

T =~
I-p

Observeu que, per a la probabilitat d’error que tenim (1072), el temps total no es
modifica de manera gaire apreciable, cosa que comporta una taxa efectiva de
49.500 bits/s. No obstant aix0, la dependéncia de T,, amb l'invers de (1 - p) ens
diu que, si les taxes d’error per paquet son importants, el control d’errors mit-
jancant aquestes tecniques pot resultar molt ineficient.

Per acabar, cal comentar que el metode half-duplex té una dependéncia directa
amb la distancia entre els dos extrems de la comunicaci6. En efecte, el temps
mitja per a rebre un paquet depén de manera directa del temps de transmissio,
que al seu torn depén de la distancia entre els terminals. Aix0 no era aixi per
a l'estrategia ARQ de '’exemple 3, en qué la distancia solament podia afectar
I’endarreriment global pero no la velocitat de transmissio.
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3. Per a que serveixen els codis de proteccié d’errors?

La resposta a aquesta pregunta pot semblar un tant immediata, encara que, si
ens aturem a reflexionar-hi, veurem que no resulta tan evident. En efecte, hem
vist que l'estrategia per a protegir-nos davant de possibles errors consisteix a in-
troduir redundancia addicional als missatges que pretenem transmetre. Aixo
significa que per a protegir-nos hem de pagar un preu: transmetre més bits que
els estrictament necessaris. La conseqiiéncia immediata és que 'amplada de
banda del canal necessari per a transmetre la informaci6 ha d’augmentar. En
general, veurem que, si volem protegir la informaci6 original davant un gran
nombre d’errors, haurem d’usar codis amb taxes baixes, que suposen un aug-
ment considerable de I'amplada de banda. La taxa d'un codi és un indicatiu del
cost en amplada de banda que representa la introducci6 d’aquest codi.

Si continuem reflexionant sobre el resultat anterior, ens adonarem que en aug-
mentar 'amplada de banda es redueix el temps disponible per a transmetre cada
un dels bits. Per tant, ’energia dedicada a la transmissié d'un bit en el missatge
codificat és menor que la dedicada a transmetre un bit en la informaci6 sense
codificar (suposem que la potencia del transmissor es manté constant). Aixo sig-
nifica que la probabilitat que es produeixi un error en el missatge codificat és
més gran que en el missatge sense codificar. La qiiestio clau és si aquest augment
de la probabilitat d’error queda compensat per la capacitat de correcci6 d’errors
del codi.

La resposta a la pregunta és que generalment si surt a compte, que obtenim un
guany net, que la capacitat de correcci6 dels codis de canal compensa la perdua
d’energia en cadascun dels bits del missatge codificat. La clau de la resposta a
aquesta pregunta es pot trobar a la figura 6, en qué es compara la probabilitat
d’error que s’obté amb un missatge sense codificar i amb un missatge codificat.
Les probabilitats d’error es representen en funci6 de la relaci6 E,,/Ng que repre-
senta la relaci6 entre ’energia dedicada a un bit E, i la densitat espectral de so-
roll Ny. Es evident que, a mesura que augmentem l’energia dels bits, la
probabilitat d’error decreix, ja que el missatge es veu menys afectat pel soroll.
La grafica també indica que hi ha una regi6 en que el codi de proteccio resulta
rentable, ja que s’obtenen probabilitats d’error menors que amb el missatge
sense codificar. En canvi, hi ha una zona en que no resulta rentable codificar
el missatge, ja que la probabilitat d’error amb el codi €s més gran que sense el
codi. En aquesta regi6 es diu que els errors superen les capacitats de correccid
del codi. Es produeixen tants errors que la correccioé no surt a compte.
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Figura 6. Exemple de la millora en probabilitat d’error en un sistema de comunicacions
amb codis correctors
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4. Decisions toves i decisions dures

Quan rebem un senyal per un canal amb soroll, el valor que obtenim es pot con-
siderar una variable aleatoria. En el cas dels canals coneguts com de soroll gaussia,
aquesta variable aleatoria té una funci6é densitat de probabilitat gaussiana. A la
figura 7 es representa un exemple de la funci6 densitat de probabilitat que es rep
en un canal gaussia quan es transmeten els simbols corresponents a un bit en

un determinat sistema de modulacio.

Llindar
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Figura 7. Resultat de la deteccié d’un bit en un canal gaussia

En aquest exemple concret, estem suposant que el transmissor condiciona els
bits al canal enviant tensions positives (de valor +V) quan es vol enviar un bit
de valor 1 i tensions negatives (de valor —V) quan es vol enviar un bit de valor
0. Suposarem, per tant, que el detector hauria de detectar un nivell de tensio

+V quan el bit transmes és un 1 i un nivell -V quan el nivell logic és 0.

No obstant aix0, a la practica, quan es transmet un 1, la corba de la dreta ens
indica la probabilitat que pot prendre la tensi6 rebuda en el receptor. De ma-
nera analoga, l'altra corba ens indica la probabilitat dels valors de tensi6é quan

es transmet un 0.

Diem que prenem un decisioé “dura” quan per a cada bit rebut en decidim el va-
lor, independentment dels valors que prenen la resta dels bits. La intersecci6 en-
tre les dues corbes de densitat de probabilitat ens indica que, si el valor de tensio
rebut és més gran que O (o0, en general, més gran que el punt on es creuen les
dues funcions densitat de probabilitat —£. d. p.), llavors la probabilitat que s’hagi
transmes un 1 és més gran que la probabilitat que s’hagi rebut un 0. Analoga-
ment, si la tensié que rebem és menor que 0 hauriem de decidir que el bit trans-

met ha esta un zero logic.

La decisi6 dura, contrasta amb les decisions toves, en el fet que no es decideix

el valor de cada un dels bits rebuts fins que s’hagi rebut la paraula completa. Per
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a comprendre millor la diferéncia entre les decisions toves i les decisions dures,

considerarem l'exemple 5.

4.1. Exemple 5. Comparacioé entre decisions dures i toves

Suposem un codi de canal en que els Gnics missatges possible son el {000} i el
{111}. Sabem que el valor mitja de tensi6é que detecta el desmodulador quan
transmetem un 1 és d’1 V i que quan transmetem un O el detector obté -1 V.

En un canal amb soroll gaussia rebem els 3 bits amb els valors de tensio {0,8;
0,8; -3}. Vegem quines serien les possibles decisions sobre el valor de la paraula
transmesa:

e Decisi6é dura: en aquest cas decidim per a cada bit el valor transmes. Si el
valor de tensi6 transmes és més gran que 0, decidirem que s’ha transmes
un 1, i si és menor, un 0. Per tant, en el nostre exemple decidim que la pa-
raula rebuda és {1 1 0}. Aixi doncs, si calculem la distancia d’aquesta parau-
la amb les dues paraules codi veurem que la decisi6 seria que la paraula
transmesa ha estat {1 1 1}

e Decisio tova: per a decidir, mantindrem el valor de tensié que realment
s’ha detectat en el receptor i determinarem la distancia euclidia entre la pa-
raula rebuda i els dues paraules que hauriem rebut en abséncia de soroll.

D, = \/(1 - 0,8)2 +(1-0, 8)2 +(1- (—3))2 =4,009
Dygo =+/(-1-0,87 +(-1-0,8)> + (-1 —(-3))* =3,23

Cosa que ens indica que, si utilitzem una técnica de decisi6 tova, decidirem
que la paraula transmesa és {000}, el contrari que si s'utilitza una técnica de
decisi6 dura.

Es molt important esmentar que no hi ha un criteri clar sobre la conveniéncia d’utilitzar
una tecnica de decisi6é dura o tova. En general, per a sistemes amb soroll gaussia s’acos-
tuma a considerar que la decisi6 tova produeix millors resultats, encara que sol ser com-
putacionalment més complexa.

Noteu que en la majoria dels casos, les dues técniques produeixen el mateix resultat final.
Solament en algunes situacions el resultat que s’obté amb 1'Gs d'un meétode o d’un altre
és diferent. L'exemple anterior volia posar eémfasi en els casos en que les dues tecniques
produeixen resultats diferents per a aclarir les seves diferéncies.
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5. Codis de bloc

Un codi de bloc consisteix a assignar una paraula o vector de n bits a cada un
dels 2K possibles missatges de k bits. En aquest text, inicament considerarem
els codis de bloc binaris, en que cada paraula codi esta formada per un conjunt
tinit de bits.

En aquest cas, el codi es pot interpretar com una taula en que per a cada
possible missatge d’entrada tenim emmagatzemada la seva paraula codi co-
rresponent. De fet, algunes implementacions del codificador de canal es
poden realitzar mitjancant accessos a memories LUT (look-up tables — me-
mories d’assignacio). En la figura 8 es mostra un exemple d'un codi de bloc
(6,3).

Missatges Paraules codi

K =3 bits n = 6 bits
X, 000 000000 €g
X, 001 110110 €
X, 010 010101 =
X, 011 100011 c,
X, 100 101010 =,
X 101 011100 (5]
Xg 110 IRRIRIRIN &
X, 111 001001 c,

Figura 8. Exemple d’una taula d’assignaci6 per a un codi de bloc (6,3)

A continuaci6 veurem un conjunt de definicions basiques que s’apliquen als
codis de blocs i que utilitzarem posteriorment per a derivar-ne les caracteristi-
ques per a la correccio i detecci6 d’errors.

5.1. Definicions basiques

Distancia de Hamming. La distancia de Hamming entre dues paraules codi
es defineix com el nombre de components en que les dues paraules son dife-
rents. Prenent com a exemple el codi de la figura 8, tenim:

d(cy,c3) =4; d(cq,60) =3
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Distancia minima de Hamming. La distancia minima d'un codi és la menor
distancia de Hamming que hi pot haver entre dues paraules qualssevol dife-
rents pertanyents al codi. Formalment:

djn = min d (Ci:C]‘)
Cifcj

i+

Pes d’una paraula codi. El pes d'una paraula codi és el nombre d’elements di-
ferents de zero. Per al nostre exemple de codi de blocs:

o(c3) = 3; o(cy) =0

Pes minim d’un codi. Es la paraula que té un pes minim, exceptuant la pa-
raula codi tot zeros. Es, per tant, la paraula que té el minim nombre d’uns.

5.2. Distancia minima, correccio i deteccio d’errors

La distancia minima d’un codi ens indica quin és el nombre minim de
bits que hem de canviar en una paraula codi perque es converteixi en

una altra paraula codi.

Segons aquesta definicio, sembla natural que la distancia minima determina
les capacitats de correccio i deteccid d’errors d'un codi. En efecte, suposem que
prenem una decisié dura i que rebem una paraula en qué és possible que s’ha-
gin produit alguns errors respecte a la paraula x transmesa originalment.

Si solament desitgem detectar errors, conclourem que la paraula y conté errors
sempre que no coincideixi amb una paraula codi. En canvi, si el que volem és
corregir errors, el procés de descodificaci6 més logic és suposar que la paraula
corregida és aquella que presenta una distancia de Hamming més proxima a
la paraula rebuda.

En la figura 9 es mostra un exemple grafic simplificat d'un codi que té una
distancia minima de Hamming igual a 4. Les paraules codi es representen
amb cercles, mentre que les combinacions binaries que no sén una paraula
codi es representen per punts. Les rectes uneixen paraules binaries que dife-
reixen en un Unic bit i que per tant estan a una distancia de Hamming uni-
tat. Observem que, per anar d’'una paraula codi a una altra, s’han de produir
un minim de 4 transicions, cosa que ens indica que la distancia minima del

nostre codi és 4.

En aquesta representaci6 esquematica del codi s’observa que, si es produeix

un Gnic error durant la transmissioé del missatge, sera possible fer la correc-
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ci6 utilitzant la paraula codi que resulti més proxima. Posem, per exemple,
que s’ha transmes el codi cl i que s’ha produit un error en un bit, amb la
qual cosa rebem la paraula el. El sistema pot fer la correcci6 sistematica
d’aquest error degut al fet que la paraula codi més proxima a el és la pa-
raula correcta c1. No obstant aix0, si es produissin dos errors arribariem a
la paraula e2, que esta a la mateixa distancia de c1 i de c4, per la qual cosa
no podriem decidir quina de les dues paraules ha estat transmesa. En
aquest cas, sembla logic que, quan es rebi una paraula que esta a la mateixa
distancia de dues paraules codi, solament puguem afirmar que s’ha produit
un error (deteccio), pero no puguem corregir-lo. En canvi, si es produeixen
tres errors, podem obtenir la paraula e3. Si intentem corregir aquesta pa-
raula, decidirem de manera incorrecta, ja que c4 és el codi més proxim. A
la figura 9 es mostren amb cercles discontinus les regions en que es poden

corregir els errors d'un Unic bit.

Figura 9. Exemple esquematic d’un codi amb distancia minima 4

Com a resum d’aquest exemple, veiem que podem aplicar dues estrategies ba-

siques per a protegir-nos davant els errors. En efecte:

a) Podem utilitzar una estratégia només per a detectar els errors. En aquest
cas, serem capacos de detectar correctament l’existencia de fins a tres

€rrors.

b) Podem utilitzar una estrategia per a corregir un error i detectar-ne dos.

L’elecci6 d'una d’aquestes estratégies o de l’altra depén, en part, de les ca-
racteristiques del sistema. En sistemes en qué hi ha un canal de retorn i en
que els temps real no és prioritari, pot resultar recomanable aplicar estrate-
gies de detecci6 d’errors, ja que és evident que sempre tindrem una capaci-
tat de detecci6 més gran que de correccio. En sistemes en que prima el

temps real, o en qué no existeix un canal de retorn, sembla recomanable
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utilitzar estrategies de correccio d’errors. A la figura 10 es mostra un grafic

simplificat de les dues estratégies que podem utilitzar en el nostre exemple.

deteccid
2 errors
(————)
— —————
correccio correccié
1 error 1 error
deteccio
3 errors
deteccio
3 errors

Figura 10. Exemple de les capacitats de correccio i deteccié d’errors d’un codi amb dis-
tancia minima 4

Per a aclarir una mica més la figura 10, vegem amb detall com s’ha d’interpre-
tar I'estratégia de correccié d'un error i deteccid de dos, que es proposa a la

grafica superior.

¢ Quan el receptor rep una paraula, comprova quina és la distancia minima

respecte de totes les possibles paraules codi que hagués pogut rebre.

e Sila distancia minima és zero, llavors pressuposem que no s’ha comes cap

error, i no es corregeix.

e Siladistancia minima és un, llavor corregirem substituint el missatge rebut

per la paraula codi amb que té aquesta distancia minima.

e Si la distancia minima obtinguda és dos, llavors no corregirem, pero sa-

brem que hem comeés un error.

Aquest tipus d’estrategies es coneixen amb el nom d’estrategies de correccié/
deteccio mixtes degut al fet que, en funci6 de la distancia minima obtinguda,

decidim si es corregiran o es detectaran els errors.

A la practica hi ha algorismes més eficients que el que hem proposat i que es-
tudiarem en 1’apartat de descodificaci6. No obstant aixo0, a efectes de com-
prendre les estrategies de correccié i detecci6, 1’algorisme anterior pot ajudar

a entendre el procediment que se segueix. Hem d’esmentar que aquestes estra-
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tegies solament funcionen si els errors que s’han produit en el canal estan dins
de les capacitats correctores del codi. Aixi, si es produeixen tres errors, estima-
ren que la distancia minima de la paraula rebuda amb una paraula codi és un

i que fem una correcci6 equivocada.

La diferéncia entre I'estrategia de correccio/deteccié mixta i I'estrategia de so-
lament detecci6 és que en aquesta Gltima mai no corregim: solament detectem

que s’ha produit un error.

Es possible generalitzar els resultats anteriors per a codis amb qualsevol distan-
cia minima. En cas que Gnicament fem deteccié d’errors és evident que el

nombre d’errors que podem detectar €s igual a la distancia minima menys u.
eq = dpyin—1

Aixo és aixi perque qualsevol de les d,,,;,, -1 transicions que h ha entre dos pa-

raules codi podran ser detectades com a errors.

Si solament es fa la correccid, hem de considerar per separat els casos en que
la distancia minima és un nombre parell o imparell. Les relacions entre la dis-

tancia minima i el nombre d’errors que és possible corregir les dona:

in Ao imparell

2e.+1<d
2e.+1<d,,, d.. parell

Aquestes dues equacions es poden agrupar en:
e = INT [M}
2

On INT representa la part entera.

En cas que es faci una correcci6/deteccié mixta, es pot demostrar que s’ha de
complir que la suma entre els errors que es corregeixen més els que es detecten

sigui igual a la distancia minima menys u.
e.+eq=dnin-1

Observem que, en el cas de I'exemple amb distancia minima 4, podiem corre-

gir un error i detectar-ne dos.

En l'exemple segiient, intentarem aclarir totes les estrategies de correcci6/
deteccié que podem dur a terme amb un codi amb distancia minima (de

Hamming) igual a 5.
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5.3. Exemple 5. Estrategies de correccio/deteccié d’errors

Ara determinarem totes les possibles estrategies de correccid/deteccié que po-

dem aplicar utilitzant un codi amb distancia minima 5.

Amb un codi de distancia minima 5 tenim les possibilitats segiients:
a) Corregir un maxim de dos errors.

b) Corregir un tUnic error i detectar-ne tres.

¢) Detectar quatre errors.

Les tres possibilitats es mostren esquematicament en la figura 11.

@ -\ - - /- @ Correccio 1 error

~ Detecci6 3 errors

Figura 11. Possibilitats de correccié/deteccié d’errors amb un codi de distancia minima 5

5.4. Codis de bloc lineals

Recordem de l'apartat anterior que restringim la nostra discussio de codis de
bloc a codis binaris, és a dir, a codis en que totes les paraules estan formades

per vectors d’'11i O.
Es diu que un codi de bloc és lineal si la suma de dues paraules codi qualssevol

és també una nova paraula codi. Podem expressar aquesta condicié matemati-

cament com:

Per a tot i,j, existeix k tal que ¢, =¢; D ¢; 1)

On el simbol @ indica la suma en modul 2 component a component.

En I'’exemple segiient, intentem interpretar de manera practica el concepte de

suma en modul 2 i el de codi de blocs lineal.
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5.5. Exemple 6. Codi de blocs lineals

Exemple. Prenem com a exemple el codi de bloc que s’ha mostrat a la figura

8. En aquest cas, si prenem les paraules codi c3 i ¢4 obtenim:

c,®c,=[1 00 0 11&[101010]=[00100 1=c,

Es podria comprovar de manera exhaustiva que, per a dues paraules codi
qualssevol, quan en fem la suma, obtenim una nova paraula que també for-

ma part del codi. Per aquest motiu el codi anterior és un codi lineal.

Observem com es fa la suma de dues paraules codi: el resultat que obtenim per
a cada component és independent de les altres, la suma de dos simbols dife-
rents és sempre 1 (1 @ 0, 0 ® 1) mentre que la suma de dos simbols iguals és
sempre 0 (0 @ 0, 1 @ 1). L’operaci6 de suma ¢s, doncs, idéntica a una porta OR

exclusiva aplicada bit a bit.

Aquest exemple pot resultar enganyos, ja que hem comprovat que un codi que
originalment haviem presentat com a codi de bloc genéric també és un codi
lineal, cosa que portaria a entendre que practicament tots els codis de blocs

son lineals.

Aixo0 és absolutament fals: si s’elegeixen a l'atzar les paraules codi en un codi
de blocs, el més probable és que el codi resultant no sigui lineal. Considereu,
per exemple, que en el codi de la figura 8 haguéssim pres la paraulac;=[01 1
0 0 1]. Es pot comprovar que, ara, la suma entre c3 i ¢4 ja no és dins del codi i
que tindrem moltes altres sumes que tampoc no son paraules codi. El codi re-

sultant en substituir aquesta paraula seria, per tant, un codi de bloc no lineal.

Una caracteristica especifica de tots els codis de bloc lineals és que contenen
la paraula O (és a dir, el vector que té totes les components igual a zero). En
efecte, atés que la suma de dues paraules qualssevol ha se ser també una pa-
raula codi, podem veure que, quan fem la suma de qualsevol vector amb ell
mateix (¢; @ ¢;), sempre obtenim com a resultat la paraula 0, de manera que

aquesta paraula haura de formar part del codi si volem que sigui lineal.

Un codi de bloc binari assigna una paraula codi (vector) de 7 bits a cada
un dels M = 2X possibles missatges d’entrada de k bits (k <#; evidentment,
la igualtat no introdueix redundancia i no permet detectar/corregir

errors).

Un codi de bloc és lineal si la suma de qualsevol de dues de les seves pa-
raules codi és també una paraula codi.
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Els codis de bloc solament han de verificar ’equacio (1) per tenir tot el caracter
i propietats dels codis lineals. En canvi, en molts caos, s’estén el concepte de
linealitat a ’aplicacié que ens associa els missatges originals a les paraules co-
di. La majoria dels codis que s’utilitzen a la practica també tenen aquesta
propietat de linealitat en la transformaci6, per la qual cosa és habitual que

entenguem per codi lineal aquell que verifica I'’equaci6 (1) i a més:
Si X; = ¢, y X; > ¢, entonces X; ® X, - ¢, O, )

Basicament, aquesta equacio estableix que, quan el missatge d’entrada es pot
expressar com la suma d’altres dos missatges, llavors la paraula codi també es

pot expressar com la suma de les dues paraules codi associades a cada missatge.

En la resta del text, per abts del llenguatge, ens referirem a codis de bloc li-
neals com als que compleixen 1’equacié (1), que ens diu que el codi és lineal,
i I’equacio6 (2), que ens diu que l'aplicaci6é que associa els missatges originals a

paraules codi és lineal.

5.6. Matriu generadora de codis de bloc lineals

En aquest apartat veurem una manera sistematica de generar codis lineals (en
el sentit ampli definit en el paragraf anterior). Per a aix0, hem d’identificar la
paraula codi (n elements) que associarem a cada un dels elements de la base
canonica dels blocs d’informacio (k elements). Recordem que la base canonica
esta definida com aquella els elements de la qual tenen tots els components

nuls, excepte un, que pren el valor unitat.

Probablement es veu més clar en ’equaci6 segiient, on els components

{eq, ey, ..., ey} formen la base canonica dels blocs de missatge.

e, =(100...00) — g
e, =(010...00) —» g,
e, =(001...00) —> g, 3)

e, =(000...01) — g,

Els vectors {ey, ...,e} formen la base canonica de l'espai de paraules d’entrada al
codificador. Qualsevol paraula d’entrada es pot expressar de manera directa com
una combinacio lineal dels elements de la base canonica. Els vectors {g7, ..., gk}
corresponen a les paraules codi que s’associen a cada un dels vectors de la base

canonica. S6n, per tant, vectors amb un total de n elements.

Qualsevol vector d’entrada es pot expressar com una combinacio lineal dels

vectors de la base canonica. En efecte:

k
X:(lexzi"'ka):zxi'ei 4)
i=1
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De manera que la paraula codi resultant es pot expressar com la mateix com-
binaci6 lineal de les paraules g;.

k
c=2%8 5)

Resulta atil usar notacié matricial per a representar les combinacions lineals
implicites en les equacions anteriors. Per aix0, es defineix la matriu generado-
ra del codi com a:

81 Su Sz 0 S

G = g:2 _ g:21 g:zz g:2n (6)

8« 8k Sz 7 S

Es tracta, per tant, d'una matriu amb k-files i n-columnes en qué cada una de
les files és la paraula codi associada a un dels vectors de la base canonica. Po-
dem obtenir I'expressi6 (5) en forma matricial utilitzant la definici6 (6), amb
la qual cosa s’obté:

c=x-G 7)

5.7. Exemple 7. Matriu generadora d’'un codi de blocs lineal

Considerem el codi (6,3), la taula d’assignaci6 del qual s’ha definit a la figura 8.
Per a obtenir la matriu generadora del codi, hem d’identificar els elements de la
base canonica i les paraules codi que tenen assignades. D’aquesta manera:

€3 = x; = (100) ~(101010) = g3
e, = x, = (010) ~(010101) = g, 8)
e, = x, = (001) ~(110110) = g,

La matriu generadora del codi es construeix ordenant les paraules codi com a
files:

g] [t 01010
G=|g,|=|0 1 0 1 0 1 9)
gl 110110

Finalment, per a calcular la paraula codi associada al missatge (1 1 1) podem
utilitzar la relacié (7). En efecte:

10
c=x-G=[1 1 1]-{0 1
11

S O =

010
10 1(=[0 01 0 0 1] (10)
110

Que concorda amb la paraula codi corresponent de la figura 8.
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5.8. Codis sistematics

Els codis sistematics que estudiarem en aquest apartat son codis en que la
part del missatge i la part de la redundancia estructurada es poden identifi-
car de manera directa. En un codi sistematic, els k primers bits de la paraula
codi corresponen al missatge, mentre que els segiients r = n — k corresponen

a la redundancia.

En general, els codis de bloc converteixen missatges de k bits d'informaci6 en
paraules codi de n bits. Es diu que la redundancia afegida és de (n - k) bits, tot
i que no sempre resulta possible identificar els bits que es corresponen amb la
redundancia. En efecte, en I’exemple 7 hem vist que el missatge (1 1 1) es con-
verteix en la paraula codi (001 00 1), o que el missatge (1 0 0) es converteix
en (1 010 10). Per tant, es tracta d'un codi que introdueix 3 bits de redun-
dancia addicionals, tot i que no és possible identificar-los de manera directa
en la paraula codi. Podriem dir que la redundancia esta dispersa en tots els bits

de la paraula codi.

Un cas molt especial de codis de bloc son els codis sistematics en que els bits de
redundancia es poden localitzar de manera immediata. En un codi sistematic, els
k primers bits es corresponen amb els del missatge original i els (n — k) segiients

amb la redundancia, en una forma analoga a la que es representa a la figura 3.

Per a un codi sistematic, la matriu generadora sempre es pot descompondre en

la forma segiient:

G= [I|P] (11)

On I és una matriu identitat de k files i k columnes, la funci6é de la qual és
repetir els k primers bits del missatge original. La matriu P indica com es poden
calcular els bits de redundancia a partir del missatge original. Intentem aclarir

aquests conceptes mitjan¢ant un exemple.

Exemple. Considerem la segiient matriu generadora d’un codi sistematic (7,3).

1001011
G=|0 1 01 101
00 1101 11

Podem veure amb detall el procés de codificacié multiplicant la matriu per un missatge
generic X = (X1, Xp, X3). En efecte:

1 001 011
x-G=[x % x%]-/0 1 01 1 0 1|=[x X, X X +X, X, +X X +X X +X,+X]
0010111
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Observem que els tres primers bits del missatge codificat coincideixen amb els del mis-
satge original, degut al fet que la matriu identitat copia el valor original en aquestes po-
sicions. La resta dels bits de redundancia s’'obté combinant els valors indicats per la
matriu P. Cada columna d’aquesta matriu estableix les operacions que s’han de fer per a
obtenir el bit de redundancia corresponent. Aquest resultat suggereix també una imple-
mentaci6 del codi lineal, mitjancant la realitzaci6 de sumes entre els bits d’informaci6
per a obtenir els bits de redundancia. Entenem per implementacio del codi lineal un diagra-
ma de blocs amb elements logics que poden fer-se en maquinari o en programari. A la
figura 12 es representa de manera esquematica una possible implementaci6 del codi.

X e » X
Missatge
X e > X Codificat
7 bits
X e > X3
1N
> X+ X
\J 1 2
fh\u > x +X
Missatge \ [/ 2
Entrada ~N
3 bits \_/1 > X+ X3
v /
; a > XI + XZ + X3

Figura 12. Esquema d‘implementaci6 d’un codi de bloc lineal sistematic

5.9. Matriu de revisio de paritat

La matriu generadora d’un codi de bloc lineal esta formada per un total de k
vectors fila, linealment independents i amb n components cada un d’ells. Per
aix0, podem dir que aquests vectors fila generen un subespai vectorial de di-
mensio k (el nombre de vectors) dins de l'espai vectorial de n-components.
Aixi, sera possible trobar un conjunt de (n — k) vectors que siguin ortogonals
als vectors generadors i que permetin obtenir el complement ortogonal a
aquest espai vectorial. Aquests (n — k) vectors seran ortogonals a totes les pa-
raules codi, de manera que podem escriure:

c-H'=0 (12)

On c representa qualsevol paraula codi i H! és 1la matriu les columnes de la qual
estan formades pels (n — k) vectors que generen el complement ortogonal del nos-
tre codi. El resultat del producte és un vector fila de (n — k) components amb tots
els elements igual a zero (ortogonalitat entre ¢ i les columnes de HY). La matriu H
es denomina matriu de revisio de paritat, ja que es pot utilitzar per a comprovar si
una paraula és o no paraula codi. En efecte, si el producte de la paraula rebuda per
la matriu H® d6na com a resultat un vector amb tots els components nuls, dedui-

rem que es tracta d'una paraula codi.

Ates que la relaci6 (12) es compleix per a totes les paraules codi, podem subs-
tituir el vector ¢ per la matriu generadora del codi. En efecte, H' haura de ser
també ortogonal a tots els vectors base amb que es genera el codi. Aixi doncs:

G-Ht=0



© FUOC  PID_00185014 35

Codificacié de canal I: introduccié i codis de bloc

On, ara, la matriu 0 és una matriu amb k files i(n — k) columnes, amb tots els

elements igual a zero.

Per a un codi sistematic, la matriu de revisié de paritat ve donada per:

H = [P*|1,4] (13)

La construccio de la matriu de revisio de paritat per a un codi sistematic és di-
recta una vegada disposem de la matriu generadora. Podem comprovar que, si
construim la matriu d’acord amb aquesta equacio, la matriu de revisi6 de pa-

ritat i la matriu generadora soén ortogonals. En efecte:

G H' :[Ik|P]~LiJ:[Ik~P+P~ln_k]:[P+P]:0

Observem que tant I,P com P I,y sén matrius amb k files i(n — k) columnes.

Exemple. Considerem la matriu generadora d’un codi sistematic utilitzada a I'exemple
anterior:

1001011
G=[LiP]=[0 1 01 1 0 1
0010111

Podem obtenir la matriu de revisi6 de paritat utilitzen 'equacié (13), amb la qual cosa
tindrem:

1101000
0110100
H=[P'I,,]|=
1010010
1110001

Es possible comprovar que qualsevol paraula codi és ortogonal a H'. En particular, resulta
interessant comprovar-ho per al cas general que hem obtingut en I’exemple anterior.

1 011
1 101
0111
CH =[x, %, X5, X + X, X, + X3, % + X3, % + X, +%]-|1 0 0 0=
0100
0010
0 0 0 1
=X X+ (X 4 2), % X+ (0 + ), X+ Xy (X X)X+ X+ X+ (X X, x) | =

=[0,0,0,0]

5.10. Codis de Hamming

Els codis de Hamming son codis de bloc lineals que tenen una distancia mini-

ma 3 i la matriu de revisi6 de paritat dels quals es construeix d'una manera di-
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recta i simple. En tenir distancia minima 3, es poden utilitzar per a corregir un
error o detectar dos errors. S'utilitzen en un gran nombre d’aplicacions, ja que
poden fer-se amb un cost computacional baix. Si s'usen directament, poden
corregir errors aillats (fins a un bit a cada paraula), perd també es poden usar

conjuntament amb altres codis per a proporcionar solidesa al sistema.

Els valors de (n,k) per als quals existeixen codis de Hamming s’obtenen en fun-
ci6 d'un parametre addicional m, que ha de prendre valors més grans o iguals
que 2 (ja que la distancia minima del codi ha de ser 3). Les relacions entre n,

k i m les proporciona:

n=2"lm>2
k=2"_-m-1 (14)
dpin =3

Per a construir la matriu de revisio de paritat d’'un codi de Hamming, hem de
posar com a columnes totes les possibles combinacions de (n — k) components,

tret de la columna tot zeros.

Considerem com a exemple la creacié d'un codi de Hamming sistematic
amb m = 3. Si substituim m = 3 en l’equaci6 (14), obtenim un codi amb
paraules de n = 7 bits i missatges originals de k = 4 bits. La matriu de revisio
de paritat sera de (n-k) = 3 files i n = 7 columnes. Si volem que el codi de Ha-
mming sigui sistematic, les altimes tres columnes i files hauran de formar la
identitat. Podem obtenir les quatre primeres columnes utilitzant totes les pa-
raules de 3 bits que falten (suposem que les tres Gltimes columnes ja han estat
omplertes) llevat de la paraula tot zeros. L'ordre en que es posin aquestes co-
lumnes origina diferents ordenacions dels bits de redundancia, pero en tots els
casos es tracta del codi de Hamming sistematic de (7,4). Segons aix0, la matriu

de revisio de paritat ve donada per:

101 11
H=[P"I,,]=/1 1 0 10
01 1 10

O = O
= o O

Una vegada construida la matriu H, tenint en compte I'equaci6 (13), podem iden-
tificar les quatre primeres columnes amb la matriu P'. D’aquesta manera, utilit-

zant l'equaci6 (11) obtenim la matriu generadora del codi de Hamming (7,4).

1 0 00110
G:[IREP]:O 1 0 00 1 1
0010101
000171 11
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6. Descodificacio de codis de bloc lineals

Hem vist que la matriu generadora d'un codi ens proporciona un meétode siste-
matic per a obtenir la paraula codi de 7 bits associada a un determinat missatge
de k bits. Aquest metode es pot implementar en programari o directament en ma-
quinari, utilitzant operadors booleans simples. D’altra banda, en recepci6, po-
driem utilitzar la matriu de revisi6 de paritat per a comprovar que el missatge
rebut és una paraula codi, ja que solament en aquest cas el producte del missatge
per la matriu H donara un resultat nul. Si el resultat del producte entre el missatge
rebut i la matriu H' —vegeu I'equacio (12)- és diferent de zero, podem garantir que
s’han produit errors en la transmissié del missatge. Per tant, usant aquest senzill
procediment podem implementar sistemes de deteccié d’errors per a codis de

bloc lineals.

Tanmateix, si el nostre objectiu és corregir el missatge, el procediment de des-
codificaci6 és una mica més complex. Podem intuir que la clau del problema
rau a analitzar el resultat que obtenim del producte entre el missatge rebutila

matriu de revisio de paritat.
s=c-H! (15)

Si el resultat del producte és nul, el missatge rebut es correspon amb una pa-
raula codi. Sabem també que, si el resultat és diferent de zero, s’han produit
errors, pero no sabem com podem fer la correcci6. El valor de s es coneix amb
el nom de sindrome i ens proporciona la informacié suficient per a corregir
el missatge. No obstant aix0, abans haurem d’introduir alguns conceptes i pro-

pietats nous que resulten crucials per a corregir el missatge.

6.1. L’estandard Array

L’estandard Array és una estructura matricial per a codis de bloc lineals que re-
sulta clau per a definir un procés sistematic de correcci6 dels missatges. Essen-
cialment, és una matriu amb 2 columnes i 2™X files en qué apareixen
ordenades totes les paraules binaries de n bits. Observeu que el nombre d’ele-
ments que conté la matriu és 2kx2(-K) = 21 cosa que permet que qualsevol
combinacié de n bits pugui estar present en la matriu. L’organitzaci6 dels mis-
satges binaris en l'estandard Array depén del codi de blog, tot i que el seu pro-
cediment de construccid és sistematic. Es pot resumir en els dos punts

seguents:

a) La primera fila de la matriu conté les 2X paraules de n bits del codi de blocs

lineal. L’ordre de les paraules és indiferent sempre que la primera paraula sigui
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el missatge nul (tots els bits igual a zero). Denominarem aquest primer ele-

ment ¢; = 0. La resta dels elements es denoten com ¢; amb 2 <j < 2K,

b) Per a construir la fila r (suposem r > 1), hem d’examinar totes les possibles
paraules de n bits que encara no hagin estat introduides en les -1 files ante-
riors. Elegim una paraula qualsevol de les que tinguin menor pes (nombre
d'uns) i la situem com a primer element de la fila r. Denotarem com a e, la
paraula seleccionada. La resta dels elements d’aquesta fila s’obté com la suma
c;=e€®¢c cn2<j< 2, on ¢yj representa l’element de la fila r, columna j
de 'estandard Array, e, és el primer element de la fila ri ¢; és I'element j de la

]
primera fila de la matriu.

A T'equaci6é (16) es mostra esquematicament 1’organitzaci6 de l’estandard

Array per a un codi lineal generic.

(o8 C, C; Cou
e, e,®c, e,dc; - e, Dy,
e, e, ®c, e;dc; - e;Dcy,

e2(1\-k) ez(n-k) @ Cz ez(u-k) @ C3 te ez(u-k) @ Czk

(16)

Cada una de les files de I'estandard Array es denomina COSET, i al primer ele-

ment de la fila ’'anomenem COSET Leader.

La construcci6 de I'estandard Array es pot il-lustrar amb un exemple que ens
ajudara a entendre algunes de les propietats i caracteristiques que analitzarem

posteriorment.

6.2. Exemple 8. Construccié de I’estandard Array

Considerem un codi de blocs lineal (4,2) definit per la matriu generadora se-

glent:

1010
G-=
0101
Per a calcular 'estandard Array hem de posar a la primera fila de la matriu les pa-
raules codi, i situar en primer lloc la paraula tot zeros. En aquest cas, les paraules
codi so6n {0000, 1010, 0101, 1111}, amb la qual cosa tenim la primera fila de la
matriu. Recordeu que, per a obtenir les paraules codi, n’hi ha prou a multiplicar

cada un dels possibles missatges x de dos bits per la matriu generadora.

Per a determinar la segona fila, hem d’elegir una de les paraules de menor pes
que encara no han estat posades a la matriu com COSET Leader. Elegim la pa-
raula 1000 i obtenim la resta dels elements de la segona fila mitjancant la

suma directa indicada a I’equaci6 (16).
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Per a obtenir la tercera fila, hem de buscar les paraules de menor pes que en-
cara no han estat disposades. En aquest moment, hi ha pendents 0100 i 0001,
per la qual cosa podriem escollir-ne qualsevol. Elegim la primera i completem
la tercera fila. Finalment, per a completar la darrera fila hem d’elegir una pa-
raula de pes 2, ja que totes les paraules amb pes unitat ja han estat col-locades.
En aquest cas, la paraula elegida és 1100, amb la qual cosa completem la ma-
triu fent les sumes directes amb els elements de la primera fila. La matriu final

obtinguda és:

0000 1010 0101 1111
1000 0010 1101 O111
0100 1110 0001 1011
1100 0110 1001 0011

Observem que amb aquest procediment no apareix cap paraula repetida, i que

per tant tenim totes les possibles combinacions de 4 bits en 1’estandard Array.

6.3. Propietats de I’estandard Array

Anem a comprovar que l'estandard Array té un conjunt de propietats que faciliten

la descodificaci6 i correcci6 dels missatges rebuts.

Una de les propietats més importants és que tots els elements de 1’estandard Array
son diferents (vegeu-ne la demostracio en els exercicis resolts). Podem compro-
var-ho en l’exercici concret de l'apartat anterior. Una conseqiiencia directa que
tots els elements siguin diferents és que l'estandard Array inclou totes les possibles
paraules de n bits. En efecte, I'estandard Array, per construccio, té un total de 2X
columnes i 2" files, per la qual cosa el nombre total d’elements és 2", cosa que

inclou totes les possibles combinacions de n bits.

Una altra propietat de l'estandard Array és que tots els elements pertanyents a
un mateix COSET tenen la mateixa sindrome. En efecte, suposem dos missat-

ges yp 1y, que pertanyen al mateix COSET, i en calculem la sindrome:

y,=¢,®c, = y,-H' =(e ®c)-H =e H' =5
y.=¢&¢ = yZ~H‘:(e,(JBc,.)~H‘:e1~Ht:s1

L’estandard Array inclou totes les possibles combinacions binaries de n
bits (n-tuples). Les files de I'estandard Array es denominen COSET i es
caracteritzen pel fet que totes les paraules tenen la mateixa sindrome.
La primera fila de la matriu, amb sindrome nul, esta formada per les pa-
raules del codi de bloc.
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6.4. Correccié d’un missatge

Finalment, suposem que rebem una paraula y, en queé s’han produit errors ja que
no concorda amb cap de les paraules codi. Per a fer la correcci6, hem de determi-
nar la paraula codi, ¢j, la distancia a la paraula rebuda de la qual sigui minima. Es
a dir, el problema que pretenem resoldre és trobar el valor de j que fa que sigui

minima la distancia segtient:
¢j tal que d (y, ¢;) sigui minim

Com que y és una n-tupla binaria, podem trobar-la en l’estandard Array, i per

tant podem escriure-la com:

y=¢€ ®c

On ¢ és qualsevol paraula codi i ej es pot calcular com la sindrome de y. Per tant,

hem de buscar el minim de la funci6 de distancia segiient:

¢, tal que d(el ® ci,ci) sigui minim

La distancia entre dues paraules coincideix amb el pes de la suma, per la qual

cosa podem escriure:
d(e, ®c;,c)=w(e, dc, dc)=w(e Dc,)

On hem utilitzat que, en tractar-se d'un codi lineal, la suma de dues paraules do-
nara lloc a una nova paraula codi. Ara, el terme de la dreta t€ pes minim quan la
Cm €s la paraula tot zeros. En efecte, recordeu que totes les n-tuples corresponen
al mateix COSET i que I'element que té pes minim (pel mode de construir 1’estan-
dard Array) és el COSET Leader.

Per tant, si ¢, ha de ser zero, ¢; haura de coincidir amb ¢, per la qual cosa po-
dem escriure:

C;=¢=CDe De =yde,
Per a entendre com es deriva aquesta equaci6, hem de tenir en compte que
sempre que sumem el mateix vector dues vegades estem sumant zeros, per la
qual cosa no modifiquem el valor original. L’equaci6 anterior ens diu que el

valor ¢; que hem de codificar quan rebem qualsevol missatge y és el resultat de
sumar el missatge amb el seu COSET Leader.

Simplificant-ho, podem descompondre el procediment en els passos se-

guents:

e Determinar la sindrome del missatge rebut:

Sl=y-Ht
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e Determinar el COSET Leader que té la mateixa sindrome:
$1=¢€1- Ht

e Corregir el missatge rebut:

C,=y®e

Aquest resultat és certament interessant, ja que ens indica com es pot utilitzar
la informaci6 que proporciona la sindrome per a corregir la n-tupla rebuda. El
procediment consisteix a calcular la sindrome del missatge rebut i a sumar al
mateix missatge la n-tupla de pes minim que tingui la mateixa sindrome. Es
pot trobar certa analogia amb algunes tecniques mediques en que, una vegada
coneguts els simptomes que presenta la malaltia (sindrome), s’aplica un ele-
ment correctiu que produeix els mateixos simptomes amb 1'objectiu de fer-ne

la cura.

6.5. Exemple 9. Descodificacié d’'una paraula erronia

Vegem com es fa el procés de descodificar una paraula erronia, utilitzant el mateix
codi de 'exemple previ. Suposem que hem rebut la paraula y = 0111, que no co-
rrespon a cap de les paraules del codi.

A partir de la matriu generadora i utilitzant I'equaci6 (13), podem obtenir la
matriu de revisi6 de paritat. En el nostre exemple, a causa de les simetries

d’aquest codi concret, les dues matrius son identiques.

H_G_1o10
ST lo01 01

Si calculem la sindrome del missatge rebut, obtenim:

s=[0111]- =[10]

SO =Rk O =
_ O = O

El valor de la sindrome coincideix amb la sindrome del COSET Leader 1000, per
la qual cosa hauriem de descodificar la paraula com c= 0111 + 1000 =1111.

Una manera alternativa i més simple de fer la descodificaci6 és buscar el mis-
satge en 'estandard Array i donar com a resultat de la descodificacio la prime-

ra paraula codi de la mateixa columna.

Hem de deixar clar que inicament hem utilitzat aquest exemple per a il-lustrar
el procés sistematic de descodificacid. En el nostre exemple no hauriem de fer

la correccio de les paraules rebudes ates que estem utilitzant un codi amb dis-



© FUOC » PID_00185014 42

Codificacié de canal I: introduccié i codis de bloc

tancia minima igual a 2, que pot detectar dos errors perd no pot fer cap correc-
ci6. En efecte, observeu que el resultat que hem obtingut en aplicar el
procediment de descodificacié a 0111 és la paraula 1111, que esta a una dis-
tancia unitat de la paraula rebuda. No obstant aixo, 0101 també és una paraula
codi que esta a una distancia unitat de la paraula que hem rebut.
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7. Codis ciclics

Els codis ciclics sén un cas particular dels codis de bloc lineals per als quals
hi ha algoritmes molt eficients tant per a la codificacié com per a la desco-
dificaci6é dels missatges. Els processos de codificaci6 i descodificacié dels co-
dis de bloc vistos en els nostres exemples poden induir a pensar que la
complexitat dels sistemes de correcci6 i detecci6 és moderada o baixa, ja que
sempre hem tractat amb exemples manejables, amb un nombre reduit de pa-
raules. No obstant aixo, especialment en el procés de descodificacié, la com-
plexitat computacional pot ser molt important, sobretot en aquells casos en
que els valors de ni ki (n - k) son elevats, ja que es requereix fer processos
de cerca de paraules codi o de sindromes que estaran emmagatzemades en

taules de memoria de mida gran.

En aquest apartat, el nostre objectiu és el d’introduir propietats basiques dels
codis ciclics, perque us hi familiaritzeu i tingueu una perspectiva general de
les seves caracteristiques. No obstant aixo, no volem abordar un estudi deta-
llat d’aquests codis, que exigiria una matematica rigorosa i relativament
complexa. Lamentablement, aquest enfocament ens impedira abordar la
descripci6 dels algoritmes de descodificacié que es poden utilitzar. Aquests
algoritmes, tot i que sén molt simples des del punt de vista computacional,
requereixen un fort component matematic per a la seva comprensio. Des del
punt de vista tecnologic, els codis ciclics son molt importants, a causa del fet
que s'utilitzen en diferents aplicacions, especialment les variants dels codis de
BCH i les dels codis de Reed-Solomon.

Un codi ciclic és un codi lineal de bloc que es caracteritza perque, si ¢ €s una pa-
raula codi, llavors qualsevol desplacament circular de ¢® també és una paraula
codi. Entenem per desplagament circular d'una paraula el fet que tots els bits es
desplacen cap a la posici6 adjacent i I'dltim bit es desplaca a la primera posicio.

A la figura 13 es mostra un exemple d'un desplacament circular cap a la dreta.

(¥ ¥ Y ¥ ¥ ¥
Lo[1]1]of1]o]1]| => [1]o]1[1]0]1]0]
~_
Figura 13. Exemple de desplacament circular d’una paraula cap a la dreta

7.1. Exemple 10. Codis ciclics

El codi {000, 110, 101, 011} és un codi ciclic, ja que qualsevol desplacament

circular d'una paraula produeix una altra paraula codi. En efecte, el desplaca-
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ment circular de la paraula 000 déna lloc a la paraula 000, que és una paraula
codi. El desplacament circular 110 dona lloc a 011, que també és una paraula
codi. El mateix passa per a totes les paraules del codi.

En canvi, el codi {000, 010, 101, 111} no és un codi ciclic, ja que, per exemple,

el desplacament circular de 010 en 001 no és una paraula codi.

7.2. Representacio de les paraules codi com a polinomis

Per a tractar matematicament els codis ciclics, resulta convenient expressar les
paraules codi mitjancant polinomis. En efecte, es pot establir una relacié un a
un entre l'espai vectorial n-tuples de n bits i I’espai vectorial dels polinomis de

grau n — 1 d’acord amb l'expressio seglient:

n
c=(c,6p0.00C,) © C(P)=D P i=C PTG P LG, PG,
i=1

Aclarim aquesta definicié amb un exemple. D’acord amb aquesta definicio,
per a una paraula codi de 7 bits (1, 0, 0, 1, 1, O, 1), el polinomi associat sera
d’ordre 6. El primer terme de la n-tupla binaria es correspon amb el primer co-

eficient de la n-tupla, i aixi successivament.
En definitiva, el polinomi associat sera:
1 -p6+0-p5+0-p4+1 -p3+1-p2+0-p1+1=p6+p3+p2+1

Vegem com podem expressar matematicament el desplacament ciclic. Consi-

derem:

c(l)(p) =0y -p”‘l + C3-p”‘2 +tCypFQ

Com que estem operant amb aritmeética binaria, podem afegir el factor c;p™

dues vegades, que equival a zero:
D(p) = n n-1 n-2 n
cVP)=cr-plrcypTre3pTi g pr e p
Agrupant els n primers termes del segon membre de la igualtat, tenim:

Dp)y=p-cp) +c; 1 +p"

Sumant c(1+p") al darrer terme de la igualtat, obtenim:

pec(p)=cVp)+c(1+p" (17)
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Aquesta igualtat se sol interpretar dient que el polinomi corresponent al des-
placament circular d'una paraula codi es pot obtenir mitjancant el procedi-

ment segient:

e Multiplicar el polinomi de la paraula origen per p (la variable independent
del polinomi)

e Dividir el polinomi resultant per (1 + p")

e El polinomi associat a la paraula desplacada és la resta de la divisio.

D’acord amb aquest polinomi, 1’equaci6 (17) s’escriu generalment com:
D (p)=p - c(p) (mod (p"+ 1)

I es pot generalitzar per a qualsevol nombre de desplacaments d'una paraula
codi com:

D (p)=p"-cp) (mod (p" + 1))

A partir d’aquesta expressio general, és evident que, quan hem realitzat n des-

placaments circulars, recuperem el polinomi inicial. En efecte:

™ (p)=p™-c(p) (mod (p"+ 1)) =p" - c(p) + c(p) + c(p) (mod (p" + 1)) =
= (p™ + 1)c(p) + c(p) (mod (p™ + 1)) = c(p) (mod (p" + 1)) = c(p)

7.3. Exemple 11. Desplacament en codis ciclics

Exemple. Suposem una paraula binaria de 5 bits 01001. El polinomi associat

a aquesta paraula codi sera:

cp) =0-p*+1-p34+0-p2+0-ple1=p3+1

Per a obtenir el polinomi associat quan fem un desplacament circular d'un bit,
hem de multiplicar per p i dividir per p>+1. En aquest cas, 'ordre del polinomi
resultant és menor que 5, per la qual cosa no és necessari fer la divisio. El po-

linomi resultant i la seva paraula codi associada és:

c(p)=p*+p = (10010)

Per a obtenir un nou desplacament, multipliquem altre cop per p. Ara si que
hem de calcular el valor resultant de la divisio:

c@(p)=p>+p* (mod(p®+1)=p*+1 = (00101)
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7.4. Polinomi generador d’un codi ciclic

En un codi ciclic, totes les paraules codi es poden expressar com el producte

entre el polinomi associat a la n-tupla d’informaci6 (ordre k — 1) i un polinomi

d’ordre (n — k), denominat polinomi generador i que té la propietat de ser un

divisor del polinomi p" + 1.

Aixi, podem escriure el polinomi associat a la seqiiencia d’informaci6é com:
XP)=x1- P 4y pF2 4 p+ X

El polinomi generador es pot expressar com:

SP)=p" K gy p K r gy p K2y g op

De manera que podem obtenir el polinomi associat a una paraula X, fent el

producte entre els dos polinomis:

cp)=X(p)-8(p)

7.5. Exemple 12. Polinomi generador de codis ciclics

Anem a obtenir un codi ciclic de (7,4). Per a aix0 necessitem un polinomi ge-
nerador de grau 3. El polinomi generador ha se ser un divisor perfecte de p’+1.

Si descomponem aquest polinomi en factors, obtenim:

PrHl=@+) PP+ p?+ 1) PP +p+ 1)

Aixo0 ens indica que podem utilitzar qualsevol dels dos darrers polinomis de
grau 3 com a polinomi generador d'un codi ciclic (7,4). Prendrem com a gene-

rador el darrer dels dos polinomis (perd podriem haver pres el del mig):

@) =pP+p+1

Ara, per a obtenir la paraula codi associada a un missatge geneéric haurem de
multiplicar el polinomi associat a aquest missatge per g(p). Calculem en pri-

mer lloc el polinomi associat al missatge d’informacio X:

(X, %, %,%) = X(p)=x-p +x,-p*+x,-p+2x,

Amb la qual cosa les diferents paraules codi s'obtenen fent el producte entre

els dos polinomis.

cp)=X(p) -8



© FUOC » PID_00185014 47

Codificacié de canal I: introduccié i codis de bloc

Suposem que el missatge que volem transmetre és (0110). En aquest cas, el po-
linomi associat al missatge és X(p) = p2+p. Quan multipliquem aquest polino-

mi pel polinomi generador, obtenim:

c(p) = P*+p) - PP+ PP+ p)p + PP+ p) =
PC+pHY+ @+ P+ P p) =p+pt+pP+p

Els polinomis es multipliquen seguint les regles elementals del calcul, pero te-
nint en compte que els coeficients solament poden ser binaris (0 o 1). Per aixo,

pk+ pk=0.

D’acord amb el resultat que hem obtingut, podem passar del polinomi a la pa-

raula de 7 bits fent 1’associaci6 inversa entre (0111010).

De manera analoga podriem completar la taula de tots els 16 missatges del

codi ciclic.

7.6. Matriu generadora de codis ciclics

En aquest apartat veurem com podem obtenir la matriu generadora d'un codi
ciclic sistematic a partir del polinomi generador. La matriu generadora es pot

descompondre com:
G = [I|P|
D’acord amb aquesta estructura, la i-esima fila de la matriu la proporciona:
gi= (0,0, ...,1,...,0, Pyyq, Pisoyeees Pivpi)

Si expressem aquest vector com un polinomi i I'identifiquem amb una paraula

codi X(p)g(p), obtenim:

8ip) ="+ Py p 4 4 Py = X() - 8(0)
Aixi doncs, podem escriure:

pri=pig - pt

+ o+ Pkt X(P) - 8(P)
O d’una manera més compacta:

Pt PN+ L pi k= P (mod((p))

7.7. Exemple 13. Matriu generadora de codi ciclic

Es important notar que el codi ciclic que obtindrem en aquest apartat és un codi

sistematic, que encara que es construeix amb el mateix polinomi que hem uti-
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litzat en 1'apartat anterior, no dona exactament el mateix codi. En efecte, el codi
que hem obtingut en l'apartat anterior no és sistematic i aquest si que ho sera. De
fet, el codi que obtindrem té les mateixes paraules codi, perd ordenades d'una ma-
nera diferent, és a dir, és el mateix conjunt de paraules codi pero assignades a mis-
satges diferents. Segueix sent, per tant, un codi ciclic, encara que aquesta vegada
és sistematic.

Determinarem la matriu generadora associada al codi ciclic (7,4) el polinomi ge-
nerador del qual és g(p) =p>+p + 1.

=

mod(p*+p+1)=p>+1 = FILA1: (1000101)
mod(p’ +p+1)=p°+p+1 = FILA2: (0100111)
mod(p*+p+1)=p>+p = FILA3: (0010110)
mod(p® +p+1)=p+1 = FILA4: (0001011)

wn

w

S e~ N~ T
£

Per la qual cosa la matriu generadora sera:

S O O =
S O = O
S = O O
- O O O
O == =
_ = = O
_ O =

7.8. Codificacio dels codis ciclics

El principal avantatge dels codis ciclics és que tenen una estructura matemati-
ca més rigida que la dels codis de bloc convencionals, amb unes propietats ben
definides que faciliten trobar mecanismes sistematics que faciliten la genera-
ci6 i descodificacio.

En efecte, hem vist que les paraules codi es poden obtenir multiplicant el polino-
mi generador amb el polinomi de la informaci6 que es va a codificar. El producte
entre dos polinomis es pot considerar com una operacié de convoluci6 entre dues
seqiiencies: la seqiiencia de les dades i la formada pels coeficients del polinomi ge-
nerador. D’acord amb aixo, és possible interpretar la codificacié com un filtratge
de la seqiiéncia d’informaci6é mitjancant un registre de desplacament (filtre) els
coeficients del qual son els elements del polinomi generador. Aixi doncs, en re-
sum, els codis ciclics es poden implementar mitjancant registres de desplacament.

7.9. Codis BCH

Els codis BCH s6n una subclasse de codis ciclics que permeten corregir un
nombre arbitrari d’errors t. Els codis van ser proposats per Bose, Chaudhuri y
Hocquenghem, a qui deuen el nom. Aquests codis tenen una gran versalitat
per al disseny, ja que hi ha un gran nombre de polinomis generadors previa-
ment tabulats. D’aquesta manera, 1'usuari solament ha de determinar uns
parametres de disseny, que depenen del nombre d’errors que vol corregir i de
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la longitud dels blocs i, posteriorment, amb aquests parametres, ha de buscar
el polinomi generador en una taula. Hi ha també algoritmes eficients per a la
seva descodificacio.

Els parametres de disseny es determinen a partir de les equacions:

n=2"_1
n-k=mt
dmin=2t+1

D’acord amb aquests parametres, si volem utilitzar una mida de bloc de 31 bits
(n = 31) i corregir un total de tres errors (t = 3), trobariem un tnic polinomi
en les taules el valor de k del qual és 16. Aixi, el codi BCH amb una mida de
bloc 31 que permet corregir tres errors conté un total de 16 bits d’informacio
i 15 de redundancia. La taxa del codi és R = 16/31. El polinomi generador que
obtenim en les taules esta expressat generalment en octal. En el nostre cas con-
cret és G = 107657 ocr-

Podem passar aquest polinomi a forma binaria directament: G=1000111 110
101 111, o expressar-lo directament com un polinomi convencional:

G =p® +pM 4+ pl0+p? 4 P+ pT 4 P PP PP 4 p

7.10. Codis de Reed-Solomon

Els codis de Reed-Solomon s6n una variant dels codis BCH i per tant també
sOn una subclasse dels codis ciclics. Es tracta, en aquest cas, d’'uns codis que
trobem en moltes aplicacions, com per exemple les codificacions de canal en
el CD-Audio, el MiniDisc, el DAT, el DVD-Video, els diferents sistemes de di-
fusio6 de senyals audiovisuals DVB-T, DVB-S, DVB-C, etc. Desafortunadament,
es tracta d'uns codis que requereixen un fort component matematic per a
comprendre’n els detalls i propietats, per la qual cosa ens limitarem a enunciar
algunes de les seves caracteristiques sense demostrar-les.

La caracteristica més especifica d’aquests codis és que treballen a nivell de sim-
bol i no a nivell de bit. Es a dir, les paraules sobre els quals s’aplica el codi per-
tanyen a un alfabet amb un nombre finit de simbols. En la majoria de les
aplicacions practiques, el simbol més utilitzat és el byte, és a dir, un simbol és
una paraula de 8 bits. Els bits a I’entrada del codificador s’agrupen en paraules
de 8 bits (bytes). El codi de Reed-Solomon pren un conjunt de K bytes a 'en-
trada i genera un total de N bytes a la sortida. Observem que la idea general és
molt semblant al que hem vist fins ara, perd que, en lloc de treballar a nivell
de bit, es treballa a nivell de byte. La taxa del codi és R = K/N.

Els codis de Reed-Solomon poden corregir simbols complets. Aixo significa
que, si un codi de Reed-Solomom esta dissenyat per a treballar amb tres
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errors per paquet, podra corregir 3 bytes erronis complets, independentment
dels bits erronis que hi hagi a cada byte. Aixi, per al codi de Reed-Solomon
no suposa cap problema que tots els bits que formen el byte siguin erronis.
La correccio és tan factible com si solament existis un bit erroni en el byte.
Aquesta caracteristica fa que els codis de Reed-Solomon siguin molt adequats
en les aplicacions en qué poden apareixer errors en forma de rafega, que afec-
ten diversos bits consecutius. Aquesta situacié és molt habitual en moltes
aplicacions. En efecte, en el CD-Audio els errors en la lectura dels bits del su-
port es produeixen a causa de I’acumulaci6 de pols o ratllades en el disc que
afecten diversos bits consecutius. El DAT és un sistema d’enregistrament
d’audio digital en cinta magnética en qué els errors apareixen a causa de la
perdua de part del material magneétic en la cinta i que també produeix errors
en més d'un bit. En els sistemes de radiodifusié poden apareixer interferen-
cies o esvaiments que també afecten diversos bits consecutius. En moltes
d’aquestes aplicacions, els codis de Reed-Salomon s’utilitzen en conjunci6é
amb altres codis orientats a la correcci6é d’errors individuals.

Els parametres que defineixen un codi de Reed-Solomon (RS) sén:

N=2Kk-1
K=13,.,N-2
Dpin= N-K+1

R.=K/N

Longitud del bloc

Observem també que la longitud del bloc depén directament del nombre de bits que for-
men un simbol. En el cas més habitual, k = 8 (els simbols séon d’un byte) i el nombre total
possibles simbols sera de 255. K és el nombre de simbols d’informaci6 atil que s’utilitzen.
A mida que augmentem K, augmenta la taxa del codi, pero disminueix la capacitat de
correccié (Dpin)- El nombre de simbols erronis que es pot corregir el proporciona:
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Activitats

1. Demostreu la propietat segiient de l’estandard Array.
Propietat 1. Tots els elements de I'estandard Array son diferents.

Demostracio. Suposem que hi ha dos elements iguals, y; i y;. Aquests dos elements poden
pertanyer al mateix COSET o a COSET diferents. En el primer cas, com que pertanyen al ma-
teix COSET han de poder ser expressats com:

y, =€, ®¢
Y.=ek®Ci = Y=Yy, = ¢0c=¢0c = ¢ =q

Cosa que resulta absurd, ja que ¢; ic; sén, per construcci6 de I'estandard Array, paraules codi
diferents.

Draltra banda, si suposem que yj i yj son iguals i pertanyen a diferents COSET, tindrem:
6O =60 =>e=¢ @(ci @c,)=ek ®c,

On deduim que és contradictori que pertanyin a diferents COSET.
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Exercicis d’autoavualacio

1. Es vol realitzar la codificacié de 25 bits d’informaci6 atil mitjancant un codi rectangular
amb paritat parell. Per a aix0, els 25 bits s’organitzen en una matriu de cinc files i columnes,
com la que es mostra a la figura segiient. Se us demana el segiient:

a) Determineu els bits de paritat necessaris per a construir el codi rectangular.

b) Calculeu la taxa de redundancia.

c) Determineu la taxa del codi.

d) Comparant aquest codi amb el de 1’exemple 2, indiqueu quin d’ells té una proteccié més
gran davant possibles errors i quin d’ells suposa un augment més gran de ’amplada de banda.

2. Suposeu un codificador que admet les paraules codi segiients: {0000} {1010} {0101} i
{1111}. Els bits transmesos soén enviats per un canal amb soroll blanc gaussia a un receptor
que detecta un valor de tensi6 de 2 volts de mitjana quan transmetem un 1 i un valor mitja
de -2 volts quan transmetem un 0. Rebem els valors de tensi6 {0.1, 2.2, 0.2, 3}. Se us demana
el seglient:

a) Quins valors decidirieu que s’han transmes si utilitzeu un descodificador maquinari? Hi
ha ambigtiitat?

b) Quins valors decidirieu que s’han transmeés si utilitzeu un descodificador programari (mi-
nima distancia euclidia)? Hi ha ambigiiitat?

3. Enumereu i discutiu les possibles estratégies de correccié i deteccié d’errors que es poden
realitzar amb un codi de blocs de distancia minima 7.

4. Determineu 'estandard Array d’un codi (6,3) amb la matriu generadora segiient:
000111
G=|1 11000
010101

5. Considereu un codi de bloc lineal (8,3) en que les paraules codi associades als missatges de
la base canonica son:

e, =[1,0,0]= g, =[1,0,0,1,0,1,0,1]
e, =[0,1,0]= g, =[0,1,0,0,1,0,1,0]
e, =[0,0,1]= g, =[0,0,1,0,1,1,1,0]

Se us demana el segiient:

a) Determineu la matriu generadora del codi lineal.

b) Calculeu la distancia minima del codi lineal.

c) Determineu la matriu de revisi6 de paritat.

d) Representeu esquematicament com s’obtenen els bits de redundancia a partir dels bits del
missatge.

6. Determineu la matriu de revisio de paritat i la matriu generadora d'un codi de Hamming
amb parametre m = 2. Escriviu les dues paraules codi i comproveu que la distancia minima
del codi és 3.

7. Determineu la matriu de revisi6é de paritat i la matriu generadora d'un codi de Hamming
obtingut amb un parametre m = 4.

8. Considereu un codi de bloc lineal amb la matriu generadora segtient:

10110
G=
{01101}

Determineu:

a) La taxa del codi i la seva distancia minima.

b) La matriu de revisié de paritat.

c) L’estandard Array.

d) Si es rep el missatge y =11111, determineu la sindrome i indiqueu si s’ha produit algun error.
e) Descriviu el procediment sistematic que utilitzarieu per a corregir la paraula. Quina és la
paraula codi que obtindrieu?

9. Obteniu la taula completa del codi ciclic (7,4) associat al polinomi generador segiient:

sp) =pP+p+1
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