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Introduccio

En aquest modul, estudiarem les relacions que es poden presentar entre dife-
rents variables. En concret estudiaran possibles relacions de dependéncia en-
tre les variables intentant trobar una expressi6 que ens permetra estimar una
variable en funci6 d’altres. Per aprofundir en 1’analisi és necessari determinar
la forma concreta com es relacionen i mesurar el seu grau d’associacioé.

Aixi, per exemple, podem aplicar I’estudi de les relacions entre variables per a
donar respostes a preguntes i a casos com ara:

Hi ha relacio6 entre 1’edat dels lectors i el nombre de préstecs de llibres?

e En un altre cas, una editorial podria usar la relacié entre el nombre de pa-
gines d'un treball i el temps d’impressid, per a predir el temps emprat en la

impressio.

¢ FEsvol estudiar el temps de resposta d'uns certs programes de recerca bibli-

ografica en funci6é del nombre d’instruccions en que estan programats.

¢ Enunadeterminada empresa de venda de llibres en linia, com representem
que l'augment de la quantitat gastada en publicitat provoca un increment
de les vendes?

Aquest modul examina la relaci6 entre dues variables, la independent i la depen-
dent, per mitja de la regressio simple i la correlaci6. També es considera el model
de regressi6 multiple en queé apareixen dues variables independents o més.
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Objectius

Els objectius académics d’aquest modul es descriuen a continuacio:

1. Comprendre la relaci6 entre correlaci6 i regressié simple.

2. Usar grafics per a ajudar a comprendre una relacié de regressio.

3. Ajustar una recta de regressio i interpretar els coeficients.

4. Obtenir i interpretar les correlacions i la seva significaci6 estadistica.

5. Utilitzar els residus d’una regressioé per a comprovar la validesa de les su-

posicions necessaries per a la inferéncia estadistica.
6. Aplicar contrastos d’hipotesi.

7. Ajustar una equaci6 de regressié multiple i interpretar-ne els resultats.
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1. Relacio entre variables

Quan estudiem conjuntament dues variables o més que no sén indepen-
dents, la relaci6 entre elles pot ser funcional (per exemple, relacié6 mate-
matica exacta entre dues variables, espai recorregut per un vehicle que
circula a velocitat constant i el temps emprat a recorrer-lo) o estadistica
(per exemple, no hi ha una expressié matematica exacta que relacioni amb-
dues variables, hi ha una relacié aproximada entre les dues variables, incre-
ment de les vendes de llibres en funci6 de la quantitat gastada en
publicitat). En aquest Gltim cas ens interessa estudiar el grau de dependeén-
cia existent entre ambdues variables. Ho farem mitjancant I’analisi de cor-
relacid i, finalment, desenvoluparem un model matematic per a estimar el
valor d'una variable basant-nos en el valor d'una altra, de la qual cosa en

direm analisi de regressio.

L’analisi de regressié no es pot interpretar com un procediment per a establir
una relaci6 causa-efecte o causalitat entre variables. La regressié només pot
indicar com estan associades les variables entre elles i ens permet construir un
model per a explicar-ne la relacio. La correlaci6 indica el grau de la relaci6 en-
tre dues variables sense suposar que una alteracio en 1’'una causi un canvi en

I’altra variable.

L’objectiu principal de 1’analisi de regressi6 és explicar el comportament d'una
variable dependent Y (endogena o explicada) a partir d'una variable inde-
pendent o diverses (exdgenes o explicatives). El tipus més senzill de regressio
és la regressio simple. La regressio lineal simple estima una equaci6 lineal que
descriu la relaci6, mentre que la correlaci6 mesura la forga de la relaci6 lineal.
A part dels models lineals, podem establir altres models de regressi6 no lineals.
L'analisi de regressi6 on intervenen dues variables independents o més en
diem analisi de regressié maltiple, en la qual una variable és explicada per 1’ac-

ci6 simultania d’altres variables.

Diagrama de dispersio

Abans d’abordar el problema, podem intuir si hi ha relaci6 entre les variables
a través de la representacio grafica anomenada diagrama de dispersi6 o nu-

vol de punts.

A partir d'un conjunt d’observacions (x;, y;) de dues variables X i Y sobre una
mostra d’individus es representen aquestes dades sobre un eix de coordenades
x —y. En la figura 1 s’inclouen diverses grafiques de dispersi6 que il-lustren al-

guns tipus de relaci6 entre variables.
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Figura 1. Diagrames de dispersio

Exemples de diagrames de dispersié
(@) (®) ©

En els casos (a) i (b) tenim que les observacions estan sobre una recta. En el
primer cas, amb pendent negatiu, indica una relaci6 inversa entre les variables
(a mesura que X augmenta, la Y és cada vegada menor) i el contrari en el segon
cas, en que el pendent és positiu indica una relaci6é directa entre les variables
(a mesura que augmenta X, la Y també augmenta). En aquests dos casos els
punts s’ajusten perfectament sobre la recta, de manera que tenim una relacié

funcional entre totes dues variables donada per 1’equaci6 de la recta.

En el cas (c) els punts estan situats en una franja bastant estreta que té una for-
ma ben determinada. No sera una relacié funcional, ja que els punts no se si-
tuen sobre una corba, pero si que és possible assegurar I’existéncia d’una forta
relacié entre totes dues variables. De tota manera, veiem que no es tracta

d'una relacio lineal (el ntivol de punts té forma de parabola).

En el cas (d) no tenim cap tipus de relaci6 entre les variables. El navol de
punts no presenta una forma ben determinada; els punts estan absoluta-

ment dispersos.

En els casos (e) i (f) podem observar que si que hi ha algun tipus de relaci6 entre
les dues variables. En el cas (e) podem veure un tipus de dependeéncia lineal amb
pendent negatiu, ja que a mesura que el valor de X augmenta, el valor de Y dis-
minueix. Els punts no estan sobre una linia recta, perd s’apropen bastant, de
manera que podem pensar en una relacio lineal. En el cas (f) observem una re-

laci6 lineal amb pendent positiu, pero no tan forta com l'anterior.

Després d’estudiar el diagrama de dispersio, el pas segiient és comprovar ana-

liticament la dependéncia o independéncia d’ambdues variables.
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2. Analisi de la correlacio

L'analisi de correlacié mesura el grau de relaci6 entre les variables. En aquest
apartat veurem l’analisi de correlacié simple, que mesura la relacié entre no-
més una variable independent (X) i la variable dependent (Y). En 'apartat 4
d’aquest modul es descriu 1’analisi de correlacié multiple que mostra el grau
d’associaci6 entre dues variables independents o més i la variable dependent.

La correlacio simple determina la quantitat de variacié conjunta que presen-
ten dues variables aleatories d’una distribucié bidimensional. En concret,
quantifica la dependéncia lineal, i en aquest cas hi haura correlacio lineal. El
coeficient de correlaci6 lineal es diu coeficient de correlacié de Pearson desig-
nat r, el valor del qual oscil-la entre -1 i +1. La seva expressio és el quocient
entre la covariancia mostral entre les variables i el producte de les seves respec-
tives desviacions tipiques:

r Cov(X,Y)
SXSY

El valor de r s’aproxima a +1 quan la correlaci6 tendeix a ser lineal directa (ma-
jors valors de X signifiquen majors valors de Y), i s’aproxima a -1 quan la cor-
relaci6 tendeix a ser lineal inversa. Podem formular la pregunta: a partir de
quin valor de r podem dir que la relaci6 entre les variables és forta? Una regla
raonable és dir que la relaci6 és feble si 0 < Irl <0,5; forta si 0,8 <Irl <1, i mo-

derada si té un altre valor.

Donada una variable X amb x; x,, ..., x, valors mostrals i una altra variable

Yamb y; y», ..., y, valors mostrals, essent n el nombre total d’observacions i

n n

i DV
essent la mitjana de X: ¥ —i=L__ i la mitjana de V: j = =1
n n

La covariancia mostral entre dues variables X i Y ens permet mesurar
aquestes relacions positives i negatives entre les variables X i Y:
1

> (5 =By~ )

n=li-1

COV(X, Y) = SXY =

La covariancia mostral podem calcular-la mitjancant una altra expres-

si6 equivalent:

n
z XiYj|—Hn-XxX-y
i,j=1

Sxy =

n-1
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Exemple 1. Estudi dels serveis oferits per un centre de documentacio.

Estem realitzant un procés d’avaluaci6 dels serveis oferits per un centre de do-
cumentacio. Per coneixer I’opini6 dels usuaris els hem demanat que emplenin
un quiestionari d’avaluacio del servei. Fem dues preguntes, una perque valorin
de 0 a 10 la impressi6 que tenen sobre el funcionament global del centre i una
altra pregunta que valora especificament 1'atenci6 als usuaris. Volem coneixer
si hi ha relaci6 entre ambdues valoracions, per determinar si les valoracions
pel que fa a I’atencio a 1'usuari (representades per la variable dependent Y) es-
tan relacionades amb les valoracions obtingudes respecte al funcionament
global del centre (variable independent X).

Per a aix0, un investigador ha seleccionat a I’atzar cinc persones entrevistades

i donen les valoracions segiients:

Taula 1. Dades obtingudes de respostes a 5 entrevistes realitzades sobre
valoracions de funcionament i atencié a usuaris d’un centre de
documentacié

Entrevista (/) Funcionament (X) Atencio (Y)
1 2 2
2 4 4
3 6 5
4 8 4
5 10 7

El diagrama de dispersio (figura 2) ens permet observar graficament les dades
i treuren conclusions. Sembla que les valoracions d’atenci6 a 1'usuari sén mi-
llors per a valoracions elevades del funcionament global del centre. A més, per
a aquestes dades la relacié entre l’atencio6 a 'usuari i el funcionament sembla
poder aproximar-se a una linia recta; realment sembla haver-hi una relaci6 li-
neal positiva entre Xi Y.

Figura 2. Diagrama de dispersi6 del funcionament del centre i de I'atencié a I'usuari

Diagrama de dispersié del funcionament
i de I'atencié a l'usuari

Atencio usuari

N oW B L O N
1
*

Funcionament



CC-BY-SA ¢ PID_00161056 11 Relacié entre variables: causalitat, correlacio i regressié

Per a determinar si hi ha correlacio lineal entre les dues variables, calculem el

coeficient de correlacio r.

En la taula 2 fem els calculs necessaris per a determinar els valors de les vari-

ancies, les desviacions tipiques mostrals i la covariancia mostral.

Taula 2. Calcul de les sumes de quadrats per a |’equacié estimada de regressié de minims

quadrats
Funcionament Atenci6 (x; -X) (yi-7) (xi = %)(yi - 7) (x; - ,7)2 (yi - y)z
X 80
2 2 -4 -2,4 9,6 16 5,76
4 4 -2 -0,4 0,8 4 0,16
6 5 0 0,6 0 0 0,36
8 4 2 -0,4 -0,8 4 0,16
10 7 4 2,6 10,4 16 6,76

y; representa les valoracions observades (reals) del funcionament global obtin-

gudes en l'entrevista i,

5 5 5
n=5%x=30 Yy=44 2 X-0(-1=20 Y (x-%0*=40 > (y;-y)*=13.2
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

fent les operacions segiients obtindrem el coeficient de correlaci6 lineal.

n
_ — 1
Cov(X,Y) === 3" (x; = X)(y —V):ﬁ'Z():S
ij=1 B

El coeficient de correlaci6 lineal és:

. Cov(X,Y) S _
SxSy 3,16-1,82

0,87

Com que el valor del coeficient de correlaci6 lineal és proxim a 1, es pot afir-
mar que hi ha una correlaci6 lineal positiva entre les valoracions obtingudes
d’atenci6 a 'usuari i les valoracions del funcionament global del centre. Es a

dir, el funcionament global esta associat positivament a ’atencio a l'usuari.
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3. Models de regressio simple

3.1. Models de regressio lineal simple

Una vegada que hem obtingut el diagrama de dispersi6 i després d’observar
una possible relaci6 lineal entre les dues variables, el pas segiient seria trobar
I’equacio de la recta que millor s’ajusti al nivol de punts. Aquesta recta es de-
nomina recta de regressid. Una recta queda ben determinada si el valor del
seu pendent (b) i de 'ordenada en 1’origen (a) sén conegudes. D’aquesta ma-

nera l'equacio de la recta és donada per:
Y=a+bx

A partir de la férmula anterior definim per a cada observacio (x;, y;) l'error o

residu com la distancia vertical entre el punt (x;, y;) i la recta, és a dir:
yi—(a+ bx;)

Per cada recta considerada, hi ha una col-lecci6 diferent de residus. Cal buscar
la recta que minimitzi la suma dels quadrats dels residus. Aquest és el métode
dels minims quadrats, un procediment per a trobar ’equaci6 de regressié que
consisteix a buscar els valors dels coeficients a i b de manera que la suma dels
quadrats dels residus sigui minima, i aixi obtenim la recta de regressié per

minims quadrats (figura 3).

Figura 3. Recta de regressié per minims quadrats
Nota

Interpretacié geometrica del residu L
P 9 La recta de regressi6 passa pel

y Observacié punt. (x,y)-
y=a+ bx
(x;¥)
i |p=======
Residu I
a+bx; |- - - — _ _ __ ¥ _ _ _ _

Valor predit
per la recta

=

Hem fet un canvi en la notacio per a distingir de manera clara entre una recta
qualsevol: y = a + bx i la recta de regressio per minims quadrats obtinguda en

determinar aib.
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A partir d’ara, escriurem la recta de regressié de la manera segiient:

)A’ i~ ﬁo + ﬁlxi
El model de regressi6 lineal permet trobar el valor esperat de la variable alea-

toria Y quan X pren un valor especific.

La recta de regressié Y/X permet predir un valor de y per a un determi-
nat valor de x.

Per a cada observacio (x;,y;) definim:

e el valor estimat o predit per a la recta de regressio:

Vi =Bo +Brxi

e els parametres o coeficients de la recta y son donats per:

A _ A~_ .~ Cov(XY) S
Bo=y-Bx i 51:—2 :_XZY
SX Sk

On:

Sxy €és la covariancia mostral, 5)2( la variancia mostral de X, X e y son
les mitjanes aritmetiques de les variables X i Y respectivament.

Bo és l'ordenada en l'origen de 1’equaci6 estimada de regressio.
By és el pendent de I’equacio estimada de regressio.

e el residu o error com la diferéncia entre el valor observat y; i el valor
estimat y;:

e =Yi—}A’i =Yi—(f30+f51xi)

Exemple 1. Estudi dels serveis oferits per un centre de documentacio.

Hem comprovat en I'exemple anterior que hi ha correlacio lineal entre ambdues

variables. Ara calcularem la recta de regressioé per minims quadrats Y/X.
Vi =Bo +Brxi

en la qual,

x; = valor de funcionament per a la i-esima entrevista

[30 = ordenada en l'origen de la linia estimada de regressio
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B; = pendent de la linia estimada de regressio

y; = valor estimat de I'atencié a l'usuari per a la i-esima entrevista

Perque la linia estimada de regressio s’ajusti bé amb les dades, les diferéncies
entre els valors observats i els valors estimats d’atenci6 a l'usuari han de ser
petits.

Utilitzant els valors obtinguts en la taula 2 podem determinar el pendentil’or-
denada en l'origen de 1'equaci6 estimada de regressié en aquest exemple. Els
calculs son els segiients:

5
> (% =D =) -
By ==l ~0,5; Bo=y-Px=144
Y (i -%)

i=1

Pel que s’ha dit abans, '’equaci6 estimada de regressi6 deduida amb el métode

de minims quadrats, sera:

y=1,4+0,5x

Figura 4. Grafica de I'equaci6 de regressié exemple 1

Grafica de I'equacié de regressio

N oW B L O N
1

Atencio usuari

Funcionament

Interpretaci6 dels parametres de la recta de regressio

Es important interpretar els coeficients de 'equacio en el context del fenomen
que estem estudiant.
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e Interpretaci6 de l'ordenada en l’origen, BO:

Aquest coeficient representa ’estimacio6 del valor de Y quan X és igual a ze-
ro. No sempre té una interpretacio practica. Perque sigui possible, és neces-

sari que:

— realment sigui possible que X prengui el valor x =0,
— es tinguin prou observacions properes al valor x = 0.

e Interpretaci6 del pendent de la recta, ﬁlz

Aquest coeficient representa 'estimacio de l'increment que experimenta la
variable Y quan X augmenta en una unitat. Aquest coeficient ens informa
de com estan relacionades les dues variables en quina quantitat varien els

valors de Y quan varien els valors de la X en una unitat.

La qualitat o bondat de I'ajust

Una vegada calculada la recta de regressié per minims quadrats hem d’analit-
zar si aquest ajust al model és prou bo. Si mirem si en el diagrama de dispersid
els punts experimentals queden molt a prop de la recta de regressio obtinguda,
podem tenir una idea de si la recta s’ajusta o no a les dades, pero ens fa falta
un valor numeric que ens ajudi a necessitar-ho. La mesura de bondat d’ajust
per a una equacio de regressio és el coeficient de determinacié R?. Ens indica
el grau d’ajust de la recta de regressio als valors de la mostra, i es defineix com
la proporci6 de variancia a Y explicada per la recta de regressi6. L’expressi6 de

R? és la segiient:

_ Variancia a Y explicada per la recta de regressio

RZ
Variancia total de les dadesY

La variancia explicada per la recta de regressio és la variancia dels valors esti-
mats. La variancia total de les dades és la variancia dels valors observats. Per

tant, podem establir que:

Variancia total de Y = variancia explicada per la regressi6 +

+ variancia no explicada (residual o dels errors)

Es a dir, podem descompondre la variabilitat total (SSTotal) de les observacions

de la manera segiient:

SSTotal = SSRegressio + SSError
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en la qual,

n
SSTotal, és la suma de quadrats totals SST =" (y; - )7)2
i=1

SSRegressio, mesura quant es desvien els valors de y; mesurats en la linia de

n ~
regressio, dels valors de y,, SSR= Z(yi - }7)2
i=1

SSError, representa l’error que es comet en usar y; per a estimar y;, és la suma

n n
de quadrats d’aquests errors, SSE=Y"(y;-y;)? =Y ¢?
i=1 i=1

Ara veiem com es poden utilitzar les tres sumes de quadrats, SS7, SSR i SSE per
a obtenir la mesura de bondat d’ajust per a ’equaci6 de regressio, que és el co-
eficient de determinacio R?. Sera donat per l’expressio:

R2 :&:1_&
SST SST

e FEls valors del coeficient de determinacié estan compresos entre zero i u:
0<R*<1

e R%=1 quan l'ajust és perfecte, és a dir, tots els punts séon sobre la recta de
regressio.

e R? =0 mostra la inexisténcia de relaci6 entre les variables X i Y.

e Com R? explica la proporci6 de variabilitat de les dades explicada pel mo-
del de regressi6, com més proxim a la unitat, millor sera ’ajust.

Relacio6 entre RZir

Es molt important tenir clara la diferencia entre el coeficient de corre-
laci6 i el coeficient de determinacio:

 R? mesura la proporcié de variacié de la variable dependent explica-
da per la variable independent.

o 1% ésel coeficient de correlacié, mesura el grau d’associacio lineal en-
tre les dues variables.

e No obstant aix0, en la regressio lineal simple tenim que R? = 72

La relacio entre R?i r ajuda a comprendre el que s’ha exposat en I’analisi de la
correlacié, que un valor de r?= 0,5 indica una correlacié débil. Aquest valor re-

Observacions

Un coeficient de determinacié
diferent de zero no significa
que hi hagi relaci6 lineal entre
les variables. Per exemple,

R? = 0,5 només diu que el 50%
de la variancia de les observa-
cions queda explicat pel model
lineal.
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presentara un R? = 0,25, és a dir, el model de regressié només explica un 25%

de la variabilitat total de les observacions.

El signe de r dona informacio de si la relacio és positiva o negativa. Aixi, doncs,
amb el valor de r sempre es pot calcular el valor de R?, perd al revés quedara
indeterminat el valor del signe llevat que coneguem el pendent de la recta. Per
exemple, donat un R?=0,81, si se sap que el pendent de la recta de regressid
és negatiu, aleshores es pot afirmar que el coeficient de correlacio r sera igual
a0,9.

Prediccio

La prediccid constitueix una de les aplicacions més interessants de la técnica N
ota

de regressi6. La predicci6 consisteix a determinar a partir del model estimat el

. N . N Variable endogena és la varia-
valor que pren la variable endogena per a un valor determinat de 1'exogena. ble dependent%ue es prediu o

s’explica i és representada per Y.

La fiabilitat d’aquesta predicci6 sera tant més gran, en principi, com millor si- ! . i} i
Variable exogena és la varia-

gui lajust (és a dir, com més gran sigui R?), en el suposit que hi hagi relacié ble independent que serveix
. N . . N per a predir o explicar i és re-
causal entre la variable endogena i la variable exogena. presentada per X.

Exemple 1. Estudi dels serveis oferits per un centre de documentacié

Una vegada obtinguda l'equaci6 estimada de regressio }:1,4+0,5x de

I’exemple anterior, interpretem els resultats:

En aquest cas I'ordenada en 1’origen ([30 = 1,4) si que pot tenir interpretaci6
amb sentit, ja que correspondria a ’estimaci6 de la puntuacié obtinguda per
a l'atenci6 a l'usuari quan la puntuaci6 del funcionament global és zero. El
pendent ( [§1 = 0,5) és positiu, la qual cosa indica que I’augment en una unitat
de la valoraci6 del funcionament global del centre esta associat amb un aug-

ment de 0,5 unitats en la puntuacié d’atenci6 a l'usuari.

Si volguéssim predir la valoraci6 de I’atencio6 per a una persona que ha valorat

en 7 el funcionament global, el resultat seria:

A~

y=1,4+057=49

En 'exemple hem obtingut 1'’equaci6 de regressi6 i hem d’analitzar la bondat
d’aquest ajust que donaria resposta a la pregunta segtient: les dades s’ajusten

bé a aquesta equaci6 de regressio?
Calcularem el coeficient de determinacio, que és una mesura de la bondat
d’ajust. Per a aix0 hem de descompondre la variabilitat total de les observa-

cions de la manera segiient:

SST = SSR + SSE
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Utilitzant els valors de la taula 2 (“Calcul de les sumes de quadrats per a l’equa-
ci6 estimada de regressi6 amb minims quadrats”), calculem SST = suma de

quadrats total, és la suma de I'Gltima columna de la taula 2.

5
SST = (y; 7)* =13,2
i=1

En la taula 3 veiem els calculs necessaris per a determinar 1'SSE = suma de qua-

drats deguda a l'error

n . n
SSE=Y(vi-y;)* =Y ¢f =3,2
i=1 i=1

Taula 3. Calcul de les sumes de quadrats degudes a I'error SCE

Funcltz;)ament At((e;l)cié y=14+0,5x, e=yi-y i -9:)?
2 2 2,4 ~0,4 0,16
4 4 3,4 0,6 0,36
6 5 4,4 0,6 0,36
8 4 5,4 1,4 1,96
10 7 6,4 0,6 0,36

5 ~
SSE=3 (i~ =3,2
i=1
L’SSR = suma de quadrats deguda a la regressio es pot calcular amb facilitat uti-

litzant aquesta expressio:

5 ~ p—
SSR=>"(y; - 7)*
i=1

0 bé si es coneixen SST i SSE es pot obtenir facilment, de la manera segiient:
SSR=S8ST-SSE =13,2-3,2=10

El valor del coeficient de determinacié sera:

R2=3R_10 47576
SST 13,2

Si ’expressem en percentatge, R2= 75,76%. Podem concloure que el 75,76%
de la variacio de la puntuaci6 en 'atencio6 a 1'usuari es pot explicar amb la re-
laci6 lineal entre les valoracions del funcionament global del centre i ’atenci6
a l'usuari. L’ajust al model lineal és bo. Es considera un bon ajust quan R? és

meés gran o igual que 0,5.
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El coeficient de correlaci6 lineal r sera ,/0,75760 :|0,87 , resultat d’acord

amb l'estimaci6 obtinguda utilitzant la covariancia.

Solucid de problemes de regressi6 lineal simple amb programes

informatics

Per a resoldre 1'exercici emprem el programari Minitab.

Escrivim les dades de I'’exemple 1. “Estudi dels serveis oferts per un centre de
documentacié”. A la variable independent (Y) I'anomenem ATEN (d’atenci6
a l'usuari) i a la variable dependent (X) 'anomenem FUNC (de funcionament
global) per a facilitar la interpretacio dels resultats. Escrivim les dades FUNC
en la columna C1 i les dades d’ATEN en la columna C2, amb encapcalaments,
per a obtenir el diagrama de dispersio.

Figura 5. Passos a seguir per a obtenir el diagrama de dispersié

Passos a seguir

Per a fer el grafic una vegada
introduides les dades en el pro-
grama (1), se segueix la ruta
Graph > Scatterplot > Simple
(2) i s’'emplenen els camps a la
finestra corresponent seleccio-
nant les variables (3). Seleccio-
neu OK per obtenir el diagrama
de dispersio.

= Minitab - MINITAB_EJ1.MPJ - [Worksheet 1 ***] Scatterplots z|
J@ File Edit Data Calc Stat | Graph Editor Tools ‘Window  Help
\With Regression
J =H | = | 3 [~ | %) Eterplct... Simple wWith Groups  With Regression and Groups
J | E | Matrix Flat... .o ;i
E@ Marginal Plat. .. o ./,){ o
+ 1 c2 (7] z
FUNC{X) | ATEN(Y) b Histogram... «—1
i Dotplat...
1 2 2 o ‘With Connect  With Connect
2 4 4 s stem-and-Leaf. ., Line and Groups
3 5 5 |s#* Probability Plat...
4 8 4 |«" Empirical COF... 2—» / f
5 0 7 "\ Probability Distribution Plat. ..
: |0_g_0 Boxplot. ..
7
— 1! Inkerval Plat... Help [a]3 Cancel
Scatterplot - Simple £|
1 FUNC¥) ¥ variables | X variables | ~
cz  ATENCY) 1 |ATENY  [FUNCGY |12
2 |l
3
4
5
B
7 ~
Scale,.. | Labels, .. | Daka Yiew, ., «— 3
Multiple Graphs. .. | Data Cpkions. .. |
Seleck |
Help | OF;, | Cancel

Vam obtenir el diagrama de la figura 6.
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Figura 6. Diagrama de dispersi6. Minitab

Scatterplot of ATEN(Y) vs FUNC(X)

7 ]
& 4
— 54 *
=
=
[}
=
< 4 * *
3_
24 *
T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 4] 7 g 9 10
FUNC{X)

La figura 7 mostra els passos a seguir per a representar la recta de regressio de

minims quadrats:

Figura 7. Passos a seguir per a representar la recta de regressié de minims quadrats

= Minitab - Untitled - [Worksheet 1 **]

J@ File Edit Data Calc | Stat Graph Edtor Tools

window Help

Passos a seguir

| S| & & B B sttt VglQedl AamBE®!
J I = [ Rearession...
= = = ANOWA 4 l_.-i-l Stepwise..,
+
DOE ¥ | Best Subsets...
FUNC (X}| ATEN(Y) i _ +—1
g 5 5 Contral Charks L4 L,._ﬁ Fitted Line Plot...
uality Taols [
. 4 4 Epty #J partial Least Squares. ..
3 5 3 Reliability'Survival 3
5 . Multivariate » |ﬁ Binaty Logistic Regressian,., .,
4 THirire Serites » |ﬁ Ordinal Logistic Regression...
5 10 7 =
Tables » ﬂ Morinal Logistic Regression, ..
& I
7 MNonparametrics »
8 EDA 3
g9 Power and Sample Size ¥
10
Fitted Line Plot (%]
C1 o FURC() Response () LTEMY)
Cz ATEM{Y
Predictor (®): I FLIMCER)
Tvpe of Regression Model
f* linear ¢ Quadratic ¢ Cubic +— 2
Select | Graphs... | options. .., | Skorage... |
Help | a8 I Cancel |

Vam obtenir els resultats que apareixen a la figura 8.

Utilitzem I'opcié Stat, se se-
gueix la ruta Regression > Re-
gression > Fitted Line Plot (1) i
s’emplenen els camps a la fi-
nestra corresponent (2). Selec-
cioneu OK per obtenir el grafic.




CC-BY-SA ¢ PID_00161056 21 Relacié entre variables: causalitat, correlacio i regressié

Figura 8. Grafica de I'equacié de regressié de minims quadrats. Minitab

Fitted Line Plot
ATEMNCY) = 1,400 + 0,5000 FUNC(X)

7 - s 1,03280
R-Sq 75,8%
R-Sqladi)  67.7%
6 -
L .
= 5
<
=
[}
=
< 44 L] L]
2
24 *

it e e el P B e el e e
FUNC(X)

A continuaci6 interpretarem els resultats:

La figura 8 mostra la grafica de ’equaci6 de regressio sobre el diagrama de
dispersio. El pendent de 1’equacié de regressio ( Bl = 0,50) és positiu, la qual
cosa implica que en augmentar les valoracions del funcionament global, les

puntuacions d’atenci6 a I'usuari també augmenten.

Figura 9. Passos a seguir per a fer I'analisi de regressié

= Minitab - Untitled - [Worksheet 1 ***]

J@ Filz Edit Data Calc | Stat Graph Editor  Tools  ‘Window  Help

Passos a seguir

Se segueix la ruta Stat > Regres-
sion > Regression (1) i s'emple-

Basic Statistics

2= =Y

NelQedl ARE®!

nen els camps a la finestra

J | = | Regression. . corresponent.(Z). S\e!e.ccioneu
—  ANOVA ¥ ] Stepuise OK per obtenir I"analisi de re-
+ 1 2 i & ressio.
FUNC (0| ATEN(D = gy 1 ’
. +—
. 5 5 Contral Charts ¥ | Eitted Line Plat...
uality Tools (A
2 4 4 SHEl # Partial Least Squares. ..
B £ Reliability f Survival 3
3 a f Multivariate " ﬂ Binary Logistic Regression. ..
4 Time Series " |ﬁ Ordinal Logistic Regression. ..
] 10 7 =
Tables ¥ ﬂ Mominal Logistic Regression. ..
6 I
7 Monparamekrics 3
p EDA »
q Power and Sample Size »
10

Regression

1 FUNCER) Response:  ['ATEN(vY
2 ATEM(Y)
Predictars: [ 'rimce|
«— 2
Graphs. .. | Options. .. |
Seleck | Results... | Storage. .. |
Help | 0K I Cancel |
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En el quadre de dialeg de Minitab podem obtenir més informaci6 sobre resul-
tats seleccionant les opcions desitjades. Per exemple, amb aquest quadre de di-
aleg es poden obtenir els residus, els residuals estandarditzats, els punts d’alta
influeéncia i la matriu de correlaci6 (aquests resultats els comentarem més en-

davant).

Vam obtenir els resultats que apareixen en la figura 10.

Figura 10. Resultats de I'analisi de regressi6. Minitab

Regression Analysis: ATEN(Y) versus FUNC(X)

The regression equation is
ATEN(Y) = 1,40 + 0,500 FUNC [ X)g Equacio

eatimada de regressio

Predicror Coef 3E Coef T P

Constent 1,400 1,083 1,29 0,287 } Prova T
FUNC [ %) 0,5000 ©0,1633 3,06 0,055
8 = 1,03280 R-3g = 75,8% R-Sgladi) = &7,7%

Lnsly=i=z of Variasnce

Source DF 35 Jubs] F P

Regression 1 10,000 10,000 9,38 0,055 Taula
APICAT R

Fe=zidual Error 3 3,200 1,087

Total 4 13,200

Predicted Values for New Chservations

New

Chs Fit 3E Fitc Q5% CI 95% PI

.\‘];_‘_ 4,900 0.490 [3.341; 6.459) (1.262; 8.53_.8_],/

—

Eztimatz de linterval

Values of Predictors for New Chservations

Hew
Chs FUNC (X
1 7.00

e Interpretaci6 de les estadistiques de regressio:

Minitab imprimeix 1’equaci6 de regressié de la manera segiient:

ATEN(Y) = 1,40 + 0,500 FUNC(X)

Imprimim una taula que mostra els valors dels coeficients a i b. El coefici-

ent constant (ordenada en l’origen) és 1,4, i el pendent amb base en la va-
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riable FUNC és de 0,50. SE Coef son les desviacions estandard de cada
coeficient. Els valors de les columnes T'i P els analitzarem més endavant en
estudiar la inferéncia en la regressio.

El programa imprimeix l’error estandard del valor estimat, S = 1,03280
mesura la mida d’una desviaci6 tipica d'un valor observat (x,y) a partir
de la recta de regressi6é. També proporciona la informacié sobre la bon-
dat d’ajust. Observem que R — Sq = 75,8% (R? = 0,758) és el coeficient de
determinaci6 expressat en percentatge. Com hem comentat en la solu-
ci6é manual de l’exercici, un valor del 75,8% significa que el 75,8% de la
variacio en la puntuaci6 d’atenci6 a 'usuari pot explicar-se per mitja de
la valoraci6 obtinguda en el funcionament global del centre. Se suposa
que el 24,2% restant de la variaci6é es deu a la variabilitat aleatoria. El
resultat R — Sg(adj) = 67,7% (R? ajustat) és un valor corregit d’acord amb
la quantitat de variables independents, el qual és tingut en compte en
realitzar una regressié amb diverses variables independents. Més enda-
vant ho estudiarem en tractar la regressié multiple.

e Interpretaci6 de l'analisi de la variancia:

La sortida de Minitab analitza la variabilitat de les puntuacions d’aten-
ci6 a l'usuari. La variabilitat, com hem explicat anteriorment, es divi-
deix en dues parts: SST = SSR + SSE.

S8 Regressio (SSR) és la variabilitat deguda a la regressi6, SS Error (SSE) és
la variabilitat deguda a l’error o variabilitat aleatoria, S Total (SST) és la
variabilitat total. Més endavant veurem la resta d’informaci6 en tractar la

regressio lineal multiple.

e Interpretaci6 del valor estimat de prediccio i de I'interval de confianca de
95% (95% CI) i 'estimat de l'interval de predicci6 (95% PI) de l'atenci6 a
l"usuari per al valor 7 de funcionament global. El valor estimat per a aten-
ci6 a l'usuari és 4,9.

A continuacio es calculara el coeficient de correlacié lineal com s’indica en
la figura 11.
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Figura 11. Passos a seguir per a calcular el coeficient de correlacié

= Minitab - MINITAB_EJ1.MPJ - [Worksheet 1 ***]
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Vam obtenir els resultats que apareixen en la figura 12.

Figura 12. Resultats de Ianalisi de correlacié. Minitab

Passos a seguir

Correlations: FUNC(X); ATEN(Y)
Pearson correlation of FUNC(X) and ATEN(¥) = 0,870
P-WValuse = 0,055

e Interpretaci6 de I’analisi de correlaci6:
Com que r = 0,870, podem dir que hi ha correlaci6 lineal positiva entre les
valoracions obtingudes d’atenci6 a 1'usuari i les valoracions del funciona-

ment global del centre. El funcionament esta associat positivament a
I’atencio a l'usuari.

Observem que R2= 0,758, per tant \/F =.,/0,758 =0,87 =r.

Per a resoldre 'exemple 1. “Estudi dels serveis oferits per un centre de docu-
mentaci6” utilitzem el Microsoft Excel.

La figura 13 mostra la corresponent sortida que ofereix el Microsoft Excel.

Observem que les estadistiques de regressio coincideixen amb les obtingudes
amb Minitab.

Per a realitzar el grafic se se-
gueix la ruta Stat > Basic
Statistics > Correlation (1)

i es completen els camps a la fi-
nestra corresponent (2). Selec-
cioneu OK per obtenir

el coeficient lineal.

Atencio

Per a poder fer regressié amb
el MS Excel és necessari instal -
lar préeviament un complement
anomenat Andlisi de dades. Per
ainstal-lar les eines d’analisi de
dades feu clic a Herramientas >
complementos, en el quadre de
dialeg, activeu Herramientas
para andlisis.
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Figura 13. Resultats de I’analisi de regressié de I'exemple 1. “Estudi dels serveis oferts per un
centre de documentaci6é”. Excel

A | B | © | 8] | E | F | G | H
_1 |Resum
2
3 Estadistiques de ia regressid
_4 |Coeficient de carrelacid multinle 0,67038828
_5 |Coeficient de determinacid R"2 0757575758
_ B |R"2ajustat 0 B7E7ETETT
_7_|Errortipic 1,032795559
8 |Obsevacions ]
| 9 |
10 | Analisi de variancia
i Graus de libartal Suma de quadrals Mitiana dels quadrals F \Valor critic de F
_12 [Regressio 1 10 10 9,375 0,054312524
_13 [Residus 3 32 1056565657
14 [Total 4 132
15
18 Coeficients Error tipic Estacistic § Frobabiiitat Infarior 95% Superior 95% | Inferior 99,0% | Superor 95,0%
17 |Intercepcid 14 1,083205121 1,282460655 (0 28674468 -2047242134 ) 4847242134 | -2,047242134 4,847242134
18 [Funcionament ¢4 05 0,163299318 3061862178 005491252 -0.019691305 1,019691305] -0,019691308 1,0196913058
19
20|
2 |
_22 | Andlisi dels residuals Resultats de dades de probabilitat
23
24 Dbservacio Prondstic atencid (¥) Resicdus Percenti! Atencio ()
25| 1 24 04 10 2
26 | 2 34 06 30 4
27| 3 4.4 06 50 4
28 | 4 54 -14 70 )
2 5 6.4 06 90 7
30|

Diagnostic de la regressio

Igual com en qualsevol procediment estadistic, quan s’efectua una regres-
si6 en un conjunt de dades es fan algunes suposicions importants. N’hi ha
quatre:

1) El model de linia recta és correcte.

2) Els errors o residus segueixen una distribucié aproximadament normal de

mitjana zero.

3) Els errors o residus tenen una variancia constant o2,

4) Els errors o residus son independents.

Sempre que feu servir regressions per a ajustar una recta a les dades, hem de
considerar aquestes suposicions. Comprovar que les dades compleixen aques-
tes suposicions suposa passar per una série de proves anomenades diagnosis,

que es descriuen a continuacio.

Prova de suposicio de linia recta

Per a comprovar si és correcte el model de linia recta utilitzem el grafic de dis-
persié amb 1’ajust a la recta de minims quadrats (exemple 1, figura 14).
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Figura 14. Grafica de I’equacié de regressié. Exemple 1

Grafica de I'equacié de regressio

Atencio usuari

N oW B L O N
1

y=05x+14

Analisi de residus

Funcionament

Una vegada fet I'ajust d'un model de regressi6 lineal a les dades mostrals, cal ana-

litzar els residus o errors. Aquesta analisi, que a continuacié comentarem de ma-

nera breu i intuitiva, ens servira per a fer un diagnostic del model de regressio.

Una altra manera de veure si les dades s’ajusten a una recta és fer un grafic dels

residus (e; = y; — )A/ ;) en funci6 de la variable predictora (X). Es representa el va-

lor de la variable independent (X) en 1’eix horitzontal, i els valors dels residus

(e;) en l'eix vertical.

Podem calcular els residus manualment segons haviem indicat en la taula 3.

En la figura 15 presentem quatre exemples de grafics de residus o errors.

Figura 15. Diagrama de residus

Diagrames de residus

(a) (b)
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Podem observar que dels quatre només el primer no presenta cap tipus d’es-
tructura, els residus es distribueixen aleatoriament, de manera que només tin-
dria sentit la regressio feta sobre la mostra (a). Si els punts s’orientessin en
forma de U (o U invertida), haurien problemes amb aquest suposit. Es el cas de
la mostra (b). Els residus del diagrama c i d no es distribueixen aleatoriament;

per tant, no es compleix el suposit de linealitat.

En el mateix grafic també podem observar si els residus tenen variancia cons-

Valor atipic

tant (suposit 3). Si la variancia dels errors és constant per a tots els valors de X,
Per valor atipic entenem un va-

la grafica de residuals ha de mostrar un patr6 similar a una banda horitzontal lor molt diferent dels altres
dels punts, com en (a). Si formen una fletxa (en un extrem s’agrupen molt més ;ﬂ‘éiim"'t probablement és

que en laltre), cas (d), aleshores aquest suposit falla. Es convenient també es-
tar atents davant de la possible existéncia de valors atipics o valors extrems

(outliers), ja que aquests podrien afectar.

També podem fer servir un grafic de residus en funci6 de valor estimat o predit
}A/. Aix0 ho representarem graficament mitjancant un diagrama de dispersi6
dels punts (}A/i,ei). Es a dir, sobre I'eix de les abscisses representem el valor es-
timat y, i sobre I’eix d’ordenades, el valor corresponent del residu, de la ma-

nera segient: ¢;=y; —y; .

Figura 16. Grafic de residus en funcié
de valor estimat o predit y

¢ [ ] e o @®
1:,::
... ... ...

° ...... :

Si el model lineal obtingut s’ajusta bé a les dades mostrals, llavors el navol de
punts ()A/l-,el-) no ha de mostrar cap tipus d’estructura. Per a la regressio lineal
simple, la grafica de residus en funcié de X i els de residus en funci6 de y do-
nen la mateixa informacio6. Per a la regressié multiple, la grafica de residus en
funci6 de )A/ s'usa amb més freqiiéncia, perqué es maneja més d'una variable

independent.

Per a comprovar el segon presumpte que els errors o residus segueixen una
distribucié aproximadament normal utilitzarem la grafica de probabilitat

normal.

Considerem de nou l’exemple 1. “Estudi dels serveis oferts per un centre de
documentacié”, i fem la diagnosi amb Minitab, a fi de comprovar si es com-

pleixen les condicions del model.
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En la figura 17 s’indiquen els passos a seguir per a crear un grafic dels residus
en funci6 de la variable de predicci6 amb Minitab fem el segiient:

Figura 17. Passos a seguir per a crear un grafic dels residus
en funcié de la prediccié

Fitted Line Plot - Graphs @

Cl o FUNCO) Residuals For Plots:
C2 ATEM(Y) ¢ Regular " Standardized " Deleted
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o Individual plots
[ Hiskogram of residuals
™ Mormal plot of residuals
I~ Residuals versus fits
I™ Residuals versus order
" Four in one
Residuals versus the variables:
‘iFUNC(X)'
ﬁ Ok | Cancel

Obtenim la grafica que apareix a la figura 18.

Figura 18. Grafica dels residus en funcié de la variable independent

Residuals Yersus FUNC(X)
(response is ATENY))

L ] L ] L ]
@34
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T
=
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Els valors residuals es distribueixen aleatOriament, sense presentar cap tipus

d’estructura; per tant, concloem que la grafica dels residus no mostra eviden-
cia d'incomplir el suposit de linealitat, i per ara és valid el model lineal simple
per a ’exemple 1. “Estudi dels serveis oferts per un centre de documentacio”.

En el mateix grafic podem observar que els residus tenen variancia constant,

ja que semblen estar a la banda horitzontal.

Passos a seguir

Se segueix la ruta Stat >
Regresion > Fitted Line Plot >
Linear > Graph i es completen
els camps corresponents.

Seleccioneu OK per obtenir el
grafic de residus.
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A fi de comprovar si es compleixen la resta de les condicions del model, se-

leccionem 1'opcié Graphs i completem els camps segons s’indica en la fi-
gura 19:

Figura 19. Passos a seguir per a crear un grafic dels residus en
funcié dels valors estimats (fits)

Regression - Graphs E|
C1 FUNC() Residuals For Ploks:
CZ ATEMNY)Y {* Reqular (" standardized " Deleted

Residual Ploks

(" Individual plots
[ Histogram of residuals
[v Mormal plot of residuals
[v Residuals versus fits
[ Residuals wersus order

(" Four in ane

Residuals versus the variables:

Help QK | Cancel

La figura 20 presenta el grafic dels valors residuals davant els valors estimats i
el significat és analeg al de la figura 18. Els residus es distribueixen aleatoria-
ment, sense presentar cap tipus d’estructura, i podem concloure que és valid
el model lineal simple.

Figura 20. Grafica dels residus en funcié dels valors estimats

Versus Fits
{response is ATEN(YY)
. . .
0,54
0,0
T
=
= *
@ -05-
4
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.
-1,54
T T T T T
2 3 4 5 4]
Fitted Yalue

En la grafica de la figura 21 podem comprovar que els residus segueixen una
distribuci6 aproximadament normal, ja que els punts s’apropen bastant en
una recta (nomeés si aquests punts s’allunyessin de la forma lineal tindriem di-
ficultats amb aquesta hipotesi):
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Figura 21. Grafica de probabilitat normal. Exemple 1

Normal Probability Plot
(response is ATENCY)
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Inferéncia en la regressid: contrastos d’hipotesi i intervals de confianca

En fer una analisi de regressi® es comenca proposant una hipotesi quant al
model adequat de la relaci6 entre les variables dependent i independent. Per

al cas de regressio lineal simple, el model de regressié suposat és

y=Bo+B1x; +¢

A continuaci6 apliquem el metode de minims quadrats per determinar els va-
lors dels estimadors BO i Bl dels parametres del model. L’equaci6 estimada de

regressio que en resulta és:

}A’= 130 +ﬁ1xi

Ja s’ha vist que el valor del coeficient de determinaci6 (R?) és una mesura
de bondat d’ajust d’aquesta equaci6. Tanmateix, fins i tot amb un valor
gran de R?, no s’hauria de fer servir I’equaci6 de regressié sense abans fer
una analisi de 'adequaci6 del model proposat. Per a aix0 cal determinar el
significat (o importancia estadistica) de la relaci6. Les proves de significa-
ci6 en 'analisi de regressio es basen en els suposits segiients quant al terme

de l'error «:

1) El terme de l'error ¢ és una variable aleatoria amb distribucié normal amb

mitjana, o valor esperat, igual a zero.

2) La variancia de l'error, representada per o2 és igual per a tots els valors

de x.

3) Els valors dels errors son independents.
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Base per a la inferéncia sobre el pendent de la regressié poblacional

Sigui B, el pendent del model de regressio i [31 la seva estimacio per mi-
nims quadrats (basada en observacions mostrals). Si es compleixen els
suposits quant al terme de I’error exposats anteriorment, el pendent del
model de regressio By, es distribueix com una ¢ de Student amb (1 — 2)
graus de llibertat.

~

B1-B1

t==—
By
Per obtenir 1’estadistic de contrast calcularem:

Sﬁl és la desviacio estandard estimada de g,
s

Sa _—
Bl n
1/2(»@ —X)2

s és l’error estandard dels estimats. Para calcular-lo es divideix la
suma de les desviacions al quadrat per n — 2 que sén els graus de 1li-
bertat.

1 & ~ 2
s=—3 -7
=2

En l'analisi de regressio aplicat, primer es vol coneixer si hi ha una relaci6 en-
tre les variables X i Y. En el model es veu que si 37 és O, aleshores no hi ha re-
lacio lineal: Y no augmentaria o disminuiria quan augmenta X. Per a esbrinar

si hi ha una relaci6 lineal, es pot contrastar la hipotesi

HO:Bl =0

enfront de

H1:[31¢O

Es pot contrastar aquesta hipotesi utilitzant 1'estadistic ¢t de Student

BB B0 _ By
Sﬁl Sﬁl Sﬁl

’

que es distribueix com una t de Student amb n — 2 graus de llibertat. La majoria

dels programes que es fan servir per a estimar regressions la desviaci6 estan-
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dard del coeficient i l'estadistic t de Student per a f; = 0. Les figures 10 i 13
mostren respectivament les sortides del Minitab i I’Excel corresponents a
I’exemple de I'estudi dels serveis oferts per un centre de documentacio.

En el cas del model d’exemple, el coeficient del pendent és ﬁl =0,50 amb
una desviaci6 estandard th = 0,1633. Per a saber si hi ha relaci6 entre
I’atencio a l'usuari, Y, i el funcionament global, X, es pot contrastar la hi-
potesi Hy : B; = 0 enfront de Hj : By # 0. Aquest resultat s’obté en el cas d’'un
contrast de dues cues amb un nivell de significacié a = 0,05 i 3 graus de

llibertat.

L’estadistic t calculat és:

fo 0,50-0 ~3,06 Recordeu
0,1633

El p-valor és la probabilitat que
una variable aleatoria superi el

L’estadistic t resultant, t = 3,06, mostrat a la sortida de regressio de la figura 22, ‘éi'ig?\?:;’:{vat per a Iestadistic
és la prova definitiva per a rebutjar o acceptar la hipotesi nul-la. En aquest cas o Sip-valor <a, es rebutja
el p-valor és 0,055; com que p-valor > 0,05 (no podem rebutjar la Hy: B; =0al Ho.

. PR , A . e Sip-valor > a, no esrebut-
nivell de significaci6 de a. = 0,05), s’accepta que B; = 0. Per tant, no es pot afir- ja Ho.

mar que hi hagi una relacio lineal entre les valoracions del funcionament glo-
bal i I'atenci6 a l'usuari a un nivell de confianga del 95% (nivell de significacio
del 0,05).

Figura 22. Resum de la figura 10. Resultats de I'analisi de regressié. Minitab

Regression Analysis: ATEN(Y) versus FUNC(X)
The regression egquation is

ATEN(Y) = 1,40 + 0,500 FUNC (X

Predictor Coef 3E Coef T F
Constant 1, 400 1,083 1,29 0,287

FUNC [ X 0,5000 0,1633 3,06 0,055

8 = 1,03280 B-Sg = 75,3% R-Sq(adi) = 67,7%

Si el nivell de significaci6 s’hagués fixat del 10% (o = 0,10), es podria rebutjar
Hy, ja que el p-valor < 0,10, els resultats indicarien que 1 #0 i en aquest cas es
podria dir que a un nivell de confianca del 90% hi ha relaci6 lineal entre totes
dues variables.

Interval de confianca per al pendent

Es poden obtenir intervals de confianca per al pendent B; del model de re-
gressio utilitzant els estimadors dels coeficients i de les variancies que
s’han desenvolupat i el raonament utilitzat en el modul 2.
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Si els errors de la regressio g; segueixen una distribuci6 normal i es
compleixen els suposits de la regressio, s'obté un interval de confianca
al (1 — a)% del pendent del model de regressi6 simple ; de la manera

seguent:

~

B1 - trz—z,m/zsﬁ1 <Py <Pp+ tn—Z,a/ZSﬁl

on t, 5./2 €sel nombre per al qual

Pty >ty 2,6/2)=0/2

I'estadistic t,,_, segueix una distribuci6 t de Student amb (n — 2) graus de
llibertat.

En la sortida de I'analisi de regressi6 de 1'atenci6 a l'usuari quant al funciona-
ment global del centre de documentacio de la figura 22 s’observa que

n=5p; =0,50 sﬁ1= 0,1633

Per a obtenir I'interval de confianca al 95% de B¢, (1-a) =0,95in-2 =3 graus
de llibertat, és necessari calcular el valor critic de la t de Student, en aquest
cas amb n -2 =5 -2 = 3 graus de llibertat i a/2 = 0,05/2 = 0,025. Es pot
obtenir utilitzant les taules de la distribuci6 t de Student o amb l’ordinador.

Si es fa servir el Minitab, els passos a seguir es mostren en la figura 23.

Figura 23. Passos a seguir per a calcular el valor critic t

t Distribution E|
™ Probability density

" Cumulative probability

f* Inverse cumulative probability

Moncentrality parameter: | .0

Deqgrees of freedam: 3
™ Input column:
Cptional starage:
f* Input constant: 0.975
Q Optional storage:

o]

Cancel |

Help

Passos a seguir

Se segueix la ruta Calc > Proba-
bility Distributions > t i s’emple-
nen els camps a la finestra
corresponent. Seleccioneu OK
per obtenir la sortida de la figu-
ra 24.
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Figura 24. Resultats de calcul del valor critic t. Minitab

Inverse Cumulative Distribution Function

Student's t distribution with 3 DF

Pi X <= =) e
0.975 3.15245

el valor de 1, 3 /2 = 13,0025 = 3,18

Per tant, I'interval de confianca al 95% sera

0,50 - (0,1633) (3,18) < B < 0,50 + (0,1633) (3,18)

O sigui

-0,019 < By < 1,0193

Per tant, I'interval de confianca buscat és: 0,50 £ 3,18245 - 0,163; per exemple,
es pot afirmar amb una probabilitat del 95% que B és a 'interval d’extrems —
0,01971i1,0197.

En la taula 4 hi ha la representaci6 de l'interval de confianca calculat amb
I’Excel. El resum mostra en les altimes columnes els valors estimats d’in-
terval de confianca del 95% per als parametres de regressio Bgi By, també
les desviacions estandards estimades (columna “Error tipic”), el valor esta-
distic t (columna “Estadistic t”) i els p-valors (columna “Probabilitat”).

Taula 4. Resum de la figura 13 (resultats de I'analisi de regressio. Excel)

Coeficients Error tipic Estadistic t Probabilitat | Inferior 95% Superior 95%

Intercepci6 1,4 1,08320512 1,29246066 0,286745 -2,047242 4,847242134

Funcionament (X) 0,5 0,16329932 3,06186218 0,054913 -0,019691 1,019691305

3.2. Models de regressioé simple no lineals: model quadratic i cabic

Hi ha algunes relacions que no son estrictament lineals i es poden desenvolu-
par metodes per a poder utilitzar els métodes de regressio i estimar els coefici-
ents del model.

A part dels models de regressio lineals, en podem establir d’altres que no sé6n
lineals, entre els quals destaquem: el model quadratic i el cabic, que sé6n mo-
dels curvilinis. Cada model correspon al grau de 1’equacid, on Y és la resposta
i X és la variable predictora, B és I'ordenada a l'origen, i 1, B, i B3 s6n els co-
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eficients. s important escollir el model apropiat quan es modelitzen dades
usant regressio i analisi de tendeéncia.

Model quadratic: Y = By + B X + B, X2

Model cibic: Y = By + B1X + B X% + B3X3

Per a determinar quin model utilitzar, es representen préviament les dades
(diagrama de dispersid) i es calcula el coeficient de correlaci6 lineal de Pear-
son. Convé recordar que l’esmentat coeficient r mesura el grau d’associacio
lineal que hi ha entre les variables X i Y quan s’ajusta al seu navol de punts
una linia recta, perd no mesura el grau d’ajust d’una corba al ntavol de punts.
Es podria donar el cas que la relacié entre les variables fos gran, només que
distribuida al llarg d’una corba, i aleshores, en ajustar a una recta s’obtindria
un coeficient de correlacié lineal r i un coeficient de determinacié R? baix.
Calculariem l'ajust simultani als models no lineals (quadratic i cbic) i es cal-
cularien els coeficients de determinaci6 per a ambdos models, per a determi-
nar la bondat de I'ajust. El millor model sera el que presenti el valor més
elevat de R2.
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Els metodes d’'inferéncia per als models no lineals transformats son els matei-
x0s que s’han desenvolupat per als models lineals. Aixi, doncs, si tenim un
model quadratic, l’efecte d’'una variable X esta indicat per als coeficients tant
dels termes lineals com dels termes quadratics.

Exemple 2. Nombre de visitants a un museu (estimaci6é d'un model
quadratic utilitzant el Minitab)

Es vol estudiar la variacioé entre el nombre de visitants a un museu en funci6
del nombre d’obres visitades. La taula 5 mostra el nombre de visitants i el
nombre d’obres visitades. S’han seleccionat aleatoriament les dades correspo-
nents a 6 dies.

Taula 5. Nombre de visitants a un museu

Nombre de visitants (V) 22 24 26 30 35 40

Nombre d'obres visitades (X) 12 21 33 35 40 36

Amb aquestes dades podem deduir si hi ha relaci6é entre ambdues variables i,

si les variables estan relacionades, podem establir el millor model.

La figura 25 representa el diagrama de dispersié per a aquestes dades. El dia-
grama de dispersi6 indica que possiblement hi ha una relaci6 curvilinia entre

el nombre d’obres visitades i el nombre de visitants.

Figura 25. Diagrama de dispersi6 per a exemple 2. Minitab

Diagrama de dispersié de nombre de visitants (¥)
c. nombre d'obres visitades
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Nombre d'obres visitades {(X)

Abans de deduir 'equaci6 curvilinia entre el nombre d’obres visitades i el
nombre de visitants, es fa I’ajust a un model de regressi6 lineal simple (de pri-
mer ordre) tot seguint els passos que mostra la figura 26.
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Figura 26. Passos a seguir per a comprovar el model lineal

Fitted Line Plot (X

Z1 Nombre d'obres vistades (H)r):

C2 Mombre de visita i
Predickor (x): Mombre d'obres

Tvpe of Regression Model

de wisitants (v}

f* Linear (™ Quadratic " Cubic
Graphs. .. ‘ Options. .. | Skorage. .. |
Help [o]8 | Cancel |

Figura 27. Grafica de I'equacié de regressié de minims quadrats

Fitted Line Plot
Nombre de visitants (V) = -6,77 + 1,230 Nombre d'obres visitades (X)

5 7.26928
R-Sq 63,19
R-Sqladi)  53,3%

Nombre de visitants (Y)

T T T
20 25 20 =5 40
Nombre d'obres visitades (X)

Figura 28. Resultats de I’analisi de regressié. Model lineal simple

Passos a seguir

Se segueix la ruta Stat >
Regression > Fitted Line Plot > Li-
near i s'emplenen els camps a
la finestra corresponent. Selec-
cioneu OK per obtenir la sorti-
da de la figura 27 i 28.

Regression Analysis: Nombre de visitants (Y) ¢. Nombre d’obres
visitades

The regression egquation is

HNombre de wisitant=s (YY) = - 6,77 + 1,230 MNornbre dfobres
wigitades (X
5 = 7,26928

R-Sg = 63,1% R-Sgiadj) = 53,9%

Analysis of Variance

Jource DF 33 il F P
Fegression 1 362,130 362,130 6,85 0,059
Error 4 211,370 52,5842

Total & E73,500

Observem que amb el model lineal s’explica un 63,1% de la variabilitat del

nombre de visitants (R? = 63,1%). L’equacié d’ajust és:

Nombre de visitants (Y) = -6,77 + 1,230 Nombre d’obres visitades (X)
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A continuacio es presenta ’ajust del model quadratic i com podeu veure en la
grafica de la figura 29 els punts s’ajusten millor a una funcié no lineal.

Figura 29. Grafica de I'ajust quadratic

Fitted Line Plot
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Observem que 'ajust quadratic és molt bo amb un valor de R?>=94,5%, el qual
millora l'ajust lineal. L'equaci6 d’ajust és:

Nombre de visitants (Y) = -168,9 + 12,19 nombre d’obres visitades -0,1770
nombre d’obres visitades?

Figura 30. Resultats de I’analisi de regressié. Model quadratic

Polynomial Regression Analysis: Nombre de visitants ¢. Nombre d’obres

The regression equation is

MNonbre de wisitants (¥) = - 163,9 + 12,19 MNorbre dfckres
vigitadez (X)

- 0,1770 Nowbre dobres wisitades () %2

3 0= 3,24822 B—3g = 94,5% E-3g(adj) = 20,5%

Analvy=sis of Variance

Jource oF 33 ] F F
Regression 2 541,847 270,924 25,65 0,013
Error 3 31,653 10,551

Total 5 575,500

Sequential Analysis of Variance

Jource DF 33 F P
Linear 1 362,130 6,55 0,059
Cuadrat ic 1 179,717 17,03 0,026
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A continuacio es presenta l’ajust del model cabic:

Figura 31. Grafica de |'ajust cibic

Fitted Line Plot
MNombre de visitants (¥) = -420,9 + 37,75 Mombre d'obres visitades (X)
-1,021 Mombre d'obres visitades (X)**2 + 0,009081 Mombre d'obres visitades (X)**3
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Figura 32. Resultats de I'analisi de regressié. Model cibic

Polynomial Regression Analysis: Nombre de visitants ¢. Nombre
d’'obres
The regression edquation i=s
Nombre de wisitants (Y1 = - 420,9 + 37,75 Nomwbre dfobres
vizitades (X)
- 1,021 Nombre dfobres wvisitades (X)) **2
+ 0,009081 MNombre dfobres visitades [E) %3
3= 3,22941 R-%3g = 95,4% B-Sgiadj) = 90,9%
Analysis of Variance
Jource LF 33 M3 F P
Regression 3 552,642 154,214 17,66 0,054
Error 2 20,858 10,429
Total 5 573,500
Sequential Analysis of Variance
Jource IF 33 F P
Linear 1 362,130 6,85 0,059
Ouadratic 1 179,717 17,053 0,026
Cubic 1 10,795 1,04 0,41

L’ajust al model ctibic també és bo amb un valor alt de R? = 96,4% que mi-

llora l'ajust lineal i iguala el quadratic.

L’equaci6 d’ajust és:

Nombre de visitants (Y) = -420,9 + 37,75 nombre d’obres visitades — 1,021
nombre d’obres visitades? + 0,009081 nombre d’obres visitades3
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Analitzant la significativitat dels models per mitja del p-valor, el model qua-
dratic pel fet de tenir el p-valor més petit (p-valor = 0,026) és el més significa-
tiu. Per aixo s’escolliria com a millor ajust el quadratic.

La figura 33 mostra la corresponent sortida que ofereix el Microsoft Excel de
I'exemple 2. “Nombre de visitants a un museu”. Seleccionant 'opci6 Tipus de
tendeéncia poligonal de segon ordre, que coincideix amb l'ajust quadratic elegit
amb Minitab (figures 29 i 30). L’equaci6 d’ajust i el valor de R? coincideixen
amb les que hem obtingut amb Minitab.

Figura 33. Grafica de I'ajust quadratic. Excel
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3.3. Transformacions de models de regressio no lineals:
models exponencials

Algunes relacions entre variables poden analitzar-se mitjancant models expo-
nencials. Per exemple, les relacions entre la variable temps (X) i altres variables
(Y) com la poblacid, els preus d’alguns productes, el nombre d’ordinadors in-
fectats, son exponencials. Els models exponencials de demanda es fan servir
forca en l'analisi de conducta del mercat.

El model exponencial és del tipus:

y =ka* cona>0,k>0

on k i a son valors constants.

Corba en un model
exponencial

En el model lineal s’ajusta el
nudvol de punts a una recta
d’equacié:

y =a+bx

En el model exponencial s’ajus-
ta a una corba d’equacié:

y =ka* cona>0,k>0
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Per a tractar aquest model es fara una transformaci6 de les variables de manera
que el model es converteixi en lineal.

Si al’equaci6 y = ka* es prenen logaritmes In y = In(ka*), s’obté, per l'aplica-

Propietats dels logaritmes

ci6 de les propietats dels logaritmes:
Inab =Ina+Inb

Iny=Ink+xlna Ina* = xIna

Aquesta equacié mostra un model lineal entre les variables X iln Y.

Si es representa el diagrama de dispersio dels punts (x;, In y;) i el navol de punts
presenta una estructura lineal, es pot pensar que entre les variables Xi Y hi ha

una relacié exponencial.
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4. Models de regressio multiple

En l'apartat 3.1 s’ha presentat el métode de regressio simple per a obtenir una
equacio lineal que prediu una variable dependent o endogena en funcié d'una
Unica variable independent o exogena: nombre total de llibres venuts en fun-
ci6 del preu. Tot i aix0, en moltes situacions, diverses variables independents
influeixen conjuntament en una variable dependent. La regressié multiple
permet esbrinar 'efecte simultani de diverses variables independents en una

variable dependent fent servir el principi dels minims quadrats.

Hi ha moltes aplicacions de la regressié6 multiple per a respondre preguntes

com les segiients:

¢ En quina mesura el preu d'un ordinador depen de la velocitat del proces-
sador, de la capacitat del disc dur i de la quantitat de memoria RAM?

e Com relacionar I'index d'impacte d'una revista cientifica amb el nombre
total de documents publicats i el nombre de citacions per document?

e Flsou d'un titulat depén de 1’edat, dels anys que fa que va acabar els estu-
dis, dels anys d’experiéncia en I’empresa, etc.?

e El preu de lloguer d'un pis depén dels metres quadrats de superficie, de
I’edat de la finca, de la proximitat al centre de la ciutat, etc.?

e El preu d'un cotxe depén de la potencia del motor, del nombre de portes i
de multitud d’accessoris que pot portar: coixins de seguretat, ordinador de
viatge, equip d’alta fidelitat, volant esportiu, llandes especials, etc.?

Els metodes per a ajustar models de regressié multiple es basen en el mateix
principi de minims quadrats explicat en l'apartat 3.1.

El nostre objectiu és aprendre a fer servir la regressié multiple per a crear i ana-
litzar models. Per tant, s’aprendra com funciona la regressié multiple i algunes
directrius per a interpretar-la. En comprendre perfectament la regressié multi-
ple, és possible resoldre una amplia varietat de problemes aplicats. Aquest es-
tudi dels metodes de regressié multiple és paral-lel al de regressi6 simple. El
primer pas per a desenvolupar un model consisteix en la selecci6 de les varia-
bles i de la forma del model. A continuacio, s’estudia el métode de minims
quadrats i s’analitza la variabilitat per a identificar els efectes de cada una de
les variables de predicci6.

Després s’estudia I’estimacio, els intervals de confianga i el contrast d’hipotesi.
Fem servir aplicacions informatiques per a indicar com s’aplica la teoria a pro-

blemes reals.



CC-BY-SA ¢ PID_00161056 43 Relacié entre variables: causalitat, correlacio i regressié

Desenvolupament del model

Quan s’aplica la regressié6 multiple, es construeix un model per a explicar la
variabilitat de la variable dependent. Per a aixo0 cal incloure les influéncies si-
multanies i individuals de diverses variables independents. Se suposa, per
exemple, que es vol desenvolupar un model que predigui el preu de les impres-
sores laser que vol liquidar una empresa. Un estudi inicial indicava que el preu
estava relacionat amb el nombre de pagines per minut que la impressora és ca-
pa¢ d'imprimir i els anys d’antiguitat de la impressora en qiiestié. Aixo duria
a especificar el model segiient de regressi6 multiple amb dues variables inde-
pendents.

y=PBo+P1x1 +Poxa +e

on:

Y = preu en euros
X7 = nombre de pagines impreses per minut
X, = anys d’antiguitat de la impressora

La taula 6 conté 12 observacions d’aquestes variables. Es faran servir aquestes
dades per a desenvolupar el model lineal que predigui el preu de les impresso-
res en funcié del nombre de pagines impreses per minut i dels anys d’antigui-
tat de la impressora.

Taula 6. Dades de I'exemple 3. “Estudi sobre el preu d’'impressores laser en funcié de la seva
velocitat d’impressi6 i I'antiguitat del model” Nota
Xq 6 6 6 6 8 8 8 8 12 12 12 12 En el cas general emprarem k
per a representar el nombre de
X2 6 4 2 0 6 4 2 0 6 4 2 0 variables independents.

Y 466 | 418 | 434 | 487 | 516 | 462 | 475 | 501 | 594 | 553 | 551 | 589

Perd abans de poder estimar el model cal desenvolupar i comprendre el meto-
de de regressié maltiple.

El model de regressi6 multiple és

Y =Bo +B1x1 +Boxp +... + Prxy + g

On Bg,B1,B2,--- Bk sOn els coeficients de les variables independents o exogenes
i € (lletra grega epsilon) és 'error o residu i €s una variable aleatoria. Més en-
davant descriurem tots els suposits del model per al model de regressié multi-

pleiperace.

Els coeficients, en general, no es coneixen i cal determinar-los a partir de les
dades d'una mostra i fent servir el métode de minims quadrats per a arribar
a I'’equacio estimada de regressi6 que més s’aproxima a la relacio lineal entre
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les variables independents i dependent. El procediment és similar al que es fa
servir en la regressié simple. En la regressié multiple el millor ajust és un hi-
perpla en espai n-dimensional (espai tridimensional en el cas de dues variables
independents, figura 34).

Figura 34. Grafica de I'equacié de regressié, per a I'analisi de regressié mdltiple
amb dues variables independents

Residu

X2

X1

Valor estimat

Els valors estimats de la variable dependent es calculen amb 1’equacio estima-

da de regressio multiple:

Y =Bo +Byx1 +Boxo +... + Brxx

On ﬁo,ﬁl,ﬁz,...,ﬁk son els valors dels estimadors dels parametres o coeficients
de 'equaci6 de regressié maultiple. La deduccié d’aquests coeficients requereix
1'Gs de I'algebra de matrius i se surt del proposit d’aquest text. Aixi, en descriure
la regressié multiple ho enfocarem cap a com podem emprar els programes in-
formatics de calcul per a obtenir ’equaci6 estimada de regressio i altres resultats

i com interpretar-la, i no cap a com fer els calculs de la regressi6 multiple.

Considerant de nou el model de regressi6 amb dues variables independents de
I'exemple 3. “Estudi sobre el preu d’'impressores laser en funcio de la seva velocitat
d’impressi6 i 'antiguitat del model”. Utilitzant les dades de la taula 6 s’ha estimat
un model de regressié maltiple, que s’observa a la sortida Minitab de la figura 35.

Figura 35. Resultats de I'exemple 3 de I’analisi de regressié mdltiple per a dues variables
independents

Criteri de minims
quadrats

mini(y, - )’;f)z
on:

y;= valor observat de la varia-
ble dependent en la i-ésima
observacio.

y; = valor estimat de la varia-
ble dependent en la i-esima
observacié.

Passos a seguir

Regression Analysis: Y versus X1; X2

The regression edquation is

T = 330 + 20,2 X1 - 0,50 X2

FPredictor Coef 3E Coetf T F
Constsnt 330,38 29,40 11,24 0,000
1 20,187 3,056 6,61 0,000
Xz -0, 500 3,410 -0,15 0,887

S = 26,4100 FE-Sg = 82,9%  R-Sgiadi) = 79,1%

Per a estimar el model de re-
gressié multiple introduim les
dades en Minitab per a calcular
el model.

Se segueix la ruta Stat > Regres-
sion > Regression i es comple-
ten els camps a la finestra
corresponent. Seleccioneu OK
per obtenir I'analisi de regres-
sio.
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Els coeficients estimats s’identifiquen a la sortida dels programes informatics

L’equacio de regressioé multiple és: Y = 330 + 20,2 X1 - 0,50 X2

La interpretacio dels coeficients és la segiient:

e Coeficient de X1 (20,2 euros): seria l'augment del preu de la impressora
quan augmenta en una unitat el nombre de pagines per minut que impri-
meix, quan les altres variables independents es mantenen constants (en

aquest cas X2, I'antiguitat no varia).

e Coeficient X2 (-0,50 euros): seria la disminuci6 del preu per cada any més
d’antiguitat de la impressora, quan X1 roman constant (el nombre de pa-

gines per minut no varia).

e Terme independent (330): no té molt sentit interpretar-lo en aquest cas, ja

que representaria el preu d'una impressora que no pot imprimir cap pagina.

El coeficient de determinaci6é mualtiple

En la regressio lineal simple, vam veure que la suma total de quadrats es pot
Coeficient de

descompondre en dos components: la suma de quadrats deguda a la regressio determinacié R2

. , . . I
i la suma de quadrats deguda a l’error. Aquest mateix procediment s’aplica a Coeficient de determinacié R2

la suma de quadrats de la regressi6 multiple. El coeficient de determinacio Z” el Minitab es designa com a
—5q.

multiple mesura la bondat d’ajust per a ’equaci6 de regressié mualtiple. Aquest

coeficient es calcula com segueix:

R2 = SSR
SST

Podem interpretar-ho com la proporcié de variabilitat de la variable depen-
dent que podem explicar amb 1’equaci6 de regressié multiple. Quan es multi-
plica per cent, s'interpreta com la variacié percentual de y que s’explica amb

I’equaci6 de regressio.

En general R? augmenta quan s’afegeixen variables independents (variables
explicatives o predictores) al model. Si s’afegeix una variable al model, R?es fa
més gran (o roman igual), tot i que aquesta variable no sigui estadisticament
significativa. El coeficient de determinacio corregit o Adjusted R-sq elimina
I'efecte que es produeix sobre 1'R-sq quan s’augmenta el nombre de variables

independents.

El coeficient de correlacié multiple es defineix com 1’arrel quadrada posi-
tiva de I’'R—sq. Aquest coeficient ens proporciona la correlaci6 existent entre
la variable dependent (resposta) i una nova variable formada per la combi-

nacio lineal dels predictors.
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Continuant amb 'exemple 3. “Estudi sobre el preu d’impressores laser en fun-
ci6 de la seva velocitat d'impressi6 i I'antiguitat del model”, interpretarem el
resultat del coeficient de determinacié R-Sq = 82,9% (figura 35), significa que
el 82,9% de la variabilitat en el preu d'impressores laser s’explica amb ’equa-
ci6 de regressié multiple, amb el nombre de pagines que imprimeix per minut
iels anys d’antiguitat. La figura 35 mostra que el valor R-Sq (adj) = 79,1%, sig-
nifica que si s’agregués una variable independent (predictora) el valor de R? no
augmentaria.

Suposits del model

Els suposits sobre el terme de ’error ¢, en el model de regressié multiple, son
similars als del model de regressio lineal simple.

Per simplicitat, considerarem un model de regressi6 amb només dues variables
explicatives (X11i X2). L'equaci6 de regressié multiple, amb dues variables in-
dependents, sera:

y=[30+b1x1 +b2X2+8

on els B; representen coeficients reals i € representa 'error aleatori.

1) L’error és una variable aleatoria el valor mitja o esperat de la qual és zero;
aixo és E(g) = 0.

2) Per a tots els valors de X1 i X2, els valors de Y (o, alternativament, els valors

de ¢i) mostren variancia constant o2,

3) Per a cada valor de X1 i X2, la distribuci6 de Y (o, alternativament, la de ¢)
és aproximadament normal.

4) Els valors de Y obtinguts (o, alternativament, els de ¢) sobn independents.

Hi ha tota una série de grafics que ens poden ajudar a analitzar els resultats
d’una regressio lineal multiple i a comprovar si es compleixen o no els suposits

anteriors:

1) Un grafic de la variable dependent enfront dels valors estimats pel model
ens ajudara a comprovar visualment la bondat de I'ajust.

2) Representant els residus enfront dels valors estimats podrem comprovar la
variabilitat vertical en les dades. Aix0 ens permetra saber si es compleix el su-

posit de variancia constant.

3) Un grafic de residus enfront de cada una de les variables explicatives pot
revelar problemes addicionals que no s’hagin detectat en el grafic anterior.
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4) Per a comprovar la hipotesi de normalitat sol ser convenient realitzar un
test i un grafic de normalitat per als residus.

En l'exercici es comprova si es compleixen els suposits del model utilitzat Mi-
nitab.

En la grafica de la figura 36 podem comprovar que els residus segueixen una dis-
tribuci6 aproximadament normal, ja que els punts s’apropen bastant a una recta.

Figura 36. Grafica de probabilitat normal
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La figura 37 presenta el grafic dels valors residuals davant els valors estimats. Els
residus es distribueixen aleatoriament, sense presentar cap tipus d’estructura, i po-
dem concloure que és valid el model lineal multiple. També observem en aquest
grafic que les variancies dels residus son constants. El procediment i la interpreta-
ci6 dels suposits es van explicar en l'apartat 3.1 (“Models de regressio lineal sim-
ple”) i sén iguals als corresponents de regressidé multiple.

Figura 37. Grafica dels residus en funcié dels valors estimats

Versus Fits
(response is Y)

30+
20+

104 P

Residual

—10+

=204

-301 o

450 475 500 525 550 575

Fitted Value



CC-BY-SA ¢ PID_00161056 48 Relacié entre variables: causalitat, correlacio i regressié

Proves de significacio

Les proves de significacié que emprem en la regressio lineal van ser una prova
tiuna prova F. En aquest cas, ambdues proves donen com a resultat la mateixa
conclusio: si es rebutja la hipotesi nul-la la conclusio és que Bq= 0. En la regres-

si6 multiple la prova ti F té diverses finalitats.

La prova F s’usa per a determinar si hi ha una relacio significativa entre la va-
riable dependent i el conjunt de totes les variables independents. En aquestes

condicions se 'anomena prova de significacié global.

La prova t s’aplica per a determinar si cada una de les variables independents
té significat. Es fa una prova t separadament per a cada variable independent
en el model. Cada una d’aquestes proves rep el nom de prova de significacio

individual.

Prova F o analisi de la variancia en regressio lineal

Les hipotesis per a la prova F impliquen els parametres del model de regressio

multiple:

Hipotesi nul-la: Hy: By = By =... =P =0

Hipotesi alternativa: H;: un o més dels parametres no és igual a zero (almenys

un parametre soén = 0). Hem de fixar el nivell de significaci6 a.

Si es rebutja H tindrem prou evideéncia estadistica per a concloure que un pa-
rametre o meés no soén igual a zero, i que la relacio general entre y i el conjunt
de variables independents xq, x5, ..., X; és significativa. Tanmateix, si no po-
dem rebutjar H,, no tenim l'evidéncia suficient per a arribar a la conclusié que

la relacio és significativa.

Per a fer el contrast hem de calcular 1’estadistic de contrast F. L’estadistic F és
una variable aleatoria que es comporta segons una distribuci6 F de Snede-
cor amb k graus de llibertat en el numerador (DF-Regressié) i n—k -1 graus
de llibertat en el denominador (DF-Error). On k son els graus de llibertat de
la regressio i s6n iguals a la quantitat de variables independents, i n és el nom-
bre d’observacions. Aixi, doncs, I’estadistic de contrast és:

F* = SSR/ k Quadrat mitja
SSE/n—-k-1

Es la suma de quadrats dividida
pels graus de llibertat (DF) cor-
responents. Aquesta quantitat
També podem definir I’estadistic de contrast com el quocient de quadrats mit- es fa servir a la prova F per a de-
N terminar si hi ha diferéncies
ja (mean squares). significatives entre mitjanes.
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El quadrat mitja a causa de la regressié o simplement regressio del quadrat
mitja es representa per MSR (mean square regression):

sk Ssk B

- graus de llibertat de la regressio Tk

El quadrat mitja a causa dels errors o residus s’anomena quadrat mitja
residual o quadrat mitja de I'error i es representa per MSE (mean square re-
sidual error):

5 SSE _ SSR
graus de llibertat de l'error n-k-1

MSE

MSR

El valor de l'estadistic de contrast F podem definir-lo com a: F* = NISE

Regla de decisio del contrast d’hipotesi
Podem actuar de dues maneres:

a) A partir del p-valor. Aquest valor és: p-valor = P(F,; x ,_x-1 > F¥). On F, és un
valor de la distribucié F amb k graus de llibertat en el numeradorin -k -1
graus de llibertat en el denominador.

e Sip-valor < a es rebutja la hipotesi nul-la Hy; es rebutja la hipotesi nul-la Hy;
per tant, el model en conjunt explica de manera significativa la variable Y.

Es a dir, el model si que contribueix amb informaci6 a explicar la variable Y.

e Sip-valor > a no es rebutja la hipotesi nul-la Hy; per tant, no hi ha una re-
laci6 significativa. El model en conjunt no explica de manera significativa
la variable Y.

b) A partir dels valors critics

* SiF*>F,.nk1, esrebutjala hipotesi nul-la H

* SiF*<F,,nk1, NO esrebutja la hipotesi nul-la Hy

Podem resumir els calculs necessaris a la taula 7, coneguda com a taula d’ana-

lisi de la variancia:

Taula 7. Analisi de variancia per a un model de regressié mdaltiple amb k variables independents

Taula d’analisi
de variancia

2 R R Suma de Graus de Quadrats F
quadrats llibertat mitjans
MSR
i6 = F==""2
Regressio SSR k MSR = SSR/k MISE
Error SSE n—k-1 MSE = SSE/n— k-1
Total SST n-1

A la primera columna es posa
la font de variacio, els ele-
ments del model responsables
de la variacié. A la segona colu-
ma posem la suma de qua-
drats corresponents.

A la tercera columna posem els
graus de llibertat corresponents
a les sumes de quadrats.

A la quarta columna amb el
nombre de quadrats mitjans
es posen les sumes de quadrats
dividides pels graus de llibertat
corresponents. Només per a
SSRi SSE.

A la cinquena columna posem
I'estadistic de contrast F.
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Aplicarem la prova F a I'exemple 3. Amb dues variables independents nombre
de pagines per minut (X1) i antiguitat de la impressora (X2).

Les hipotesis es formulen de la manera segiient:

Ho: B1=P2=0
Hj: B1 0 By no és igual a zero

Fixem un nivell de significaci6 del 5% (a = 0,05).

La figura 38 mostra els resultats del model de regressi6 multiple, a la part de
resultats corresponent a 1’analisi de variancia.

Figura 38. Resultats obtinguts amb Minitab

Analvysis of Variance

Source DF s3] o] F F
Regression 2 30444 15222 21.82 0.000
Residual Error = G277 597

Total 11 36722

El valor de 'estadistic de contrast és F* = 21,82, el p-valor = 0,000.

Com que p-valor < a, rebutgem la hipotesi nul-la, per tant, el model en con-
junt explica de manera significativa la variable Y. Es a dir, arribem a la conclu-
sio que hi ha una relaci6 significativa entre el preu de la impressora i les dues
variables independents que sén nombre de pagines impreses per minut (X1)i l'an-

tiguitat de la impressora (X2).

Provat

S'utilitza per a determinar el significat de cada un dels parametres individuals.
Les hipotesis per a la prova t impliquen els parametres del model de regressio
maultiple, es realitza un contrast per a cada parametre f:

Hipotesi nul-la: Hy: 1= Bp=...= PBx=0

Hipotesi alternativa: H;: un parametre o més no son igual a zero (almenys un

parametre és = 0). Hem de fixar el nivell de significaci6 a.

L’estadistic de contrast és:

Segueix una distribuci6 t de Student amb n — k — 1 graus de llibertat.
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Regla de decisio del contrast d’hipotesi

Podem actuar de dues maneres:

a) A partir del p-valor. Aquest valor és: p = 2P(t,,__1 > | t*]).

e Sip < a esrebutja la hipotesi nul-la Hy; es rebutja la hipotesi nul-la Hy; per
tant, hi ha una relaci6 lineal entre la variable X; i Y. Per tant, ’esmentada
variable ha de romandre en el model.

e Sip > o no esrebutja la hipotesi nul-la Hy; per tant, no hi ha una relacié
lineal entre la corresponent variable X;i Y. Diem que la variable implicada
X; és no explicativa i podem eliminar-la del model.

b) A partir dels valors critics * ta/2, n — k — 1, de manera que:

e Silt*l > ta/2, n -k -1, es rebutja la hipotesi nul-la Hy; per tant, la variable
és significativa.

e Silt*l>ta/2, n-k-1, no es rebutja la hipotesi nul-la Hy; per tant, la variable
no és significativa. Diem que la variable implicada X; no és explicativa.

Si la prova F de I'exemple (figura 38) ha mostrat que la relacié multiple té sig-
nificat, es pot fer una prova t per a determinar el significat de cada un dels pa-
rametres individuals. El nivell de significacié és o = 0,05. Observeu que els
valors dels estadistics t apareixen a la figura 39, i els p-valors dels contrastos
individuals son per al contrast de (3; el p-valor = 0,000 i per a B, p-valor = 0,887.

Figura 39. Resultats obtinguts amb Minitab

Predictor Coef 32E Coef T P VIF
Constant 330.38 29.40 11.24 0.000

X1 20.187 3.056 6.61 0.000 1.000
2 —0.500 3.410 -0.15 0.887 1.000

Interpretem el contrast per al parametre p; la Hy: B =0, Hy: 1 # 0. Com que
0,000 < 0,05 es rebutja Hy; per tant, la variable X1 (nombre de pagines impre-

ses per minut) és significativa.

El contrast per al parametre B, la Hy: B2 = 0, Hy: B2 # 0. Com que 0,887 > 0,05
no podem rebutjar Hy; per tant, la variable X2 (antiguitat) no és significativa
i podriem eliminar-la del model perqué no influeix significativament en el

preu.
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El problema de la multicolinealitat

En els problemes de regressio lineal multiple esperem trobar dependéncia en-
tre la variable Y i les variables explicatives X1, X2, ..., Xk. Pero, en alguns pro-
blemes de regressi6 podem tenir també algun tipus de dependéncia entre
algunes de les variables Xj. En aquest cas tenim informacié redundant en el
model. Aquest fenomen es diu multicolinealitat, i sol ser bastant freqiient en
els models de regressio lineal multiple.

El terme multicolinealitat, en analisi de regressi6 multiple, indica la cor-
relacio entre variables independents. La multicolinealitat pot tenir efectes
molt importants en les estimacions dels coeficients de la regressio i, per
tant, sobre les posteriors aplicacions del model estimat. Quan les variables
independents estan molt correlacionades no és possible determinar l'efecte
separadament d'una d’elles sobre la variable dependent. Quan hi ha mul-
ticolinealitat, els resultats dels contrastos d’hipotesi sobre el model conjunt
i els resultats dels contrastos individuals son aparentment contradictoris,
perd que realment no ho sén. Aquest efecte el veurem en ’exemple propo-
sat (figura 40). El Minitab disposa d’una opci6, anomenada Variance Infla-
tion Factors (VIF), que ens permet identificar la multicolinealitat entre els
predictors del model. La figura 40 indica els passos a seguir.

Figura 40. Passos a seguir per a identificar la multicolinealitat
Pasos a seguir

Regression - Options §| -
= Se segueix la ruta Stat >
‘cr v wemhts: [T ¥ Fit intercept Regression >Regression > Op-
2wl tions i s'emplenen els camps a
382 Display Lack of Fit Tests la finestra corresponent. Selec-
[w Variance inflation Factars [~ Pure errar cioneu OK.
[ Durbin-Watson skatistic [ Data subsetting

|~ PRESS and predicted R-square

Prediction intervals for new observations:

’7
N O
B B

Help [0]'4 | Cancel

Ara, la figura 41 dels resultats de I’analisi de regressié multiple conté els valors
VIE. Cada coeficient VIF és d’1,000. Aquests valors son baixos, la qual cosa in-
dica que les variables independents no estan correlacionades. Ja que aquests
valors indiquen que el grau de colinearitat és baix. No hi ha multicolienalitat
en el model proposat.
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Figura 41. Resultats de I’analisi de regressié multiple de I'exemple 3, inclou Variance Inflation
Factors (VIF)

Regression Analysis: Y versus X1; X2

The regression equation i=s
¥ = 330 4+ 20.2 ¥1 - 0.50 =2

Predictor Coef 3SE Coef T P VIF
Constant 330.38 29.40 11.24 0.000

X1 20,187 3.056 .61 0.000 1.000
2 -0. 500 3.410 -0.15 0.887 1.000
S o= 26.4100 R-3g = 82 .9% B-Sc(adj) = 79.1%

Utilitzant el Microsoft Excel per a obtenir ’analisi de regressi6 de 1’exem-
Passos a seguir

ple 3. “Estudi sobre el preu d’impressores laser en funcio6 de la seva velocitat

Per a efectuar la regressié mal-
tiple amb I’'MS Excel, i una ve-
gada introduides les dades en
el full de calcul, se segueix la
ruta seguent: clic a Herrami-
entas > Andlisis de datos > Re-
gresién > OK.

d’impressi6 i I’antiguitat del model”.

La taula 8 mostra la corresponent sortida que ofereix el Microsoft Excel.

A continuacio, seleccioneu els
Taula 8. Resultats de I'analisi de regressi6é de I'exemple 3. “Estudi sobre el preu d'impressores rangs de dades de les variables.

laser en funcié de la seva velocitat d’impressié i I'antiguitat del model”. Excel

[ ] B [ c | D [ E [ F ] G o]
| B | |[Resum

L& ]

| 8 | Estadistiques de la regressid

| 9 | |Coeficient de correlacid miltiple 0910524725

| 10 | |Coeficient de determinacid 0529055251

| 11| |[R"2 ajustat 0791067565

| 12 | |Erraor tipic 26 40995235

| 13| |Obseracions 12

| 14 |

| 15| |Analisi de variancia

| 16 | Graus de libertat | Suma de quadrats | Mitjana dels quadrats F Valor critic de F

| 17 | |Regressid 2 30444 29167 15222 14583 21 8242996 0,000353062

| 18 | |Residus 9 6277 375 6597 4861111

| 19| |Total 11 36721 BEEET

|20

| 21 | Cosficients Error tipic Estadistic t Frobabilitat Inferior 35%  Superior 95%
| 22 | |Intercepcid 330,375 25,40041751 11,23708517 | 1,3446E-06 263 0666342 396 ,553366
123 M1 20,1875 3056359247 6605080872 9,8697E-05 1327353505 271014649
24| 32 0,5 3402511478 -0,146643575 | 0,88664178 -5,2128507596 ) 7 2128508
25
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Resum

En aquest modul hem introduit conceptes de relacions funcionals i estadisti-
ques, i també el de variables dependents i el de variables independents. Hem
comentat la construccié d'un diagrama de dispersié com a pas inicial a ’hora
de buscar algun tipus de relaci6 entre dues variables. Si el diagrama mostra una
estructura lineal, aleshores es buscara la recta que millor s’ajusta a les observa-
cions. Hem posat de manifest la importancia d’interpretar correctament els
coeficients de la recta. També hem vist com s’ha de fer servir la recta de regres-
sio per a fer prediccions. Hem introduit una mesura numerica de la bondat
d’ajust. Aquesta mesura s’obté amb el coeficient de determinaci6, discutint els
valors que pot prendre. Finalment, hem comentat la importancia d’analitzar

els residus per a fer un diagnostic del model lineal obtingut.

En aquest modul de regressio lineal simple s’ha considerat que les observaci-
ons sobre dues variables X i Y sobn una mostra aleatoria d'una poblacié i que
es fan servir per a extraure algunes conclusions del comportament de les vari-
ables sobre la poblaci6, i per aixdo hem vist com inferir sobre el pendent de la
recta obtinguda a partir de la mostra i com fer un contrast d’hipotesi per a de-
cidir si la variable X explica realment el comportament de la variable Y. També
hem comentat algunes relacions no lineals i la manera com es pot transformar

en una de lineal.

Hem tractat la regressi6 lineal multiple com una generalitzacié del model de
regressio lineal simple en els casos en que hi ha més d'una variable explicativa.
Finalment, hem vist com inferir sobre els coeficients de regressié obtinguts a
partir de la mostra, com fer un contrast d’hipotesi per a cada un dels coefici-
ents obtinguts per a decidir si les variables independents expliquen realment
el comportament de la variable dependent o es pot prescindir d’alguna. Tam-
bé hem dut a terme un contrast conjunt del model. Finalment, hem presentat
el possible problema de multicolinealitat que hi pot haver i que és degut a la
relaci6 entre algunes de les variables explicatives que suposadament so6n inde-
pendents.
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Exercicis d’autoavaluacio

1) Els preus d'una pantalla TFT d'una coneguda marca son els segiients:

Mida (polzades) 15 17 19 24

Preu (euros) 251 301 357 | 556

Calculeu la recta de regressio per a explicar el preu a partir de la mida.

2) Amb les dades de la qiiesti6 anterior volem decidir si es tracta d'un bon model. Quin me-
tode proposeu per a determinar si s'ajusta bé? Qué podem dir del cas concret de 'exemple
anterior?

3) Considerem un model lineal per a explicar el rendiment d’un sistema informatic (variable
Y) en relacié amb el nombre de memories intermedies i el nombre de processadors (variables
X1 i X2 respectivament). S’obté el model Y = -3,20 +2X1 + 0,0845X2 amb un coeficient de
determinaci6 de 0,99. Es tracta d'un bon model? Quin sera el rendiment esperat si tenim 1
memoria intermedia i 1 processador? Comenteu si aquest valor us sembla logic i si es pot re-
lacionar amb la bondat del model.

4) L’empresa Ibérica editors ha de decidir si firma o no un contracte de manteniment per al
seu nou sistema de processament de paraules. Els directius creuen que la despesa de mante-
niment ha d’estar relacionada amb 1'Gs i han reunit la informacié que veiem a la taula se-
glient sobre 1'Gs setmanal, en hores, i la despesa anual de manteniment (centenar d’euros).

Us setmanal Despeses anuals

(hores) de manteniment
13 17,0
10 22,0
20 30,0
28 37,0
32 47,0
17 30,5
24 32,5
31 39,0
40 51,5
38 40,0

a) Determineu 'equacioé de regressié que relaciona el cost anual de manteniment amb 1'ts
setmanal.

b) Proveu el significat de la relaci6 obtinguda en l’apartat a al nivell de significaci6 0,05.

c) Ibérica editors espera utilitzar 30 hores setmanals el processador de paraules. Determineu
un interval de predicci6 del 95% per a la despesa de I'empresa en manteniment anual.

d) Si el contracte de manteniment costa 3.000 euros anuals, recomanarieu firmar-lo? Per que?

5) Una biblioteca publica d'una ciutat espanyola ofereix un servei via Internet de préstecs de
llibres als seus usuaris. Es vol estudiar la correlaci6 entre el nombre d’usuaris d’aquesta bibli-
oteca virtual i quants d’ells acaben realitzant els préstecs.

Les dades dels ultims 12 mesos son:

Usuaris 296 459 602 798 915 521 362 658 741 892 936 747

Préstecs 155 275 322 582 761 324 221 415 562 628 753 569

a) Determineu el coeficient de correlacid entre les dues variables. Calculeu i representeu la
recta de regressio.
b) Quin nombre de préstecs s’esperaria si el nombre d'usuaris augmentés 1.000?
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6) Un expert documentalista necessita saber si I’eficiéncia d’'un nou programa de recerca bi-
bliografica depen del volum de les dades entrants. L’eficiéncia es mesura amb el nombre de
peticions per hora processades. Aplicant el programa en diferents volums de dades, obtenim
els resultats segiients:

Volum (gigabytes), X 6 7 7 8 10 | 10 | 15

Peticions processades, Y | 40 | 55 | 50 | 41 17 | 26 16

a) Calculeu la recta de regressioé per a explicar les peticions processades per hora a partir del
volum de dades i interpreteu els parametres obtinguts.

b) Realitzeu el grafic d’ajust a la recta de minims quadrats.

c) Determineu el coeficient de correlaci6 lineal entre les dues variables i interpreteu-ne el sig-
nificat.

d) Determineu el coeficient de determinacié R?i interpreteu-ne el significat.

e) Calculeu, a partir de la recta anterior, quantes peticions podem esperar per a un volum de
dades de 12 gigabytes.

f) Realitzeu el contrast d’hipotesi sobre el pendent. Podem afirmar a un nivell de significacié
de 0,05 que el pendent de la recta és zero?
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Solucionari

1) Preu =-279,11 + 34,42 - mida.
2) Per a estudiar la qualitat de I'ajust, es calcula el coeficient de correlacié6 mostral r = 0,994.

3) Es un bon model, ja que el coeficient de determinaci6 és molt proper a 1. El rendiment si te-
nim una memoria intermeédia i un processador seria: ¥ =-3,20 + 2 - 1 + 0,0845 - 1 =-1,1155.
Aquest valor no té sentit, ja que el rendiment no pot ser negatiu. De totes maneres, aquest
fet no és contradictori amb el fet de tenir un bon model, ja que som fora de l'interval on la
regressi6 funciona.

4)

a) y=10,5+0,953x-

b) Relacio6 significativa; p-valor = 0,000.

) [2.874;54.952] euros.

d) Si, la probabilitat de trobar la despesa de manteniment dins de 'interval de confianca és

del 95%.
5)
a)r=0,978.
Fitted Line Plot
Préstecs = -156,6 + 0,9317 usuaris
8004
S 45,4245 ®e
700 | R-Sq 95,6%
R-Sqg(adj) 95,1% o
4]
g
P
o

T T Ll I I I T T
300 400 500 600 700 800 900 1.000
Usuaris

b) -151,6 + 0,9317 x 1.000 = 780 préstecs

6)
a)

Regression Analysis: Peticions processades enfront de velum
(gigabytes)

The regression equation is

Peticions processades = 72,29 - 4,143 wvolum [(gigabytes)

S = 9,90815 R-Sq = 66,2% R-Sg(adi) = 59, 4%

Analysis of Variance

Source DF 33 o] F F
Fegression 1 951,14 961,143 9,79 0,026
Error 5 490, 86 95,171

Total 6 1452,00

La recta de regressio sera:

Peticions processades = 72,29 — 4,143 volum (gigabytes).

L'ordenada en l'origen: 72,29, en aquest cas el seu significat no té cap sentit.

El pendent de la recta: —4,143; és negatiu: indica que per cada unitat de volum de dades (gi-

gabytes) que augmenten les dades entrants el nombre de peticions processades disminueix
en 4,143 unitats.
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b) El grafic d’ajust a la recta de minims quadrats és:

Fitted Line Plot
Peticions processades = 72,29 — 4,413 volum (gigabytes)

604

S 9,90815
. RSq 662%
R-Sq(adj) 59,4%
50
o
©
2
g 40
E
o
§ 30
S
L
1]
(-9
20
10
T T T T T
5,0 7,5 10,0 12,5 15,0

Volum (gigabytes)

)

Correlations: volum (gigabytes); peticions processades

Pearson correlation of Volum |gigabvytes)and peticions
processades = -0,514
P-Valus = 0,026

El coeficient de correlaci6 r = —0,814 ens indica que hi ha una correlaci6 alta negativa entre
el volum de dades entrants i el nombre de peticions processades.

d) El coeficient de determinaci6 R-Sq és el 66,2%. Aix0 vol dir que el nostre model lineal ex-
plica el 66,2% del comportament de la variable Y (en aquest cas, nombre de peticions pro-
cessades).

e) Amb 12 gigabytes, hi haura 72,3-4,14-12 =22,57 peticions.

f) A la sortida anterior podem veure que el p-valor associat al contrast d’hipotesis anterior és
0,026. Com que aquest valor és menor que o = 0,05, hem de rebutjar la hipotesi nul-la, és a
dir, podem concloure que el pendent de la recta és diferent de zero o, dit d'una altra manera,
que el coeficient de correlacié poblacional és no nul (és a dir, que les dues variables estan
correlacionades i que, per tant, el model estudiat té sentit).
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