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Introduccio

En els moduls anteriors s’han introduit els conceptes basics d’estimaci6 i de
contrast d’hipotesi relacionats amb una poblaci6. En la practica quotidiana,
tanmateix, és facil trobar-se amb situacions en les quals es disposa de dos o
més grups d’individus o poblacions i, en aquest cas, l'interés resideix sovint en
el fet de ser capag de discernir si aquests grups o poblacions es poden conside-
rar com a semblants —des d'un punt de vista estadistic- o si, per contra, sén
grups o poblacions que mostren diferéncies significatives entre ells. Aixi, per
exemple, potser cal comparar les qualificacions mitjanes de dos grups d’estu-
diants en funcio de si han utilitzat o no una metodologia docent innovadora,
comparar els percentatges de recuperacié de dos o més grups de malalts segons
el tractament rebut, comparar les qualitats mitjanes de diferents accessos a In-
ternet segons 'empresa proveidora, comparar els preus mitjans dels serveis

d’obtencié de documents segons la institucié que els ofereixi, etc.

Quan es consideren dos grups o poblacions, les tecniques que es fan servir per
a comparar les respectives mitjanes o proporcions son molt semblants a les
que s’utilitzen en el cas d'una poblacio: contrastos d’hipotesi basats en 1'Gs de
la distribucié normal (quan es comparen dues proporcions) o de la t de Stu-
dent (quan es comparen dues mitjanes). En el cas de la comparaci6 entre dues
mitjanes de grups diferents, cal distingir si es tracta de dos grups independents
(per exemple, quan es comparen els resultats d'un test fet a dos grups diferents
d’individus) o bé si es tracta de dos grups dependents (per exemple, quan s’es-
tan considerant els resultats d'un test previ amb els resultats d'un test posteri-

or, tots dos fets en el mateix grup d'individus).

Finalment, en cas que es vulguin comparar més de dos grups o poblacions, els
contrastos anteriors ja no serveixen i resulta necessari recorrer a les técniques
ANOVA basades en la distribuci6 F de Snedecor. L'Gs d’aquestes téecniques pos-
sibilita discernir si les mitjanes corresponents a un conjunt de tres grups o més
sOn totes aproximadament iguals o si, per contra, es pot establir que hi ha di-
feréncies significatives entre algunes d’elles (i, consegiientment, entre els
grups associats).
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Objectius

Els objectius académics d’aquest modul es descriuen a continuacio:

1. Comparar dues poblacions fent servir procediments similars als que hem
vist per a una tnica poblacio.

2. Aprendre a formular una hipotesi sobre la naturalesa de les dues poblacions

i la diferéncia entre les seves mitjanes o proporcions.

3. Coneixer el metode per a comparar les variancies de dues poblacions. Per
a fer aquests contrastos s’introdueix la distribuci6 F.

4. Entendre la importancia practica de les tecniques ANOVA a I’hora de discernir
si hi ha diferéncies significatives entre més de dos grups o poblacions.

5. Aprendre a usar els tests F d’ANOVA i saber interpretar adequadament els
resultats que ofereixen.

6. Comprendre la logica que és subjacent a la metodologia ANOVA.

7. Coneixer les hipotesis que s’han de satisfer per a poder aplicar les tecniques
ANOVA amb garanties.

8. Aprendre a usar maquinari estadistic i d’analisi de dades com a instrument
basic en l'aplicaci6 practica dels conceptes i de les tecniques estadistiques.



CC-BY-SA « PID_00161055 7 Inferéncia d’informaci6 per a dues poblacions o més

1. Contrastos d’hipotesi per a dues poblacions

En aquest modul es presenten metodes per a contrastar les diferéncies entre

les mitjanes o proporcions de dues poblacions i per a contrastar variancies.

Per a comparar les mitjanes o les proporcions poblacionals, s’extreu una mos-
tra aleatoria de les dues poblacions. La inferéncia sobre la diferéncia entre
ambdues mitjanes o proporcions es basa en els resultats mostrals. El métode
apropiat per a analitzar la informacié depen del procediment emprat en selec-
cionar les mostres. Considerem les dues possibilitats segiients:

a) Mostres dependents (dades apariades): en aquest procediment les mos-
tres s’elegeixen per parells, una de cada poblacié. La idea és que a part de la
caracteristica objecte de 1’estudi, els elements de cada un d’aquests parells han
d’estar relacionats, de manera que la comparacié pot ser establerta directa-
ment. Per exemple, suposem que volem mesurar l'eficacia d'un curs de lectura
rapida. Una manera d’abordar el problema seria prendre nota de les paraules
llegides per minut en una mostra d’alumnes abans de prendre el curs i com-
parar-les amb els resultats obtinguts pels mateixos alumnes una vegada comple-
tat el curs. En aquest cas cada parell consistiria en mesures de velocitat d'un
mateix alumne fetes abans i després del curs, es podria esbrinar si hi ha proves
contundents de l'eficacia del curs de lectura rapida.

b) Mostres independents: en aquest metode s’extreuen mostres indepen-
dents de cada una de les dues poblacions, de manera que els membres d'una
mostra no tenen necessariament relacié amb els membres de 1’altra. Per exem-
ple, es duu a terme un estudi per a avaluar les diferéncies en els nivells educa-
tius entre dos centres de capacitacid. Per a aix0, s’aplica un examen comu a
persones que assisteixin a cada centre. Les qualificacions de I’examen so6n un

dels factors principals per a avaluar diferencies de qualitat entre els centres.

1.1. Contrastos d’hipotesi per a la diferéncia de mitjanes

Contrast d’hipotesi per a la diferéncia entre les mitjanes de dues pobla-

cions: mostres independents.

En aquest apartat presentarem els procediments per a contrastar les hipotesis

sobre la diferéncia de mitjanes de dues poblacions.

Se suposa que es disposa de mostres aleatories independents de n; i n,, obser- Not
ota

vacions procedents de dues poblacions normals amb mitjanes p; u p,, i vari-

A vegades en lloc de:

Hol U1 —H2= 0
nul-la (Hp) que afirma que els valors de les mitjanes de les dues poblacions s6n escriurem:

ancies conegudes c% i G% , respectivament. Volem contrastar la hipotesi

iguals: Hy: 17 — 1 = 0 davant de qualsevol de les hipotesis alternatives: Ho: b1 = 12
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Hy:pq-pp#0, Hi: pp —pp <0, Hy: pq —pp > 0. Es fixa un nivell de significacié
o per a fer el contrast.

L’estadistic de contrast sera:

o %) Recordeu
- ’
2 2
(e} (e}
1,22 X, > N(w, o) i
m 1) _

X, > N(p,,0,)

La variable diferencia de gran-
02 Gz daries mostrals:
2122 Oy %, €slerror estandard.

m E ()7(1_)7(2)_)'\](“1_“2/\/512*'5;)

on

Es una observaci6 d’una distribucié N(0,1).

En el cas que no puguem assegurar que les mostres provenen de pobla-
cions normals, només podrem contrastar la diferéncia de mitjanes si les

grandaries de les mostres s6n superiors a 30.

El teorema central del limit diu que si tenim un grup nombro6s de varia-
bles independents i totes segueixen el mateix model de distribuci6 (si-
gui quin sigui el model), la suma d’aquestes es distribueix segons una
distribuci6 normal estandard.

Per tant, l’estadistic de contrast:

Es una observaci6é d'una variable aleatoria que es distribueix aproxima-

dament com una N(0,1).
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Regla de decisio del contrast d’hipotesi

Les regions de rebuig de la hipotesi nul-la Hy: 1y — pp = 0 son:

Figura 1. Regions de rebuig per a contrastos de les diferéncies de mitjanes
Variancies poblacionals
conegudes

a) Contrast bilateral Hy: py -y, # 0
Podem actuar de dues mane-

res:

1) a partir del p-valor segons
sigui Hy:

. p-vanr=P(|Z\ > |z*|)

e p-valor =P (Z< z¥)

e p-valor=P(Z> z¥)

T-o 2) si p-valor < o es rebutja Hy

a partir dels valors critics se-
ons sigui Hy:

a/2 /2 gons sigut i _

o Silz > 2,2 €s rebutja Hy

e Si z*< -z, esrebutja Hy

2oz 212 e SiZz*> -z, esrebutja Hy
on:

Zona de rebuig Zona d'acceptacio Zona de rebuig 2, éstal que P(Z> 2,) = o |
o ol =

Z42€s tal que P(Z> z,,5) = a/2

b.1) Contrast unilateral inferior Hy: p; -y, <0

Zona de rebuig Zona d'acceptacio

b.2) Contrast unilateral superior Hy: y; —p; >0

Zona d’acceptacio Zona de rebuig

Un cop calculat el valor de I’estadistic de contrast, cal determinar el p-valor. El
p-valor depen de la hipotesi alternativa plantejada.

* SiHj:pg_py#0,aleshores p=2P(Z<|z)
* SiHj:p;-1y<0,aleshores p=P(Z<z)
* SiHj:p;-py>0,aleshores p=P(Z>z)
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Els p-valors d’aquests contrastos son la probabilitat d’obtenir un valor almenys
tan extrem com l’estadistic de contrast obtingut.

Si el p-valor és significatiu es rebutja la hipotesi nul-la si és menor que
el nivell de significacio6 o fixat.

Exemple 1. Comparaci6 de les mitjanes del temps de resposta de dos ser-
vidors

Figura 2. Estimacié de la diferéncia entre les mitjanes de dues poblacions

Poblacié A Poblaci6 B
Clients que utilitzen el servidor TA Clients que utilitzen el servidor TB
Ha = Mitjana de temps d’espera dels ug = Mitjana de temps d’espera dels
clients que utilitzen el servidor TA clients que utilitzen el servidor T8

U — Mg = diferéncia de les mitjanes
del temps d’espera
Dues mostres aleatories simples

independents
Mostra aletoria simple Mostra aletoria simple
n clients del servidor TA ng clients del servidor TB
X = mitjana de la mostra del temps x = mitjana de la mostra del temps
d’espera dels clients del servidor TA d’espera dels clients del servidor TB

Xp— Xg = Estimador de p, —pg

En una empresa informatica volem mesurar 'eficiencia de dos servidors web.
Per a aix0, mesuren el temps d’espera del client entre la petici6 que aquest fa
i la resposta que li dona el servidor. A la taula 1 veiem que els temps d’espera
(en mil-lisegons) d’ambdés servidors (TA i TB) per a 50 peticions son:

Taula 1. Dades exemple 1. Comparacié de les mitjanes del temps de resposta de dos servidors

Temps d'espera per al servidor A Temps d'espera per al servidor B
9,67 10,01 8,08 10,01 6,45 6,94 12,11 10,31
9,62 10,55 9,98 9,96 9,64 10,47 12,55 10,83
9,50 11,26 10,30 9,28 8,53 8,47 7,98 8,41

10,88 10,64 7,05 10,30 9,20 7,42 10,20 9,15
8,94 10,23 11,79 11,08 4,55 7,48 11,28 7,06

10,59 11,63 9,59 10,05 8,51 11,01 6,53 8,04
9,81 8,91 10,88 9,74 12,11 9,56 8,14 11,70
9,46 10,27 9,83 11,14 7,65 6,80 8,99 10,56
9,26 9,49 10,92 9,44 8,85 8,99 10,01 7,82
9,02 899 10,98 9,17 8,45 7,48 8,14 6,01
8,61 10,09 9,54 10,86 8,80 12,57 9,69 8,82
9,42 9,11 10,17 8,82 7,97 7,03

10,86 9,47 10,32 9,85 8,62 8,59
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Suposem que les mostres aleatories dels temps d’espera sén independents.
L’empresa vol contrastar si el servidor A és menys eficient (més lent) que el ser-

vidor B amb un nivell de confianga del 99%.

Per a contestar aquestes preguntes farem un contrast per a comparar dues mit-
janes. Com que l’enunciat ens pregunta si el servidor A és menys eficient que
el servidor B, fonament de dret que un servidor és menys eficient si és més
lent, llavors hem de contrastar si la mitjana del temps d’espera del servidor A
és més gran que la mitjana del temps d’espera del servidor B. Aixi, doncs, hem
de plantejar una hipotesi alternativa unilateral.

Hp:pg—up=0
Hy:ipg—ug>0

e Les hipotesis nul-la i alternativa son:

e Fixem o =0,01.

¢ No podem assegurar que les poblacions sé6n normals, perd com hem es-
mentat anteriorment, en tractar-se de mostres grans (superiors a 30 obser-

vacions) I'estadistic de contrast sera:

(X -%)
st 55
n ny

z* =

Es una observacié d’una variable aleatoria que es distribueix aproximada-

ment com una N(0,1).

Per a resoldre’l manualment calcularem primer els valors mostrals com expo-
sem en els moduls anteriors:

Temps d’espera per al servidor A Temps d’espera per al servidor B

ny =50 nB=50
X4 = 9,94 X5 = 8,90
Sp = 0,90 SB = 1,75

Les variancies mostrals S,%x i 512; per a estimar les variancies poblacionals i

calcular I'estadistic z*:

. (9,94-8,90)
=" _375
0,902 . 1,75%

50 50

Ara es pot calcular el p-valor p=P(Z>3,75) =0,00

Ates que el p-valor és menor que o = 0,01, es rebutja la hipotesi nul-la a favor
de 'alternativa. Aixi, el temps mitja d’espera del servidor A és més gran que el
del B. Per tant, el servidor A és menys eficient que el B.

Exemple amb el Minitab: si I’exemple anterior es resol amb el Minitab
s’observa que el programa no doéna l'opci6 d’utilitzar la distribucié normal.
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De tota manera, ja que les mostres sén molt grans, sabem que la distribucié
t de Student s’apropa a la normal a mesura que augmenta el nombre de graus
de llibertat. Per tant, els resultats que dona Minitab no seran similars per
I’aproximaci6 a la normal.

Els resultats de la figura 3 mostren el p-valor = 0,000 < 0,001 indica que podem
rebutjar la hipotesi nul-la i concloem que les mitjanes de temps d’espera del ser-
vidor A és més gran que les del B. Per tant, el servidor A és menys eficient que el B.

Els graus de llibertat (DF) de l'estadistic t augmenten si les poblacions tenen
distribucié aproximadament normal, pero les variancies poblacionals no sén

iguals.

Figura 3. Passos per a fer un contrast d’hipotesi per a la diferéncia de mitjanes per a mostres
independents

= Minitab - Untitled - [SERVIDORES.MTW ***]

JE File Edit Data Calc | Stat Graph Edtor Tools  Window Help

J = & | =] | * B2 *5 Lisplay Descriptive Statistics, .,
J I = Regression 4 ES Store Descriptive Statistics, .,
—] AMOVA [ ‘:E Graphical Summary. ..
+ Ci c2 DOE 5
TA TB 12 1-Sample 2...
3 <
1 357 545 Contral Charts T (bt 1
2 Ty 54 Quality Toals 3
. ] e ; »
3 960 553 ReliabilityfSurvival s Bl
PMulkivatiate 4
4 10,55 920 i q
5 g o1 455 Time Seties y | 1P 1 Proportion...
B 10'59 5 '51 Tables »| 2P 2 Proportions. ..
. ! 1 )
Monipar ametrics »| 5p 1-Sample Poisson Rate. ..
7 951 12,11 o

2-

W

ample t (Test and Confidence Interval)

= Samples in one column

Subscripts; I

(% Samples in different columns

First: I TA
Second; I &

1 TA

2 TB Samples:

" Summarized data

Skandard < 2
Sample size: IMear: dewviation;
First: | | |
Second: I I I
I~ &ssume equal variances
Select |
Graphs... | Options. .. |

Help | Ok I Cancel |

2-5ample t - Options |§|

Confidence level: | a9,0
Test difference: | 0,0

Alternative:

greater than

oK I Cancel

Help |

Passos a seguir

Una vegada introduides les da-
des en el programa se segeix la
ruta Stat > Basic Statistics > 2-
Sample t (1), i se seleccionen
les variables a la finestra corres-
ponent (2). En el quadre de
dialeg Options es completen
els camps Confidence level:
99,0 i el tipus d’hipotesi alter-
nativa Alternative: greater than
3).

Seleccioneu OK per a obtenir el
contrast.

Observeu

En el pas (2) no assumim que
les variancies siguin iguals.
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Figura 4. Resultats del contrast d’hipotesi

Two-Sample T-Test and Cl: TA; TB

Two-sanple T for Th ws TE

N Mean StDew S3E Mean
Ta 50 9,935 0,500 0,13
TE 50 g,90 1,75 0,25
Difference = mu ([Ta) - mua ([TE)

Estimate for difference: 1,032

99% lower bound for difference: 0,371

T-Test of difference 0 (ws >): T-Walue = 3,71
P-¥alue = 0,000 DF 73

Contrastos per a mostres amb variancies poblacionals desconegudes, pero

iguals.

El procediment que utilitzarem es basa en la distribucio6 t amb n; + n, — 2 graus
de llibertat.

L’estadistic de contrast sera:

on s és la desviaci6 tipica comuna.
Exemple 2. Estudi sobre la produccio6 cientifica

El director d'una escola universitaria vol comparar dos departaments, Ai B, de
grandaria similar, pel que fa al nombre total de publicacions o ponéncies de
qualitat que puguin aportar millores a l'activitat docent de 1’escola. Es consi-
derara que una publicaci6 és de qualitat quan hagi estat publicada en una re-
vista indexada o per una editorial de prestigi internacional; es considerara que
una ponencia és de qualitat quan aquesta s’hagi desenvolupat en un congrés
internacional amb procés de selecci6; per a determinar si la publicaci6é o po-
neéncia pot aportar millores a l'activitat docent s’ha constituit un tribunal

d’experts independents.

Ha pres una mostra aleatoria formada per sis professors del departament A i
s’ha trobat el valor de la variable nombre total de publicacions o ponéncies de
qualitat per a cada un dels esmentats professors. S’ha fet el mateix amb una
altra mostra aleatoria formada per vuit professors del departament B. Els resul-

tats es presenten a continuacio:

Taula 2. Dades exemple 2. Estudi sobre la difusié cientifica

Dept. A 5 8 7 6

8 10 7 11 12 14

Dept. B
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Per a un nivell de significacié alpha = 0,05, podem afirmar que la producci6
mitjana d’ambdoés departaments (segons els criteris establerts) és significativa-
ment diferent?

Per a fer I'estudi comencarem amb el suposit que no hi ha diferéncies en el
nombre total de publicacions o poneéncies de qualitat d’ambdés departa-
ments. Per tant, en termes de la mitjana del nombre total de publicacions o
ponencies de qualitat, la hipotesi nul-la és que la diferéncia de mitjanes és ze-
ro. Si l’evideéncia de la mostra condueix al rebuig d’aquesta hipotesi, arribarem
a la conclusié que les mitjanes de qualitat son diferents per a les dues poblaci-
ons, la qual cosa indica que hi ha diferéncia a les publicacions de qualitat dels
dos departaments, i aix0 induiria a trobar les raons d’aquesta diferéncia.

En aquest estudi hi ha dues poblacions: una dels professors del departament
A, iuna altra dels professors del departament B. Suposem que ambdues pobla-
cions s6n normals i que les seves variancies son iguals perd desconegudes.

Considerant el nombre de publicacions i ponéncies, les mitjanes de poblaci6
son p, i pg. Es plantegen les hipotesis de treball segiients:

Hy: nq - pp = 0 (ambdues mitjanes son iguals)
Hj: pq - pp # 0 (ambdues mitjanes son diferents)

Es tracta d'un contrast d’hipotesi bilateral sobre la mitjana de dues poblaci-
ons independents.

Es fara servir el Minitab per a provar les hipotesis entorn de la diferéncia entre
les mitjanes de dues poblacions (figura 5).

Figura 5. Passos per a fer un contrast d’hipotesi per a la diferéncia de mitjanes per a mostres amb
variancies poblacionals desconegudes

= Minitab - Untitled - [Worksheet 1 ***]

J@ File Edt Data Calc | Stat Graph Edtor Tools Window Help

zE &8 @

25 Display Descriptive Statistics. ..,

J I Regression 4 %5 3tore Descriptive Statiskics. .
= E2
—  ANOWA 4 g; Graphical Summary., ..
+ C1 c2
DCE 3
DepA | DepB G X 12 1-5ample 2. :
ontrol Chatts +—
1 5 g i 1t 1-Samplet...
Quality Tools »
2 8 10 21|
Reliability fSurvival ] 7
3 7 7 4 Pairedt...
1 = 11 Mulkivariate »
5 g g Time: Series y| 1P 1 Propartion..,
6 7 12 Tables »| 2P 2 Proportions. ..
1 i
7 1 Morparametrics y| 5p 1-5ample Poisson Rate. ..
8 5 EDA » & 2-5ample Poisson Rate. .,
q Power and Sample Size | 52 § Yariance...

Passos a seguir

Una vegada introduides les da-
des en el programa, se segueix
la ruta Stat > Basic Statistics >
2-Sample t (1), i se seleccionen
les variables a la finestra corres-
ponent (2). En el quadre de
dialeg Options es completen
els camps Confidence level:
95,0 i el tipus d’hipotesi alter-
nativa Alternative: not equal
3).

Seleccioneu OK per a obtenir el
contrast.
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2-Sample t (Test and Confidence Interval)

= Samples in one columnn

Sarples: I
Subscripts; I

* Samples in different columns

Firsk: I Depd
Secand: I DepB ¢ 2

™ Summarized data Sl
Sample size: IMean: deviakion:
First: | | |

Second: | | |

v ssurne equal variances

Select |
Graphs... | Cptions... |
Help | Ok I Cancel |

2-5ample t - Options

Confidence level: | 5]

Test difference: I 0,0
Alternative: Inot equal - I

Help | (a4 I Cancel

Vam obtenir els resultats de la figura 6. Apareixen els valors mostrals de tots dos
departaments. L'estadistic de contrast és un valor t = -2,84 amb 12 graus de
llibertat (DF) i el p-valor P-Value = 0,015.

Figura 6. Resultats del contrast d’hipotesi

Two-Sample T-Test and Cl: DepA; DepB

Two-sample T for Depld ws DepE
H Meann AtDev SE Mean

Depk _ 6 7,00 1,41 0,58
DepE & 10,00 2,27 0,80

Difference = mu (Depld) - mu (DepRB)

Estimate for difference: -3,00
95% CI for difference: (-5,30; -0,70)
T-Test of difference = 0 (w3 not =): T-Walue = -Z,54

P-Value= 0,015 DF = 12
Both use Pooled S3tDew = 1,9579

Com que p-valor = 0,015 < 0,05, podem rebutjar la hipotesi nul-la amb o = 0,05.
Aixi la produccié mitjana d’ambdoés departaments (segons els criteris esta-
blerts) és significativament diferent en els departament A i B. Observeu que la
informaci6 del Minitab per a l'interval de confianca del 95% a la figura 5 té
com a extrems els valors —5,30 1 0,70 (observeu que el O no esta inclos en l'es-

Observeu

En el pas (2) assumim que les
variancies s6n desconegudes
pero iguals i marquem la case-
lla corresponent.
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mentat interval). Aixd també ens indica que hem de rebutjar la hipotesi nul-la

i acceptar l'alternativa (les mitjanes son diferents).

Aixi, els resultats permeten al director de 1’escola universitaria concloure que
hi ha diferéncies significatives entre tots dos departaments en el nombre total

de publicacions o ponéncies de qualitat.

Aplicant Microsoft Excel a I'’exemple 2. Estudi sobre la difusi6 cientifica.

Podeu executar una prova t de dues mostres independents per a dades no aco-
blades. Feu clic a (t-Test: Two Simple > Assuming Equal Variantes) prova t: dues
mostres suposant variancies iguals i especifiqueu les dues columnes que contin-

guin les dades.
La figura 7 mostra la sortida corresponent que ofereix el Microsoft Excel.

Figura 7. Resultats exemple 2. Estudi sobre la difusié cientifica. Excel

A | B C

1 | Prova t per a dues mostres suposant variancies iguals

2

3 DepA DepB
_ 4 | Mitjana 7 10
_ 5 |Variancia 2/ 514285714
_ 6 |Observacions 6 8
_ 7 | Variancia agrupada 3,83333333
_8 | Diferéncia hipotética de les mitjanes 0
_ 9 | Graus de llibertat 12
10 | Estadistic ¢ -2,8371975
11 |P(T <=f)una cua 0,0074872
12 | Valor critic de t (una cua) 1,78228755
13 | A(T <= f) dues cues 0,01497439

14 | Valor critic de t (dues cues) 2,17881283

Com observem, el p-valor = 0,0149, en ser menor que el valor de a, pot rebut-

jar la hipotesi nul-la amb o = 0,05.

Contrast d’hipotesi per a la diferéncia entre les mitjanes de dues poblaci-

ons: Mostres dependents (dades aparellades)

Disposem d’una mostra aleatoria de n parelles d’observacions de distribucions
amb mitjanes p, i ug. Denotem per d i s; la mitjana mostral i la desviacio ti-
pica observades per a les n diferéncies (x5 — xg) i sigui py = pa — pg mitjana de

les diferéncies per a la poblacid.

Si la distribuci6 poblacional és normal podem fer els contrastos segiients per

a un nivell de significaci6 o:
la hipotesi nul-la: Hy=p;=0

la hipotesi alternativa (Hq) pot ser bilateral: Hy:p; =0

Analisi de dades

Per a fer contrastos d’hipotesi
amb I'MS Excel és necessari
instal-lar un complement ano-
menat Andlisi de dades. Per a
instal-lar les eines d’analisis de
dades feu clic a Herramientas >
complementos, en el quadre de
dialeg activeu Herramientas
para andlisis.

Mostres dependents

Mostres dependents significa
que tenim una mostra d’obser-
vacions de dues variables.

La grandaria de la mostra és:

d=-

n
La desviacié estandard és:

3@ -ay
Xl e

la notaci6 d és per a recordar
que la mostra aparellada
proueix dades de diferéncia.




CC-BY-SA « PID_00161055 17 Inferéncia d’informaci6 per a dues poblacions o més

ounilateral Hy : uz>00 Hy : py< 0

En aquest tipus de contrast fem servir la mateixa metodologia utilitzada per
al contrast de la mitjana per a una sola poblacié que vam veure al modul

anterior.

Per il-lustrar el disseny amb mostres aparellades utilitzarem ’exemple segiient:

Exemple 3. Puntuacions d'un test d’actitud

A un grup de persones se’ls va proposar un test d’actitud sobre un tema pole-
mic i vam obtenir uns resultats. Després el grup va assistir a la projeccié d’'una
pel-licula favorable al tema i tot seguit se’ls va proposar de nou el test d’acti-
tud, del qual es van obtenir altres resultats. A la taula 3 apareixen les dades so-
bre les puntuacions del test fet a 11 persones. Cada persona déna un parell de
valors, un per a abans d’assistir a la projecci6 de la pel-licula i un altre després
d’assistir-hi. Es vol verificar la hipotesi que la projeccié d'una pel-licula favo-
rable fa que canvii l'actitud desfavorable cap al tema.

Taula 3. Dades exemple 3. Puntuacions d'un test d'actitud

A2 Puntuaci6 del test Diferéncia de
Puntuacié del test abans Z q
Persona p després de veure la puntuacions del test
de veure la pel-licula 5
pel-licula (d;)
1 24 16 8
2 20 18 2
3 24 20 4
4 28 24 4
5 30 24 6
6 20 22 -2
7 24 20 4
8 22 18 4
9 18 10 8
10 18 8 10
11 24 20 4
11
d =52

Observeu que 'tltima columna de la taula 3 conté la diferéncia entre les pun-
tuacions abans i després de veure la pel-licula. La clau per a analitzar el disseny
amb mostres acoblades és tenir en compte que nomeés es considera la columna
de les diferéncies. Verificarem la hipotesi d’investigacié a un nivell de signifi-
cacio de1'1% (o =0,01). Sigui p;=1a mitjana de les diferéncies per a la poblacio
de persones.
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Les hipotesis seran:

H02 Ha= 0
Hll Ua# 0

Es tracta d'un contrast bilateral. Si rebutgem H;, arribem a la conclusié que les

mitjanes de les puntuacions del test son diferents al nivell de significaci6 de
I'1%. En el modul 2 vam veure que si podem suposar que la poblacié té una
distribucié normal, I’estadistic de contrast és una t de Student amb n — 1 graus
de llibertat, per a provar la hipotesi nul-la sobre la mitjana poblacional, si no

coneixem la variancia de la poblacié com en aquest exemple.
Amb dades de diferéncia es calcula I'estadistic de prova per a la hipotesi nul-la

Hy:nd =0 és:

_ 52 . 106,18
Com d="2=472 1 s4= =3,26
1 77V 10

s d-pg  4,72-0

B S%/E B 3’2y\/ﬁ

Amb o =0,011in-1 =10 graus de llibertat (ty 91/2 = £y 005 = 3,169), la regla de

t =4,80

rebuig per a la prova bilateral és:
Rebutjar Hy sit < 3,169 ot > 3,169

En vista que t = 4,80 és a la regio de rebuig, rebutgem H, i acceptem H i po-
dem afirmar al 99% de confianca que la pel-licula va influir en 'actitud de les

persones.

Amb els resultats de la mostra podem definir un interval de confianca de dife-
rencia entre les dues mitjanes de la poblaci, amb la metodologia per a pobla-
ci6 tnica del modul 2 els calculs son:

_ s 3,26
d+t 30 —472+3169[ 20|24 72+3,12=[1,60; 7,84
Y% In (\/uJ [ :

En conseqiieéncia, l'interval de confianca de 99% de la diferéncia de mitjanes
entre les mitjanes de les dues puntuacions del test és d’1,6 fins a 7,84. Obser-
vem que l'interval no inclou el valor zero. Després com hem vist en el contrast

podem rebutjar Hy,.
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Emprarem el Minitab per a aquest exemple 3. Puntuacions d'un test d’actitud.

La figura 8 mostra els passos basics necessaris per a fer el contrast d’hipotesis.

En primer lloc comprovarem el suposit que les poblacions segueixen una dis-

tribuci6é aproximadament normal:

Figura 8. Passos per a fer un test de normalitat. Minitab
Normality Test rz|

Variable: | aBaps

Percentile Lines
(+ Mone
© AbYvalues: |

" Al data values: |

Tests For Mormality
f* Anderson-Datling
" Ryvan-Joiner (Similar ko Shapiro-Wilk)

" Kolmogarov-Smirnoy

Title:
Help (04 | Cancel

En els grafics resultants (figures 9 i 10) observem que no hi ha indicis per a
dubtar que es compleix el suposit de normalitat, ja que els punts estan molt
proxims a les respectives rectes. Els grafics ens proporcionen també el p-valor
associat al test de normalitat d’Anderson-Darling, on 1'esmentat p-valor és
prou gran en ambdods casos per a no descartar la hipotesi nul-la d’aquest con-
trast: que les dades segueixen una distribucié normal.

Figura 9. Test de normalitat. Minitab

Probability Plot of ABANS
Normal
99

Mean 22,9
StDev 3,833
N 1
AD 0,390
p-valor 0,319

95 4
90 -
80-
70-
60
50-
40-
30
20+
10-
5

Per cent

T I T T T T I
150 17,5 200 225 250 275 30,0 32,5
ABANS

Passos a seguir

Una vegada introduides les da-
des en el programa se segueix
la ruta Stat > Basic Statistics >
Normality Testis’emplenen els
camps a la finestra correspo-
nent. En el quadre de dialeg se-
leccioneu el test d’Anderson-
Darling.
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Figura 10. Test de normalitat. Minitab

Probability Plot of DESPRES
Normal

99

95+
90-
80-
704
60_
50-
40-
301

20+
10
5

Per cent

1 T T T T T T

5 10 15 20 25 30
DESPRES

Passem, doncs, a fer les inferencies ja comentades sobre 1.

Figura 11. Passos per a fer un contrast d’hipotesis per a la diferéncia de mitjanes per a mostres
dependents Passos a seguir
= Minitab - Untitled - [Worksheet 1 ***] Se sequeix la ruta Stat > Basic
J [ Fle Edt Data Calc | Stat Graph Edtor Tools ‘window Help Statistics > Paired t (1), i s'emple-
= : % o = nen els camps a la finestra co-
J = & | & | & = 5 (el PR e Sl . rresponent (2). En el quadre de
J | = Regression » | R stors Descriptive Statistics, . dialeg Options es completen els
—  anows v |25 Graphical Summary. .. camps Confidence level: 99,0 i el
+ c1 c2 BEE . tipus d’hipotesi alternativa Alter-
Persona| ABANS 12 1-Sample Z... native: not equal (3).
Control Charts 3 . .
1 1 : 1t LSamplet... «—1 Seleccioneu OK per a obtenir el
= 5 Quality Tools * 2t 2-samplet... contrast.
3 3 Reliability fSurvival 3 ﬂ Paired .
1 1 Multivariake »
= c Time Series | 1P 1 Propaortion...
= ; Tables »| 2P 2 Proportions. ..
q o
7 7 Monparametrice | 5p 1-3ample Poisson Rate...
8 G EDA w| 5% 2-5ample Pojsson Rate...
9 q Bower and Sample Size | 2 1 yariance...
10 10 18 2 “§u§ 2 Wariances. ..
11 11 24 20 i ;
COR Correlation...
12

% Samples in columns Confidence level:

First sample: I ABANS
Second sample: I DESPRES Test mean: 0,0
= Summarized data (differences) Alkernative: Im

Sample size:

l—
[ean: I— Help | ’TI Cancel
|

Standard dewviation:

Paired t evaluates the first sample
minus the second sample.

Seleck |
Graphs... | Options... | «— 2 3
Help | [o]'4 | Cancel |
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Els resultats obtinguts en la figura 12 mostren que, partint de les observacions
registrades, hi ha una probabilitat de 0,99 que p, sigui un valor de l'interval
(1,613; 7,841). A més amb un p-valor de 0,001 també podem afirmar que hi
ha indicis suficients per a rebutjar la hipotesi nul-la. Per tant, podem conclou-

re que la pel-licula va influir en 1'actitud de les persones.

Figura 12. Resultats del contrast de mitjanes per a dues mostres dependents. Minitab

Paired T for ABANS - DESPRES

n Mean 3Athew 3E Mean
ABANE 11 22,91 3,83 1,15
DESFRES 11 15,15 5,17 1,56
Difference 11 4,727 3,259 0,982

99% CI for mean difference: (1,61l3; 7,841)
T-Test of mean difference = 0 (ws not = 0): T-Value = 4,581
P-Value = 0,001

També podeu executar una prova t per parells utilitzant Excel.

Des d'Eines > Analisi de dades, feu clic a Prova t per a mitjanes de dues mostres
aparellades i especifiqueu les dues columnes que contenen les dades per pa-
rells. Aquesta ordre no calcula l'interval de confianca, de manera que ha de

calcular-lo mitjancant les férmules que apareixen en aquest modul.
La figura 13 mostra la sortida corresponent que ofereix Microsoft Excel.

Figura 13. Resultats del contrast de mitjanes per a dues mostres aparellades. Excel

B13 - A& 00007 11223615253786
A | B | C |

1_ Frova tper a dues mostres aparellades

2

3 ABANS DESPRES
| 4 |Mitjana 22 80909091 18,18181818
| £ |variancia 14 BO0S0909 ) 26 YR3E3R36E

£ |Ohservacions 11 11
| 7 |Coeficient de correlacic de Pearson 0777a64218
| 5 |Diferéncia hipotatica de les mitjanes 0
| 9 |Graus de llibertat 10
| 10 |Estadistic ¢ 4 811515866

11 | AT == unacua 0000355612
EValnr critic de # (una cua) 2 7E37E9458
| 13 | AT == § dues cues 0 00071 1224_

14 |valor critic de #{dues cues) 3BT 2672

En ser el p-valor = 0,0007 < a(0,01), es rebutja Hy,.

1.2. Contrastos d’hipotesi per a la diferéncia de proporcions

En estudiar la diferéncia entre dues proporcions poblacionals, 1’estimador és
p1— P, - Com vam veure en casos anteriors, la distribuci6 de I'estimador de
les mostres és un factor clau per a determinar els intervals de confianca i per a

provar les hipotesis dels parametres.
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Suposem que disposem de dues mostres aleatories simples i independents
de nq i n, observacions. Les proporcions mostrals d’exits sén respectiva-
ment: p, i p,.

La distribuci6 de la variable diferéncia de proporcions mostrals 271 - fpz es pot
aproximar amb una distribucié N(O,1).

Sota el suposit de la hipotesi nul-la certa (Hy: p; — p2 =0), tenim que l'estadistic
de contrast és:

On ( 271 - 272 ) és la diferéncia de les proporcions mostrals.

El valor f) és el valor estimat comu de la proporcié poblacional que podem

estimar a partir de les dues mostres:

npy+mpp,y
ny + My

p =
Regla de decisio6 del contrast d’hipotesis

Un cop calculat el valor de 'estadistic de contrast, cal determinar el p-valor. El
p-valor depen de la hipotesi alternativa plantejada.

* Si Hy:p;—p, =0, aleshores p=2P (Z<|z)
e Si Hy:p;—py<0,aleshores p=P (Z<z)
e Si Hy:p;-py >0, aleshores p=P (Z>2z)

Si el p-valor és significatiu, es rebutja la hipotesi nul-la si és menor que
el nivell de significacio6 o fixat.

Es fara servir I'exemple de 'apartat 1.1, taula 1. Dades de ’exemple 1. “Com-
paraci6 de les mitjanes del temps de resposta de dos servidors”.

En una empresa informatica es vol mesurar l'eficiencia de dos servidors web.
Per a aix0, mesuren el temps d’espera del client entre la peticié que aquest fa
ilaresposta que li déna el servidor. Els temps d’espera (en mil-lisegons) d’amb-
dos servidors (TA i TB) per a 50 peticions sén en la taula 2.

Direm que el temps d’espera és accep.table si é&s menor que 9 mil-lisegons. Po-
dem dir que la proporci6 de peticions amb temps d’espera acceptable és dife-
rent per als dos servidors?

Recordeu
Siles grandaries de les mostres
sén grans:
~ 1—
p,—>N [pu M]
m
i
~ p.(1-p
P N[py :{ 2)]
nZ
Nota

A vegades en lloc de:
Ho: p1-p2=0
escriurem:

Ho: p1 = p2
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Per a contestar aquesta pregunta hem de fer un contrast de diferéncia de pro-
porcions que resoldrem amb el Minitab.

La primera operacié que hem de fer és calcular per a cada tipus de servidor la pro-
porci6 de temps inferior a 9 mil-lisegons. Per a aix0, creem una nova columna de
nom on posarem un 1 si 'observacio de temps d’espera del servidor A és inferior
a 910 en cas contrari. Després sumarem els valors de la columna i obtindrem el

nombre d’observacions de temps del servidor A inferior a 9 mil-lisegons.

En la figura 14 s’'indiquen els passos a seguir:

Figura 14. Passos a seguir per a recalcular una variable nova
Indicacié

Calculator

Per a fer aquest exercici primer

i1 TA Store result in variable: | calcularem una nova variable,

c? TB : que valgui 1 si el temps d’espe-
3 A Expression: ra és menor que 9 mil-lisegons
IF(TA <9; 1;0) i 0 en cas contrari. Per a calcu-

lar aquesta variable, podem
utilitzar la instruccié IF de Mi-
nitab.

Functions:

ll ;I il All functions LI
;Iilil Absolute value ]
=
!

Antilog 1
<=| ==| | Any
An

Arcsine
ﬂ _I d Arccosine
s:l ar Arctangent |

Select | ﬂl Mot | Select

[ Assign as a formula

Help | 0K I Cancel |

Fem el mateix per al temps del servidor B i crearem una columna de nom B
amb 1 si el temps és inferior a 9 i 0 en cas contrari.

Figura 15. Dades

=3 Minitab - Untitled - [SERVIDORS. W) (=] [=][O)(X%]

@ File Edit Data Calc Stat Graph Editor Tools Window Help
=8l
s C1 c2 3 Cc4 c5 Co=l
TA TB A B a
1 9,67 6,45 0 1
2 9,62 9,64 UI UI
3 950 853 0 1]
4 10,88 5,20 0 0
5 8,94 4,55 1 1
6 10,59 8,51 0 1
T 9,81 12,11 0 0
8 9,46 7,65 0 1
9 9,26 8,85 0 1
10 9,02 8,45 0 1 3
am """ o . B
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Una vegada tenim aquestes dues noves columnes, calculem la suma de cada
una i aixi tindrem per a cada servidor el nombre d’observacions de temps in-
ferior a 9:

Figura 16. Passos a seguir per a obtenir el valor suma
Passos a seguir

Display Descriptive Statistics

Se segueix la ruta Stat > Basic

Variables: Statistics > Display Descriptive
AB Statistics (1), i s’'emplenen els
camps a la finestra correspo-

nent.

En el quadre de dialeg Statistic

By variables (optional): marqueu Sum (2)

«— 1 Seleccioneu OK per a obtenir
el contrast.

Select: |

Help |

Descriptive Statistics - Statistics

[ Mean [~ Trimmed mean ™ N nonmissing
[~ SEofmean ¥ Sum; ™ M missing
[~ Standard deviation ™ Minimum ™ N total
[~ variance ™ Maximum ™ Cumulative N
[T Coeffident of variation [~ Range [~ Percent
[~ Cumulative percent
[~ First quartile [~ sum of squares «— 2
™ Median [~ Skewness
[~ Third quartile I~ Kurtosis
[~ Interguartile range [ MssD
™ Mode

Help | oK Cancel

Figura 17. Resultats

Descriptive Statistics: A; B
“ariable Sum

A G.0000

B 31.0000

Per al servidor A hi ha 6 observacions amb un temps d’espera inferior a 9
mil-lisegons i per al servidor B el nombre d’observacions menors de 9

mil-lisegons és 31.
Plantejarem el contrast seglient:

Ho:py-pp=0
Hy:pa-pp#0

Fixem o = 0,05.

La figura 18 mostra els passos a seguir per a fer el contrast de la diferéncia de

proporcions.
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Figura 18. Passos per a fer un contrast d’hipotesis per a la diferéncia de proporcions

2 Proportions (Test and Confidence Interval)

" Samples in one column

—
—

~ Samples in different columns

—
—

% Summarized data

Samples;

Subscripts:

First:

Second;

Events: Trials:
First: | 6 I 50
Second: I 31 I 50
Select: |
Help | 0K |

2 Proportions - Options

Confidence level: | S
Test difference: 0,0
Alternative: Inot equal vI +— 2

[~ Use pooled estimate of p for test

[ |

Help | Cancel |

Els resultats de la figura 19 mostren el p-valor = 0,000 < 0,05 que indica que
podem rebutjar la hipotesi nul-la i concloem que la proporcié de peticions
amb temps d’espera acceptable és diferent per als dos servidors.

Figura 19. Resultats del contrast de diferencia de proporcions. Minitab

Passos a seguir

Se segueix la ruta Stat > Basic
Statistics > 2-Proportions i s’em-
plenen els camps a la finestra
corresponent.

Summarized data (1)
First: Events: 6, Trials: 50.
Second: Events: 31, Trials: 50.

Seleccioneu Options (2), i em-
pleneu els camps:

Confidence level: 95,0
Alternative: not equal

Tezt and CI for Two Proportions

Sample X N SZample p

1 6 50 0,1z20000

Z 31 50 0,6zZ0000

Difference = p (1) — p (2]

Estimate for difference: -0,5

95% CI for difference: (-0,661905; -0,335092)
Test for difference = 0 (w3 not = 0): Z = —-6,05

P-¥alue = 0,000

1.3. Contrastos d’hipotesi de comparacié de variancies

Un dels contrastos desenvolupats en 1’apartat 1.1 per a la comparaci6 de
mitjanes poblacionals depén del suposit d’igualtat de les dues variancies
poblacionals. Encara que en moltes aplicacions practiques aquest és un su-
posit raonable, convé utilitzar les dades disponibles per a contrastar-ne la
validesa.
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En aquest apartat considerem el cas de dues mostres aleatories independents
de poblacions normals i contrastarem la igualtat de variancies poblacionals.

Sigui 512 la variancia mostral d'una mostra de n; observacions d'una poblaci6

normal amb variancia cs%, i s% la variancia mostral d’'una mostra independent

de n, observacions d’'una poblacié normal amb variancia o; . Sempre que les

dues variancies poblacionals siguin iguals ( cf = G% ). La distribuci6 de la re-

2
laci6 de les dues variancies de les mostres % esta definida per 'estadistic F
52

que segueix una distribucié F de Snedecor amb n; — 1 graus de llibertat per

al numerador i n, — 1 graus de llibertat per al denominador,

st

Fn1 -Lmp-1~ "%
52

Contrast d’igualtat de variancies de dues poblacions normals

Ara ens interessa contrastar la hipotesi nul-la que assegura que les variancies
de les poblacions son iguals % =3, és a dir, la variancia de la poblaci6 1 és
igual a la variancia de la poblaci6 2. Primer fixarem el nivell de significacié o
del contrast. Establirem les hipotesis nul-la i alternativa:

Hipotesi alternativa, pot ser:
Nota

. ix . . p . A vegades en lloc de:
e Bilateral: Hy: G% # cs%, les variancies de les dues poblacions sén diferents. 9

Ho: 012 = cs%
e Unilateral: Hy: G% > c%, la variancia de la poblaci6 1 és major que la vari- escriurem:

ancia de la poblacio6 2. Ho: o2 /o3 =1

e Unilateral: Hy: o? < o3, la variancia de la poblaci6 1 és menor que la vari-

ancia de la poblaci6 2.

Sota el suposit de la hipotesi nul-la certa Hy: 6% = o3, I'estadistic de contrast és:

st

F *n1—1;n2—1 =
52

Regla de decisio6 del contrast d'hipotesi

Un cop calculat el valor de 'estadistic de contrast, cal determinar el p-valor. El
p-valor depen de la hipotesi alternativa plantejada.

e SiH;: c% # G%, aleshores p-valor =2P (Fn1,1,n271 >F *)

e SiHj: cs% < cs% , aleshores p-valor =P (Fnrl,nzq <F *)
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e SiH;: o} >03, aleshores p-valor = P (Fnl_l,n21 >F *)
¢ Si p-valor < a es rebutja Hy
Exemple 4. Variabilitat de processadors de text

Volem comparar dos tipus de processadors de textos: el LaTeX i I'OpenOffice.
Per a fer-ho, considerem textos més o menys de la mateixa longitud i expli-
quem la variabilitat de 1'espai que deixa cada processador entre les paraules.
En el cas del LaTeX, considerem 10 textos i obtenim que la desviacio6 estandard
mostral de I’espai que deixa és de 2,5 mm, mentre que per a ’'OpenOffice con-
siderem 15 textos i obtenim que la desviaci6é estandard mostral de 1'espai que
deixa és de 3,5 mm. Suposant normalitat, podem afirmar que els dos proces-
sadors de textos tenen la mateixa variabilitat en ’espai que deixen entre pa-

raules?

Per a contestar la pregunta hem de fer un contrast d’igualtat de variancies.

2 2
Hg : 0T atex = S0Openoffice
El contrast d’hipotesi és: penOff

.2 2
Hy :olatex # SOpenOffice

Fixem el valor de a = 0,05.

2
SLaTeX

Els valors de S%aTex i S(Z)penofﬁce
SOpenOffice

L’estadistic de contrast val: F* =
son, respectivament, S%aTeX =6,251 sépenofﬁcg =12,25.

L’estadistic F segueix la distribuci6 F de Fisher-Snedecor amb 9 i 14 graus de

llibertat. El valor de ’estadistic de contrast sera:

6,25
12,25

*

0,51

Els valors critics seran Fy_y2 9,14 = Fy 975,914 = 0,265 1 Fy 2 = Fy 025914 = 3,21

Per a calcular els valors critics utilitzarem la taula F o mitjancant un progra-

mari estadistic.

Com que Fg g 259,14 < I* < Fg 975 9 14 acceptem la hipotesi nul-la i concloem que
les variancies son iguales. Per tant, tots dos processadors tenen la mateixa varia-
bilitat en l'espai que deixen entre paraules. Si volguéssim fer el contrast amb el p-
valor, aquest valdria: p =2 p(Fy14 <0,51) ~0,312. Com que és molt més gran

que 0,05, acceptem la hipotesi nul-la i arribem a la mateixa conclusio.
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En el exemple 1. “Comparacio de les mitjanes del temps de resposta de dos servi-
dors”, quan fem el contrast de diferéncia de mitjanes amb Minitab no assumim
que les variancies fossin iguals, ara farem un contrast per a comparar les dues va-

riancies i veure si son iguals.

2 _ 2
o . .. Hyioz=o
Les hipotesis nul-la i alternativa son: 0 ; f
Hl :0p #0B
. f 2ogs 2 * Si 2 . 2 .
Fixem o =0,1. L'estadistic de contrast és: F =—-, on sj i sg son respectiva-
SB

ment, les variancies dels temps d’espera dels servidors A i B. La distribuci6 de
F és la de la F de Snedecor amb 50 — 1 = 49 graus de llibertat en el numerador
i 50 — 1 =49 graus de llibertat en el denominador.

El problema es resoldra amb el Minitab. Els resultats del Minitab es mostren
en la figura 20.

Figura 20. Resultats del contrast de variancies. Minitab

Test for Egual Variances: Ta: TB

Q0% Eonferroni confidence interwvals faor standard
deviations
i Lower StDew Tpper
Th 50 0Q,75198 0,90019 1.12176
TE 50 1.45954 1.74726 Z2.17731

F-Test [(Normal Distribution)

Test statistic = 0,27: p-walue = 0,000

Levene's Test (Any Continuous Distribution)
0,000

Test statistic = 13.14; p-wvalue =

Passos a seguir

Podem veure que com que el p-valor és practicament zero, hem de rebutjar la
hipotesi nul-la, és a dir, no podem considerar que les variancies siguin iguals,
Per aquesta rad quan vam fer el contrast de diferéncia de mitjanes no vam as-

sumir que les variancies fossin iguals.

El Minitab també ens ha proporcionat el grafic segiient per al contrast d’'igual-

tat de variancies:

Se segueix la ruta Stat > Basic
Statistics > 2-Variances i s’em-
plenen els camps a la finestra
corresponent.

En el quadre de dialeg comple-
teu els camps:

Samples in different colums:
First: ~ TA
Second: TB

Seleccioneu Options, comple-
teu els camps:

Confidence level: 90,0

Title: Contrast d’igualtat de va-
riancies
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Figura 21. Resultats del contrast d’igualtat de variancies. Minitab

Contrast d’igualtat de variancies

TAA .
TB 1 ; L
0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2
90% Bonferroni Confidence Intervals for StDevs
n s
gl I ——
4 6 8 10 12
Data

La figura 21 presenta un grafic amb els intervals de confianca de les variancies
de les dues poblacions: s’hi observa que els intervals son diferents i no s’enca-
valquen. El p-valor del test F indica que es rebutja la hipotesi d’igualtat de va-

riancies.

En el grafic de boxplot es veu clarament que la variabilitat del temps d’espera

del servidor A és molt més petita que la del servidor B.

F-Test
Test Static 0,27
P-Value 0,000

Levene’s Test

Test Static 13,14
P-Value 0,000
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2. Comparacio de grups mitjancant ANOVA

En l'apartat anterior s’han presentat alguns dels contrastos d’hipotesi que
s'usen habitualment per a determinar si hi ha difereéncies significatives entre
dues poblacions o grups d’'individus. Tanmateix, sovint es voldran comparar
més de dues poblacions o grups entre ells, per a la qual cosa es faran servir
les tecniques d’analysis of variance (ANOVA) que s’introdueixen en aquest

apartat.

Aixi, per exemple, les tecniques ANOVA es podrien aplicar per a donar respos-

tes a preguntes com ara:

e Hi ha diferéncies significatives entre la durada mitjana dels judicis segons
el tipus de delicte comes (homicidi, abts sexual, robatori, pirateria, frau fis-

cal, etc.)?

e Hi ha diferéncies significatives entre la despesa anual mitjana en tecnolo-
gia segons la franja d’edat a la qual pertanyi l'individu (nen, jove, adult,

gent gran)?

e Hi ha diferéncies significatives entre el nombre mitja d’alumnes i ordina-

dors per centre escolar entre els diferents paisos de 'eurozona?

e Hi ha diferéncies significatives entre el nombre mitja d’autocitacions en re-
vistes cientifiques segons l'editorial (Elsevier, Inderscience, Taylor & Fran-
cis, IGI Global, etc.)?

e Hi ha diferéncies significatives entre el consum mitja de combustible se-
gons el model de cotxe utilitzat (esportiu, turisme, tot terreny, monovo-

lum, etc.)?

e Hi ha diferencies significatives entre la qualitat mitjana (mesurada a partir
d'uns parametres definits) dels resultats de cerques en linia segons el tipus

de motor utilitzat (Google, Microsoft Bing, Yahoo!, etc.)? (figura 22)

Figura 22. ANOVA permet comparar la qualitat mitjana de diferents serveis

Google
bINg

YaHoO!

Nota

L’acronim ANOVA prové del
terme analysis of variance
(analisi de la variaci6 existent
entre les diferents mitjanes
considerades, per a veure si hi
ha diferencies significatives en-
tre aquestes).

Observeu

Els exemples que es presenten
en aquest capitol es caracterit-
zen perque la pertinenca a una
poblacié o a una altra depén
d’un Gnic factor (tipus de delic-
te, franja d’edat, pais, editorial,
model de cotxe, motor de cer-
ca, etc.). En aquests casos, es fa
servir ANOVA d’un Unic factor
(en angles one-way ANOVA o
single-factor ANOVA). Tot i
aix0, hi ha també tecniques
ANOVA per al cas que els grups
estiguin determinats per dos
factors (per exemple, tipus de
delicte i solvéncia econdmica
de l'acusat, franja d’edat i clas-
se social, etc.).
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2.1. Comparacions de diverses mitjanes

Quan es volen comparar entre elles les mitjanes corresponents a més de dues record
ecoraeu

poblacions o grups d’'individus, es podria pensar a comparar aquestes mitja-
" s e s . . Un error de tipus | consisteix a
nes dos a dos mitjancant un contrast d’hipotesi per a dues poblacions. Aixi, rebutjar la hipotesi nul-la quan
resulta que aquesta és certa. En
aquest cas, la hipotesi nul-la se-

série de tests t d’hipotesi per a comparar les diferents mitjanes entre elles: un :jia que les mitjanes s6n coinci-
ents.

per exemple, en el cas de tres poblacions es podria pensar a dur a terme una

primer test f per a comparar les mitjanes de les poblacions 11i 2, un altre per a

comparar les mitjanes de les poblacions 1 i 3, i un altre per a comparar les mit-
janes de les poblacions 2 i 3. Tot i aix0, aquesta aproximacio6 té un greu pro-
blema: si per a cada test t es fa servir un nivell de significacié o (generalment
es fa servir a = 0,05), aleshores la probabilitat de cometre un error de tipus I
és o en cada test; en aquestes condicions, es pot comprovar que la probabilitat
de cometre un error de tipus I en el global dels tres tests seria de 1—(1—- o) (si
o = 0,05 aquesta probabilitat seria de 0,14 aproximadament). En altres parau-
les, comparant les mitjanes dos a dos s’esta fent un test global amb una pro-
babilitat d’error de tipus I molt més gran que la que es preveu inicialment per
a cada test individual. Per a evitar aquest problema es poden usar les técniques
ANOVA que permeten fer un anic test global amb una probabilitat d’error de
tipus I determinada (generalment o = 0,05).

El test F d’ANOVA

Per a comparar les mitjanes corresponents a k poblacions o grups d’'individus
diferents (k > 3), es pot plantejar el contrast d’hipotesi segiient, en que el sim-
bol p; representa la mitjana de la poblaci6 i-eésima pera i=1,2,...,k:

{Ho Tl =Hp =... = ug (totes les mitjanes son iguals) o

H, : no totes les mitjanes son iguals

En altres paraules, la hipotesi nul-la, Hy, sosté que no hi ha diferéncies signi- - —
Programari estadistic

ficatives entre les diferents mitjanes poblacionals, mentre que la hipotesi al-

. . . . . ) Actualment hi ha una gran va-
ternativa, H,, sosté tot el contrari, com ara que les mitjanes si que son rietat de programes estadis-
tics o d’analisi de dades de

significativament diferents. Es important observar aqui que la hipotesi nul-la . X
gran qualitat, tant comercials

no diu que totes les mitjanes siguin significativament diferents entre elles, si- (Minitab, SPSS, MS Excel, SAS,
. . S-Plus, etc.) com de codi obert
no simplement que no totes les mitjanes son iguals, tot i que n’hi pot haver (R, Calc de Open Office, etc.).

algunes que si que ho siguin (per exemple, podria passar que py # py i g # H3
pero essent Kq =U3). Per tant, si es conclogués que no totes les mitjanes s6n
iguals caldria dur a terme una analisi posterior per a determinar quines mitja-

nes soOn diferents entre elles.

El contrast d’hipotesi (1) s’Tanomena test F de ANOVA, i generalment es recorre
a I'ts d’algun programari estadistic per a resoldre’l, és a dir, per a obtenir el
p-valor associat al test. A partir d’aquest p-valor correspon a l'investigador de-
terminar si ha estat possible trobar prou evidéncies per a rebutjar la hipotesi



CC-BY-SA « PID_00161055 32 Inferéncia d’informaci6 per a dues poblacions o més

nul-la o si, per contra, sembla que les dades empiriques no estan en contradic-
ci6é amb la hipotesi nul-la i, per tant, s’accepta aquesta com a valida. Com en
qualsevol altre tipus de contrast estadistic, abans de resoldre el test se sol fixar
un valor de significacio, o (generalment o = 0,05 o bé o = 0,01). Un cop obtin-
gut el p-valor, si p—valor <o es rebutja la hipotesi nul-la; en cas contrari no
hi ha prou indicis per a fer-ho i, per tant, s’acceptara la hipotesi nul-la com a
valida. L’elecci6é del valor concret per a o dependra del nivell de confianca,
1-a, que es vulgui que tingui la decisi6 final sobre 1’acceptacié o no de la hi-
potesi nul-la. Aixi, per exemple, un o = 0,05 implicara un nivell de confianca
en la decisi6 final del 95%, mentre que un o = 0,01 implicara un nivell de con-
fianca en la decisi6 final del 99%. El problema de seleccionar nivells de confi-
anca excessivament elevats (superiors al 99% o, el que és el mateix, valors de
a inferiors a 0,01) és que aleshores el contrast d’hipotesi es torna excessiva-
ment “conservador”, de manera que només quan les evidéncies empiriques en
contra de la hipotesi nul-la s6n totalment aclaparadores (és a dir, només quan
les diferencies entre algunes de les mitjanes son desproporcionades) és possi-
ble obtenir un p-valor més petit o igual que a. Per aquest motiu, en la majoria

dels casos practics se sol fer servir el valor o = 0,05 o bé o = 0,01.

Exemple d’aplicacié6 d’ANOVA: comparant el nombre mitja d’accessos a

continguts en linia segons la posicié de I’enllac en el portal

En un portal web d’accés a publicacions en linia, se sospita que la posicié que
ocupa 'enlla¢ a una determinada base de dades afecta el nombre de consultes
diaries que rep. Per a comprovar-ho, s’han seleccionat a l’atzar un total de 13
dies laborables d'un mes i, per a cadascun, s’ha comptabilitzat el nombre d’ac-
cessos rebuts. La taula 4 mostra els valors obtinguts, els quals han estat agru-
pats segons la posicio diaria de l'enlla¢ (a ’encapcalament de la pagina, al

marge dret o al marge esquerre).

Taula 4. Accessos a una base de dades segons la posicié de I'enllag

Posicio de I'enllag

Encapcalament (1) Dreta (2) Esquerra (3)

10 7 3

12 6 3

10 7 5

9 8 4

7

Total 41 45 15
Mitjana X1 =10,25 X;=7,0 X3=13,75

Es pot afirmar que hi ha diferencies significatives entre les diferents mitjanes?
Es a dir, depén del nombre mitja de consultes diaries de la posicié que ocupi

I’enllag?
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Com a primera aproximacié a aquest problema, es pot optar per generar un
diagrama de caixa i bigotis (boxplot) per a cada un dels grups de dades. La figu-
ra 23 mostra aquest diagrama que a més inclou una linia que uneix les respec-
tives mitjanes. S’aprecien clares diferencies en els tres grups considerats, tant
pel que fa als boxplots com a les respectives mitjanes.

Figura 23. Boxplot del nombre de consultes per a cada posicié

Boxplot of Encapcalament, Dreta, Esquerra

12+ |

10 &

Data

" e

2-

Encapcalament Dreta Esquerra

Tot i aix0, per a contestar de manera contundent les preguntes anteriors cal
fer un test F d’ANOVA. El contrast d’hipotesi es pot formular de la manera se-

glient:

HO . 21 = 22 = 23
H, : no totes les mitjanes son iguals

Per a resoldre aquest contrast, es fixara un valor de significacié o = 0,05 i es
recorrera a 1'as de programari estadistic per a obtenir el p-valor corresponent
a les observacions de la taula 4.

La figura 24 mostra els passos basics necessaris per a generar una analisi
ANOVA amb el programa Minitab. D’altra banda, la figura 24 mostra la sor-
tida generada per a les dades d’aquest exemple. S’observa que el valor resultant
per a l'estadistic del contrast és F = 44,47. L’estadistic F és una variable aleato-
ria que es comporta segons una distribucié F de Snedecor amb 2 graus de lli-
bertat en el numerador (DF Factor) i 10 graus de llibertat en el denominador
(DF Error). El p-valor no és res més que la probabilitat que una variable aleato-
ria amb aquestes caracteristiques superi el valor observat per a 1’estadistic de
contrast, com ara p-valor = P(Fy,1o > 44,47). Segons s’observa a la sortida, en
aquest cas s’obté p-valor = 0,000. Atés que el p-valor és molt menor que el ni-
vell de significacio escollit (p-valor = 0,000 < 0,05 = o), es conclou que les da-
des obtingudes semblen contradir la hipotesi nul-la i, per tant, cal rebutjar-la.
Aixi, doncs, hi ha indicis clars per a pensar que no totes les mitjanes s6n
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iguals, com ara que el nombre mitja de consultes diaries si que depen de la po-

sici6 que ocupi l'enllag.

Figura 24. Passos a seguir per a dur a terme una analisi ANOVA en el Minitab
Passos a seguir

Worksheet 1

+ C1 (] a3 c Un cop introduides les dades al
Encepgakiment| Dreta |Esquerra «—1 F;t;st;:tm:; I(\B,V;e jegsée_w;yru-
L 10 ! 3 (Unstacked) (2) i se seleccionen
| 2 | 12 B 3 Stat Graph Edtor Tooks Window  Help les variables a la finestra
10 7 5 i Sl d’ANOVA (3). Més endavant

% g g 4 S Stéusucs ’h i | S 2@ “ = es fara servir I'opcié Graphs
—— ekl diL Al ~ d’aquesta finestra (4).
i 7 | & one-way...

[

DOE ¥

Control Charts | HH Two-way...

One-Way Analysis of ¥ariance 1 5'

1 Encapcalament ~ Responses (in separate columns):

C2  Dreta Encapgalament Dreta Esquerra

3 Esquerra LI
-

I~ store residuals
) —
[~ Store fits 3

Confidence level: I a5,0

Select | Comparisons...l araphs. .. | 4——4
Help | (o] 4 I Cancel |

Figura 25. Sortida ANOVA del Minitab per a la comparaci6 de posicions

R
One-way ANOVA: Encapgalament, Dreta, Esquerra :l‘

Source DF 35 ik F P
Factor 2 84.500 42,250 44.47 0.000
Error 10 9.500 0.950 |

Total 12 54,000

§ = 0.9747 B-3g = 89.89% R-Sg(adj) = 87.87%

Individual 95% CIs For Mean Based on
Pooled Stlew

Level i) Mean Stlew + + +
Encapgalamwent 4 10.250 1.258 [—==%-—=]
Ireta 5 7.000 0.707 [——=F-——]
Esquerra 4 3.750 0.957  [---%--—-]
5.0 7.5 10.0 1z.5

Pooled 5StDew = 0.975

-
<| I 3 4

A la segona part de la sortida Minitab es representa cada una de les mitjanes
juntament amb el seu interval de confianca respectiu per a un nivell de con-
fianca del 95%. S’observa que els intervals soén disjunts (no s’encavalquen),
la qual cosa vol dir que les observacions aporten evidencies que les tres mit-
janes son significativament diferents. En general, tanmateix, el fet que totes
les mitjanes no siguin iguals no implicara necessariament que totes siguin
diferents (és a dir, hi podria haver intervals que s’encavalquessin i d’altres

que no).
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La figura 26 mostra la corresponent sortida ANOVA que ofereix el Microsoft
Excel. S'observa el mateix valor per a 1'estadistic F = 44,47, i també un p-valor
= 1,0543E-05 (és a dir, p-valor = 0,00001543 o, arrodonint, p-valor = 0,000).

Figura 26. Sortida ANOVA de I'Excel per a la comparaci6 de posicions

A | B | C D | E | F | G

1 |Analisi de variancia d'un factor

2

3 |RESUM

4 Grups Compte Surma Mitjana “arigncia
5 |Encapgalament 4 41 10,25 1,58333333
6 |Dreta 5 35 7 0,5

7 |Esquerra 4 15 3,75 0,91666667
8
9

10 |ANALISI DE VARIANCIA

11 | Origen de les variacions | Suma dels quadrats | Graus de libertat Mitjana dels quadrats F Probabilitat “alor critic pera F
12 |Entre grups 84,5 2 42,25 44,4735842 1,05434E-05 4,102821015
13 |Dins dels grups 95 10 0,95
14

15 |Total 94 12

1R

Exemple d’aplicaci6 d’ANOVA: comparant mitjanes de resultats valids

oferts per un motor de cerca segons l’algoritme utilitzat

Els desenvolupadors d'un nou motor de cerca especialitzat en recursos de re-
cerca estan provant tres algoritmes diferents de recuperacié de la informacio.
Per a comprovar si la mitjana de resultats valids que proporciona cada algorit-
me és el mateix en els tres casos, s’han fet unes proves aleatories amb cadas-
cun. La taula 5 mostra les observacions que s’han obtingut després de fer les

proves.

Taula 5. Resultats valids obtinguts amb cada algoritme

SR-GCWS SS-NEH Hibrid
12 10 16
10 17 14
18 16 16
12 13 11
14 20
21
66 56 98
X; = 13,20 X, = 14,00 X3 =16,33

Es pot afirmar que hi ha diferencies significatives entre les diferents mitjanes?
Es a dir, la mitjana depén de resultats valids obtinguts de 1'algoritme que im-

plementi el motor de cerca?

Novament, per a respondre adequadament aquestes preguntes cal fer un test
F d’ANOVA. Com a pas previ, tanmateix, podem fer un grafic dels correspo-

nents boxplots. Com s’observa en la figura 27, en aquest cas les diferéncies en-

Nota

Per a poder fer ANOVA amb
I’'MS Excel cal instal-lar prévia-
ment un complement anome-
nat “Analisi de dades”. Fent
servir el Google o qualsevol al-
tre cercador és facil trobar in-
formacié detallada sobre el
procés d'instal-lacié. També hi
ha un complement similar per
a I'Open Office Calc.
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tre els diferents grups no semblen excessives, tot i que l’algoritme hibrid
sembla haver proporcionat resultats lleugerament superiors a la resta.

Figura 27. Boxplot del nombre de resultats valids per a cada algoritme

Boxplot of SR-GCWS, SS-NEH, Hibrid

20+

18-

Data
[
(=)]
1

12+

1] |

SR-GCWS SS-NEH Hibrid

Per a comprovar si les diferéncies entre les mitjanes son estadisticament signi-
ficatives o no ho sén, es formula el contrast ANOVA segiient:

HO . 21 = 22 = 23
H, :no totes les mitjanes son iguals

De nou es fara servir un nivell de significacié o = 0,05 (és a dir, el nivell de con-
fianca usat és del 95%). Les figures 28 i 29 mostren, respectivament, les sorti-

des Minitab i Excel per a aquest exemple.

Figura 28. Sortida ANOVA del Minitab per a la comparaci6 d’algoritmes

R
One-way ANOVA: SR-GCWS, S5-NEH, Hibrid :IA
Source DF k] ok F P

Factor Z 9.2 l4.6 1.29 0.312
Error 12 136.1 11.3
Total 14 165.3

§ = 3.368 R-Sg = 17.66% R-Sgadj) = 3.94%

Individual 95% CIs For Mean Based on Pooled Stlew

Level i) Mean Stlew + +
SR-GCWS 5 13.200 3.033 [ *
55-NEH 4 14,000 3,162 [ *
Hibrid &

16,333 3.724 { * j

10.0 12.5 15.0 17.5

Pooled 5StDew = 3.368

ol | ,

R
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Figura 29. Sortida ANOVA de |'Excel per a la comparaci6 d’algoritmes

A \ E B [ D [ = | F [ G

| T |Analisi de varidncia d'on factor

2
| 3 RESUM

4 Grups Compte Suma Iitjana “aridncia
| 5 |SR-GCWS 5 [5i2] 132 a2
| B |SS-MEH 4 56 14 10

7 |Hibrid B 95 16,33333333 | 13,8666667
|8
2

10 |ANALISI DE VARIANCIA

11 | Origen de les variacions | Suma dels quadrats | Graus de llibertat Mitjana dels guadrats F Probabilitat | Valor critic per a £
| 12 |Entre grups 32 2 14,6) 1,28697356 0,311619296 3,885293535
| 13 |Dins dels grups 136,1333333 12 11,34444444

14
| 15 Total 165,3333333 14

1"

En totes dues sortides s’observa un valor de l'estadistic F = 1,29. En aquesta oca-
si6, 1'estadistic és una variable aleatoria que es distribueix segons una F Snede-
cor amb 2 graus de llibertat en el numerador (DF Factor) i 12 en el denominador
(DF Error). La probabilitat que una variable com aquesta assoleixi o superi el va-
lor 1,29 obtingut per l'estadistic és de 0,312, i aquest és precisament el p-valor
que s’observa en totes dues sortides. Atés que p-valor = 0,312 > o = 0,05, no
sembla que hi hagi prou indicis per a rebutjar la hipotesi nul-la. Dit d'una altra
manera, les dades observades semblen estar en sintonia amb la hipotesi nul-la,
per la qual cosa acceptarem la hipotesi que les mitjanes de resultats valids son
equivalents per als tres algoritmes, sense que hi hagi diferéncies estadistica-

ment significatives entre ells.

De fet, en la segona part de la sortida Minitab s’observa que els intervals de
confianca per a les tres mitjanes s’encavalquen parcialment, i aixo vol dir que
per a un nivell de confianca del 95% no es pot afirmar que hi hagi diferéncies

significatives entre aquestes mitjanes.

2.2. Lalogica del contrast ANOVA

Quan mitjancant un experiment aleatori es recull una serie de dades (observa-
cions) que son classificades en grups o nivells diferents segons un factor deter-
minat (franja d’edat, classe social, etc.), es poden analitzar dos tipus diferents
de variancia en les observacions (figura 30):

e D’una banda, la variaci6 existent entre els diferents grups o nivells (com
ara, la variaci6 entre les respectives mitjanes* de cada grup), la qual es co-
neix com a variacio entregrups o MS Factor.

e De l'altra, la variacio existent dins de cada grup o nivell, la qual es coneix
com a variacio intragrups o MS Error.
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Figura 30. Variacié entregrups i variacié intragrups

I Mitjana global dels tres grups
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En el fons, el que fa el test ANOVA és comparar totes dues mitjanes de vari-
abilitat, la variaci6é entregrups (MS Factor) i la variaci6 intragrups (MS Error).
Si passa que I’MS Factor és significativament més gran que I’MS Error (figura
31), aleshores el test concloura que les mitjanes dels diferents grups no s6n
iguals en tots els casos (la qual cosa implica que no totes les dades pertanyen
a un mateix grup o, dit d'una altra manera, que el valor de les observacions
si que depén del factor considerat). Si, per contra, I'MS Factor no és signifi-
cativament més gran que 1I'MS Error (figura 32), aleshores el test concloura
que no s’aprecien diferéncies significatives entre les mitjanes dels diferents
grups (en altres paraules, que totes les observacions semblen procedir d'un
Gnic grup o, dit d’'una altra manera, que les observacions no semblen depen-
dre del factor considerat).

Figura 31. La variacié entregrups és més gran que la intragrups

Boxplot of G1, G2, G3

130
120

110+ ‘

100- &
| \ |
90+

80+ ‘

Data

70




CC-BY-SA « PID_00161055 39

Inferéncia d’informaci6 per a dues poblacions o més

Figura 32. La variacié entregrups és més petita que la intragrups
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En la figura 25 (sortida ANOVA del Minitab) s’observen els valors MS Factor =
42,250 i MS Error = 0,950. Es a dir, en aquest cas la variacié entregrups (MS
Factor) és molt més gran que la variaci6 intragrups (MS Error), i aixo deixa en-
treveure que, probablement, el test conclogui que no totes les mitjanes sén
iguals. Pero, com arriba el test a la conclusio final? La figura 33 ajuda a enten-
dre millor com funciona el test F d’ANOVA:

a) D’una banda, a partir dels valors obtinguts per a MS Factor i MS Error es

MS Factor

calcula I'estadistic de contrast F = .
MS Error

En aquest cas, F = 44,47.

b) De l'altra, se sap que si la hipotesi nul-la fos certa (com ara quan totes les
mitjanes son iguals), aquest estadistic F seria una variable aleatoria que segui-
ria una distribuci6 F de Snedecor amb k — 1 graus de llibertat en el numerador
(DF Factor), i n — k graus de llibertat en el denominador (DF Error), essent k el

nombre de grups o nivells i n el nombre total d’observacions.

En 'exemple de la figura 25, DF Factor = 2 i DF Error = 10. Ara bé, quina és la
probabilitat que una variable aleatoria F de Snedecor (2, 10) assoleixi un valor
com el que s’obté per 'estadistic de contrast F? Dit d’'una altra manera, és ra-
onable pensar que una F de Snedecor (2,10) hagi assolit un valor de 44,47? La
probabilitat que aix0 passi ens la proporciona el p-valor. D’aquesta manera, un
p-valor “petit” (inferior al nivell de significacioé a) es pot interpretar com una
probabilitat massa baixa que una F de Snedecor (2, 10) pugui donar el valor
obtingut per a F, la qual cosa posa en dubte la suposicio inicial que la hipotesi
nul-la era certa. D’altra banda, un p-valor “gran” (superior al nivell de signifi-

cacio o) es pot interpretar com una probabilitat acceptable que, en efecte, una
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F de Snedecor (2, 10) prengui aquest valor i, per tant, no hi hauria evidéncies
per a dubtar de la hipotesi nul-la.

Figura 33. Funcionament intern del test f d’ANOVA

Observeu

que quan el valor obtingut per

a |'estadistic F a partir de les

observacions no és coherent

MS Factor (variacié amb el que caldria esperar

. N entregrups N F= MS Factor/ d’una F Snedecor (k- 1, n—k),
Observacions " MS Ermrg(vg‘.gcié * MS Error aleshores el que esta fallant és

intragrups) la suposicié inicial que la hi-

potesi nul-la és certa.

v

Si és certa F segueix una Es probable que una
la hipotesi nul-la »| FSnedecor |—» FSnedecor (k—-1, n—k)
(suposicid inicial) (k-=1,n-k) arribi al valor F? (p-valor)
*
! No Si
: v v
e | Falta la suposicié Acceptar la
inicial hipotesi nul-la
i concloure
que totes les
mitjanes
Rebutjar la hipotesi semblen iguals
nulla i concloure que
totes les mitjanes
no son iguals

2.3. Les hipotesis del model ANOVA

Com qualsevol altra tecnica d’'inferéncia estadistica, el contrast ANOVA es pot
fer servir amb garanties per a comparar poblacions o grups, només si es com-

pleixen unes determinades condicions d’entorn o suposits basics:

1) Les observacions s6n independents entre elles i constitueixen, per a cada
poblaci6 o grup, una mostra aleatoria.

2) Les observacions de cada poblacié o grup segueixen una distribuci6é apro-
ximadament normal.

3) Les observacions de cada poblaci6 o grup tenen una variancia % que és

aproximadament la mateixa per a tots els grups.

El primer sup0sit garanteix que les mostres son aleatories i independents, la
qual cosa és un requisit comu en les tecniques d’inferéncia estadistica. Si les
mostres no fossin aleatories o les observacions no fossin independents, la in-
formacio que es generaria estaria esbiaixada i, per tant, no seria valida. Es fun-
ci6 de l'investigador garantir, durant la fase de disseny de l'experiment i
recollida de dades posterior, que es compleix aquest suposit.
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Pel que fa al sup0sit segon (normalitat de les dades), aquest se sol comprovar
mitjancant la realitzaci6 d'un grafic de normalitat per al conjunt de les da-
des. La figura 34 mostra un grafic per a I'exemple anterior dels algoritmes.
Sempre que els punts (que representen les observacions) estiguin raonable-
ment a prop de la linia recta (que representa la distribucié normal) i no mos-
tren un patré de comportament estrany, no hi ha motius per a sospitar que
falla el suposit de normalitat. Si s’observa algun patr6 de comportament ano-
mal (per exemple, molts punts excessivament allunyats de la linia o bé molts
punts consecutius situats al mateix costat de la linia), aleshores el suposit de
normalitat queda en dubte. Per a I'’exemple dels algoritmes, no s’observa en
el grafic res estrany i, per tant, es pot validar el suposit de normalitat de les
dades.

Figura 34. Grafic de normalitat per a les dades de I'exemple d’algoritmes
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951
90 -
80
70
60

Per cent
8

40_
304
204
10+

5-

o<

Finalment, pel que fa al suposit de variancia constant, aquest se sol comprovar
o bé calculant les desviacions estandard de les mostres per a verificar que no
hi ha grans diferencies entre elles (figura 35), o bé mitjancant un grafic que
permet comparar visualment la dispersi6 de les dades en cada grup (figura 36).
En el cas de I'exemple dels algoritmes no s’observen diferéncies substancials
entre les variancies dels diferents grups, i aixd permet validar el suposit de va-
riancia constant.

Figura 35. La columna StDev permet estimar la variancia de cada grup

=10l

Descriptive Statistics: SR-GCWS, S5-NEH, Hibrid

Warishle N N* Mean 3E Mean 3tDev Minimum 0l Median 03 Maximum
SR-GCWS 5 o 13.zZ0 1.36 3.03 10.00 1l.00 1z.00 1l6.00 15.00
55-NEH 4 o 14.00 1.58 3.16 10.00 10.75 14.50 16.75 17.00
Hibrid & 0 16.33 1.52 3.72 11.00 13.25 16.00 20.25 Zl.00 _I
-
[ 4

Passos a seguir

Aquest tipus de grafic es pot
obtenir amb Minitab sense
més marcant la casella “Nor-
mal plot of residuals” en les op-
cions de Graphs de la finestra
ANOVA (figura 24).

Recordeu

La variancia, o2 és el quadrat
de la desviaci6 estandard o ti-
pica, . Generalment, el valor
exacte de la variancia pobla-
cional, 02, sera desconegut,
perod aquest valor es pot esti-
mar mitjancant la variancia de
la mostra, s2.
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Figura 36. El grafic mostra la dispersié de cada grup
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Exemple d’aplicaci6 d’ANOVA: comparant valoracions mitjanes en un

qiiestionari d’escala Likert segons el perfil dels enquestats

En una universitat s’ha implementat recentment un nou servei en linia que
facilita 'accés a recursos didactics complementaris. Es vol coneixer I'opini6
dels estudiants sobre aquest nou servei i, en particular, si hi ha diferencies sig-
nificatives en la valoraci6 mitjana del servei segons la titulaci6 a la qual perta-
nyi l'estudiant. Per a fer-ho, un investigador ha seleccionat a l’atzar cinc
estudiants de cada un dels principals estudis que s’ofereixen i els ha demanat
que emplenin un quiestionari d’avaluacio del servei. El qiiestionari fa servir
una escala Likert entre 1 (minima valoraci6) i 7 (maxima valoraci6). Els resul-

tats obtinguts es mostren en la taula 6.

Taula 6. Valoracions obtingudes segons el perfil de I'estudiant

Passos a seguir

Aquest tipus de grafic es pot
obtenir amb Minitab sense
més marcant la casella “Resi-
duals versus fits” en les opcions
de Graphs de la finestra ANO-
VA (figura 24).

Estudis
C. Informacié C. Empresarials Eng. Informatica Dret Psicologia
6 4 5 4 3
5 4 4 4 3
5 3 4 5 2
7 3 6 4 4
4 2 2 6 2

La figura 37 mostra la sortida Minitab corresponent als estadistics descriptius
per a cada grup o nivell d’observacions. A simple vista sembla que s’aprecien
diferéncies considerables entre la maxima valoracié mitjana (C. Informacio,
amb 5,4) i la minima (Psicologia, amb 2,8). El boxplot de la figura 38 també
apunta la possibilitat que les valoracions mitjanes del servei puguin dependre

del perfil de l'estudiant, no essent les mateixes per a totes les titulacions.
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Figura 37. Estadistics descriptius de les valoracions per grup

i x|

A[
Descriptive Statistics: C. Informacid, C. Empresarials, Eng. Informatica, Dret, Psicologia
Variable N N* Mean SE Mean StDew Sum  Mindimum 01 Median
C. Informacid 5 0 5.400 0.510 1.140 27.000 4,000 4,500 5.000
C. Empresarials 5 o 3.z200 0.374 0.837 16.000 Z.000  2.500 3.000
Eng. Informética 5 o 4.z00 0.663 1.453 zZ1.000 Z.000  3.000 4,000
Dret 5 o 4,600 0.400 0.894 23,000 4,000 4,000 4,000
Psicologia 5 0 2,800 0.374 0.837 14,000 2.000 2.000 @ 3.000 [
-
Ki | v

Figura 38. Boxplot per a les valoracions del servei per titulacié
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Per a poder corroborar o desmentir aquestes impressions visuals d’'una ma-
nera més cientifica, s'opta per fer un test F d’ANOVA amb un nivell de sig-
nificacié o = 0,01 (és a dir, en aquest cas s’opta per fer servir un nivell de

confiancga del 99%).

La figura 39 mostra la sortida ANOVA del Minitab, en el qual s’aprecia un MS
Factor = 5,54 (variaci6 entregrups), un MS Error = 1,14 (variaci6é intragrups)
iun valor per a I’estadistic de contrast F = 5,54/1,14 = 4,86. En el suposit que
la hipotesi nul-la fos certa, aquest estadistic seguiria una distribuci6 F de Sne-
decor amb 4 graus de llibertat en el numerador (DF Factor) i 20 graus de 1li-
bertat en el denominador (DF Error). La probabilitat que una variable
aleatoria F de Snedecor (4, 20) prengui un valor igual o superior a 4,86 és
0,007 (p-valor). Aquesta probabilitat és extremadament baixa (més baixa que
el valor de significaci6 fixat), la qual cosa fa dubtar sobre el suposit inicial
que la hipotesi nul-la era certa. En altres paraules: atés que p-valor < a cal re-
butjar la hipotesi nul-la. Aixi, doncs, segons les evidéncies empiriques troba-
des, es pot afirmar amb un 99% de confianca que les valoracions mitjanes

dels grups no son totes iguals.
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Figura 39. Sortida ANOVA del Minitab per a la comparaci6 de valoracions

R I=T
One-way ANOVA: C. Informacid, . Empresarials, Eng. Informatica, Dret, Psicologia :[‘

Source DF k] ok F P
Factor 4 ZZ.16 5.54 4.8 0.007
Error 20 z2z2.80 1.14

Total 24 44.98

§ = 1.068 FR-3g = 49.29%5 R-Sg{adj) = 39.15%

Lewel N Mean StDev
C. Informacid 5 5.400 140
C.Empresarials 5 3.200 LB37
Eng. Informatica 5 4.200 L4873
Dret 5 4.600 .594
Psicologia 5 Z.800 837

===

Indiwvidual 99% CIs For Mean Based on Pooled StDew

Lewel

C. Informacid
C.Empresarials
Eng. Informatics
Dret

Psicologia
1.5 3.0 4.5 6.0
Pooled §tDew = 1,068 |
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La segona part de la sortida Minitab ofereix els intervals de confianca, a un
nivell de confianca del 99% en aquest cas, per a cada una de les mitjanes.
S’observa com els intervals més extrems, com ara els corresponents a C. In-
formacio i Psicologia, no s’encavalquen per ben poc. Aixo és logic, atés que
el p-valor = 0,007 esta molt a prop del valor significaci6 escollit a = 0,01. Si
el p-valor hagués estat encara més petit, tots dos intervals estarien clara-
ment separats. Si, per contra, el p-valor hagués estat més gran, tots dos in-
tervals s’encavalcarien parcialment com passa en la resta dels casos.

Abans de donar per definitives les conclusions anteriors, convé validar que es
compleixen els suposits basics de normalitat i variancia constant de les dades.
La figura 40 mostra el grafic de normalitat corresponent a les observacions. No
sembla observar-se patrons estranys ni gaire punts excessivament allunyats de
la recta, per la qual cosa s’acceptara com a valid el suposit de normalitat. Per
la seva banda, la figura 41 mostra el grafic de dispersi6 de cada grup. Tampoc
s’hi observen grans diferéncies entre les dispersions dels diferents nivells, per
la qual cosa s’acceptara com a valid el suposit de variancia constant entre els

diferents grups.

Atencio

Per a evitar confusions en la se-
gona part de la sortida, és im-
portant fixar bé el nivell de
confianca (1 — ) a la finestra
ANOVA (figura 24), de mane-
ra que aquest es correspongui
amb el nivell de significacié o
escollit en cada cas.
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Figura 40. Grafic de normalitat de les valoracions registrades
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Figura 41. Grafic de dispersi6 de cada grup
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Resum

En aquest modul s’han presentat les principals técniques estadistiques que
permeten comparar estadisticament dos o més grups i discernir si hi ha o no
diferéncies significatives entre ells. En el cas de dos grups, es fa servir un con-
trast d’hipotesi basat en la t de Student (si s’estan comparant dues mitjanes) o
en la normal (si s’estan comparant dues proporcions). Per acabar, s’han estu-
diat procediments que es poden aplicar per a fer inferéncies sobre variancies
poblacionals. Es va presentar la distribucio F, per a usar-la en proves d’hipotesi

sobre les variancies de dues poblacions normals.

En el cas de tres grups o més, es fa servir un test ANOVA basat en la F de Sne-
decor.

Convé tenir sempre molt present que el que importa més d'un test d’hipotesi
no son els calculs matematics que hi sén subjacents (en gran part perque
aquests calculs es poden automatitzar mitjangant 1'as de programari), sin6 la
interpretaci6 correcta dels resultats obtinguts i la seva credibilitat, la qual de-
pendra del fet que es compleixin o no els suposits necessaris per a poder apli-
car cada una de les tecniques d’inferéncia vistes en aquest modul. Si bé
I'ordinador pot ser molt util efectuant els calculs matematics amb precisio i ra-
pidesa, és responsabilitat de 'investigador saber interpretar els resultats i com-
provar la validesa dels suposits.
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Exercicis d’autoavaluacio

1) Estudia I'impacte que causa la reubicacié forcada sobre el bon veinat. Entrevistem 6 indi-
vidus tant abans com després que se’ls va obligar a mudar-se. La nostra entrevista produeix
les puntuacions segiients:

Entrevistat Abans Després
1 2 1
2 1 2
3 3 1
4 3 1
5 1 2
6 4 1

Fa un contrast d’hipotesis al nivell de confianca del 95%.

2) D’una mostra de 85 missatges de correu amb virus que arriba al servidor de la nostra em-
presa, el nostre programa KILLVIRUS instal-lat al servidor només n’ha detectat 25. Les espe-
cificacions del programa deien que el programa en detectava més del 40% del correu amb
virus. Estan d’acord els resultats obtinguts amb les especificacions del programa (considereu
a = 0,1)? Trobeu el p-valor del contrast.

3) Volem comparar l'eficiéncia de dos compiladors de dos sistemes d’indexaci6 diferents A i
B. Per a fer-ho, es dissenyen 8 programes en cada un dels dos sistemes i es mesura el temps
d’execuci6 que triga cada un dels programes per a resoldre 8 problemes determinats d’opti-
mitzacid. Els resultats es mostren a la taula segiient:

Problema Temps d'execucié usat per Temps d'execucié usat per
d'optimitzaci6 I'executable compilat amb el I'executable compilat amb el
a resoldre sistema A (en segons) sistema B (en segons)
P1 1,2 1.4
P2 1,3 1.7
P3 1,5 1,5
P4 1,4 1,3
P5 1,7 2,0
P6 1,8 2,1
P7 1,4 1,7
P8 1,3 1,6

Podem assegurar a partir de les dades anteriors que el compilador del sistema A és més efici-
ent que el compilador del sistema B? (considereu a = 0,05). Trobeu el p-valor del contrast.

4) Dues empreses, A i B, volen comprar un dispositiu d’emmagatzematge amb vista a fer co-
pies de seguretat. Abans de fer la compra, es fa un estudi de quants gigues necessitarien per
a fer la copia. Aquest estudi consisteix a calcular durant 10 dies tota la informaci6 de 'em-
presa necessaria per a la copia de seguretat. Els resultats es mostren a la taula segiient:

Dia 1 2 | 3] a4l s 6 7] 8] 910
EmpresaA | 5, | 45 | 47 | 49 | 31 | 30 | 24 33 | 35 | 40
(gigues)
EmpresaB | .5 | 4; | 50 | 42 | 40 | 51 | 46 | 59 | 42 | 46
(gigues)

Suposant normalitat i a un nivell de significaci6 del 0,05, podem afirmar que I'empresa B ne-
cessita més capacitat d’emmagatzematge que ’empresa A? Indicaci6: abans de res, heu de fer
el contrast corresponent per a veure si les variancies de les dues mostres sén iguals a un nivell
de significaci6 de 0,05.
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5) S’ha dissenyat un experiment aleatori per a analitzar durant quant de temps és efectiva
cada una de les quatre drogues que es poden fer servir per a alleugerir el dolor després d’una
operaci6 quirargica. Les dades obtingudes es mostren en la taula segiient:

Per a un nivell de significacié o = 005, contrastar la hipotesi nul-la que les quatre drogues s6n
igualment efectives.

6) A l'hora de baixar programes de codi font obert d’Internet, sol ser habitual poder optar per
diversos servidors (répliques). Generalment, les velocitats de baixada des de cada servidor de-
penen de la distancia existent entre el servidor i el client que sol-licita la baixada. En aquest
cas, es vol estudiar si les velocitats de baixada des de cinc servidors diferents es poden consi-
derar equivalents o no. Per a cada un dels servidors, s’han seleccionat alguns fitxers a l’atzar
(tots de la mateixa mida) i s’han baixat en el client, i s’has obtingut els temps de baixada (en
segons) que es mostren en la taula segilient:

Es pot afirmar que la velocitat mitjana de baixada és independent del servidor seleccionat?
Feu servir un nivell de significacié o = 0,01.

7) Es volen comparar els ingressos per familia (en milers d’euros) corresponents a tres pro-
vincies d’'una mateixa comunitat autonoma. Per a fer-ho, per a cada provincia s’han selecci-
onat 9 families a l'atzar i se n’han registrat els ingressos. La taula seglient mostra les
observacions obtingudes:

A B c
45 32 40

39,5 30 42
42 37 45
35 35 39,5
40 28,5 40
37 37,5 38
44 31 51

48,5 37,6 47,5
50 25 41

Per a un nivell de significacié6 o = 0,05, es pot afirmar que els ingressos mitjans per familia
no depenen de la provincia a la qual aquesta pertany?
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8) Una universitat fa servir tres consultories externes que ofereixen serveis d’'assessorament tecnic
en linia als seus estudiants. Per a cada una d’aquestes consultories, s’han escollit a I'atzar sis ser-
veis prestats durant I'any en curs i s’ha registrat el canvi percentual en el seu preu en relaci6 amb
el preu mitja de ’any anterior. Les dades recollides es mostren en la taula segtient:

Per a un nivell de significacié o = 0,01, es vol contrastar la hipotesi nul-la que el canvi per-
centual mitja en el preu del servei és el mateix per a les tres consultories.

9) Es vol comparar el nivell d’innovacié/originalitat de sis revistes diferents, tot i que totes
pertanyen a un mateix ambit tematic. Per a fer-ho, s’han seleccionat a 'atzar set exemplars
de cada una de les revistes i un comite d’experts ha avaluat el nivell d'innovaci6/originalitat
de cada exemplar, per a la qual cosa s’ha fet servir una escala entre 1 (minim) i 300 (maxim).
Les dades recollides es mostren en la taula segiient:

A B C D E F
300 190 228 276 162 264
300 164 300 296 175 168
300 238 268 62 157 254
260 200 280 300 262 216
300 221 300 230 200 257
261 132 300 175 256 183
300 156 300 211 92 93

A partir d’aquestes observacions, es pot afirmar que totes las revistes mostren un nivell d’'in-
novaci6/originalitat equivalent o, per contra, hi ha diferencies significatives entre els nivells
d’innovaci6/originalitat de les diferents revistes? Utilitzar un nivell de significaci6 a = 0,05.
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Solucionari

1) Es tracta d’un contrast de diferéncia de mitjanes per a mostres dependents o aparellades
(estadistic de contrast t =1,49; el valor critic és ta/2=0,05/2, 1 5 graus de llibertat = 2,571.
t< to,025; 5 NO es pot rebutjar Hy. Podem dir al 95% de confianga que el bon veinat no ha
variat quan es produeix la reubicacio6.

2) Es tracta d’'un contrast de diferéncia de proporcions. L'estadistic de contrast segueix
aproximadament la distribucié normal N(0,1), si la grandaria de la mostra és prou gran com
és el nostre cas. El valor de ’estadistic de contrast és z* = -1,993.

El valor critic serd: z,, ~1,28. Com que z < 7 1, acceptem la hipotesi nul-la i concloem que
les especificacions del servidor son falses.

3) Es tracta d’'un contrast de diferéncia de mitjanes dependents. El valor de 'estadistic de
contrast val: t~-3,481. El valor critic val t,,s,~1,895. Com que t < -t 5.7, rebutgem la

hipotesi.

El p-valor és p = p(t, <-3,481) = 0,0051, valor que és menor que 0,05. Per tant, arribem a la
mateixa conclusié: rebutjar la hipotesi nul-la.

4) El resultat del Minitab per al contrast de variancies és:

Test for Equal

95% Bonferroni

N Lower
4 10 5,33911
B 10 3,605859

F-Test [(Normal

Test statistic

Variances: &4; B

confidence interwals for standard dewiations

Sthew Tppetr
§,l6224 16,4359
E,5l362 11,102k

Distribution)

= 2,19 p-wvalue = 0,258

Levene's Test (Any Continuous Distribution)

Test sztatistic = 1,61l; p-walue = 0,221

S’accepta la igualtat de variancies.

El resultat del Minitab per al contrast de diferencia de mitjanes independents és:

Two-Sample T-Test and CI: Enpresa 4; Enpresa B

Two-sanple T for Empresa & w3 Empresa B

N Mean 5thev 3E Mean
Emnpreza & 10 36,80 g,1la Z,6
Euwpresa B 10 45,80 5,51 1,7
Difference = mu [(Empresa A) - mu [(Empresa E)

Estimate for difference: -10,00

95% upper bound for difference: -4,60

T-Test of difference = 0 (w3 «£): T-WValue = -3,Z1 P-Value =
0,002 DF = 15

Eoth use Pooled 3tDev = 6,9650

Com que p-valor < 0,05, rebutgem la hipotesi nul-la; per tant, acceptem que 'empresa B ne-
cessita més capacitat d’emmagatzematge que l’empresa A.

5) Estadistic de contrast F = 12,50; p-valor = 0,001 < a = 0,05 - Rebutjar la hipotesi nul-la,
com ara: no tots els grups tenen el mateix comportament.



CC-BY-SA « PID_00161055 51

Inferéncia d’informaci6 per a dues poblacions o més

6) Estadistic de contrast F = 31,6; p-valor = 0,000 < a = 0,01 > Rebutjar la hipotesi nul-la,
com ara: no tots els grups tenen el mateix comportament.

7) Estadistic de contrast F = 13,83; p-valor = 0,000 < o = 0,05 - Rebutjar la hipotesi nul-la,
com ara: no tots els grups tenen el mateix comportament.

8) Estadistic de contrast F = 2,91; p-valor = 0,085 > o = 0,01 - No rebutjar la hipotesi nul-la,
com ara: tots els grups semblen tenir el mateix comportament.

9) Estadistic de contrast F = 5,30; p-valor = 0,001 < a = 0,05 - Rebutjar la hipotesi nul-la,
com ara: no tots els grups es comporten igual.
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