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Introduccion

En este modulo didactico nos centraremos en el contexto de la investigacion
operativa y en su ambito de aplicacion. Una vez definidos, serd conveniente
ver la evolucion de esta disciplina desde el origen hasta nuestros dias, y pre-
sentar una relacion de los problemas que trata.

Con posterioridad analizaremos tres aspectos basicos de la programacion lineal:
e CoOmo es un problema lineal.
e (CoOmo se formula un problema lineal.

e Qué particularidades de los problemas lineales nos permiten aplicar algo-

ritmos que facilitardn la resolucién numérica.

Para ilustrar este Gltimo punto, resolveremos problemas lineales de manera
gréfica, lo que, junto con los puntos anteriores, nos permitira establecer las
bases para profundizar, en los otros modulos, en la obtencién y la explicacion

de la solucion de problemas lineales. 0
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Objetivos

Este modulo representa una primera toma de contacto con la investigacion
operativa, dado que se presenta en el mismo la gama de posibilidades que és-
ta ofrece e introduce al estudiante en el campo de la programacion lineal.
En los materiales didacticos asociados a este médulo el estudiante encontra-

ra las herramientas necesarias para alcanzar los objetivos siguientes:

1. Saber qué se entiende por investigacion operativa y conocer su ambito de

aplicacion.
2. Situar la programacion lineal como una parte de la investigacion operativa.
3. Formular problemas de programacion lineal.
4. Conocer los componentes bésicos de un problema lineal.

5. Identificar cualquier tipo de soluciéon de un problema lineal.
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1. La investigacion operativa

La investigacion operativa se puede definir como una disciplina cienti-
fica que tiene como objetivo incidir en los procesos de toma de deci-
siones mediante la aplicacion de técnicas de caracter cuantitativo con
vistas a mejorar su eficiencia.

En términos metodologicos, la base de la investigacion operativa pertenece
fundamentalmente al &mbito de las matematicas y de la estadistica, mientras
que su campo de aplicacién lo constituyen basicamente la economia y la

ingenieria.

1.1. Referencia histérica

Los origenes de la investigacién operativa se remontan aproximadamente al
afio 1758, en el que el economista Francois Quesnay empieza a utilizar mode-
los de programacion matematica muy simples en su obra Tableau économique.
De forma paralela, Leonhard Euler establece las bases de la teoria de grafos
con su conocido “problema de los puentes de Konigsberg”. Un siglo mas
tarde, en 1874, otro economista, Léon Walras, utiliza técnicas de programa-
cion matematica y Frederick W. Taylor propone el método de estudio de tiem-

po y movimientos (1881).

Konigsberg

La antigua ciudad de
Konigsberg, en la actualidad
Kaliningrado, se extiende por
ambas orillas del rio Pregel,
dentro del cual hay dos islas,
de manera que queda
dividida en cuatro barrios,
unidos por siete puentes. El
problema consistia en buscar
un camino que, partiendo
de cualquiera de los cuatro
barrios y acabando de la
misma manera, pasara una
vez y s6lo una por cada uno
de los siete puentes, o
demostrar que no era posible
encontrar este camino.

En el campo del algebra matricial hay que destacar las aportaciones de Camille
Jordan (1870) y Georg Frobenius (1878), y la de Hermann Minkowski (1890) en
el campo de las formas cuadraticas. Al mismo tiempo, Andrej Markov da ori-

gen a los modelos dindmicos probabilisticos y establece las bases de los pro-

Frangois Quesnay (1694-1774).
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cesos markovianos de decision (cadenas de Markov), que se incluiran en la
teoria de la probabilidad desarrollada por Andrej Kolmogorov unos cuantos
afios mas tarde (1933).

En el primer cuarto de siglo se desarrolla una teoria clasica de gestiéon de
stocks (F.W. Harris, 1913; R.H. Wilson, 1931). Unos afios mas tarde, en Hun-
gria, Koning y Egervary (1931) introducen los modelos de asignacion mediante
modelos matematicos y, en la URSS, el premio Nobel Leonid Kantorovi¢ traba-
ja en los modelos de distribucion ya desde el afio 1939. En 1937 Johannes
von Neumann crea los fundamentos de lo que aflos después se denomina-
ra teoria de juegos y, junto con Morgenstern, formula la teoria de preferen-

cias.

Todos los modelos matematicos que utilizaron estos precursores se basaban
fundamentalmente en el uso del calculo diferencial e integral, desarrollado
previamente por Newton, Lagrange, Laplace, Lebesgue, Leibnitz, Riemann y
Stieltjes, entre otros, y en la aplicacion de la probabilidad y la estadistica, dis-
ciplinas que tomaron cuerpo gracias a los trabajos de Bernoulli, Poisson,
Gauss, Bayes, Kolgomorov y Snedecor, entre otros.

Con relacién a la aplicacién, podemos situar el nacimiento de la investiga-
cion operativa durante la Segunda Guerra Mundial (1939-1945), no porque
sea una disciplina propia del ambito militar, sino porque el entorno ofrecia
unas particularidades que propiciaron su aparicién en este contexto. Se crea-
ron grupos formados por cientificos especialistas en varias materias, que tra-

taban de resolver problemas de estrategia militar.

Los éxitos conseguidos por la investigaciéon operativa inglesa durante el
comienzo de la Segunda Guerra Mundial, que iban desde la mejora de la
deteccion de ataques enemigos hasta la dimension 6ptima de los convoyes
navales, pasando por el cilculo de la profundidad 6ptima en la cual se teni-
an que regular las cargas de profundidad antisubmarinas, favorecieron la
adopcién rapida de estos grupos por parte del ejército de Estados Unidos,
donde, tanto la marina, con el nombre de Operations Evaluation*, como la
fuerza aérea, con el nombre de Operations Analysis**, y el ejército de tierra,
con el nombre de Operations Research***, desarrollaron rapidamente estas uni-
dades mixtas, que devinieron un instrumento de ayuda poderoso a la hora de

tomar decisiones.

Una vez finalizada la guerra, muchos de estos cientificos se incorporaron al
sector privado, donde introdujeron numerosos avances en diferentes areas de
las empresas y crearon asociaciones vigentes todavia hoy, como la Operational
Research Society en el Reino Unido o la Operations Research Society of America
en Estados Unidos, fundadas respectivamente en 1948 y 1952.

La investigacion operativa recibi6 aportaciones valiosas hasta el final de los

cincuenta, a la vez que se desarrollaba de manera incipiente la informatica.

* En castellano, evaluacion
de operaciones.
** En castellano, analisis
de operaciones.
*** En castellano, investigacion
operativa.
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De estas aportaciones, podriamos destacar las siguientes: en 1947 George
Dantzig, culminando los trabajos de sus precursores, ide6 el método sim-
plex, con el cual se dio inicio a la programacién lineal tal como la conoce-
mos ahora; Bellman desarroll6 la programacion dinamica; Kuhn y Tucker
hicieron contribuciones destacadas en programacién no lineal y Gomory,
en programacion entera; Ford y Fulkerson, en redes de optimizacién; Mar-
kowitz, en simulacion; Arrow, Kalin, Scarf y Whitin, en gestiéon de stocks;
Raiffa, en andlisis de decisiones y Howard, en procesos markovianos de

decision.

Con posterioridad, autores como Churchman, Ackoff y Arnoff, en un primer
momento, y el mismo Ackoff con Sadieni unos cuantos afios mas tarde, traba-

jaron en la generalizacion de la investigacion operativa.

1.2. Problemas tipo

A grandes rasgos, los problemas basicos que aborda la investigaciéon operati-
va se pueden catalogar en los problemas tipo que presentaremos a continua-
cion. No obstante, hay que subrayar que, atendiendo a la extension de la asig-

natura, evidentemente no los podremos analizar todos.

Ahora bien, para cada problema tipo comentaremos la soluciéon que se le apli-
ca y que sirve de punto de referencia para localizarlo practicamente en todos

los libros que citamos en la bibliografia. 0

1.2.1. Problemas de inventarios

Un inventario es un recurso no utilizado que tiene un valor determinado. El
hecho de que surja un problema de gestiéon de inventarios esta determinado
por los tipos de costes asociados a esta gestion.

Los tipos de costes se pueden dividir en dos grandes grupos:

1) Un primer grupo incluye los costes que aumentan si la cantidad que hay

en inventario crece.

Ejemplos de costes que aumentan con el crecimiento
del nivel de inventario

Algunos de los costes que aumentan con el crecimiento del nivel de inventario son los
siguientes: costes de almacenamiento derivados de la utilizacion de un espacio fisico
para guardar inventarios, costes de depreciacién de los inventarios (obsolescencia,
merma, etc.), costes financieros asociados al capital invertido en inventarios (intereses
bancarios, remuneracion del capital propio, etc.), primas de seguros, etc.

2) Un segundo grupo incluye los costes con una relaciéon inversa a la de los
del grupo anterior, es decir, los costes que aumentan si la cantidad que hay

en inventario disminuye.

Tipos de costes

Hay dos tipos de costes
asociados a la gestién
de inventarios:

® Los costes que aumentan
con un crecimiento del
nivel de inventario.

* Los costes que aumentan
con una disminucién del
nivel de inventario.
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Ejemplos de costes que aumentan con la disminuciéon
del nivel de inventarios

Los costes mas caracteristicos del grupo de costes que aumentan cuando disminuye el
nivel de inventario son los costes de ruptura de inventario. Estos costes son los asocia-
dos a la imposibilidad de servir un pedido por falta de material en existencia.

Ademas, de manera indirecta, se encuentran en este grupo los costes asociados al rea-
provisionamiento. Si se gestiona un inventario en cantidades pequefias, la frecuencia
con que se efectian los pedidos aumentara, de manera que se haran mas lanzamientos
de ordenes de reaprovisionamiento y los costes correspondientes a este concepto
aumentaran.

El problema de la gestion de inventarios consiste en definir, basica-
mente mediante la frecuencia y la cantidad de los reaprovisionamien-
tos, el nivel de inventarios que proporcione un coste total minimo,

teniendo en cuenta todos los costes que sean significativos.

Fundamentalmente, los parametros que se conocen de manera exacta en la
gestion de inventarios suelen ser los diferentes tipos de costes (excepto los
costes de ruptura de inventarios, que, a causa de su subjetividad, son muy
dificiles de va-lorar); en cambio, otros datos, como la demanda y el plazo de
reaprovisionamiento, normalmente se conocen sélo de manera aproximada

y es necesario utilizar modelos probabilisticos para expresarlos.

Como en todos los problemas de investigacién operativa, los modelos de ges-
tion de inventarios no siempre se aplican a situaciones en las que aparezcan
mercancias en un entorno empresarial proximo a un almacén, sino que, por
analogia, también sirven para problemas que en principio no tienen nada que
ver con estos entornos, pero que tienen las mismas propiedades y permiten
aplicar estos mismos modelos, quiza con alguna modificacion.

La solucién de estos tipos de problemas se encuentra en la teoria clasica de
gestion de inventarios basada en el célculo diferencial e integral y en el calculo
de pro-babilidades. En las formulaciones mas avanzadas que hay en la actua-
lidad se recurre a elementos de esta misma teoria, pero dentro de sistemas de
gestion de produccion mas complejos. En este temario no trataremos estos
tipos de problemas, que encontraréis descritos en la mayoria de los libros que
figuran en la bibliografia. 0

1.2.2. Problemas de reparto
Los problemas de reparto son problemas relacionados con la reparto de una
serie de recursos disponibles entre un determinado namero de tareas que hay

que llevar a cabo.

Segun el nivel de recursos de que se disponga, podemos catalogar estos pro-

blemas en los tres niveles siguientes: 0

Ejemplo de modelo
de gestion de inventarios

Un modelo de gestién

de inventarios aplicado a una
situacién diversa es la gestion
del agua de un embalse.
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1) En el primer nivel hay bastantes recursos para efectuar todas las tareas,
pero no para hacerlas de la mejor manera posible, dado que ciertas maneras
de hacer el trabajo son mejores que otras. De hecho, si no hubiera la posibi-
lidad de hacer los trabajos con menos recursos, aunque de manera menos 6p-
tima, el problema no tendria ninguna solucién posible o bien pasariamos al

nivel siguiente.

El problema de reparto en el primer nivel consiste, pues, en repartir
los recursos entre todas las tareas de manera que el resultado en con-
junto sea el mejor posible*.

En el caso mas elemental, en el que cada trabajo necesita una unidad del
recurso y estas unidades son homogéneas (por ejemplo, destinar hombres a
puestos de trabajo), se trata de un problema de asignacion y la solucion se
obtiene mediante el denominado algoritmo huingaro, desarrollado por Kéning

y Egervary.

Por otra parte, si los trabajos que hay que llevar a cabo requieren més de
una unidad de los recursos, se trata de un problema de transporte, deno-
minado asi porque el problema mds caracteristico es precisamente el de
transportar productos desde su origen (la fabrica) a los destinos posibles (los
clientes), especificando, desde cada fabrica, la cantidad que recibe cada clien-
te a un coste minimo. Naturalmente, hay muchos problemas que, aunque no
tienen nada que ver con el transporte, por analogia se pueden resolver de la

misma manera.

2) El segundo nivel se presenta cuando hay mas tareas por hacer de lo que
permiten los recursos.

El problema de reparto en el segundo nivel reside en la elecciéon de
los trabajos que se llevaran a término y en la decision de como se efec-
tuaran para que el resultado global sea el mejor posible.

3) Finalmente, tenemos un tercer nivel en los problemas de reparto, que

surge cuando se es propietario de los recursos.

Un problema de reparto en el tercer nivel se tiene cuando se es pro-
pietario de los recursos, de manera que hay que incluir la decisién de
qué cantidad y qué variedad de recursos se tienen que producir en el
caso planteado.

Si hay bastantes
recursos...

... para hacer todos los
trabajos de la mejor manera
posible, evidentemente, ya
no hay ningin problema.

* Por ejemplo, que el coste total
sea minimo.

Lectura

complementaria

Podéis consultar el
problema de asignacion en:

F. Hillier; G. Lieberman
(2001). Introduccién

a la investigacion de
operaciones (7.2 ed.,
capitulo 8). México:
McGraw-Hill.

Problemas de reparto
en el segundo nivel

Algunos problemas de
reparto en el segundo nivel
son, por ejemplo, la
eleccién de los productos
que tiene que producir una
refineria, la reparto del
tiempo de un vendedor
entre los clientes, etc.
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Estos problemas habitualmente se resuelven por medio de programacion line-
al o con alguna de sus variantes, como la programacion lineal entera o la pro-
gramacion lineal binaria. En otros casos se tendran que aplicar algoritmos de
programacién no lineal o de programacion dindmica. 0

1.2.3. Problemas de colas

Los problemas de colas son los tipicos problemas que se producen en las ven-
tanillas, y se pueden resolver buscando el equilibrio que permita obtener una
relacion mejor entre el nimero de ventanillas abiertas y los clientes que se espe-

ran en las mismas:

a) Si el ntmero de ventanillas es elevado, se precisa una inversion impor-
tante en personal, espacio fisico, etc., que incluso puede provocar ineficien-
cias de estas unidades por pérdida de tiempo tutil. En cambio, los clientes esta-
ran perfectamente servidos y practicamente no tendran que esperar para los

servicios.

b) Por el contrario, un namero reducido de ventanillas provoca una serie de
costes asociados a la insatisfaccion del cliente, y que pueden ir desde el sim-
ple descontento hasta la pérdida del cliente e, incluso, segin el contexto en
que nos movamos, a la pérdida de vidas humanas, a un deterioro importan-

te del material, etc.

Si bien los primeros costes suelen ser dificiles de evaluar, los segundos presentan
inconvenientes tan grandes que a veces las valoraciones que se hacen de los mis-
mos resultan subjetivas.

Ejemplos de problemas

El problema tipo de las colas se puede definir en términos mas for- de colas
males del siguiente modo: determinadas unidades iguales o diferentes,
Podemos encontrar
originarias de un depésito finito o infinito, llegan a un lugar para reci- problemas de colas en
. . . . . infinidad de situaciones,
bir un servicio determinado de duracion finita, pero desigual en cada por ejemplo: los aviones

que llegan a un aeropuerto y

caso, generalmente aleatoria o que sigue una distribucién de probabi- salen del mismo, los servicios

lidad concreta. El lugar para recibir el servicio estd compuesto por un de urgencias (o de consultas)
. ) . de un hospital, las ventanillas
punto de servicio o mas que lo prestan y por una zona donde las uni- de la Administracién, los

sistemas de mantenimiento
y reparacién de maquinaria,

punto de servicio quede vacio. las peticiones de conexion
a un servidor de Internet, etc.

dades esperan que les llegue el turno, es decir, esperan hasta que un

La teoria matematica de colas, como parte de la teoria de procesos estocasti-
cos, esta muy desarrollada, sobre todo en lo que concierne a los aspectos
estructurales del sistema, aunque prevalecen ciertos problemas econdémicos
centrados mayoritariamente en la valoracion de los costes asociados a la insa-
tisfaccion del cliente. En todo caso, la teoria de colas hace un uso muy inten-

so de los métodos de simulacién. 0
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1.2.4. Problemas de secuencias

Los problemas de secuencias surgen fundamentalmente en la planificacion y
el control de proyectos. Todo problema de secuencias o problema de orde-
nacién debe presentar las caracteristicas siguientes: 0

1) Hay que conocer el proyecto que se tiene que desarrollar, es decir, los aspec-
tos tecnolégicos y de investigacion y desarrollo deben estar resueltos.

2) Se debe tener la posibilidad de descomponer el proyecto en tareas elementa-
les. Los tres tipos de caracteristicas que mostramos a continuacion definiran las
tareas elementales o actividades:

a) Denominativas: permiten diferenciar una tarea respecto de las demas.

b) Temporales: hay que conocer la duracion de una tarea, ya sea de manera

absoluta o relativa.

¢) Necesidades: conviene saber las cantidades y los tipos de recursos que con-

sume una tarea.

3) Las tareas elementales estin sometidas a unas restricciones o unos vinculos
impuestos por la tecnologia. Las restricciones, o vinculos, pueden ser de los

tipos que presentamos a continuacion:

a) Potenciales: consisten en situar una tarea en el tiempo, bien de manera
absoluta (se tiene que hacer el dia dd/mm/aa), bien de manera relativa (A
se tiene que hacer antes que B).

b) Acumulativas: comportan la imposibilidad de utilizar en un momento de-

terminado mas recursos de aquéllos de los que se dispone.

¢) Disyuntivas: implican que el cumplimiento simultdneo de dos tareas dife-

rentes no tenga ninguna parte en comun.

La solucion del problema de secuencias consiste en facilitar un calendario de
realizacion de las actividades que incluya la afectacion de los recursos dispo-
nibles. Para encontrar esta solucion, si el problema Ginicamente presenta vin-
culos potenciales, se puede utilizar el diagrama de Gantt o los métodos PERT,
ROY o CPM, basados en la teoria de grafos.

Si se dan, ademas, otros tipos de vinculos, el problema se complica bastante,
de manera que se suelen utilizar métodos heuristicos, es decir, métodos que
buscan una buena solucién, pero que no pueden garantizar que ésta sea la
mejor entre todas las soluciones posibles. 0

Un vinculo impuesto
por la tecnologia...

... se da, por ejemplo,
cuando hay trabajos que
se tienen que llevar a cabo
obligatoriamente antes
que otros.

Ejemplo de restriccion
disyuntiva

Si las actividades Ay B
utilizan la misma méquina,
no se pueden llevar a cabo
al mismo tiempo: o bien A
precede a B, o bien B
precede a A.
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1.2.5. Problemas de renovacion

Las méquinas, igual que las personas, envejecen y llega un punto en que se
tienen que renovar o sustituir por otras. Entonces aparece el problema de la
renovacion de equipos.

El problema de la renovacién de equipos se puede subdividir en dos

casos generales: cuando las maquinas (o instrumentos, piezas, etc.) en-
vejecen de forma lenta y cuando sencillamente dejan de funcionar.

A continuacion explicamos con mas detalle cada uno de estos casos: g

1) En el primer caso, encontramos elementos de un valor relativamente . _—
* Por ejemplo, maquinas
propiamente dichas, vehiculos

. .
elevado?*, a los cuales, a fin de que se conserven en un buen estado de fun- O instalaciones.

cionamiento, se debe aplicar un cierto tipo de mantenimiento. Por otra
parte, a lo largo del tiempo salen modelos nuevos més avanzados tecnolo-
gicamente que hacen que el valor de los modelos anteriores en el mercado
baje. En este caso, el problema consiste en fijar el plazo idéneo de sustitu-
cién, de manera que, teniendo en cuenta el coste de utilizacién (manteni-
miento més depreciacion més amortizacion) y el coste de sustitucion, el

plazo sea el 6ptimo.

2) En el segundo caso, encontramos elementos de poco valor por unidad, B

pero, generalmente, se utiliza un nimero elevado* de éstos. Entonces, el pro- pequefas.

blema reside en encontrar el plazo 6ptimo de recambio, y se tiene que plan-
tear de dos maneras posibles, que mencionamos a continuacién:

a) Cambiar los elementos averiados por elementos nuevos poco después de
que se estropeen.

b) Cambiar todos los elementos de este tipo de manera periddica (tanto si
todavia funcionan como si no lo hacen).

Hay una amplia serie de técnicas que pueden utilizarse segin las caracteristi-
cas del problema, aunque predominan los modelos de analisis matematico y
los de optimizacion dinamica, y también los de simulacion. O

1.2.6. Problemas de itinerarios
El “problema del viajante

de comercio”...

... se conoce con el nombre

Los problemas de itinerarios se asocian con el enunciado clasico del inglés Travelling Salesman
@ . . . . Problem, y a menudo se
problema del viajante de comercio”. El planteamiento de este proble- denota con la sigla TSP,

o, si hay varios vehiculos,
Multitravelling Salesman

des A, A, ..., A,. Sale de A, y vuelve a A;. Se conoce el coste (en horas, IPfO{J/Tm’,\AyT ?Ii denota con
a sigla .

ma es el siguiente: un viajante de comercio tiene que visitar las ciuda-
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unidades monetarias, km, etc.) entre cada trayecto elemental (A; — A,,
A, - A; A, > Aj, etc.) y se quiere determinar el itinerario que debe
seguir el viajante para pasar por todas las ciudades con el coste mas
bajo posible.

Pese a que el enunciado es sencillo y bastante elemental, es muy dificil resol-
ver el problema. El gran volumen de informacién que comporta un problema
de este tipo, aunque tenga un ntmero reducido de variables (por ejemplo, si
tenemos diez ciudades relacionadas todas entre si, tenemos 362.880 itinera-
rios posibles), implica descartar los métodos de enumeracion.

Ejemplo de la complejidad de un problema de itinerarios

A modo de ejemplo del gran volumen de informacién que comporta un problema de iti-
nerarios, podemos citar que el reparto normal de un bien de consumo corriente (elec-
trodomésticos, alimentacion, tabaco, etc.) puede representar un grafo de unos ocho-
cientos puntos, con un reparto diario de un centenar de clientes y una flota de entre diez
y doce vehiculos.

Hasta hace pocos afios se trataba de un problema irresoluble de manera exacta,
y por este motivo se utilizaban métodos heuristicos. A partir de los afios setenta
se han desarrollado varias técnicas basadas en determinados perfeccionamientos
de la teoria de grafos, que permiten encontrar la solucion exacta con ciertas con-
diciones. En cualquier caso, a causa del gran volumen de calculo que represen-
tan, a menudo se contintian aplicando métodos heuristicos. 0

1.2.7. Problemas de teoria de juegos
Los problemas de la teoria de juegos corresponden a situaciones en las cuales
decisiones que debe tomar un agente econémico entran en oposiciéon con las

de otros agentes.

En este caso podemos dividir los problemas en tres clases, segiin el grado de
conocimiento de las acciones de la competencia: 0

e La accion de la competencia se puede predecir con exactitud.

e La accion de la competencia se puede predecir de manera aproximada
representandola mediante probabilidades.

¢ Se desconocen totalmente las acciones que puede emprender la compe-

tencia.

La teoria de juegos ha permitido que se produjeran grandes avances en la
comprensién de situaciones competitivas y ha dado lugar a un cuerpo teori-

co que ha experimentado un fuerte desarrollo en los Gltimos afios. O

La teoria de juegos

En 1937 Johannes von
Neumann, matematico,
crea los fundamentos de
la teoria de juegos. Unos
afios mas tarde, en 1944,
publica, junto con Oskar
Morgenstern, la obra
Theory of games and
economic behaviour, un
modelo de comportamiento
econémico basado en la
teoria de juegos.
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1.2.8. Problemas de basqueda

Los problemas de basqueda estan relacionados con la mejor manera de ob-

tener informacion.

Ciertamente, en la realidad a menudo, cuando afrontamos un problema, nos
damos cuenta de que no disponemos de toda la informacién necesaria para

tomar una decisién sobre el problema en cuestién.

Ejemplos de problemas de biusqueda

Podemos encontrar ejemplos de problemas de btsqueda en un gran ntimero de campos.
En el ambito econ6émico, por ejemplo: una verificacién contable es una basqueda de
errores; los problemas de prevision son, en esencia, problemas de basqueda, etc.

En lo que concierne a otros campos, también podemos incluir en esta categoria proce-
sos muy distintos: las estrategias de basqueda de yacimientos (petroliferos, de carbon,
de minerales e, incluso, arqueoldgicos); el control de calidad (btisqueda de defectos); la
clasificacion y localizacion de informacion en una base de datos, el almacenamiento y
la recuperacion de informacién bibliotecaria; la localizacién de objetivos en el campo
militar, y un largo etcétera.

La solucion de estos problemas estd intrinsecamente relacionada con la teoria
de la decision estadistica, y, también, en otros casos, con el andlisis efectuado

mediante la simulacion o el uso de técnicas basadas en grafos. 0

1.2.9. Problemas mixtos

Realmente, como ya habiamos anticipado, con frecuencia encontramos pro-
blemas que no podemos encuadrar en ninguna de las categorias anteriores

porque tienen componentes tipicos de dos de estas categorias o de mas.

Los problemas mixtos son problemas que tienen varios componentes
tipicos de las categorias anteriores, es decir, son una combinacién de

varios tipos de problemas.

La solucion de los problemas mixtos puede venir de dos vertientes: 0

1) Si el problema se puede descomponer en partes que actien de manera
independiente y que contengan problemas puros (es el caso menos frecuen-
te), es necesario solucionar estos problemas de la manera que hemos indica-

do para cada caso.

2) Si el problema es indivisible o si hay partes que todavia contienen proble-
mas mixtos, es preciso adaptar los algoritmos existentes a las nuevas situa-
ciones o crear nuevas maneras de resolverlos: incluso, si la situacién lo requie-

re, creando grupos interdisciplinarios a este efecto.

Ejemplos de problemas
mixtos

Podemos citar como ejemplos
de problemas mixtos la
busqueda de un itinerario

de menor coste que cumpla
una serie de restricciones,
problemas de colas con
componentes de competencia
(el nivel de insatisfaccion del
cliente, que esta en funcién
del servicio ofrecido por la
competencia, etc.).
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2. Problemas lineales

En este apartado presentamos varios aspectos relacionados con los problemas
lineales. Estudiaremos la manera de pasar de un problema no lineal a uno line-
al en algunos casos particulares; veremos los fundamentos matematicos en que
se basa el tratamiento de este tipo de problemas e introduciremos algunos de los

algoritmos mas frecuentes asociados a éstos.

2.1. Optimizacion matematica: conceptos elementales

En este subapartado ofrecemos una serie de resultados e ideas basicas de la
teoria de la optimizacion matematica clasica. Con eso queremos sustentar con
un cierto grado de rigor los diferentes aspectos referentes a la programacion

lineal que presentamos.
1) Problema de optimizacion matematica

Sea A un subconjunto no vacio de R" y f una funcién real con dominio en A,
es decir: @ # A C R", f : A — R. Llamamos problema de optimizaci6én mate-
matica a todo problema que responda a la formulacién siguiente:

[OPT] £(X) M
X

S.a
X e B, BCA.

El conjunto B se suele denominar conjunto de restricciones del problema,
mientras que el vector X se llama optimo del problema o, sencillamente, pun-

to 6ptimo, donde tenemos que:

La condicién anterior, a efectos operativos, se suele formular mediante un
conjunto de restricciones, algunas de las cuales se presentardn en forma de
igualdad y otras en forma de desigualdad, segiin la naturaleza del problema.
Asi pues, tendremos:

[OPT] f(X) [OPT] f(x1,%,-.-,X,)

X X1, X000 Xy,
s.a s.a
h(X)=0 Vie{l, .., m}, hi(xq, X9, ..., x,) =0 Vie {1, ..., my},
§X)=0 Vje 1, .. my, 8i(X1, X5y oy x,) =0 Vje {1, ..., my},
k(X)=0 Vse({l, .., mg}, ki(xqy, X5, ..., x,) =0 Vse {1, ..., my},

La expresion s.a quiere decir
‘sujeto a:’.

Nota

De ahora en adelante no
identificaremos las variables
sobre las que optimizamos
porque en esta asignatura
optimizamos siempre sobre
todas las variables del
problema. Conviene darse
cuenta, sin embargo, de que
puede haber situaciones en
las cuales no optimicemos
sobre todas las variables.
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que significa que se busca el vector X que optimiza una funcién de n varia-
bles sujeta a m, restricciones de igualdad (=), m, restricciones de desigualdad
menor o igual (£) y m; restricciones de desigualdad superior o igual (>).

2) Puntos 6ptimos
Los puntos 6ptimos se clasifican de la manera siguiente:

a) Optimos globales: diremos que X* € B es un maximo (minimo) global del
problema de optimizacion si VX € B, f(X") = f(X) (f(X") = f(X) Si la desi-
gualdad es estricta hablaremos de 6ptimo global estricto (mdximo o minimo),

y, en caso contrario, de 6ptimo global relativo (maximo o minimo).

[lustramos el concepto de O6ptimo global mediante el grafico siguiente, corres-
pondiente a la funcién f(x,y) = exp[—(x* + »?)], que alcanza un maximo glo-
bal estricto no restringido (si la funcién no esta sometida a ninguna restric-

cion) en el punto (0,0):

0,75
Altura o5

| -2
Longitud 2

b) Optimos locales: diremos que X* es un maximo (minimo) local de un pro-
blema de optimizacién si 3¢ > 0, VX € B, |[X* — X|| < g X* — X # 0, se tiene
SXN = f(X) (f(X*) = f(X) (en caso de minimo) siendo || | la norma euclidiana.
Si la desigualdad es estricta, hablaremos de 6ptimo local estricto (méximo o

minimo), y, en caso contrario, de 6ptimo local relativo (méximo o minimo).

Ejemplo de puntos éptimos de una funciéon

Consideremos la funcién siguiente:

[x x — 3)? six =4
f(x) = «sin(x) —sin(4) +4 si4=x=9
| sin©9) —sin(4) + 4 six=9

Tipos de restricciones

Las restricciones de un
problema de optimizacién
se pueden dar en forma de
igualdad y/o de desigualdad.

Norma euclidiana

Recordad de otros cursos de
matematicas que sobre el
espacio vectorial R” se define
la norma euclidiana de la
manera siguiente:

VAe R [ Al =1{Saz
i=1
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Si representamos graficamente esta funcion en el intervalo [0,11], podemos observar que
tiene diferentes puntos 6ptimos:

Ejemplo de funcién con diversos puntos 6ptimos

ds
5 - ay s
az Qs
4
as
oo
2 -
14
a I as I 1 I ]
2 4 6 8 10

Los tipos de puntos 6ptimos que se observan son los siguientes:

e Minimos globales referentes a a, y a; (a, es relativo, ya que hay otro punto, en este
caso aj, para el cual la funcién alcanza el mismo valor, y viceversa).

e Maximos locales referentes a a, y a, (son locales porque la funcion, en otros puntos
del intervalo considerado, alcanza valores superiores).

e Minimo local estricto en a as.

e Maximo global estricto en a4 (dado que es el punto donde, a lo largo del intervalo
considerado, la funcién alcanza un valor mas alto).

e Minimos locales referentes al intervalo [a;,ag] (observad que también es correcto afir-
mar que los puntos del intervalo [a;,ag] corresponden a méximos locales relativos).

3) Puntos estacionarios

Sead #ACR" f:A— R, con f(X) continua y con derivadas parciales tam-
bién continuas (es decir, de clase C'); en este caso diremos que X° es un
punto estacionario (también conocido como punto critico) si pertenece al
interior de A y su gradiente verifica V£(X°) = 0, es decir, se verifica la relacion

que presentamos a continuacion:

of (X)

0x; 'x=x°

=0; Viell, .., n}.

Teorema: sea & # A C R", f : A — R, con f(X) de clase C'; entonces, si X" es
un 6ptimo local de esta funcion y pertenece al interior de este conjunto, tam-

bién serd un punto estacionario.

Este teorema tiene una especial relevancia para la caracterizacion analitica

de los 6ptimos locales de funciones de clase C! (muy frecuentes en las apli-

Puntos estacionarios

Recordad que los puntos
estacionarios son aquellos
para los cuales las derivadas
parciales de la funcién se
anulan, es decir, satisfacen
las denominadas condiciones
de primer orden o C'.
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caciones econdmicas), aunque presenta los inconvenientes que menciona-

mos a continuacion:

e No aporta ninguna informacion sobre la globalidad de este 6ptimo (que
se puede encontrar tanto en los puntos interiores de A que son estaciona-
rios como en los puntos que forman parte de la frontera de A).

e Una funcion puede no tener puntos estacionarios (por el hecho de que no
sea diferenciable) y, sin embargo, tener un 6ptimo global.

e Puede haber puntos estacionarios que no sean 6ptimos locales (conocidos
como puntos de silla, en un entorno cualquiera de los mismos hay pun-
tos en los que la funcidén toma valores superiores y otros en los cuales
toma valores inferiores), tal como lo ilustra el grafico de la funcion f(x,y) =
= x> — 3, con un punto de silla en (0,0):

-4 2 Longitud

0

= Amplitud

A pesar de las dificultades anteriores, se pueden derivar condiciones de exis-
tencia del 6ptimo global de una funcién en ciertas condiciones, como lo ponen
de relieve el teorema de Weierstrass y el teorema fundamental de la convexi-

dad, que analizamos a continuacion:

a) Teorema de Weierstrass: sea @ # A CR", f: A — R, con f(X) continua
sobre A, y A un conjunto compacto. En este caso la funcion tiene un maxi-

mo y un minimo globales en A.

Como veremos mas adelante, en el caso de la programacion lineal, el con-

junto de restricciones siempre serd un conjunto cerrado.

Si ademas se da el caso de que es acotado, la existencia de 6ptimos globales
estd garantizada por aplicacion directa del teorema anterior. Y todavia mas,
si no es acotado, sera muy sencillo discernir si esta el 6ptimo global o no lo

esta.

Conjunto compacto

Recordad de las asignaturas
de matematicas que los
conjuntos compactos en R”
son conjuntos cerrados y
acotados.

Consultad el subapartado 4.6 de este
médulo didactico.

9
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Finalmente, si tenemos en cuenta la equivalencia siguiente:

[OPT] £ (X)
X
s.a

XeB BcA

» =[OPT] f (X), f: B> R,
%

la aplicacion del teorema de Weierstrass a problemas de optimizacion clasica
con restricciones, como el que se ha descrito al principio de este subapartado,

es inmediata.

b) Teorema fundamental de la convexidad: sea & # ACR", f:A—> Ry
considerad el problema de optimizacion (1) que aparece al inicio del suba-
partado. En este caso, si el problema es de maximizacion (minimizacion), la
funcién es concava (convexa) y el conjunto de restricciones es un conjunto

convexo; entonces se tienen los resultados siguientes:

e El conjunto de los maximos (minimos) locales de la funcién en el conjunto

de restricciones es un conjunto convexo.

e Todo méaximo (minimo) local es un maximo (minimo) global sobre este con-
junto de restricciones.

Del teorema resulta de especial interés la segunda asercion, dado que permi-
te, cuando menos en el caso de las funciones de clase C!, restringir la bas-
queda de los candidatos a 6ptimo global en aquellos puntos que sean estacio-
narios. En cuanto a la convexidad del conjunto de maximos (minimos) locales,
eso asegura que, en el caso de que haya puntos 6ptimos, su combinacién line-

al convexa también lo sera.

En el caso de la programacion lineal, la aplicabilidad del teorema también
es inmediata, ya que, como veremos, el conjunto de restricciones define
siempre un conjunto que, ademas de ser cerrado, es convexo y la funcion
lineal f(X), por el hecho de ser lineal, de forma simultanea, es concava y

convexa.

Teorema: sea @ # A C R”, f: A — R y el problema de optimizacién (1) que
aparece al inicio del subapartado. En este caso, serd un conjunto convexo si
el conjunto de restricciones se formula en forma de igualdad y desigualdad y

satisface las condiciones siguientes:
e Las funciones que definen las restricciones en forma de < son convexas.
e Las funciones que definen las restricciones en forma de > son concavas.

e Las funciones que definen las restricciones en forma de = son lineales.

Repasad los conceptos de conjunto
convexo y de funcion céncava y funcion
convexa en los materiales de los cursos
de matematicas.

Problemas convexos

Los problemas de optimizacién
que satisfacen las condiciones
del teorema fundamental de
la convexidad se denominan
problemas convexos.

Consultad el subapartado 4.6 de este
médulo didactico.
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Este teorema es interesante porque, a efectos operativos, facilita la deter-
minacion de la convexidad del conjunto de restricciones.

Especialmente, notad que todo problema lineal en forma estandar es un pro-
blema convexo.

2.2. Concepto de problema lineal
Un problema lineal tiene las caracteristicas siguientes: 0

1) Una funcién objetivo, f(X), que presenta lo que se quiere minimizar o

maximizar. La funcion objetivo debe ser lineal.

2) Un conjunto de restricciones, gi(X), que representan las limitaciones exis-

tentes. Todas las restricciones también deben ser lineales.
3) Todas las variables deben ser variables no negativas.

Un problema lineal, desde un punto de vista matematico, debe tener la for-

ma siguiente:

[OPT] f(X)

S.a

§X)=0; Vjell, 2, .., m,
X =0,

donde X es un vector de variables y el operador [OPT] se tiene que sustituir
por maximizar ([MAX]) o minimizar ([MIN]), segiin el caso.

Fijaos en que hemos utilizado el signo = en las restricciones, aunque tam-
bién podemos encontrar restricciones del tipo = o del tipo =, o combina-

ciones de las tres.

La condicion de que la funcién objetivo y las restricciones sean lineales supone
que éstas sean una suma de variables multiplicadas por parametros, tal como
se describe formalmente a continuacion. Si alguna restriccion y/o la funcion

objetivo no son lineales, hablaremos de problemas no lineales.

La condicion de no-negatividad de las variables impide que éstas puedan
adoptar valores negativos. De todos modos, esta condiciéon no reviste una
especial trascendencia en la practica, visto que no tiene sentido que la mayo-
ria de las magnitudes econémicas* adopte valores negativos. Adicionalmen-
te, en algunas ocasiones podemos encontrar variables libres de signo (pueden

tomar valores positivos y negativos) o que deben ser menores o iguales a cero.

Algunas de
las restricciones...

... que nos podemos
encontrar son, por ejemplo,
que no se pueden utilizar mas
recursos de los disponibles,
que se tienen que satisfacer
unas cantidades minimas,
que se tienen que cumplir
unos porcentajes minimos,
etc.

* Por ejemplo, cantidades de
productos, nimero de personas,
cantidades en litros, toneladas,
metros, etc.
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Pese a todo, si fuera necesario trabajar con variables negativas o libres de
signo, éstos siempre se podrdn expresar como variables no negativas, tal
como se describe mas adelante.

Si adoptamos una forma mas explicita, podemos plantear un problema li-

neal tal como indicamos a continuacion:

[OPT] z = c1x; + x5 + ... + %,

S.a
allxl + a12X2 + ...+ alnxn = bll

ApXy + agXx, + ...t ayx,=Db,,

AmX, + AppXy + oo+ apx,=b,,
x;=0 Vie(l, .., n}

que, representado en notacion matricial, seria:

[OPT] z = c'X

S.a
AX = b,
X =0,

donde c es el vector de coeficientes de la funcion objetivo, b es el vector de
los términos independientes de las restricciones, A es la matriz de coeficien-
tes técnicos y X es el vector de las variables:

| B
Cc = [Cl CZ eee Cn]I

b, an dip - gy X1
b a,, a a X
2 21 U2 . 2n 2
b= . A= . X =
bm aml amZ amn Xn

Ejemplo de planteamiento matricial de un problema lineal
Tenemos el problema lineal siguiente:
[MAX] z = 2x; + 3x, + 4x;

S.a

8x; + 2x, + Sx3 = 22,
3x; + 7x, + 4x3 = 30,
x;=0 Viel{l,2, 3}

Entonces, los vectores y las matrices asociados a este problema son los siguientes:

X

L 22 _[825 )
¢ =[23 4], b—[go] A—L,’WJ, X = 12.
3

Podéis consultar la manera de expresar
variables negativas o libres de signo como
variables no negativas en el subapartado
2.3.1 de este médulo didactico.

Con el fin de agilizar la notacién
nos referiremos a la funcion
objetivo como z.
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2.3. Problemas lineales y no lineales

Como ya hemos avanzado, cualquier problema de optimizacién matematica
que no cumpla las condiciones de linealidad se deberd considerar como un
problema no lineal; en este caso, los algoritmos que se pueden utilizar para

resolverlo son diferentes.

Si se quieren resolver problemas numéricamente, mas que analiticamente, los
algoritmos de programacién no lineal son mucho més complejos que los de
programacion lineal; ain mas: en muchos casos (segin las caracteristicas del
problema) sera dificil aplicar un algoritmo que garantice que la solucién obteni-
da sea la 6ptima (la mejor), sino que sencillamente nos dara una “buena solu-
cion”. Estos algoritmos se denominan algoritmos heuristicos, y se justifica su uso
por el hecho de que a veces no hay un algoritmo de basqueda de 6ptimo, o bien
(si hay uno) porque es tan complejo que no vale la pena utilizarlo. En cambio,
los algoritmos de programacion lineal, y en concreto el algoritmo simplex,

son comparativamente faciles de aplicar y proporcionan soluciones 6ptimas.

2.3.1. Linealizaciéon de problemas no lineales

A veces podemos encontrar problemas que no sean lineales inicamente por-
que no cumplen las condiciones de no-negatividad de las variables. En estos
casos los podemos convertir en problemas lineales, y beneficiarnos asi de las
facilidades de solucion, introduciendo en los mismos pequefios cambios. A
continuacién presentamos la manera de hacer alguno de estos cambios.

Variables negativas

Si una o mas variables del problema debe adoptar valores Gnicamente
negativos o cero, podemos hacer la sustitucién que explicamos a con-
tinuacion. Sea x; una variable tal que x, = 0; entonces la sustituimos
por x; = —x;, y ahora ya se puede resolver como problema lineal.

Obviamente, cuando facilitemos la solucion tendremos que deshacer el cam-
bio para no perder el significado original de la variable.

Ejemplo de linealizacion de un problema con variables negativas
En el ejemplo de planteamiento matricial de un problema lineal, supongamos que x, debe

ser negativa o cero. En este caso, procedemos a sustituirla y el problema lineal seria el
siguiente:

[MAX] z = 2x; + 3x, + 4x, } [ [MAX] z = 2x; — 3x} + 4x,

s.a Xy = =Xy s.a

> = <
8x; + 2x, + Sx3 = 22, 8x; — 2xy + Sx3 = 22,
3x; + 7x, + 4x3 = 30, 3x; — 7xy + 4x3 = 30,
Xy, X3 =0, x, = 0. Xy, X3, %3 = 0.

Resolucion analitica
y resolucion numérica

La resolucién numérica de

un problema hace referencia
al hecho de que utilizando
datos concretos se pueda
obtener una solucién
especifica. De forma contraria,
la resolucién analitica estd mas
orientada a obtener la
solucién de manera genérica
y a derivar las relaciones

de optimidad entre las
variables susceptibles de ser
interpretadas econémicamente
y, aunque es fundamental
para desarrollos teéricos,
suele ser poco practica para
tomar decisiones concretas.

Vea el “Ejemplo de planteamiento
matricial de un problema lineal”

en el subapartado 2.2 de este médulo
didéctico.
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Ahora ya lo podemos resolver como problema lineal en donde:

8 -2 5
A‘{z. -7 4]

y el vector b no cambia.

Variables libres de signo

X1

=|X%|; C'=[2-34].

Si una o mas variables del problema pueden adoptar cualquier valor

(positivo, negativo o cero), podemos hacer la sustitucion que presenta-

mos a continuacién. Sea x; una variable tal que x, € R; entonces la sus-

tituimos por x;, = x; — x}, donde definimos ambas variables como posi-

tivas.

Igual que en el caso anterior, una vez que hayamos obtenido la solucién, ten-

dremos que deshacer el cambio para no perder el significado real de las varia-

bles.

Ejemplo de linealizaciéon de un problema con variables libres de signo

Consideremos el “Ejemplo de planteamiento matricial de un problema lineal” y supon-
gamos que la variable x, puede tomar cualquier valor. La manera de linealizar el proble-

ma es la siguiente:

[MAX] z = 2x; + 3x, + 4x; w

s.a
>
8x; + 2x, + Sx3 = 22,
3x; + 7x, + 4x; = 30,
Xy, X3 = 0.
En forma matricial:
|18 2 =2 5
A=l3 7 —7 4

y el vector b contintia siendo el mismo.

X, = X,

I

'

=

"

{ [MAX] z = 2x; + 3x) — 3x} + 4x;

- x5 s.a
<
8x; + 2x5 — 2x5 + 5x3 = 22,
3x; + 7xy — 7x5 + 4x5 = 30,
X1, X3, X5, X3 = 0.
X1 2
% 3
X = X; ’ Cc= -3’
X3 4

Esta sustitucion implica tener que cambiar una variable por dos (habra, por

tanto, una variable adicional), con la particularidad de que las columnas corres-

pondientes a la matriz A son las mismas, pero cambiadas de signo.

2.4. Tipos de problemas lineales y algoritmos existentes

Segun las caracteristicas de las variables, podemos clasificar los problemas li-

neales en los tipos siguientes:

1) Problemas lineales continuos (PLC): problemas como los que hemos

visto hasta ahora, en los cuales las variables pueden adoptar cualquier valor

A modo de resumen,...

... podemos linealizar
facilmente los casos no
lineales siguientes:

¢ Si tenemos una variable
negativa, la sustituiremos
por otra cambiada de
signo, que sera positiva
Xp = —Xpe

¢ Si tenemos una variable
libre de signo, la
reemplazamos por la
diferencia de dos variables
positivas
X = X — Xp-
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real, es decir, x; € R. La resoluciéon generalmente se basa en las dos vias

siguientes:

a) El algoritmo simplex, construido por George Dantzig en 1947.

b) El algoritmo de Karmarkar (1984), mas reciente y mas complejo, que se
enmarca dentro de los algoritmos de cardcter polinébmico, y que proporcio-
na mejores resultados que el algoritmo simplex cuando la estructura del
problema presenta ciertas particularidades. Basicamente, es mas eficiente

que el algoritmo del simplex para problemas lineales de gran tamafio.

2) Problemas lineales enteros (PLE): problemas en los cuales todas las
variables o parte de éstas tienen que adoptar valores enteros (por ejemplo,
si el significado de una variable es un ntmero de personas, no se pueden
tener en cuenta valores que no sean enteros). Este tipo de problemas line-

ales se puede subdividir en dos categorias:

a) Problemas lineales enteros puros (PLEP): problemas lineales enteros

en los cuales todas las variables tienen que ser enteras.

b) Problemas lineales enteros mixtos (PLEM): problemas lineales enteros
en los cuales solo una parte de las variables es entera y el resto no lo tiene

que ser necesariamente (pero, obviamente, si que debe ser real).

Hay que subrayar que la utilizacién de un algoritmo de PLC en un PLE sélo
dara el 6ptimo en el caso de que la solucién que se obtenga proporcione
valores enteros para las variables que lo tienen que ser. En caso contrario,
incluso redondeando los resultados al entero més proximo, estos resulta-
dos no nos servirdan. Hay un elevado ntmero de algoritmos especificos
segln las caracteristicas particulares de cada problema, aunque debe des-
tacarse el uso generalizado de los algoritmos de ramificacion y de acota-
cion (en inglés, Branch and Bound). Estos problemas, como los siguientes,

no se consideraran en el desarrollo de la asignatura.

3) Problemas lineales binarios (PLB): problemas lineales en los cuales todas
las variables de que constan (problemas lineales binarios puros, PLBP) o
parte de éstas (problemas lineales binarios mixtos, PLBM) son binarias. Las
variables binarias se pueden considerar como un subconjunto de las variables
enteras con la particularidad de que s6lo pueden adoptar los valores 1 y O.
Son muy utiles para modelizar situaciones que impliquen una toma de deci-
sién cualitativa, como colocar (1) o no colocar (0) un seméaforo en un cruce,
abrir (1) o no (0) un almacén determinado, comprar (1) o no comprar (0) un
determinado componente, y un largo etcétera. Por norma general, se resuel-
ven como un PLE afiadiéndoles restricciones del tipo x; < 1 para todas las
variables que tengan que ser binarias. Si tenemos un PLBP, sin embargo, tam-

bién se puede aplicar el algoritmo de Balas.

Recordad

Las siglas que presentamos

a continuacion hacen
referencia a los diferentes
tipos de problemas lineales
gue nos podemos encontrar:

e PLC: problema lineal
continuo.

* PLE: problema lineal entero.

e PLEP: problema lineal
entero puro.

* PLEM: problema lineal
entero mixto.

* PLB: problema lineal

binario.

* PLBP: problema lineal
binario puro.

e PLBM: problema lineal
binario mixto.

Variables enteras

Una variable entera adopta
valores enteros. La existencia
de una sola variable entera
ya implica que el problema
lineal sea entero y, por lo
tanto, tendremos que recurrir
a algoritmos diferentes

de los PLC.

Variables binaries

Una variable es binaria si
adopta Gnicamente los
valores 0 6 1. Un PLB puede
ser tratado como un PLE
con la restriccién de que

las variables binarias sean
enteras e inferioresa 1 o
iguales a 1.
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Problemas particulares de la programacion lineal entera

Lectura

Como casos particulares dentro de la programacion lineal entera podemos destacar dos complementaria
problemas muy caracteristicos:

El desarrollo de los

« Fl problema del transporte, que de hecho es un PLEP con una estructura muy particu- algoritmos de acotacion y

lar que permite la aplicacién del algoritmo conocido con el nombre de stepping stone. de ramlflcqclon, ast comno
otros algoritmos especificos,

or ejemplo el de Balas, se
e El problema de la asignacion o problema de la afectacién, que es un PLBP también guedé enrc)ontrar, por

con una estructura muy particular. Para resolverlo se aplica el algoritmo htngaro, o ejemplo, en la obra
algoritmo de Koning y Egervary. siguiente:

S. Rios Insua (1996).
Investigacion operativa (3.2
ed.). Madrid: Centro de
Estudios Ramon Areces.
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3. Formulacion de problemas lineales

Aunque, como ya hemos comentado, la investigacion operativa aplica el .
El arte de la modelizacion

meétodo cientifico, hay una parte de éste que se aleja de la ciencia y se acerca

La préctica de modelizar

al arte: es la modelizacion. Esta conversion de una situacion real en formu- ;
problemas lineales

las matematicas nunca la podemos considerar una cuestion banal, todavia correctamente tiene una
p . ‘o .. . vertiente de arte por el
mas, le tendremos que dedicar la maxima concentracion posible, dado que, hecho de que requiere

creatividad y experiencia.

si el modelo especificado es inadecuado, la resolucion serd superflua. El hecho

de intentar aplicar una metodologia, sin dar ningan otro paso, al caso que
nos ocupa, la modelizacion de problemas lineales, no es suficiente. Hay
aspectos muy importantes en este proceso, ajenos a concepciones cientificas,

de los cuales destacaremos dos, la creatividad y la experiencia:

a) En lo que respecta a la creatividad, queremos destacar el hecho de que
para proceder a modelizar problemas lineales es preciso desprenderse de las
ideas preconcebidas y de los procedimientos mecanicistas. Cada situacién
real es un problema completamente diferente de cualquier otro que se haya
visto con anterioridad; por lo tanto, el hecho de aplicar un estdndar dara sin
duda unos resultados no deseados. En definitiva, se trata de conseguir el equi-

librio entre la légica y la inventiva.

b) La experiencia es, como en todo arte, una de las maneras de perfeccio-
narse. Esta idea, aplicada a nuestro contexto, implica la realizaciéon de una
serie de planteamientos, los cuales constituyen buena parte de este apartado.

3.1. Metodologia de formulacion de problemas lineales

En este subapartado se desgranan las diferentes etapas que, a grandes rasgos,
representa el proceso de modelizacién en problemas lineales. Hay que tener
en cuenta, sin embargo, que el procedimiento que describimos s6lo consti-
tuye un intento de sistematizacioén con fines pedagogicos de un conjunto de
operaciones mucho mas complejas y especificas en las cuales la creatividad
y la intuicion personal tienen, como ya hemos dicho, un papel fundamen-

tal. 0

Identificacion del problema (o comprension)

La primera fase es crucial. De ésta depende que cualquier cosa que hagamos
con posterioridad sea til o sea meramente un despilfarro de tiempo y recursos.
Nos tenemos que situar mentalmente dentro del problema, comprenderlo, ver
sus ramificaciones principales, conocer el entorno en que se mueve, sopesar los
diferentes puntos de vista, elegir los datos que sean ttiles, decidir cuales se

podran adaptar y cuales no podremos conocer. Se deben conocer los objetivos
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que se persiguen y, en definitiva, hay que tener muy claro qué se quiere hacer
0 a donde se quiere llegar. Si nos situamos en la esfera en que nos moveremos
a lo largo del apartado (y, mas adelante, en los otros mé6dulos), nos encontra-
remos unas situaciones adaptadas, muy simplificadas, en las que generalmen-
te toda la informacion que se facilita es relevante. En definitiva, son situacio-
nes que podriamos definir como ejemplos de laboratorio, cuyo objetivo Gnico
es introducir al estudiante en el proceso de aprendizaje. 0

Identificacion de variables

El paso siguiente para la formulacion de un problema lineal es la identifica-
cion de las variables y de los parametros del problema.

Construccion de restricciones

Las restricciones consistiran en la formulacion matematica de los acondicio-
namientos y las limitaciones a que nos enfrentamos. Si no conseguimos expre-
sar las restricciones, 1o mas probable es que no hayamos identificado correc-
tamente las variables, y habrd que volver atras, a la fase de identificacién de
variables. El solo hecho de que no se recoja en una restriccién una limitacion

invalidard, con respecto a la préactica, toda la resolucion.
Construccion de la funcién objetivo

Una vez que se hayan construido las restricciones determinaremos la funciéon
objetivo, cuyo valor tenemos que optimizar. Si no conseguimos construir esta
funcién, normalmente es porque no hemos identificado correctamente las
variables, de manera que tendremos que volver atras.

Comprobaciéon de la coherencia interna

Una vez formulado el problema, es recomendable estudiarlo de manera global,
comprobar que se cumplen todas las restricciones, que la funcién objetivo
representa realmente el objetivo perseguido, que la estructura matematica, a
primera vista, es correcta (no hay restricciones redundantes evidentes, todas
las variables estan enlazadas entre si, etc.) y, en definitiva, verificar cualquier
cosa que nos haga dudar de su correccion. Esta faceta, como es previsible,

mejora con el tiempo, es decir, a medida que se adquiere mas experiencia.

3.2. Aplicacion de la metodologia: caso Metales del Ter

Para ver de manera practica la metodologia de problemas lineales que aca-
bamos de explicar, en este subapartado desarrollamos un caso concreto.

Metales del Ter es una pequefia empresa metalrgica que principalmente pro-
duce la taladradora de los chasis de aire condicionado como subcontratista de

Recordad

Los pasos que hay que seguir
a la hora de formular
problemas lineales son los
siguientes:

e Comprension del
problema.

¢ |dentificacion de
las variables.

e Construccion de
las restricciones.

e Construccion de la funcién
objetivo.

e Comprobacién de
la coherencia interna.
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una gran empresa. El proceso de produccién es el siguiente: se recogen los cha-
sis de la fundicidn, se hacen en éstos unos agujeros y acto seguido se pulen. Para
hacerlo se utilizan tres tipos de maquinas: una taladradora, una pulidora y una
embaladora. Las disponibilidades para mafiana de estas maquinas son de 720,
840 y 350 minutos, respectivamente. Mafiana se pueden hacer dos modelos de
chasis: uno grande y uno pequefio. Un chasis grande requiere cuatro minutos
de taladradora, diez de aseado y cinco de embalaje, mientras uno pequefio
necesita seis minutos de taladradora, seis de aseado y dos de embalaje.

Sabiendo que el beneficio que reporta un chasis grande es de 500 u.m. y que
uno pequefio proporciona un beneficio de 300 u.m., ;qué cantidad se tiene
que producir de cada uno para que el beneficio total sea el maximo?

La manera de proceder es la siguiente: 0

1) En primer lugar definiremos las variables. Para descubrirlas es ttil pregun-
tarse: ;qué podemos variar (decidir) para conseguir el objetivo? La respuesta es:
la cantidad de chasis grandes y pequefios que hay que producir. Las variables

seran, pues, las siguientes:

e x,: namero de chasis grandes a fabricar.
e x,: namero de chasis pequefios a fabricar.

2) Una vez definidas las variables, pasaremos a las restricciones. Lo que nos
tenemos que preguntar es: ;hay alguna limitacion que no nos permita fabricar
todo lo que queramos? En este caso tendremos tres restricciones de un mismo
tipo: no podemos utilizar mas recursos que aquellos de los que disponemos.

Asi pues, si x; es el namero de chasis grandes y cada uno requiere unos cuatro
minutos, 4x; sera el tiempo total de taladradora que se utilizard con chasis
grandes, y si le sumamos el de los pequefios (6x,) obtendremos el tiempo total
de taladradora que necesitaremos, que debe ser menor que el tiempo disponi-
ble (720 minutos). Expresado en forma de inecuacion:

4x, + 6x, = 720.

Procederemos de la misma manera con las limitaciones de tiempo de la puli-

dora y de la embaladora:

10x, + 6x, = 840,
5x, + 2x, = 350.

Formalmente, también debemos explicitar que las variables no pueden adoptar

valores negativos (no tiene sentido que haya cantidades negativas de productos):

X1, X, = 0,

y con eso ya tendremos todas las restricciones.
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3) A continuacién pasamos a la funcién objetivo. En este caso se trata de ma-
ximizar el beneficio afiadido de los productos, de manera que sera:

[MAX] z = 500x, + 300x,.

Ahora ya tenemos planteado el problema, que, en conjunto y expresado con

una estructura mas formal, es el siguiente:

[MAX] z = 500x, + 300x,

s.a

4x; + 6x, = 720,
10x, + 6x, = 840,
Sx; + 2x, = 350,

X1, X, = 0.

Antes de continuar la lectura de este
médulo es conveniente que hagais los
ejercicios de autoevaluacion 1 a 6 para
asimilar bien el tema de la modelizacion.
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4. Resolucion grafica de problemas lineales continuos

La resolucion grafica de problemas lineales no es en absoluto una manera efi-
ciente de solucionarlos, como veremos a continuacioén, pero si que es un
método muy pedagdgico, por el hecho de que nos permitird identificar
visualmente la estructura y las particularidades de un problema lineal. En
definitiva se trata de representar el problema en un espacio determinado por
las variables. Aunque es factible trabajar con tres variables que representen el
problema en R3, nos limitaremos al caso de dos variables porque es mucho
mas sencillo. 0

Para resolver un problema lineal de manera grafica, en primer lugar tenemos

que buscar el conjunto de soluciones posibles.

El conjunto de soluciones posibles es el conjunto de valores de X que
cumplan las restricciones y las condiciones de no-negatividad.

A continuacién resolveremos un problema lineal de manera grafica median-
te un ejemplo, que planteamos a continuacion: 0

[MAX] z = 5x; + 10x,

s.a

R1: 4x; + 3x, = 12,
R2: 2x, + 5x, = 10,
x; = 0.

4.1. Construccion del conjunto de soluciones posibles

Para construir el conjunto de soluciones posibles, primero situaremos los ejes
correspondientes a cada una de las variables y nos centraremos en el cua-
drante positivo del plan, visto que las condiciones de no-negatividad impli-
can la imposibilidad de adoptar valores de fuera de este cuadrante. Una vez
dibujados los ejes, representaremos la primera restriccion (R1) y, para repre-
sentarla, en primer lugar buscaremos la recta que resultaria si en lugar de ser

una inecuacién fuera una ecuacién:
4x; + 3x, = 12.
Puesto que se trata de una inecuacion (tenemos una desigualdad =), los pun-

tos que cumplen esta restriccion son los del semiplano inferior, incluyendo
esta recta (observad el grafico de la pagina siguiente).
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Representacién grafica de la restriccion R1

X2

©,4)

4x1 + 3x2=12

(3,0)

X1

Representacion grafica
de una restriccion

Para representar graficamente una
restriccién buscaremos dos puntos que
pertenezcan a la recta: si hacemos que

X, = 0, tendremos que 3x, =12y, por

lo tanto, x, = 4. Es decir, el punto (0,4)
pertenece a esta recta. Procedemos de la
misma manera a buscar otro punto de esta
recta: (3,0). Y la dibujamos.

Para encontrar la zona del plan
correspondiente a la restriccion buscamos
un punto que no esté en esta recta,

por ejemplo el (0,0) y vemos que cumple
esta restriccién (0 < 12), de manera que
el semiplano definido por la ecuacién

es el que vemos sombreado en la figura.

Haremos lo mismo con la segunda restriccion, cuya recta pasa por los puntos

(0,2) y (5,0), y la dibujamos tal como se muestra en la figura siguiente:

Representacion grafica de la restriccion R2

X2

2x1 +5x2=10

X1

La interseccion de las dos areas que hemos obtenido representard, por tanto,
todos los puntos que cumplen al mismo tiempo las dos restricciones del pro-
blema y las condiciones de no-negatividad, es decir, el conjunto de solucio-

nes posibles que se representa en la figura siguiente:

Representacion grafica del conjunto de
soluciones posibles

X2

(15/7,8/7) El punto de interseccion

(3,0)

El punto de interseccién de ambas rectas
se puede obtener resolviendo facilmente
el sistema de ecuaciones formado por
las ecuaciones (=) de las restricciones

X que se cortan.
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4.2. Método de la linea isobeneficio

Una vez que hemos construido el conjunto de soluciones posibles, necesitamos
saber cual o cuédles de estos puntos del conjunto proporciona un valor mas alto
de la funcion objetivo. Para averiguarlo aplicaremos el método de la linea iso-
beneficio*. La linea isobeneficio es la recta que adopta la funcién objetivo para

un valor de z determinado en un problema de maximizacion.

En el grafico siguiente mostramos las rectas isobeneficio de nuestro ejemplo
para z = 60 y para z = 50:

Método de la linea isobeneficio

X2 nz2=50 .z=60
A

N

* En el caso de que tengamos
roblema de minimizacién
ablaremos del método

de la linea isocoste.

Para dibujar las rectas
isobeneficio...

... empezaremos tomando un valor
arbitrario de z, por ejemplo z = 60.

La recta sera 5x; + 10x, = 60, y pasa

por los puntos (12,0) y (0,6). Ademas,
dibujaremos la recta isobeneficio para
un valor de z = 50, que pasa por los
puntos (10,0) y (0,5) y que, obviamente,
es paralela a la anterior pero desplazada
hacia abajo porque la pendiente de la
recta no se ha modificado.

Vemos que si desplazamos paralelamente una de estas rectas isobeneficio
hacia arriba, el valor de z es superior, mientras que si la desplazamos hacia
abajo, el valor es inferior. Si observamos el grafico anterior podemos obser-
var que el punto del conjunto de soluciones que proporciona una z de mas
valor es el vértice (dngulo) resultado del cruce de ambas restricciones, de mane-
ra que la solucion seria la siguiente:

x; = 15/7, x, = 8/7 con un valor de z = 155/7 = 22,14.
En este caso la solucion es Gnica, dado que hay una y sélo una combinacién

de valores (propios) de las variables que proporciona el valor maximo de z.

Asi pues, el método de la linea isobeneficio (isocoste) consiste en locali-
zar la solucion Optima desplazando la linea isobeneficio (isocoste) hasta
que se encuentre el valor z mayor (menor).
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4.3. Método de los vértices

Hemos visto que en el 6ptimo la linea isobeneficio siempre serd tangente a
uno o mas vértices (dngulos) del conjunto de soluciones posibles. Asi pues, en
lugar de dibujar la linea isobeneficio podriamos utilizar otro método para encon-
trar la solucién: el método de los vértices.

El método de los vértices consiste en identificar y evaluar todos los
vértices del conjunto de soluciones posibles y quedarnos con el mejor
(es decir, el valor de z mas alto en el caso de maximo, o el mas bajo, en

el caso de minimo).

Apliquemos este método a nuestro ejemplo. Los vértices del conjunto de solu-
ciones posibles son (0,0), (0,2), (15/7,8/7) y (3,0); pasemos, pues, a sustituir

estos valores en la funcién objetivo con los resultados siguientes:

Método de los vértices

b ) z
0 0 0
0 2 20
15/7 8/7 155/7
3 0 15

Como vemos, el valor de z mas alto es 155/7 (= 22,14); por lo tanto, la solu-

cion es la siguiente:

x; = 15/7, x, = 8/7.

4.4. Caso de conjuntos no acotados de soluciones posibles

El ejemplo sobre el cual hemos explicado los métodos de la linea de isobenefi-
cio y el de los vértices proporciona un conjunto acotado de soluciones posibles.
Cuando eso no pasa se pueden producir ciertas diferencias que comentaremos
en el ejemplo siguiente. Consideremos el problema lineal que planteamos a

continuacion:
[MIN] z = x; + 2x,
s.a
X+ X, =2,
—Xx; + x, =1,
x; = 0.

Antes de pasar al subapartado
siguiente es conveniente que hagais

los ejercicios de autoevaluacién 7 y 8.

9
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Como vemos, en la figura siguiente, el conjunto de soluciones posibles no es un
conjunto acotado, de manera que las variables podrian llegar a adoptar un valor
infinito, sin dejar de ser soluciones posibles. En este ejemplo, no obstante, la
solucién también es tnica, ya que el valor minimo que se puede obtener de z es
de 2, valor que es proporcionado por el vértice (2,0).

Representacion grafica del conjunto no acotado de
soluciones posibles

4.5. Tipologia de soluciones

Una vez vistos los ejemplos y los ejercicios que hemos propuesto, estamos en con-
diciones de estructurar la tipologia de soluciones que nos podemos encontrar en
la resolucion de problemas lineales (no sélo en el plano grafico). La estructura de
la tipologia de soluciones posibles se muestra en la figura siguiente: 0

Tipologia de soluciones

Problema lineal

' .

Hay alguna No hay solucién
solucion posible posible
' 1 '
Solucion Solucion
propia impropia
. | .
Solucién Solucién
Gnica multiple
I
Solucién miltiple Solucién miltiple

acotada no acotada

Si el conjunto de soluciones
posibles no es acotado, la solucién
puede adoptar el valor infinito.

Llegados a este punto, es

conveniente que hagais los ejercicios

de autoevaluacion 9 a 12 antes de
continuar, con el fin de ver las diferentes
situaciones que podemos encontrar.

Podéis consultar los ejemplos

y ejercicios propuestos a lo largo

de todo el apartado 4 de este médulo
didéctico.
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En primer lugar, podemos encontrar los problemas sin solucién y los pro-
blemas con solucion. La cuestion es si el conjunto de soluciones posibles,
formado por la interseccion de las regiones definidas por las restricciones,
estd vacio o no. La inexistencia de solucion en un problema lineal queda
perfectamente definida desde el punto de vista matematico. No obstante,
desde un punto de vista de la aplicacion real, la primera interpretacién que
le tenemos que dar es que el planteamiento del problema no se ha hecho
de manera correcta. Antes de dar por buena esta situacion (es decir, aceptar
que no hay solucién) es muy aconsejable repasar de nuevo la modelizacion
y preguntarnos si todas las restricciones que figuran en ésta son realmente

necesarias.

Si es un problema con solucidn, el paso siguiente de la clasificacién hace refe-
rencia a si el valor de la funcion objetivo en el 6ptimo puede adoptar el valor

infinito o no, es decir, si es una solucion impropia o una soluciéon propia:

1) Sera una soluciéon impropia si el valor de z en el 6ptimo (z°) tiende a o o

a —oo y, por lo tanto, algunas variables adoptan el valor infinito.

En la misma linea del comentario sobre la inexistencia de solucioén, la exis-
tencia de soluciones impropias (perfectamente definidas desde el punto de
vista matematico) también nos lleva a dudar del planteamiento inicial en la
medida en que no es muy habitual tener soluciones que expresen, por ejem-
plo, que el méximo beneficio es infinito. Por lo tanto, antes de dar por buena
esta solucidn, es muy aconsejable repasar el planteamiento inicial de la bus-
queda de limitaciones existentes (explicita o implicitamente) no expresadas
en las restricciones.

2) En el caso de tener solucion propia, puede ser de dos tipos:

a) Unica: s6lo un vértice proporciona el mejor valor de z y, por lo tanto, s6lo

una combinacién de valores de las variables nos aporta un resultado 6ptimo.

b) Muiltiple: puede haber més de un punto (vértice o no) implicado en la solu-
cion y, por lo tanto, puede ser que se obtenga el mismo valor de z para todos
estos puntos. Dentro de las soluciones multiples podemos encontrar dos casos,
segln si el conjunto de las soluciones 6ptimas es acotado o no lo es:

e En el caso mas sencillo, supongamos que el 6ptimo se alcanza en dos vér-
tices y en la combinacion lineal convexa de éstos (el segmento que los
une): el conjunto de soluciones 6ptimas seria acotado, de manera que ten-
driamos una solucién multiple acotada. Este caso es extensible a cual-
quier otro en el que intervengan varios vértices y en el que la combina-

cion lineal convexa entre éstos forme un conjunto acotado.

e En otros casos, y siempre teniendo un conjunto no acotado de soluciones

posibles, encontramos que el 6ptimo se puede alcanzar en uno o mas vér-

El conjunto de soluciones
optimas...

... es el subconjunto de
soluciones posibles, formado
por todos los puntos que
proporcionan un valor mejor
de z (el menor posible en el
caso de minimizar, y el mayor,
en el caso de maximizar). Si se
tiene una solucién dnica, sélo
un punto pertenecerd a este
conjunto. En cambio, si
tenemos una solucién
mdiltiple (més de un punto es
solucién), siempre tendra
infinitos componentes, es
decir, habra infinitas
combinaciones de valores

de las x que proporcionaran
un mejor valor de z.
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tices y también en la combinacion lineal convexa de éstos y, ademas, en
puntos que no pertenecen a esta combinacién lineal convexa. Entonces,
los valores de las variables podran adoptar valores infinitos (pero el valor
de z en el 6ptimo no serd infinito), ya que el conjunto de soluciones 6pti-
mas serd no acotado. Esta solucion recibe el nombre de solucion multiple
no acotada.

Cabe remarcar que algunos autores, por el hecho de que las variables pueden
alcanzar valores infinitos, catalogan las soluciones multiples no acotadas
como impropias. No obstante, consideramos que el hecho diferencial y que
proporciona realmente unas implicaciones econémicas importantes reside en
el valor de z y no en el de las variables. Por ejemplo, es muy diferente alcan-
zar beneficios infinitos que tener infinitas maneras de alcanzar un beneficio

determinado.

Conceptualmente podemos establecer una serie de equivalencias entre esta
nomenclatura propia de la programacion lineal y la nomenclatura propia de
la optimizacién matematica que ya hemos visto antes, hecho que reflejamos
en la tabla siguiente:

Programacion lineal Optimizacion matematica
Solucién Unica Optimo global estricto
Solucién mdltiple Optimo global relativo
Solucién impropia Inexistencia de éptimo global
Inexistencia de solucién posible | El problema de la optimizacién matematica no tiene sentido

4.6. Consideraciones sobre la resolucion
de problemas lineales

Una vez vistas las soluciones posibles que podemos encontrar en la resolucion
de un problema lineal es conveniente remarcar algunos aspectos que han sur-

gido al resolver los ejemplos y los ejercicios planteados.

Fijémonos en que el conjunto de soluciones posibles, si existe, puede ser aco-
tado o no acotado. En cualquiera de los dos casos podemos encontrar solu-
ciones propias, pero s6lo puede haber soluciones impropias si el conjunto es
no acotado.

Recordemos que un conjunto es convexo si, para cualquier par de puntos del
conjunto, la combinacién lineal convexa (el segmento que los une) pertenece
en la totalidad al conjunto. Hay que recordar igualmente el teorema funda-
mental de la convexidad. Entonces, el conjunto de soluciones posibles o bien

esta vacio o bien es convexo.

Consultad la nomenclatura tipica de la
optimizacion matematica en el
subapartado 2.1 de este médulo didéctico.

Consultad el teorema fundamental
de la convexidad en el subapartado 2.1
de este médulo didéctico.
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Como hemos indicado en la explicacion del método de los vértices, siempre
encontramos la solucién en la frontera del conjunto de soluciones posibles
(es decir, en el margen exterior) y, salvo el caso de la solucién impropia, siem-
pre interviene en el mismo al menos un vértice. Puesto que habra un ntme-
ro finito de vértices, podemos limitar la exploraciéon a un namero finito de
puntos. Esta es la base del algoritmo simplex, que desarrollaremos en otros
modulos.

De hecho, el método simplex en esencia trabaja de la misma manera que el
meétodo de los vértices, pero en lugar de analizar de manera exhaustiva todos
los vértices del conjunto de soluciones posibles, lleva a cabo un anélisis de

manera ordenada.

Consultad el método de los vértices
en el subapartado 4.3 de este médulo
didactico.

Consultad el algoritmo simplex en el
médulo “El algoritmo simplex” de esta
asignatura.
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Resumen

En este médulo hemos introducido la investigacién operativa como herra-
mienta de ayuda para resolver problemas propios de una organizacién. Hemos
hecho un repaso de su historia con el fin de entender mejor sus campos de
aplicacion y la metodologia que utiliza. Por otro lado, mediante la presenta-
cion de una clasificacion de problemas tipo, hemos situado el papel de la pro-
gramacion lineal como una de las herramientas de que se vale la investiga-
cibn operativa para resolver problemas, aspecto que constituird la parte
central de la asignatura.

Entrando de lleno en la programacién lineal, en primer lugar, hemos pre-
sentado el aspecto formal de los problemas lineales y sus variantes principales.
A continuacion hemos introducido una metodologia de formulacion de pro-
blemas lineales acompafiada de ejemplos y ejercicios enfocada a formular

problemas lineales continuos.

La dltima parte de este médulo se ha dedicado a establecer las bases que permi-
tiran comprender el funcionamiento del algoritmo simplex. Para hacerlo, hemos
resuelto problemas lineales de manera gréfica, lo que nos ha permitido ver com-
ponentes como el conjunto de soluciones posibles y los vértices. La resolucion
de ejemplos ha servido para presentar las diferentes soluciones que se pueden
plantear y ha permitido efectuar algunas consideraciones que permitirdn enten-
der mejor los métodos que aplicaremos en otros moédulos. O
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Ejercicios de autoevaluacion

1. En este ejercicio de autoevaluacion planteamos un problema de limitacion de recursos.
La empresa quimica Industrias Ripoll, S.A. (INRI) elabora un plan de produccion de tres pro-
ductos quimicos para el mes siguiente, denominados RJ-1423, QC-1269 y XT-2541. Para elabo-
rarlos utiliza tres componentes basicos que, con el fin de ahorrarnos los complicados nombres
quimicos, identificaremos con las referencias C1, C2 y C3, y de los cuales dispone de 800, 750
y 850 toneladas, respectivamente. Estos componentes, para que se conviertan en los productos
finales, tienen que pasar por tres procesos productivos: P1, P2 y P3.

En la tabla siguiente mostramos las toneladas necesarias de cada componente para obtener
una tonelada de producto final, el tiempo en horas que tarda cada tonelada de producto
final en superar cada proceso productivo y los costes respectivos por tonelada o por hora,
segn el caso.

Producto (e TS 6 e Horas de procesamiento
por Tm (en Tm)
C1 c2 c P1 P2 P3
RJ-1423 10 8 7 3 4 5
QC-1269 9 6 12 5 4 1
XT-2541 7 12 6 2 2 4
Coste (u.m./unidad)| 5.000 6.000 4.000 40.000 30.000 50.000

El precio de venta de estos productos es de 750.000, 600.000 y 550.000 u.m./Tm. La empre-
sa trabaja durante 20 dias al mes y 16 horas al dia.

Formulad el problema lineal que maximiza el beneficio total.

Tened en cuenta que para calcular el beneficio por unidad de cada producto tendremos que
sumar los diferentes costes por unidad y restarlos del precio de venta.

2. Este ejercicio también trata de un problema de limitacién de recursos.

Tropicfruit Inc. estd especializada en la elaboracién de combinados de fruta tropicales sin
alcohol. En la planta que esta empresa tiene en Tampa se fabrican tres productos: Katxumbo,
Kimbombo y Angaua, que se venden a un precio de venta al distribuidor (pvd) de 29,26 €/litro,
25,54 €/litro y 28,31 €/litro, respectivamente. Para elaborar 100 litros de cada uno de estos
productos se necesitan los ingredientes siguientes:

Aguacate Kiwi Mango Aztcar Agua
Katxumbo 100 200 - 50 150
Kimbombo - 100 100 105 250
Angaua 200 - 200 60 100

* Todas las cantidades estan expresadas en kilogramos, excepto el agua, que se expresa en litros.

Para el proximo mes los proveedores han garantizado el suministro de materias primas hasta
un maximo de 3.000 kg de aguacates a un precio de 5 euros/kg, 4.000 kg de kiwis a 6 euros/kg
y 5.000 kg de mangos a 4 euros/kg. El azticar se compra a Brazil Sugar Co., que facilita cual-
quier cantidad que se quiera a 0,5 euros/kg. El agua utilizada para elaborar los combinados
se transporta con camiones cisterna propios desde una fuente que tienen cerca. Al munici-
pio (que es propietario de la fuente) se le paga un canon de 1 euro/m?, mientras que el coste
del transporte sube a 4 euros/m®. Finalmente, los productos quimicos que se utilizan (con-
servantes, colorantes y antioxidantes) representan un coste de 2 euros/litro para Katxumbo,
3 euros/litro para Kimbombo y 1 euro/litro para Angaua.

¢Cual es el plan 6ptimo de produccion de los combinados fabricados por Tropicfruit Inc.
para el proximo mes de manera que se maximice el beneficio?

3. El problema siguiente podriamos llamarlo problema de la dieta. El enunciado se plantea a
continuacién.

El sargento Arensivia es el encargado de organizar los ments del cuartel. Puesto que el sar-
gento encuentra muy complicado tener que comprar mas de dos tipos de alimentos, ha
decidido que este mes la tropa del cuartel s6lo comerd menus a base de carne de cerdo y
patatas, productos que abundan en el pueblo de al lado y que puede llegar a comprar al pre-
cio de 50 y 25 u.m./kg, respectivamente.
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Segln la circular médica distribuida recientemente por el Ministerio de Defensa, los soldados
tienen que ingerir al dia un minimo de 8 unidades de hidratos de carbono, 19 de vitaminas y
7 de proteinas, de manera que el sargento ha ido al teniente médico del cuartel, el cual, después
de grandes esfuerzos, le ha proporcionado los contenidos en hidratos de carbono, vitaminas y
proteinas por kilogramo de carne y de patatas segin se muestra en la tabla siguiente:

Datos médicos

Carne Patatas
Hidratos de carbono 1 3
Vitaminas 3 4
Proteinas 3 1

Plantead el problema lineal que proporcione la cantidad de carne de cerdo y de patatas que
hay que comprar por soldado y dia y que resulte mas barata.

4. En este ejercicio de autoevaluacion planteamos un problema de mezclas.
Destilerias del Llobregat, S.L. importa giliisqui a granel de diferentes calidades que utiliza
para elaborar sus productos: los conocidos giiisquis de garrafa tan apreciados por los locales
afterhours y por sus clientes.
Para el mes siguiente dispone de los productos, cantidades y precios siguientes:
e Tennesse Old: 50 bidones de 70 litros, a 35.000 u.m. el bidon.
¢ Scottish Red: 100 garrafas de 25 litros a 7.500 u.m. la garrafa.
e Montsec Bru: una cisterna de 1.500 litros a 300.000 u.m.
Mezcla estos componentes y elabora sus tres productos més preciados: garrafa De Luxe,
garrafa Medium y garrafa Extreme. No obstante, para mantener sus productos dentro del
sector de la alimentacién, y no en el de detergentes, tiene que respetar ciertas normas a la
hora de hacer las mezclas. Estas normas son las que se especifican a continuacién para cada
uno de los tres productos:
1) Garrafa De Luxe:
e Debe garantizar que su composicion tiene al menos un 30% de Tennesse Old.
¢ No hay limitaciones sobre la cantidad de Scottish Red.
e No puede tener mas del 50% de Montsec Bru.
2) Garrafa Medium:
* No puede tener menos del 15% de Tennesse Old.
e No puede tener menos del 20% de Scottish Red.
e No hay limitaciones de Montsec Bru, aunque, obviamente, no puede tener mas del
65%.
3) Garrafa Extreme:
e No puede tener menos del 5% de Tennesse Old.
* Debe tener al menos un 20% de Scottish Red.
e No puede tener mas del 70% de Montsec Bru.
Los precios de venta de los productos son de 500 u.m./l para De Luxe, 400 para Medium y
300 para Extreme.
Calculad las mezclas que producen el beneficio mdximo al importador.

5. En este ejercicio plantearemos un problema de asignacién horaria.

El parque natural del Hayedo de Miquel, ante el alto riesgo de incendios, ha decidido reorgani-
zar a los vigilantes que acttian en defensa de la integridad de este paraje tan extenso. Para el mes
de agosto se han determinado las necesidades que se presentan en la tabla siguiente:

Necesidades horarias

Periodo Franja horaria N:Imel.'o' minimo
e vigilantes
1 2-6 10
2 6-10 45
3 10-14 80
4 14-18 120
5 18-22 75
6 22-2 15

Considerando que el periodo 1 es inmediatamente posterior al periodo 6 y teniendo en
cuenta que el horario de trabajo de un vigilante es de 8 horas consecutivas, se quiere obte-
ner una asignacion diaria de vigilantes en cada periodo de manera que cumpla las necesi-
dades anteriores y que ocupe el menor nimero de éstos, teniendo presente que las horas de
entrada de los turnos son las 2, 6, 10, 14, 18 y 22 horas.
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6. Este ejercicio presenta un problema de flujos.

Petro6leos del Francoli dispone de dos refinerias (RA y RB) que producen combustible para
tres centros de distribucion (D1, D2 y D3), los cuales estdn conectados mediante una red de
oleoductos, como se muestra en la figura siguiente:

Flujo de distribucion

o1 3001 [30] -
200 1.000
700
500 (0,02) (3, %g)
00 (0,02) [50] [60]
[70] 500
[130] ©,1)
" [150]
| | 1.500 1.000 l |
(0,02) (0,02)
[50] [70]
RA RB
1.600 1.200

Para cada refineria y centro de distribucion se indican la capacidad productiva y la deman-
da, respectivamente, y para cada conduccion se indica la capacidad maxima de transporte
en toneladas, entre paréntesis la pérdida que se produce (es decir, una pérdida de 0,1 signi-
fica que si se envian 100 toneladas, en realidad sélo se reciben 90); y finalmente, entre cor-
chetes, esta la distancia en kildbmetros.

Como se aprecia en la figura, hay una plataforma central de distribucién (0) que no tiene
ninguna capacidad de almacenamiento.

Los costes de produccion asociados son de 18.000 u.m./Tm para RA y de 21.000 u.m./Tm
para RB, mientras que los costes de transporte son de 100 u.m./km - Tm.

Plantead el problema lineal que permita determinar la politica de produccién y distribucion
de coste minimo y que satisfaga exactamente la demanda solicitada.

7. En este ejercicio se ilustra un caso de problema en el que hay restricciones redundantes.
Resolved graficamente el problema lineal siguiente:

[MAX] z = 5x; + 10x,
s.a

R1: 4x; + 3x, = 12,
R2: 2x; + 5x, = 10,
R3: 4x, + 5x, = 20,
x; = 0.

8. En este ejercicio de autoevaluacion veremos el caso de existencia de una solucién impropia.
Resolved graficamente el problema lineal siguiente:

[MAX] z = x; + 2x,
s.a

Rl: x; + x, =2,
R2: —x; + x, =1,
x; = 0.

9. Este ejercicio de autoevaluacién presenta el caso de una solucién multiple en un conjun-
to de soluciones posibles acotado.

Antes de resolver el ejercicio de
autoevaluacion 8, consultad el problema
planteado en el subapartado 4.4

de este médulo didactico.

Antes de resolver el ejercicio de
autoevaluacién 9, consultad el problema
planteado en el inicio del apartado 4

de este médulo didactico.
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Resolved graficamente el problema lineal siguiente:
[MAX] z = 4x; + 10x,
s.a

R1: 4x;, + 3x, = 12,
R2: 2x; + 5x, = 10,
x; = 0.

10. En este ejercicio de autoevaluacion se presenta un caso de soluciéon mdaltiple no acotada. Antes de resolver el ejercicio de

Resolved graficamente el problema lineal siguiente: autoevaluacion 10, consultad el problema
planteado en el subapartado 4.4

de este médulo didactico.

MAX] z = —x; + x,
s.a

Rl: x; + x, =2,
R2: —x; + x, =1,

x; = 0.
11. Este ejercicio de autoevaluacion ilustra un caso de soluciéon multiple acotada en un con- Antes de resolver el ejercicio de
junto no acotado. autoevaluacion 11, consultad el problema
4 . Lo planteado en el subapartado 4.4
Resolved graficamente el problema lineal siguiente: de este médulo didactico.

[MIN] z = 2x, + 2x,
S.a

Rl: x; + x, =2,
R2: —x; + x, =1,
x; = 0.

12. Hay casos, como el que presentamos en este ejercicio de autoevaluacién, en los que se
tiene inexistencia de solucion.
Resolved graficamente el problema lineal siguiente:

MAX] z = x; + x,
S.a

Rl: x; + x, =1,
R2: x; + x, =2,
x; = 0.
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Solucionario
Ejercicios de autoevaluacion

1. Para resolver el problema de limitacién de recursos que hemos planteado tenemos que
proceder de la manera siguiente:

1) Definicién de las variables

e x,;: cantidad en toneladas que se debe producir de RJ-1423.

® Xx,: cantidad en toneladas que se debe producir de QC-1269.

® Xx;: cantidad en toneladas que se debe producir de XT-2541.

2) Restricciones

a) Para la limitacion de componentes:

10x; + 9x, + 7x3 = 800,
8x; + 6x, + 12x5 = 750,
7x; + 12x, + 6x3 = 850.
b) Para la limitacion de tiempo de procesamiento (se trabaja 16 - 20 = 320 horas al mes):
3x; + 5x, + 2x3 = 320,
4x, + 4x, + 2x3 = 320,
Sx; + x, + 4x3 = 320.
c) Ademas, las variables no pueden adoptar valores negativos:
X1, Xy, X3 = 0.
3) Funcién objetivo
Para expresar la funcién objetivo, en primer lugar tenemos que calcular los margenes uni-

tarios de cada producto. Estos margenes se pueden obtener con la configuraciéon de una
tabla como la que mostramos a continuacién:

Costes Producto
RJ-1423 (x,) QC-1269 (x,) XT-2541 (x3)
Componente Compor.lente Cantidad Total Cantidad Total Cantidad Total
por unidad
C1 5.000 10 50.000 9 45.000 7 35.000
c2 6.000 8 48.000 6 36.000 12 72.000
Cc3 4.000 7 28.000 12 48.000 6 24.000
P1 40.000 3 120.000 5 200.000 2 80.000
P2 30.000 4 120.000 4 120.000 2 60.000
P3 50.000 5 250.000 1 50.000 4 200.000
Total de costes 616.000 499.000 471.000
Precio de venta al publico 750.000 600.000 550.000
Beneficio 134.000 101.000 79.000

Si para abreviar trabajamos con miles de unidades monetarias, la funcion objetivo sera la
siguiente:

[MAX] z = 134x, + 101x, + 79x;,

donde z esta expresado en miles de unidades monetarias. Por lo tanto, el planteamiento
resultante serd el siguiente:

[MAX] z = 134x; + 101x, + 79x;
s.a

10x; + 9x, + 7x; = 800,
8x; + 6x, + 12x3 = 750,
7x, + 12x, + 6x3 = 850,
3x; + Sx, + 2x; = 320,
4x, + 4x, + 2x3 = 320,
Sx; + x, + 4x3 = 320,
X1, Xg, X3 = 0.
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2. Para establecer el plan 6ptimo del problema de limitacién de recursos de la produccion
de los combinados de manera que se maximice el beneficio para el proximo mes, tenemos
que proceder de la manera siguiente:

1) Definicién de las variables

e Xx,: centenares de litros de Katxumbo que se tienen que elaborar.

* x,: centenares de litros de Katxumbo que se tienen que elaborar.

e Xx;: centenares de litros de Angaua que se tienen que elaborar.

2) Calculo de costes para 100 litros de cada uno de los productos:

Costes Producto
Katxumbo Kimbombo Angaua
Componente Compor:lente Cantidad Total Cantidad Total Cantidad Total
por unidad
Aguacates 5 100 500 0 0 200 1.000
Kiwis 6 200 1.200 100 600 0 0
Mangos 4 0 0 100 400 200 800
Azlcar 0,5 50 25 105 52,5 60 30
Agua 0,005 150 0,75 250 1,25 100 0,50
Productos quimicos - - 200 - 300 - 100
Total de costes 1.925,75 1.353,75 1.930,50
Precio de venta al publico 2.925,75 2.553,75 2.830,50
Beneficio 1.000 1.200 900

Por lo tanto, el planteamiento queda de la manera siguiente:

[MAX] z = 10x; + 12x, + 9x;
s.a

x; + 2x3 = 30,
2x; + x, = 40,
x, + 2x3 = 50,
x; = 0.

donde z se expresa en centenares de euros.

3. Para resolver el problema de la dieta de los soldados seguiremos el procedimiento habitual.
1) Definicién de las variables

Sea x, los kilogramos de carne y x, los kilogramos de patatas.

2) Restricciones

Xx; +3x, =8,
3x; + 4x, = 19,
3, +x, =7,
xi = 0.

3)
[MIN] z = 50x; + 25x,.

4. Para resolver el problema de mezclas procedemos segin los pasos que seflalamos a conti-
nuacion.

1) Definicién de las variables

x;; representara la cantidad de gtiisqui importado i que se utiliza para elaborar el producto j.
Tanto i como j pueden valer de 1 a 3 con relacion a los productos por el mismo orden que
en el enunciado. Por consiguiente, x;; + x,; + ;; indicard la cantidad total producida de la
mezclajy x;; + X, + x;3 la cantidad total utilizada del producto importado i, y no haré falta
utilizar variables nuevas.

2) Funcioén objetivo

Para facilitar su comprension presentaremos el planteamiento sin simplificar. Todas las
cifras especificadas hacen referencia a litros.

[MAX] z = 500(x;; + X5 + X37) + 400(x;, + X5 + X35) +
+ 300(x13 + X553 + X33) — S000xy; + X5 + Xg3) —
— 300(xp; + X5 + Xp3) — 200(x3; + X35 + X33).
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3) Restricciones
a) Cantidad maxima que se puede utilizar de la materia prima en cada mezcla:

(%11 t X4, + x33) = 3.500,
(X51 + Xpp + Xp3) = 2.500,
(X317 + X35 + X33) = 1.500.

b) Limitaciones de la composicion de las mezclas:

X1 = 0,3(xq; + Xp1 + X39),
X317 = 0,501 + X51 + X39),
X1p = 0,15(0x; + Xp + X35),
Xp5 = 0,2(x15 + Xpp + X35),
X153 = 0,05(x3 + X3 + X33),
Xp3 = 0,2(x13 + X553 + X33),
X33 = 0,7(X13 + Xp3 + X33).

Q) x;=0 Vi j.

5. Este problema de asignacion horaria se puede resolver de la manera siguiente:

1) Definicién de las variables

Sea x; el nimero de vigilantes que empiezan a trabajar al inicio del periodo i.

2) Planteamiento

La jornada de un vigilante cubre dos periodos. Asi pues, los vigilantes que cubren el inter-
valo 1 son los que han entrado a trabajar en este horario (x;) y los que han entrado a tra-
bajar en el inmediatamente anterior (x,). Por lo tanto, el planteamiento matematico del pro-
blema es el que vemos a continuacion:

6
[MIN] z = Y x;
=51

s.a

x; + x5 = 10,
X; + x, =45,
X, + x3 = 80,
X3 + x4, = 120,
Xy + x5 =79,
X5 + x5 = 15,
x; = 0.

6. Para resolver el problema de flujos planteado seguiremos los pasos siguientes:

1) Definicién de las variables

Sea x;; la cantidad que se envia desde i hasta j, donde i, j € {A, B, 0, 1, 2, 3}.

Con respecto a las variables de este problema deberemos tener en cuenta las observaciones

siguientes:

e Las variables se definen como la cantidad que sale, que sera diferente de la que llega por-
que siempre se producen pérdidas.

e No habra que definir una variable tipo x, que signifique la cantidad producida en RA,
dado que podemos obtener esta cantidad de la operacion siguiente: x, = x,; + Xy

2) Funcién objetivo

La funcién objetivo asociada al planteamiento de este problema es la que presentamos a

continuacién:

[MIN] z = 18.000 (X, + X»o) + 21.000 (xgo + Xg3) + 13.000x,; + 5.000x,, +
+ 7.000xg, + 15.000x5; + 7.000xy, + 5.000x,, +
+ 6.000xy; + 3.000x,, + 4.000x,;.

3) Restricciones

Debemos tener en cuenta las restricciones que plantea el problema, y que se formalizan de
la manera siguiente:

e Restricciones de produccion de las refinerias:

RA: x5 + X9 = 1.600.
RB: xp, + X3 = 1.200.

e Entradas y salidas de los centros de distribucion:

0: 0,98x,0 + 0,98x5) = Xo; + Xgp + X3
D1: 0,9x,; + 0,98xy; + 0,9x,; = 900.
D2: 0,98xy, — X5; — Xp3 = 400.

D3: 0,9x,3 + 0,98xy; + 0,9x53 = 1.000.
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e Capacidades maximas de transporte:

e Ademas,
x; = 0.

7. La solucion del problema con restricciones redundantes que hemos planteado se presen-
ta en el grafico siguiente:

Como vemos en el grafico, el hecho de afiadir una restriccion nueva de estas caracteristicas
no afecta al conjunto de soluciones posibles, de manera que la solucién es la misma. Se trata
de una restriccién redundante, es decir, no afecta al problema. Analiticamente, lo podriamos
ver mediante el rango de la matriz A: si Rang(A) < m (m = namero de restricciones), enton-
ces hay restricciones redundantes.

Notad que el hecho de afadir restricciones a un problema lineal afecta Gtnicamente al conjunto
de soluciones posibles: si el conjunto se queda igual, la solucién no varia; si se reduce, la solucion
puede ser la misma (si el 6ptimo anterior continta perteneciendo al conjunto de soluciones posi-
bles), o una peor (menor si es MAX o mayor si es MIN) si éste ya no pertenece al conjunto.

8. En el grafico que vemos a continuaciéon podemos observar la solucién del problema:
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En este caso, si utilizamos el método de la linea isobeneficio vemos que a medida que
esta linea se desplaza hacia arriba, mejora el valor de z y siempre hay algtn punto del
conjunto de soluciones posibles que toca a la recta, de manera que el valor mas alto de
z podra ser el infinito. A este tipo de solucién se le da el nombre de solucién impropia
en sentido estricto y se expresa inicamente indicando que el valor de z puede alcanzar
el infinito: z* = +oo.

Como vemos en el grafico, las soluciones impropias sélo se pueden dar en conjuntos de
soluciones posibles no acotados. Sin embargo, hay que tener presente que si el conjunto de
soluciones posibles es no acotado, eso no quiere decir que la solucién sea necesariamente
impropia, sino que podemos encontrar cualquier tipo de solucién.

9. El caso que hemos planteado en el enunciado es un caso con solucion mdltiple en un
conjunto de soluciones posibles acotado. En este caso, si utilizamos el método de la linea
isobeneficio podemos ver en la figura siguiente que la tangencia no se produce en un vérti-
ce del conjunto de soluciones posibles, sino que tiene lugar en todo un lado, es decir, que
hay dos vértices que son solucion 6ptima del problema.

Solucién miiltiple en un conjunto acotado
de soluciones posibles

\ \X-]

Este tipo de solucion (cuando interviene en el mismo mas de un vértice) recibe el nombre de
solucién miultiple y se expresa como la combinacién lineal convexa de los vértices:

X = (X)) = M0,2) + (1 — W(15/7,8/7); 0=hr=1,

con un valor de z* = 20.

En este caso particular, el conjunto de soluciones 6ptimas es acotado (si el conjunto de solu-
ciones posibles es acotado, el conjunto de soluciones 6éptimas, puesto que es subconjunto
del primero, obviamente también sera acotado), de manera que se trata de una solucion
multiple acotada.

10. La solucion de este caso se presenta en la figura siguiente:

Solucién miiltiple no acotada
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Esta solucion es multiple, igual que en el caso del ejercicio precedente, dado que hay mul-
tiples combinaciones de las variables que alcanzan el valor 6ptimo de z (z* = 1), pero el con-
junto de soluciones 6ptimas es no acotado, y por lo tanto, las variables si que pueden llegar
a adoptar valores infinitos. Se trata de una solucién miultiple no acotada.

Por este motivo, si utilizamos el método de los vértices, veremos que el mejor vértice es
(1/2,3/2), pero tenemos que analizar qué sucede si nos desplazamos por la recta de la segun-
da restriccion. Para hacerlo, tomamos un punto de esta recta, a la derecha del vértice (x1 >
1/2), por ejemplo el (2,3), y lo evaluamos en la funciéon objetivo (z = 1), que es el mismo
valor que el que proporciona el vértice (1/2,2/3). Por consiguiente, podemos concluir que
son solucion del problema todos los puntos siguientes:

X" = (x},x5)' talque x] = 12y x; = x] + 1,

con un valor de z* = 1.

11. La solucion del problema planteado en este ejercicio se muestra en la figura que vemos
a continuacion:

Solucién multiple acotada en un conjunto no acotado
de soluciones posibles

El hecho de que un conjunto de soluciones posibles sea abierto no excluye la posibilidad de
tener una solucion multiple acotada, que es el caso que nos ocupa.

La solucion serdn los dos vértices implicados (2,0) y (1/2,3/2) o cualquier combinacion line-
al convexa de éstos:

X' = (X)) = M2,0) + (1 — M)(1/2,32); 0= L = 1,

con un valor de z* = 4.

Llegados a este punto, es conveniente puntualizar que para tener una solucion maltiple no
acotada es necesario que el conjunto de soluciones posibles sea no acotado, pero el hecho
de que el conjunto de soluciones posibles sea no acotado no implica en absoluto que ten-
gamos una soluciéon multiple no acotada, como podemos ver en este ejercicio.

12. El caso planteado en el enunciado de este ejercicio de autoevaluacion es un caso de ine-
xistencia de solucion. La solucion grafica se muestra en la figura de la pagina siguiente.

En este caso, la intersecciéon de las dreas definidas por las rectas estd vacia. Por lo tanto, el
conjunto de soluciones posibles estd vacio, es decir, no hay ningin punto que cumpla las
restricciones del problema. Por consiguiente, para el problema planteado no hay ninguna
solucion posible.

La inexistencia de soluciones puede estar provocada tanto por el hecho de que las restric-
ciones son paralelas (y no estan superpuestas) y generan regiones opuestas, que es el caso
que nos ocupa, como porque aunque no sean paralelas, la intersecciéon de las regiones se
produce fuera del cuadrante positivo de R? o porque la region definida por cualquiera de
las restricciones se sittia fuera de este cuadrante.

Consultad la solucién del ejercicio
de autoevaluacion 9.

Observad que...

... en los casos de solucién
multiple (ejercicios 9, 10
y 11), la pendiente de la
curva isobeneficio es igual
a la pendiente de alguna
de las restricciones.
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