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Introduccion

Hasta el momento hemos estudiado el modelo de regresion, es decir, hemos
supuesto la existencia de una relaciéon unidireccional de causalidad entre una
variable llamada variable dependiente y un conjunto de variables que explican su
comportamiento. Pues bien, todo lo que hemos hecho hasta ahora ha sido tra-
bajar con un supuesto implicito: siempre hemos considerado la variable depen-
diente siempre como una variable cuantitativa. 0

Ejemplos de modelos con variables dependientes cuantitativas

A lo largo de la asignatura hemos ido proponiendo modelos para estudiar variables como,
por ejemplo, las ventas de una empresa, el consumo de las familias, los costes de las bajas
por enfermedad del personal, etc. Fijémonos en que todas estas variables tienen en comun
el hecho de que toman valores numéricos en un rango de valores suficientemente amplio
como para considerar que tienen un comportamiento similar al de una variable aleatoria
con distribucién normal.

Limitar los modelos al entorno mencionado es insuficiente, puesto que no cabe
duda de que muy a menudo podemos estar interesados en analizar el comporta-
miento de una variable de naturaleza cualitativa. Un ejemplo tipico de este tipo
de situacion es el caso de una empresa que esté interesada en conocer si un clien-
te, cuando se interesa por un producto, lo comprara o no. En este caso, la varia-
ble dependiente es una variable cualitativa que registra dos situaciones: si el
cliente compra el producto o si no lo compra. No podemos decir, en cualquier
caso, que la variable dependiente toma dos valores, ya que, de hecho, las varia-
bles cualitativas, y ésta en particular, se refieren a atributos o categorias, y se

caracterizan precisamente porque no indican valores.

Ejemplos de variables cualitativas
Hay muchos ejemplos de variables cualitativas, que pueden ser de dos tipos:

e Saber si una empresa invertird o no en el extranjero es un ejemplo de variable dicot6-
mica (variable cualitativa que indica dos categorias).

e Si tuviésemos la posibilidad de invertir en Francia, Italia o Portugal, podriamos decir que
la variable que determina en qué pais invertimos es una variable cualitativa de tres cate-
gorias. Hemos llamado a estos casos variables politomicas.

Como es habitual, codificaremos la opcion de compra con un 1 y la de ausencia de
compra, con un 0. En este ejemplo, las variables explicativas pueden ser tanto las
caracteristicas personales del comprador (sexo, edad, nivel de renta, estudios, etc.),
como las caracteristicas del producto (precio, atractivo, disefio, etc.). Del mismo
modo, pueden influir otras variables relativas al entorno, como, por ejemplo, la
existencia de productos parecidos ofrecidos por la competencia y el precio y las
caracteristicas de éstos.

Como vemos, las variables dependientes cualitativas aparecen en la practica tan
a menudo como las cuantitativas y, por lo tanto, vamos a dedicarles este modu-

lo completo. 0

Ved las variables cualitativas en los
subapartados 1.1 y 1.2 del médulo
“Variables ex6genas cualitativas”.
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El uso de modelos para variables dependientes cualitativas abre un nuevo marco
que supone una ampliacion con respecto a lo que se ha practicado en los moédu-
los anteriores, ampliando el estudio de modelos de regresion en este caso con-
creto. Teniendo en cuenta la dificultad de este nuevo grupo de modelos, anali-
zaremos a fondo los modelos para variable dependiente dicotémica, ya que son
los que se utilizan mas y, a pesar de su dificultad, son el punto de referencia para
modelos mas complicados con la variable dependiente politomica, que tendria-
mos que estudiar mas tarde. 0

Con el fin de conseguir los principales objetivos, empezaremos el moédulo reali-
zando una introduccién a los modelos de variable dependiente cualitativa; a
continuacién, presentaremos el llamado modelo de probabilidad lineal y estu-
diaremos sus rasgos caracteristicos mas importantes; acto seguido, ampliaremos
el andlisis a los modelos logit y los modelos probit. Explicaremos como tene-
mos que contrastar diferentes hipotesis (en particular nos interesaremos por el
contraste de significacion individual de un parametro y de significacion global
del modelo) y estudiaremos diferentes medidas para valorar la bondad del ajus-
te. Para acabar, veremos un caso practico en el que desarrollaremos todo el con-
tenido de este modulo y, por otra parte, indicaremos como se tratan situaciones
en las que la variable dependiente cualitativa es politobmica.
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Objetivos

Tras haber seguido este modulo didactico, el estudiante tiene que haber alcanza-

do los siguientes objetivos:

1. Detectar en qué situacion tenemos que utilizar un modelo de variable depen-
diente cualitativa adecuado y por qué.

2. Utilizar el método de estimacion adecuada para estimar un modelo de este
tipo: tanto el modelo de probabilidad lineal como los modelos logit y probit.

3. Interpretar los resultados del modelo en el contexto de las variables cualitati-
vas, identificando que se modeliza la probabilidad de la ocurrencia de un
fenémeno y no el valor esperado de una variable condicionado a los valores
observados en las variables explicativas.

4. Evaluar la bondad del ajuste en los modelos con variable dependiente cuali-
tativa y su capacidad predictiva.

5. Saber entender los resultados de las estimaciones y utilizar los modelos en la
practica.
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1. Modelos con variable dependiente cualitativa

Los modelos de variable endégena cualitativa, conocidos genéricamente
como modelos de eleccion discreta, permiten explicar las decisiones de un
individuo a partir de un conjunto de variables explicativas que identifi-
can sus caracteristicas.

Segun cudl sea el nimero de decisiones alternativas entre las que puede elegir
el individuo, podemos diferenciar dos tipos de modelos de eleccidon discreta,
que presentamos acto seguido: los modelos de elecciéon binaria y los modelos
de eleccion multiple. 0

1) Modelos de eleccion binaria

Los modelos de eleccion binaria son aquellos en los que la variable endo6-
gena cualitativa es dicotdbmica: podemos decir que la variable end6gena
Unicamente toma dos categorias posibles.

En consecuencia, en los modelos de eleccién binaria se supone que los indivi-
duos sélo pueden elegir entre dos opciones alternativas, es decir, entre dos éxi-
tos mutuamente excluyentes. Como veremos, en los modelos de eleccién mul-

tiple la variable dependiente es politdmica y, por lo tanto, presenta més de dos

opciones. 0

Para ver un ejemplo de variable dependiente dicotémica, supongamos que nos
interesa modelizar la decision de una empresa acerca de la adquisicién de una
nave industrial en una nueva zona de un poligono muy bien situado, que le es
atractiva desde un punto de vista logistico, ya que es muy interesante desde un
punto de vista estratégico para distribuir sus productos. Esta empresa se
encuentra ante dos alternativas excluyentes entre si: comprar la nave o no
comprarla. Asi pues, la variable dependiente sblo registra dos alternativas: la
empresa decide comprar la nave o decide no comprarla.

Como es habitual cuando se utilizan variables cualitativas, a menudo tenemos
que codificar con valores las diferentes posibilidades. Tal y como solemos hacer
en general para cualquier variable cualitativa, codificaremos, aqui, con un
valor igual a 1 la decisién de comprar y con un valor igual a 0, la de no com-
prar. La Gnica diferencia en estos momentos es que la variable que acabamos
de mencionar serd objeto de una modelizacion y, por lo tanto, es la variable

Daniel McFadden

Daniel McFadden nacié en
Raileigh (Carolina del Norte)
en el afio 1937. Se licencié
en fisica por la Universidad
de Minesota a los 19 afios.
Su interés por hacer un uso
riguroso de las herramientas
matematicas y estadisticas en
las ciencias sociales lo llevé a
especializarse en economia.
Sus contribuciones a la teoria
econométrica incluyen los
modelos de variable
dependiente cualitativa.
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dependiente de un modelo. Definiremos la variable dependiente de la manera
siguiente:
1 si se compra la nave,

" 10 si no se compra la nave,

donde Y; hace referencia a la decisiéon que toma la empresa i-ésima.

2) Modelos de eleccion miltiple

Los modelos de eleccion maultiple son aquellos en los que la variable
dependiente cualitativa puede hacer referencia a mas de dos categorias.

En este caso, el individuo puede elegir entre mas de dos sucesos, es decir, tiene
mas de dos opciones que, de la misma manera que en el caso de los modelos de

eleccion binaria, también son mutuamente excluyentes.

Para ver ahora un ejemplo de variable dependiente de eleccion mdultiple y
siguiendo con el caso anterior, supongamos que en el mercado inmobiliario hay
tres naves industriales en venta, todas de caracteristicas similares a las que
requiere la empresa. En tal caso, llamaremos A, B y C a las diferentes opciones de
nave al alcance y consideraremos, también, que la empresa pueda no comprar
ninguna de ellas. En este caso, la empresa se enfrenta a cuatro alternativas: com-
prar la nave A, la B, la C o no comprar ninguna. Como consecuencia, la variable
enddgena puede codificarse de manera que tome cuatro valores indicativos de

cada una de las decisiones posibles:

{O si se compra la nave A,
1 si se compra la nave B,
2 si se compra la nave C,

3 si no se compra ninguna nave.

A continuacién, estudiaremos los modelos para variables como la del primer
tipo. Es decir, supondremos que tenemos informacién sobre N empresas que han
decidido acerca de la compra de la nave. Para cada empresa, ademas de conocer
su decision final, conocemos algunas caracteristicas individuales que utilizare-
mos como explicaciones de la decisién tomada. De esta manera, obtendremos
un modelo que nos servird para estudiar la relacién entre las variables explicati-

vas y la alternativa elegida por la empresa. 0
1.1. El modelo de probabilidad lineal
El modelo de probabilidad lineal (MPL) es el modelo mas sencillo que podemos

utilizar para modelizar una variable dependiente dicotémica, aunque, debido a
su gran simplicidad, también poseera numerosos inconvenientes. 0

Denotamos la variable endégena
con el nombre Y}, para
distinguirla del caso anterior.
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De entrada, el modelo supone que los individuos se enfrentan a una eleccién con
dos alternativas mutuamente excluyentes, de manera que el hecho de elegir una
invalida la elecciéon de la otra y que la eleccién entre una opcién o la otra se
puede explicar por una serie de variables explicativas, como variables que regis-
tran caracteristicas personales de los individuos y/o variables que registran las
condiciones de mercado. En definitiva, todas aquellas variables que determinan
el comportamiento (la eleccién) del individuo.

Ejemplo de modelo de probabilidad lineal

En el ejemplo de la empresa que se plantea comprar una nave industrial propuesto al inicio
de este apartado, recordamos que las posibilidades de eleccién son las siguientes:
1 si se compra la nave,

0 si no se compra la nave,

donde Y; se refiere a la decisién que toma la empresa i-ésima.

Para cada empresa, podemos considerar que puede influir en la decisién su situacion finan-
ciera en el momento de la compra, sus perspectivas de expansion, el rendimiento que espe-
ra obtener del establecimiento de la nueva localizacién, el nimero de metros cuadrados dis-
ponibles, el tipo de producto que fabrica, etc.

El modelo de probabilidad lineal supone que la relacién que hay entre
las variables es de tipo lineal. Por lo tanto, podemos escribir el MPL de la

siguiente forma:

Yi=B1 + B Xy + oo + B Xwtuw, i=1,.. N, (1.1)

donde X; es el vector que registra los valores que toman las variables expli-
cativas para el individuo i-ésimo (suponiendo un total de k — 1 variables
explicativas y un término independiente) y B es el vector de parametros,
de dimension k. Para cada individuo podemos escribir el modelo anterior
de la siguiente manera:

Y, =XB+u, i=1,.. N, dondeX; =

En este momento, se supone que Y; puede tomar los valores O y 1, respectiva-
mente, para cada individuo, y que estos valores se pueden explicar por una com-
binacién lineal de regresores mdas un término de perturbacion aleatorio.

Debido a que la variable dependiente s6lo puede tomar dos valores posibles, si
mantenemos la hipoétesis sobre el término perturbaciéon, que dice que se com-
porta segiin una distribucion de probabilidad normal, tendremos una serie de
inconvenientes de este modelo porque ambos comportamientos no son compa-
tibles. Asi, a pesar de su aparente simplicidad, en la practica, el modelo no sera
demasiado utilizado a causa de sus caracteristicas y todavia menos si utilizamos

el método de estimacién de los minimos cuadrados ordinarios. 0

Caracteristicas personales
de los individuos

Algunos ejemplos de
variables explicativas que
registran caracteristicas
personales de los individuos
son el nivel de renta, el
estado civil, la profesion, etc.
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1.1.1. Especificacion del modelo de probabilidad lineal

Si mantenemos el supuesto de que la esperanza de los términos de perturba-
cion es cero E[uy;] = 0, y que las variables explicativas* son deterministas, la
esperanza matematica de la variable dependiente es la parte sistematica del
modelo. Para verlo, bastard con que tomemos esperanzas en la expresion 1.1,

y obtenemos:
E[Y] =B; +BXy; + ... + BeXy, i=1,..., N. (1.2)

Por otra parte, sin embargo, teniendo en cuenta que la variable endégena es una
variable cualitativa y, por lo tanto, discreta, su valor esperado lo da la suma de
los valores que toma la variable multiplicados por la probabilidad asociada a
cada uno de éstos. Es decir:

E[Y]=0-P(Y,=0)+1-PY;,=1), i=1,..,N,
o, simplificando,
E[Y]=PY,=1), i=1,.., N. (1.3)

Utilizaremos mucho esta altima expresion a lo largo de este m6dulo, motivo por el
que haremos uso de la notacion P; para indicar la probabilidad de que el individuo
i-ésimo elija la opcidn 1, es decir, P(Y; = 1). Evidentemente, este Gltimo resultado es
consecuencia de haber definido Y; de manera que tome valores 1y O; asi, la proba-
bilidad de que valga cero, al estar multiplicada por cero, no aparece en la expresion.
Si, en lugar de la codificacion anterior, utilizdsemos otra, el modelo también podria

definirse, pero su interpretacion seria bastante mas complicada. 0

A partir de los resultados establecidos en 1.2 y 1.3, podemos escribir lo
siguiente:

Pi=By +BXp + .. +BXyy i=1,..,N. (1.4)

Esta Gltima es la especificacién del modelo de probabilidad lineal.

En esta expresion es donde se entiende por qué el modelo recibe este nombre.
En primer lugar, podemos ver que el modelo describe la probabilidad de una
eleccion de la empresa i-ésima*. La probabilidad de eleccién se pone en funcién
de una combinacién lineal de determinadas caracteristicas de esta empresa.
Podremos estimar los parametros desconocidos mediante un procedimiento

estadistico y asi podremos utilizar este sencillo modelo econométrico.

Un de los hechos mas importantes es la falta del término aleatorio en la expresion
1.4. El hecho de entender que, aunque no esté, el modelo contiene un grado de

* Las variables explicativas
en este modelo son las
caracteristicas de los individuos.

A partir de ahora denotaremos
con P; la expresion P(Y; = 1).

* Por ejemplo, la probabilidad de
eleccion puede ser comprar la
nave industrial.
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incertidumbre, es un de los aspectos fundamentales de este médulo; y, para enten-
derlo, utilizamos el ejemplo de decisiéon de compra de una nave industrial. El mode-
lo establece que la empresa comprara la nave industrial con una probabilidad que
esta determinada por una serie de factores (combinacion lineal de caracteristicas y
parametros). Notad que la decisiéon de comprar puede tener un cierto grado de ale-
atoriedad, ya que, por ejemplo, aunque el modelo establezca que la probabilidad de
comprar la nave sea muy baja, finalmente puede comprarla. 0

Segln la explicacion del paragrafo anterior, la decision de la empresa contiene
un cierto grado de incertidumbre y el modelo sélo establece una dependencia
entre la probabilidad de que efecttie la compra y una serie de variables explicati-
vas (factores que la determinan).

En general, tendremos que interpretar que se modeliza la probabilidad de que el
individuo elija una alternativa (una de las sefialadas por la variable dependien-
te), dado su vector de caracteristicas personales.

Asi, en la expresion 1.4, el vector de parametros (B;, B,, ..., By) indicara la variacion
esperada que tendrd la probabilidad de que el individuo elija la alternativa de inte-
rés ante variaciones unitarias en las caracteristicas incluidas en las variables expli-
cativas. Por lo tanto, el modelo de probabilidad lineal relaciona la probabilidad de
ocurrencia de un determinado éxito (o de eleccion de una alternativa) con las carac-

teristicas propias de cada individuo mediante una combinacion lineal. g

1.1.2. Propiedades del modelo de probabilidad lineal

El modelo de probabilidad lineal se especifica con mucha facilidad, pero tiene
una serie de problemas que exponemos a continuacion, que, en la practica, nos
conduciran a utilizar otros modelos: 0

1) Como ya se ha mencionado, la variable Y; s6lo puede tomar dos valores: O o 1.
Por tanto, si se representan graficamente los pares de observaciones de la varia-
ble mencionada con una de las variables explicativas, obtendremos todos los
pares sobre las rectas Y =1y Y =0.

Pares de observaciones asociados a un modelo de probabilidad lineal

Cuando hay
aleatoriedad...

... en todo fenémeno como
el que hemos descrito en
este subapartado, aunque la
probabilidad de ocurrencia
sea baja, el acontecimiento
puede tener lugar. Pensemos,
por ejemplo, en un dado
trucado en el que sale el seis
con el 90% de probabilidad;
a pesar de todo, puede ser
que tiremos y no salga el
seis.
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Cuando planteamos el modelo de probabilidad lineal, lo que estamos haciendo
es ajustar una recta a la nube de puntos presentada en el grafico anterior, de
manera que, como podemos intuir a partir del grafico de la pagina siguiente, los
puntos se encontraran lejos de la recta y, como ésta cortard las rectas Y=1y Y =0,
entonces algunos valores ajustados serdn naturalmente diferentes de 0 y 1, vy,
como es légico, en muchos casos se situardn fuera del intervalo [0,1]. En conse-
cuencia, no siempre podremos interpretar los resultados de los valores ajustados
como ajustes de la probabilidad.

Ajuste a una recta del modelo de probabilidad lineal

[ prat

1
1
e
g g & ¢
1
1
1
I
1
1
1
I
|
1
1
1

El ajuste de una recta a la situacion anterior producira predicciones fuera del rango
esperado para la probabilidad. Si, en lugar de considerar s6lo una variable explica-
tiva, consideramos mas de una, el comportamiento sigue siendo el mismo, aunque

no podemos dibujarlo en una grafica de dos dimensiones. 0

2) El término de perturbacién u; del modelo de probabilidad lineal no es una
variable aleatoria continua, sino una variable aleatoria discreta, puesto que s6lo
puede tomar dos valores determinados. Por lo tanto, no podremos suponer que
sigue una distribucién normal tal y como sucedia en el modelo de regresion line-
al maltiple (MRLM).

En concreto, u; so6lo puede tomar dos valores, respectivamente, en funcion de los
valores de Y, y, por consiguiente, los tomara con la misma probabilidad que Y.

e Cuando Y, vale 1, entonces, utilizando 1.1, obtendremos que:
u=1-p; —BXp; — eo. ~BXy=1-P, i=1,.. N.
e Cuando Y; vale O, entonces, por analogia, obtendremos que:
U= —B; — B Xp; — oo —BXii =P, i=1,..,N.

Como Y; vale 1 con probabilidad P, y vale O con probabilidad 1 - P;, y ademas
establecemos que P; = B; + B,Xy + ... + BiX,;, entonces u; = 1 — P; con proba-
bilidad B; + B,Xy; + ... + BiXi = P; y u; = —P; con probabilidad 1 — B, — B,X,; —
— .. = BXy; = 1 — P, como se ve en la tabla, en la que resumimos toda la infor-
macion:

Nota: recordemos
que la probabilidad de
un acontecimiento siempre
se encuentra acotada por Oy 1.

Podeéis ver las hipétesis sobre el término
de perturbacion del MRLM en el
subapartado 2.2.2 del médulo “Modelo
de regresién lineal miltiple...”.
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Valores posibles en el modelo de probabilidad lineal

Vi P(Y; = y) u;

H
~
—
|
~

1-P —P;

1 1

En consecuencia, la hip6tesis de normalidad del término de perturbacién no se
mantiene, sino que la distribuciéon de probabilidad que rige el comportamiento
del término de perturbacion es una binomial*. De todos modos, como el méto-
do de estimacién de minimos cuadrados ordinarios no supone ningan tipo de
comportamiento con respecto al término de perturbacion, sino que sélo se basa
en el hecho de minimizar la suma de los cuadrados de los errores (la SCR), tanto
la estimacion de minimos cuadrados de los parametros del modelo (B4, B,, ---, By,
como la varianza del término de perturbacion, ¢2, y la prediccion puntual de la
variable endogena siguen siendo validas. Sin embargo, por otra parte, dejan de
serlo los contrastes de significacion individual de los parametros, asi como el
contraste de significacion conjunta de los parametros y, en general, los contras-
tes de restricciones lineales; es decir, queda invalidada cualquier inferencia y
también la estimacion por intervalo, teniendo en cuenta que los errores estandar

estimados tendran sesgo.

En resumidas cuentas, podemos estimar el modelo como si de un modelo
de regresion lineal maultiple se tratase, poniendo en la variable depen-
diente los valores codificados con ceros y unos. De todos modos, los con-
trastes estadisticos que obtendriamos de manera automédtica mediante los
procedimientos habituales no son correctos.

3) El término de perturbacion del modelo de probabilidad lineal no cumple la
hipotesis basica de homoscedasticidad. Y, para verlo, nos disponemos a calcular

la esperanza matemdtica y la varianza del término de perturbacion:

a) Empecemos, pues, por calcular la esperanza matematica del término de per-

turbacién:

El] = (1 = By — BoXpi — oo = B Xl +
+ (=B = BX3i — o = B XA = P), i=1,.. N.

Efectuando las operaciones correspondientes, deducimos que:

E[ul] :Pi— Bl - BZXZi_ vee T Bkai:Pi_Pf:()' i: 1, ...,N.
Por lo tanto, si que es correcta la hipotesis que establece que el término de per-
turbacién tiene esperanza nula; no obstante, y como veremos acto seguido, su

varianza no serd constante (no serd la misma para todos los individuos).

Interpretacion de la tabla

En la tabla, Y; representa la
variable que nos sirve para
construir un modelo a partir
de los datos observados,
representados por la variable
;. Gracias a los resultados
de la tabla sabemos que

el término de perturbacién
se distribuye segin una
distribucién binomial, al
tomar dos valores posibles.
Ademas, la distribucion es
diferente para cada
individuo, ya que esta
probabilidad depende

de los valores observados
en las variables explicativas,
los cuales no tienen por qué
ser los mismos para todos
los individuos considerados
en el modelo.

* La distribucién binomial,
cuando hace referencia al caso
dicotémico, se denomina
distribucion de Bernouilli.

Homoscedasticidad

Recordemos que el término
de perturbacién es
homoscedastico si tiene la
misma varianza para todos
los individuos considerados.

También llegamos
a E[u] = O...

... si lo vemos de esta otra
manera:

Elu] = (1 — P)P; -
- P;(1-P)=0.

Varianza del término
de perturbacion

Recordemos que Var[uy;] =
= E[(u; — E[u;])?]; en
consecuencia, si E[u] = 0,
entonces Var[u;] = = E[u?].
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b) Calculamos la varianza de los términos de perturbacién y omitimos cada vez

la expresion i = 1, ..., N. A partir de la definicion:

Var[u)] = E[uf] = (1 — By — BXp — .. — BiXi)*Pi +
+ (=By = BoXp — . — BiXp)?(1 = P,

la Gltima expresion es igual en Var[u;] = (1 — P)?P; + (—P)*(1 — P)). Para finali-
zar, efectuando una serie de operaciones, podemos demostrar que:

Var[u;] = P(1 — P,)).

Debido a que el término de perturbacion del modelo de probabilidad lineal es
no homoscedastico, como podemos ver mediante el resultado que acabamos de
obtener, la estimacién de los modelos por minimos cuadrados ordinarios
(MCO) no es eficiente y, por lo tanto, si nos interesa garantizar esta propiedad,
estaremos obligados a utilizar el método de los minimos cuadrados generaliza-
dos (MCG).

Con el fin de obtener estimadores eficientes que ademads no tengan sesgo y
sean consistentes, hay que utilizar el estimador de minimos cuadrados genera-

lizados:
A A AN
By = (X'QIX)7IX'Q7Y,

JAN
donde Q es una matriz diagonal con los elementos de la diagonal iguales a P;(1 - P,).
Para estimar estos elementos podemos aproximarlos por los ajustes obtenidos
. . . 2 z . . . . . A
mediante la estimacion por minimos cuadrados ordinarios, es decir, si B es la

. . 2 . A
estimacion MCO, entonces se puede estimar P; con X;B.

A pesar de esto, es posible que el valor de P; (1 - P;), al aproximarse por un ajus-
te, no sea positivo y, entonces, dejara de tener sentido su uso, ya que no corres-

ponderia a una varianza. 0

1.1.3. Limitaciones del modelo de probabilidad lineal
y modelos alternativos

Con el método de estimacion de los minimos cuadrados generalizados anterior
se soluciona el problema del heteroscedasticidad del modelo de probabilidad
lineal, pero no podemos garantizar que los valores ajustados de la variable
dependiente, después de efectuar la estimacion, se encuentren dentro del inter-

valo [0,1]. @

Cuando los valores ajustados tras haber estimado el modelo no sean directa-
mente interpretables como una probabilidad (es decir, cuando sean inferiores a
0 o superiores a 1), se acostumbra a efectuar el truncamiento de los valores, igua-

lando a los valores extremos las predicciones que se encuentran fuera del inter-

Otro método de
estimacion posible

Recordemos que es
equivalente hacer la
estimacion por minimos
cuadrados generalizados
o bien transformar todas
las observaciones de todas
de las variables, incluyendo
la variable dependiente y
el término independiente,
dividiéndolas por la raiz
cuadrada de P(1 — P).
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valo, esto es, a 0 0 a 1, respectivamente. De manera gréfica, la solucién propues-

ta consiste en lo que mostramos a continuacién:

Truncamiento para el ajuste de resultados

Esta solucion, de hecho, es una manipulacién de los ajustes obtenidos, sin que
puedan establecerse las propiedades y, por lo tanto, es més una soluciéon como-

da que un método bien fundamentado. 0

Uno de los principales problemas de fondo del modelo de probabilidad lineal se
encuentra en su propia definicién. Si suponemos que la probabilidad tiene un
comportamiento lineal, entonces estamos suponiendo que la variacioén de la pro-
babilidad como consecuencia de cambios en sus factores explicativos no depen-

de de la situacién inicial del individuo. 0

Supongamos que la empresa que quiere comprar una nave industrial efectaa la
compra a partir del conocimiento de sus beneficios en el ejercicio anterior.
Supongamos, también, un modelo muy sencillo que nos dice que la probabili-

dad de comprar la nave viene determinada por el siguiente modelo:
P; = 0,3 + 0,01benef;,

donde benef; indica los beneficios del ejercicio anterior de la empresa i-ésima. El
modelo establece que la probabilidad de que compre la nave se obtiene suman-
do a 0,3 el producto de los beneficios del ejercicio anterior por el coeficiente
0,01. Si los beneficios de una empresa son 10, entonces estimamos que la pro-
babilidad de comprar la nave es del 40% (es decir, 0,3 + 0,01 - 10). Para una
empresa con un beneficio de 50 unidades monetarias, la probabilidad de com-
prar la nave es del 80% (que se obtiene a partir del calculo de 0,3 + 0,01 - 50). El
significado del pardmetro estimado que acompafia a la variable explicativa es
que, para cada aumento de una unidad de los beneficios, la probabilidad de com-
prar la nave aumenta de 0,01 (es decir, del 1%), sea cual sea la situacion de la
empresa. Sin embargo, en la practica se sabe que el efecto puede no ser el mismo
para cualquier nivel de beneficios.

Ejemplo de independencia de la probabilidad con respecto a las condiciones
iniciales en el MPL

Para ilustrar con un ejemplo que en un modelo de probabilidad lineal la probabilidad que
se obtiene es independiente de las condiciones iniciales, suponemos que nos interesa mode-

Truncamiento para
el ajuste de resultados

El modelo de probabilidad
lineal proporciona el ajuste
de una recta. El valor de la
ordenada que corresponde

a un valor concreto de la
variable X representa la
probabilidad de que se dé el
acontecimiento representado
por Y en la circunstancia
descrita por X. Pero, dado
que la probabilidad sélo
toma valores entre 0 y 1, los
valores de X que, por ajuste,
se correspondan con valores
de Y situados fuera del
intervalo [0,1] se truncaran,
de manera que pasarén a
tener, bien el valor 0, bien

el valor 1, y su interpretacién
tendré sentido.
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lizar la probabilidad que hay de que ciertos individuos tengan una vivienda en propiedad
(Y; = 1) ono (Y; = 0). Para simplificar, suponemos que la renta, medida en millares de euros,
es la Gnica caracteristica (variable explicativa) que determina si la vivienda es de propiedad
o no lo es. Imaginemos que a partir de una muestra se ha estimado un modelo en el que el
valor del coeficiente que acomparia a la renta se estima en 0,2.

Como es sabido, el estimador 0,2 quiere decir que una variaciéon unitaria de la renta aumen-
ta en 0,2 (es decir, en el 20%) la probabilidad de tener vivienda en propiedad. Por lo tanto,
el incremento en la probabilidad de tener vivienda en propiedad por un individuo que en
un principio tiene una renta de un millar de euros y pasa a tener una de dos millares es la
misma que la de un individuo que inicialmente tiene una renta de cien millares y pasa a
tener una de ciento un millares. Asi que la variacion en la probabilidad es la misma, con
independencia de la situacion inicial del individuo. No obstante, en la practica este supues-
to de linealidad no es cierto. En términos del modelo, un aumento unitario de renta no pro-
vocara el mismo aumento en la probabilidad de tener vivienda en propiedad si el individuo
tiene en un principio una renta baja que si tiene una renta alta.

Con el fin de garantizar que los valores se encontraran dentro del intervalo [0,1],
podemos ajustar una funcién que no sea una recta, es decir, podemos especificar
un modelo que no sea lineal y que en el caso de una tnica variable explicativa
tenga la forma del grafico que presentamos a continuacién:

Ajuste no lineal del modelo

X1 X2 X3 X4

De entre las funciones que presentan una forma similar a la anterior, hay dos que
son las que se utilizan con mayor frecuencia: la funcion logistica y la funcién de
distribucién de una normal estandar, que vemos a continuacion: O

1) Funcidn logistica

La funcion logistica es una funcion de este tipo:

por lo tanto, en nuestro caso utilizaremos la siguiente expresion: 0

exp(B; + BoXpi + ..o + B Xi)
1+ exp(B; + B Xy + o + B Xy

FBy + BoXo + oo + BXi) =

Ajuste no lineal
del modelo

Como podemos ver en el
gréfico, esta curva soluciona
ambos problemas: tanto el
hecho de mantener las
predicciones de la
probabilidad dentro del
intervalo acotado por Oy 1,
como el hecho de que los
incrementos en la
probabilidad dependan de la
situacion inicial del individuo.
Podemos ver esta propiedad
en el hecho de que un
incremento de la variable X
comporta mas incremento
en la probabilidad de que Y
valga 1 si el valor inicial

pasa de X, a X, que si pasa
de X3 a X,.
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También podriamos escribirla de esta otra manera:

exp(X;B)

FXB) = exp(xB)

donde X;B indica la combinacién lineal anterior.

Otra expresion de la funcion logistica

En algunas ocasiones la funcién logistica aparece expresada de esta otra

manera:
1
F@) = 1+ exp(-z)’
que, en nuestro caso, resulta ser:
1
FBy + BoXoi + oo + BiXe) = .
P+ BoXe Pei 1+ exp(=B; = B Xpi = oo = B Xi)

Podemos ver que ambas funciones son equivalentes multiplicando el nume-

rador y el denominador por exp(; + B,Xy; + ... + BiX)) en la expresion anterior.
2) Funcién de distribucion de una ley normal estandar

La funcién de distribucion de una ley normal estdndar es una funcion de este
tipo:

z 1
F(z) = le ﬁexp(— £2/2)dt.

En el caso que nosotros consideramos, esta funcion toma la siguiente forma:

FBy + BoXyi + oo + BiX) = JB'+B2X2"+"'+Bka’ exp(—t*/2)dt.

—oo

\2n

Igual que en el caso anterior, también podriamos escribirla de esta otra manera:

F(X|B) = J‘ X;B exp(—t¥/2)dt.

—oo

\V2m

Cuando utilizamos la funcién logistica para especificar el modelo de variable
dependiente dicotomica, y se ajusta esta funciéon en lugar de una recta, estamos
especificando un modelo que se conoce con el nombre de modelo logit, mientras
que, cuando utilizamos la funcién de distribucién de una normal estdndar, el

modelo recibe el nombre de modelo probit.

A pesar de que ambas funciones tienen una forma muy similar (son simétricas
alrededor de cero), por regla general es mas sencillo trabajar con una funcion
logistica que con la funcién de distribucién de la ley normal, puesto que, por
una parte, la interpretacion de los parametros es mas directa y, por la otra, el
modelo es mas ficil de linealizar. 0

Ved el modelo logit y el modelo
probit en los subapartados 1.2y 1.3,
espectivamente, de este mdédulo
didactico.
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El modelo de probabilidad lineal no resulta atractivo para muchos valores de las
variables explicativas, porque predice con certeza la ocurrencia de la alternativa

elegida, mientras que no efecttia predicciones sobre la probabilidad de que suceda.

Cuando no nos interesa utilizar un método de estimacion diferente de la mini-
mizacién de cuadrados, tenemos que utilizar el modelo de probabilidad lineal,
aunque debemos corregir la heteroscedasticidad. Sin embargo, cuando dispone-
mos de los medios técnicos necesarios, es recomendable utilizar los modelos
logits y probits, estimandolos por maxima verosimilitud. 0

1.2. El modelo logit

Como acabamos de ver, una solucién a los problemas que presenta el modelo de
probabilidad lineal consiste en ajustar una funcion logistica. E1 modelo no es
lineal, aunque contiene una combinacion lineal de parametros y observaciones

de las variables explicativas.

La funcién logistica se encuentra acotada entre O y 1, y, por lo tanto, siempre
proporcionard valores dentro de este intervalo. Su forma sinusoidal hace que el
aumento de probabilidad no sea lineal ante incrementos de las variables expli-
cativas, sino que dependa de la situacion inicial del individuo.

Cotas de la funcion logistica
La funcion logistica es siempre positiva e inferior a la unidad. Para ver esto, bastara con que
nos fijemos en su expresion:

exp(B; + B Xpi + .o + BrXii)
1+ exp(By + BoXpi + oo + B Xy

F@By + B Xai + o + BXy) =

El numerador y el denominador son siempre positivos porque involucran funciones expo-
nenciales, que siempre son positivas.

Por otra parte, siempre se cumple que:

exp(By + BoXy + .o + BXi) < [1 + expB; + BoXo; + - + BiXi)],

y, en consecuencia, el cociente nunca superara la unidad.

1.2.1. Desarrollo del modelo

Suponemos, como desde el principio, que una determinada empresa se plantea
tomar una decision en cuanto a si compra una nave industrial en una zona de
un poligono o no. Como ya hemos venido diciendo, la eleccién entre una

opcion o la otra esta acondicionada por una serie de variables.

Si, por otra parte, sabemos que la utilidad puede entenderse como la propensién a
comprar, y se supone que la utilidad media derivada de la eleccion de una opcién
o la otra depende de las variables que determinan la eleccion, se define la utilidad
derivada de cada opcion como la utilidad media mas un término de perturbacion.
Esta variable no es directamente observable y, por lo tanto, lo tnico que podremos

observar es si una empresa compra 0 no compra una nave industrial.

Encontraréis el ajuste en una funcién
logistica como solucién a los problemas
del modelo de probabilidad lineal

en el subapartado 1.1.3 de este médulo
didactico.

Ejemplos de variables
explicativas

Algunas variables explicativas
del modelo pueden ser, por
ejemplo, la ganancia en
términos de tiempo que se
produciré en la fabricacién

y distribucién del output de la
empresa como consecuencia
de la incorporacién de la
nueva planta, el precio de la
nave, la ganancia en términos
de servicio (reduccién de
gastos de distribucién, mas
espacio para guardar los
excedentes, etc.), etc.
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La utilizacion del modelo pasa por definir una variable dicotémica Y, que es la — =
Ved la funcién de utilidad en la

asignatura Microeconomia.

variable observada, y, por consiguiente, toma el valor 1 o 0 en funcién de la elec-

9

cion elegida. De hecho, sin embargo, el modelo supone que hay una variable no
observable que definimos como la propension a comprar, o la utilidad de la com-
pra, que no podremos medir, pero que es la que esta determinada por una serie
de factores explicativos. 0

La especificacién de un modelo logit dice que, dada la decisiéon de la empresa i-
ésima representada por la variable Y;:

1 si se compra la nave,
" 10 si no se compra la nave,

su esperanza condicionada a los valores de las variables explicativas o, de mane-
ra equivalente, la probabilidad de que la empresa efectiie la compra dadas las

caracteristicas explicativas es la siguiente:

E[Y] = P; = F(B; + BpXp + ... + BiXi) =

exp(B; + B Xoi + oo + B Xii)
1+ exp(B; + BoXp + oo + B X))

donde F es la funcion logistica. En algunas ocasiones, este modelo se escribe de

manera mas compacta como, por ejemplo, la siguiente:

logit(P) = By + BpXypi + ... + BiXyi-

Ved la interpretacién de logit(P)) en el
subapartado 1.2.3 de este modulo
didactico.

Mas adelante veremos cudl es la interpretacién de logit(P;). O

Formalmente, podemos suponer la existencia de una variable Y; que mide la uti-
lidad de compra. De hecho, si esta utilidad es positiva, entenderemos que se efec-
tuara la compra; pero, si por otra parte, la utilidad es negativa, entonces no se
habré llevado a cabo la acciéon de comprar. El modelo logit supone que la utili-
dad de comprar, Y;, no es observable, pero se comporta segin un modelo de
regresion lineal multiple en el que incorporamos un término de perturbacion, u;
, de manera que el modelo queda de la siguiente manera:

Yi =B, + BpXy + o + BXy + 1, i=1,.. N

Nunca podremos estimar este modelo, ya que no podremos medir Y;. Supon-
dremos que la variable dicotébmica, que si que se observa, estd definida por la
expresion que vemos a continuacion:

_[1siY; >0,
0siY; =0,

i
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donde el hecho de poner el umbral en O carece de implicacion alguna, ya que
podria tratarse de cualquier otro nivel prefijado, porque no podremos medir la

variable latente. Segtn la definicién anterior, podemos decir que:
P(Y; = 1) = P(Y; > 0) = P(X{B > —u;).

Si suponemos que la funcién de distribucién aleatoria del término de perturba-
cion esta determinada por la funcién logistica, y dada su simetria en torno a
cero, podemos decir que:

P(Y; = 1) = P(XB = u}) = F(X}B),

y, de esta manera, obtener el modelo logit que hemos especificado inicial-
mente:

exp(X; B)
1+ exp(XiB)

Seglin el supuesto que se realice sobre la distribucion de probabilidad del tér-
mino de perturbacion, tendremos un modelo u otro. Es decir, si se toma F
como la funcién logistica, obtendremos el modelo logit y, si se toma como fun-
cion de distribucién una normal estandar, obtenemos el modelo probit.

1.2.2. Estimacion del modelo logit

Tendremos que llevar a cabo la estimacion del modelo logit mediante el método

de la maxima verosimilitud. Sea el modelo logit siguiente:

_ _ exp(X;B)
"1+ exp(XiB)

Cualquier sistema de tratamiento estadistico avanzado proporciona las estima-
ciones de un modelo logit, tanto de los coeficientes (el vector de parametros B)
como de sus errores estandar, lo cual nos permitird efectuar los contrastes de sig-
nificacion individual de los parametros del modelo. 0

A grandes rasgos, dadas N observaciones independientes, podemos decir que el
método de estimacion de la maxima verosimilitud sigue los pasos que aparecen
a continuacion: 0

1) Especificar la funcién de verosimilitud del modelo, que, como se sabe, es la
probabilidad conjunta de las N observaciones independientes y denotaremos*
por L:

N N
L(B) = Hpiy,-(l *Pi)(l_y’) = HF(X}B)’/’D — F(X}B)](l‘yf),
i=1 i=1

donde F representa, en cada caso, la funcion de distribucion logistica (o bien la
de una ley de distribucién normal estandar en el modelo probit). Indicamos con

* La notacion L proviene
de la palabra inglesa likelihood.
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y; el valor observado de la variable dependiente para cada individuo. De esta
manera, cuando el individuo elija la opcién 1, entonces la verosimilitud inclui-
ra el término P(Y; = 1), es decir, P; en cambio, cuando elija la opcién 0, enton-
ces incluiré el término (1 - P)).

2) Calcular el logaritmo neperiano de la funciéon de verosimilitud, ya que su
maximo se encontrard en el mismo lugar que el maximo de la funcioén sin el
logaritmo:

InL(B) = i iy In[FX!B)] + (1 — ) In[1 — FX;B)]}.

3) Derivar el logaritmo neperiano de la funciéon de verosimilitud con respecto a
los parametros que queremos estimar e igualar estas derivadas a cero. Notad que
si derivamos respecto de cada B; y si definimos f como la derivada de F, enton-
ces llegamos al siguiente resultado:

AnL(B) % FXiB)
B, AVFXB)

—f(XiB)

BT )

X, = 0.
Asi pues, obtenemos k ecuaciones.

4) Solucionar el sistema de las k ecuaciones que resultan de considerar las p;
como incoégnitas. Las soluciones de este sistema son los estimadores de maxima
verosimilitud. Para solucionar este sistema, solemos utilizar un algoritmo iterati-
vo, que no describiremos. Para finalizar, podemos demostrar que a partir de la
matriz de las derivadas segundas podremos obtener estimadores de la varianza de

las estimaciones de los pardmetros.

1.2.3. Interpretacion de los parametros

Tanto en el modelo logit como en el modelo probit, como veremos después, no
podemos interpretar las estimaciones de los pardmetros directamente. No es cier-
to que el valor estimado de ﬁi indique la estimacion del cambio esperado en la pro-
babilidad P(Y; = 1) cuando la variable X; cambia una unidad. Podemos calcular este
incremento esperado en la probabilidad mediante la derivada de P(Y; = 1), o P;, res-
peto de X;, que no es igual al parametro. Para el caso del modelo logit, esta deri-
vada es igual a P(1 — P);.

Actividad

1.1. Comprobad que el resultado de derivar P; respecto de la variable X; coincide con la
expresion que acabamos de ver.

De todos modos, aunque las derivadas anteriores se pueden evaluar, tenemos
que fijar para qué valores se estimard P;, De manera habitual, se suele estimar
tijando los valores de las variables explicativas en el vector de medias de la mues-
tra. En algunas ocasiones, las variables explicativas no son continuas y, por lo

tanto, no tiene sentido hablar de variaciones infinitesimales de éstas. En este
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caso, es mas practico calcular la estimacioén de P; antes y después del incremen-

to unitario de la variable explicativa, para, de esta manera, ver su efecto. 0

Lo anico que podemos hacer en la practica son interpretaciones del signo de los
parametros. Es decir, si ﬁ, es positivo, entonces entenderemos que la variable a la
que acompafia tiene un efecto que hace que sus aumentos impliquen aumentos
en la probabilidad de elegir la opciéon 1. Mientras que, si el pardmetro estimado
es negativo, esto querra decir que aumentos de la variable explicativa a la que
acomparia implican disminuciones de la probabilidad de que la variable depen-
diente tenga un valor de 1. No podemos hablar de la magnitud de los parame-
tros, ya que el impacto o el efecto de incrementos de las variables explicativas
implican incrementos en la probabilidad estimada de elegir la alternativa 1, pero
estos aumentos tendran una mayor o menor intensidad dependiendo del valor

inicial de la variable explicativa.

Tened en cuenta que la interpretacion de los signos de los pardmetros estimados
es similar en el modelo logit y en el probit. 0

En el caso del modelo logit hay un par de medidas que se utilizan muy a menudo
en la interpretacion de los parametros, y que presentamos a continuacion: 0

1) Por una parte, tenemos el siguiente cociente de probabilidades:

rP,=1) _ P
PY,=0) 1-p

i

(1.5)

Se conoce como riesgo y también odds*. Para el modelo logit, el cociente de pro-

babilidades tiene la expresion siguiente:

p;
EE exp(B; + BoXpi + ..o+ BiXi)-

i

Asi pues, si tomamos logaritmo neperiano en ambos lados de la expresion ante-
rior, obtenemos el siguiente resultado:

1n(71 b P.) = By + BoXoi + o + BiXes

1

que a veces aparece escrito asi:
lOgit(P,) = Bl + BZXZI' + ...+ Bkai‘

Esta expresion se utiliza muy a menudo, ya que, en este caso, podemos ver la simi-
litud con el modelo de regresion lineal simple, debido que se establece una clara
identificacion de la parte sistematica del modelo (es decir, de B; + B,Xy; + ... + BiXx)

con el llamado logit, el logaritmo del cociente de probabilidades. 0

Ved la interpretacion de los parametros
estimados del modelo probit en el

subapartado 1.3 de este médulo didactico.

* La palabra odds es el término
in?les que indica precisamente
el cociente de probabilidades
opuestas.

Podéis ver el modelo de regresion lineal
simple en las asignaturas de estadistica.

9
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2) Por otra parte, denominaremos odds-ratio los cocientes de expresiones como
la que hemos visto en 1.5. Cuando hacemos referencia a un incremento de una
unidad en una de las variables explicativas, aparece de forma muy clara el odds-
ratio. Si decimos que, al incrementar una unidad la variable X;, estimamos que la
probabilidad P; pasa a ser P;, entonces sabemos que:

logit(P}) = B; + logit(P,),

y, efectuando operaciones, podemos obtener un resultado fundamental:

Pl/-P) _
P,/(l — Pl) - exp(B})

Por lo tanto, hemos encontrado una interpretacion para la cantidad exp(B)), que
se recibe el nombre de odds-ratio y indica el cambio relativo que experimenta el
cociente de probabilidades (la expresion 1.5) cuando la variable X; aumenta una
unidad.

El modelo logit se utiliza a menudo como una técnica estadistica de clasificacion
entre dos grupos. Suponiendo que la variable dicotébmica representa la perte-
nencia o no al primer grupo, el modelo establece una especificacion de las varia-
bles que afectan a la probabilidad de pertenecer a este primer grupo. De hecho,
supera muchas desventajas del andlisis discriminando, ya que no requiere que
los factores que afectan a la probabilidad de pertenecer al grupo deban tener una
distribucién normal multivariante para extraer inferencias. Ademads, si dispone-
mos de una observacion nueva, el modelo puede predecir la probabilidad de que
la observacion pertenezca al grupo, y, a partir de esta estimacién, podemos lle-

var a cabo la clasificacion.
1.3. El modelo probit

El modelo probit se especifica de manera analoga al modelo logit, con la
Unica diferencia de que utiliza la funciéon de distribucién de una ley de
distribucién normal estandar; por lo tanto:

E[Y] = P, = FB; + B,Xy + oo + BiXy) = _[X*B exp(—t2/2)dt.

1
. V2m

La estimacion del modelo se hace de la misma manera que hemos presentado en
el subapartado anterior, y, en este momento, sélo es preciso que hagamos hin-
capié en la gran dificultad que presenta la interpretacion directa de los parame-
tros del modelo probit. Lo Gnico que podemos hacer facilmente es interpretar los
signos de los parametros y su significacion. 0
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1.4. Medidas de bondad del ajuste en los modelos de eleccion

dicotomica
Los modelos logit y probit no se estiman por el método de los minimos cuadra-
dos ordinarios, por lo que tendremos que valorar los resultados de la estimacion
con medidas estadisticas adecuadas.
Una forma andloga al coeficiente de determinacién, que tiene un objetivo simi-

lar a R?, es la definicién de una nueva medida que se conoce con el nombre de
’
pseudo-R?. Esta medida se define tal y como vemos a continuacion:

pz=[1—

En esta definicion utilizamos el logaritmo de la verosimilitud evaluada en los valo-

InL(B)
InLy(B°) I

res de los coeficientes obtenidos en el proceso de estimacion para dos modelos. El
del numerador es el modelo que queremos evaluar, y en el denominador coloca-
mos un modelo que no contiene ninguna variable explicativa y s6lo contiene el
término independiente. Por lo tanto, en este caso, s6lo habra estimado un para-
metro. Si, por otra parte, utilizamos un modelo logit, el modelo del numerador
seria logit(P;) = By + B,Xy + ... + BiXy, V el del denominador, logit(P) = B;.

La interpretacion del coeficiente es parecida a la del coeficiente de determina-
cion (R%) en un modelo de regresion lineal mdltiple. Si se encuentra proximo a
la unidad, diremos que el modelo ajusta bien y, si se encuentra cerca de cero,

concluiremos que el ajuste es inadecuado. 0

Para llevar a cabo un contraste de significacion global de los parametros, es
decir, para contrastar si todos los parametros que acomparian a las variables
explicativas (sin considerar el del término independiente) son iguales a cero o si,
por lo menos uno, es significativamente diferente de cero, se realiza el siguiente
contraste:

2[InL(B) — InLy(B%)],

en el que los logaritmos de las verosimilitudes corresponden a los dos modelos
que acabamos de mencionar. Este estadistico se compara con unas tablas de la
distribucién x-cuadrado con (k — 1) grados de libertad -la diferencia entre el
ntmero de parametros del modelo inicial y el modelo sin variables explicativas-.
Si el estadistico supera el valor de las tablas, se concluye que como minimo uno
de los parametros del modelo es significativamente diferente de cero. Asi pues,
podemos deducir que por lo menos una de las variables explicativas tiene un
efecto significativo en la explicacién de la probabilidad de elegir la alternativa 1.

De manera analoga al MRLM, podemos realizar los contrastes sobre la signifi-

cacion individual de los parametros. En algunas ocasiones, para hacer el con-

Podemos ver
con facilidad...

... que, para el modelo que
solo tiene término constante,
el valor de la verosimilitud se
obtiene multiplicando la
proporcion de ceros elevada
a una potencia igual al
ndmero de ceros, por la
proporcién de unos elevada a
la potencia igual al nimero
de unos.
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traste, en lugar de utilizar el contraste de la t de Student, se utiliza el estadisti-
co de Wald, cuyo comportamiento con la hipoétesis nula sigue una distribucion
x-cuadrado con un grado de libertad. 0

Y ya para finalizar, con la intencion de evaluar correctamente los resultados de
los modelos de eleccién binaria, podemos elaborar tablas de clasificacion. Es
decir, se comparan las observaciones de la variable dependiente (que toman los
valores 0 y 1) con las probabilidades que obtenemos por ajuste del modelo.

Si, por ejemplo, un individuo tiene un valor igual a 1 en la variable dependien-
te y su probabilidad obtenida por ajuste del modelo supera el valor 0,5, este
resultado se considera un acierto del modelo. Del mismo modo, si el valor obser-
vado es O y la probabilidad ajustada (probabilidad de elegir 1) es baja, también
se considera un acierto. De manera que, con las observaciones consideradas para
la estimacion del modelo, podemos considerar una tabla como la que vemos

continuacion:

Predicciones del modelo

P(Y;=1) =05 P(Y,=1)<0,5

yi=1
Observaciones

i=0

En las casillas vacias de la tabla que acabamos de mostrar se cuenta la frecuencia
de observaciones que cumplen las condiciones indicadas por la fila y la colum-
na correspondientes. Asi, las observaciones que cumplen las condiciones de las
casillas de la diagonal son aciertos. Por otra parte, las observaciones contadas en
las casillas de fuera de la diagonal son equivocaciones del modelo.

En algunos casos podemos variar el valor de 0,5 para asi mejorar la clasificacion
final del modelo. Este hecho se justifica diciendo que, con vistas a utilizar el
modelo con finalidades predictivas, conviene modificar el punto a partir del cual
se considera suficientemente grande la probabilidad de la primera eleccion para
asignar el individuo a esta categoria. Esto es interesante cuando la muestra con-
tiene mas elecciones de un tipo que de otro. 0

1.5. Ejemplo de utilizacion del modelo logit

En este subapartado analizaremos los resultados de la estimacion de un modelo
de eleccion dicotomica.

Un gremio ha efectuado un estudio entre sus asociados para saber si cumplen
estrictamente la normativa de prevencion de riesgos laborales. En total hay una
representacion de 150 pequefias empresas. Para cada empresa, la variable depen-

diente indica con el valor 1 si la empresa cumple la normativa, y con el valor O,

Estadistico de Wald

En los paquetes
econométricos es habitual
utilizar, para este tipo de
modelos, el estadistico de
Wald en lugar del estadistico
de la t de Student. Podemos
entender este estadistico
—aunque en realidad no lo
es— como el estadistico de

la t de Student al cuadrado.
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si la incumple. En tanto que variables explicativas de este comportamiento se
utilizan algunas variables relativas a las dimensiones y caracteristicas de la
empresa: numero de trabajadores (frab), volumen de subcontratacion respecto de
la facturacion total en porcentaje (subcontr), gasto en seguro de responsabilidad
civil con respecto al total de facturacién en tanto por diez mil (respciv) y una
variable dicotémica que indica si han recibido alguna inspeccién en materia de
seguridad en los Gltimos seis meses (inspec). A continuacion, reproducimos los
resultados de la estimacion:

Resultados de la estimacion del modelo de eleccion

Variable dependiente: Y

Nimero de observaciones: 150

VARIABLE COEFICIENTE (B) ERROR ESTAD. WALD DF SIGNIFICACION exp (]3,')

treb 0,9419 0,2101 20,0821 1 0.0000 2,5648
subcontr -0,0951 0,0350 7,3869 1 0,0066 0,9093
respciv 0,0039 0,0198 0,0387 1 0,8440 1,0039
inspec 0,9711 0,8715 1,2417 1 0,2651 2,6409
Constant -14,3163 3,2033 19,9734 1 0,0000

-2 log-verosimilitud con sélo la constante: 196,02546
-2 log-verosimilitud con todas las explicativas: 45,400
Grados de libertad = 4

Significacién = 0,0000

Contraste X-cuadrado: 150,625

Predicciones del modelo
P(Y;=1)=0,5 P(Y;=1)<0,5
;=1 91 5
Observaciones
yi=0 7 47

Tabla de clasificacion

Los resultados que nos
muestra la tabla ofrecen una
idea de la validez del modelo
en cuanto a prediccién. Los
elementos de la diagonal de
la tabla son aciertos del
modelo, mientras que los
que no aparecen en la
diagonal son valores que no
se ajustan a las predicciones
del modelo. Asi, podemos
observar que el modelo
predice correctamente las
observaciones en el 94,79%,
en el caso de las empresas
que cumplen la normativa
(v; = 1), yenel 87,04%, en
el de las empresas que no la
cumplen (y; = 0). De manera
global, el porcentaje

de aciertos del modelo

es del 92,00%.

Podemos deducir los puntos que anotamos a continuacion a partir de la tabla

anterior:

e Globalmente, el modelo hace un buen ajuste, ya que el contraste de signifi-
cacién global (y-cuadrado) nos lleva a aceptar la hipotesis alternativa que dice
que por lo menos alguno de los parametros que acomparfian a las variables
explicativas es significativamente diferente de cero.

e Por otra parte, el pseudo-R? si se calcula con los datos de los cuadros ante-
riores, conduce al valor del 76,84%, que podemos considerar bueno, aunque

no excesivamente elevado.

e FEl porcentaje de clasificaciones correctas del modelo es muy bueno, ya que
clasifica bien el 92% de las observaciones, aunque consigue un mejor por-
centaje en el grupo de empresas que cumplen la normativa, es decir, cuando

Y, = 1.

1
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e Los signos de los coeficientes son los esperados, pero el contraste de signifi-
cacion individual de los parametros provoca la imposibilidad de rechazar que
el parametro que acompafia a la variable respciv (que indica el tanto por diez
mil dedicado a seguro de responsabilidad civil) no sea significativamente dife-
rente de cero. Este hecho nos lleva a concluir que esta variable no indica nada
sobre la propension que hay a cumplir la normativa.

e Con respecto al hecho de haber recibido recientemente alguna inspeccién
(algo que aparece registrado en la variable inspec) tampoco podemos afirmar
que su coeficiente sea significativamente diferente de cero y, por lo tanto,
concluiremos que este hecho no tiene influencia en la probabilidad existen-
te de que una empresa cumpla la normativa de seguridad.

e Como los primeros coeficientes son significativos, podemos aceptar su signi-

ficacion individual:

— Por una parte, como el coeficiente que acompafia a la variable del niimero de
trabajadores es positivo y significativamente diferente de cero, diremos que,
cuantos mas trabajadores haya (empresa mayor), mas alta es la probabilidad
de que se cumpla la normativa de seguridad.

— DPor otra parte, cuanto mayor es el porcentaje de subcontratacion respecto del
total de la facturacién, menor es la propension de la empresa a cumplir la

normativa.

En el ejemplo anterior también podemos interpretar los odds-ratios. Tomamos,
por ejemplo, 2,5648, que es el odds-ratio de la variable trab (ntmero de trabaja-
dores). Este valor nos indica que el cociente de probabilidades entre la probabi-
lidad de cumplir la normativa y la de no cumplirla en una empresa dada se mul-
tiplicaria por 2,5648, cuando la empresa pasase a tener un trabajador mas, y no
cambiara ninguna otra caracteristica de las consideradas.

Imaginaos, ahora, que comparamos dos empresas, una de quince trabajadores y
una de dieciséis (con el resto de las caracteristicas iguales), y que la primera tiene
un cociente de probabilidades de 2:1 (es decir, que tiene el doble de probabilidad
de cumplir la normativa de seguridad que de no cumplirla —-de hecho, decimos
que tendria una probabilidad de cumplir la normativa del 66,66% y, en conse-
cuencia, una probabilidad de no cumplirla del 33,34%-). Entonces, si tomase-
mos la empresa de dieciséis trabajadores, este cociente pasaria a ser 5,1296:1 (que
proviene de multiplicar 2:1 por 2,5648). Finalmente, lo que acabamos de ver
quiere decir que la empresa de dieciséis trabajadores tiene una probabilidad de
cumplir la normativa del 83,69%, y una de no cumplirla del 16,31%. Apreciad,
en cualquier caso, que 83,69 se obtiene de calcular 100 - 5,1296 / (5,1296 + 1).

El modelo que hemos estudiado posee la siguiente utilidad practica: de entrada,
sabemos que las empresas de mas trabajadores muestran una mayor propension a

cumplir la normativa de seguridad y que aquellas que subcontratan més tienen
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menos probabilidades de cumplirla. Por otra parte, parece que a partir de los datos
se verifica que, si una empresa dedica mas dinero a cubrirse de los riesgos deriva-
dos de la responsabilidad civil (respecto del total facturado), este hecho no aporta
ningtn indicio en torno a su actividad preventiva en el cumplimiento de la nor-
mativa de seguridad. Para acabar, las empresas que con anterioridad han recibido
inspecciones de seguridad no parece que tengan un comportamiento diferenciado
del resto, en relacién con el hecho de que varie su comportamiento esperado (es
decir, con respecto a que varie la probabilidad de que cumplan la normativa). 0

Si nuestro objetivo fuese hacer un escenario y se diera una nueva empresa con
unas caracteristicas determinadas -15 trabajadores, el 10% de subcontratacion
respecto de su facturaciéon total, 5 unidades de cada 10.000 dedicadas al seguro
de responsabilidad civil y que no hubiese recibido ninguna inspecciéon-, podria-
mos calcular la probabilidad de que ésta cumpliese la normativa vigente. Para
hacer el célculo, tenemos que escribir la ecuacién del modelo:

p - exp(—14,3163 + 0,9419 - trab — 0,0951 - subcontr + 0,0039 - respciv + 0,9711 - inspec)
i 14 exp(—14,3163 + 0,9419 - trab — 0,0951 - subcontr + 0,0039 - respciv + 0,9711 - inspec)

y el resultado final es que esta empresa tiene una probabilidad estimada del
24,61% de cumplir la normativa de seguridad.

Presentacion alternativa de los resultados del modelo logit
En algunas ocasiones se presentan los resultados del modelo en la forma alternativa siguiente:
logit(P) = —14,3163 + 0,9419trab — 0,0951subcontr + 0,0039respciv + 0,9711inspec.

En este caso, para la empresa que utilizamos como ejemplo, y sustituyendo sus caracteristi-
cas, obtenemos un logit igual a —-1,1193. Por lo tanto, haciendo el exponencial, obtenemos
que exp(-1,1193) = 0,326S5 y, en consecuencia, su cociente de probabilidades es 0,3265, lo
cual quiere decir que la probabilidad de cumplir la normativa dividida por la probabilidad
de no cumplirla es igual a 32,65. Asi pues, el cociente de probabilidades es 0,3265:1, o bien
32,65:100; pero, utilizando la siguiente expresion:

P, 32,65

1-P 100 ’

i

y aislando P, esto quiere decir que la empresa tiene una probabilidad de cumplir la norma-
tiva del 24,61% (es decir, 32,65 / (32,65 + 100)).

Actividad

1.2. Utilizad los datos de este subapartado para estimar un modelo de probabilidad lineal y
comparad los resultados con los que ha facilitado el modelo logit. Tened en cuenta los
inconvenientes que supone el uso del modelo de probabilidad lineal y observad si algin
ajuste para alguna observacién se encuentra fuera del intervalo [0,1].

1.6. Modelos de eleccion maltiple

En los modelos de eleccion multiple se considera, ademas, que es posible
tener mas de dos alternativas de eleccion; es decir, la variable dependien-
te que queremos explicar tiene mas de dos categorias.



© FUOC * PID_00160621 31

Variables dependientes cualitativas

En este tipo de modelo hay existen tres formas posibles de plantear la parte

estructural del modelo*:

1) Las variables explicativas son caracteristicas del individuo que efectta la elec-
cion. Por ejemplo, en la decision de ir a un espectdculo o no ir, pueden influir

sOlo las caracteristicas personales del espectador.

2) Las variables explicativas son caracteristicas de la eleccién que hay que efec-
tuar y no del individuo. En la eleccion, por ejemplo, de una marca de leche
puede influir el precio del litro, si es leche fresca o no lo es, y la fecha de cadu-
cidad que tiene impresa.

3) Las variables explicativas contienen caracteristicas tanto individuales como de
la eleccion que hay llevar a cabo. Cuando decidimos utilizar un tipo de transpor-
te, influye en ello la renta del individuo que se desplaza, la distancia a la quiere
desplazarse, el precio y la velocidad del medio de transporte, y, por lo tanto, hay
caracteristicas de la persona asi como del elemento acerca del que esta decidiendo.

La variable dependiente (que es politomica) a menudo se expresa mediante el
uso de una codificaciéon que va desde O hasta el namero total de alternativas

menos una.

El problema de los modelos de eleccion multiple consiste en saber reconocer la
independencia de las alternativas irrelevantes. Es decir, hay que tener modelos
que no sean sensibles a la presencia de alternativas superfluas. 0

Ejemplo de presencia de alternativas superfluas en un modelo de eleccion
maualtiple

Supongamos que una persona tiene tres posibilidades de contratar un seguro de automovil:
a terceros, a todo riesgo sin franquicia o a todo riesgo con franquicia. La eleccion se hace
con probabilidad 3/6, 2/6 y 1/6, respectivamente. Pero, supongamos que se le ofrece una
alternativa de eleccion que es completamente irrelevante. Supongamos, entonces, que la
compafiia ofrece la posibilidad de comprar seguro a todo riesgo con franquicia que consta
escrita en euros o en pesetas. Asimismo, supongamos que al asegurado le es completamen-
te indiferente con qué tipo de unidad monetaria se le tramite la contratacion del seguro.
Entonces, esta alternativa seria irrelevante para el asegurado y, por lo tanto, podriamos pen-
sar que la probabilidad de elegir entre las cuatro alternativas ahora seria: 3/6, 2/6, 1/12 y
1/12 (terceros, todo riesgo sin franquicia, todo riesgo con franquicia expresada en euros y
todo riesgo con franquicia expresada en pesetas). En cambio, el modelo multinomial asig-
naria las siguientes probabilidades: 3/7, 2/7, 1/7 y 1/7. La razén de esto es que, al hacerlo
asi, podemos mantener el mismo cociente relativo que se asignaba al principio, cuando
habia tres elecciones. Fijémonos en que con esta altima asignacion el cociente relativo entre
elegir a terceros y a todo riesgo sin franquicia es 3/2. El cociente entre terceros y el primer
tipo de todo riesgo con franquicia en euros es 3/1 (igual que al inicio). En cambio, compro-
bamos que, si tomamos la primera asignacion de probabilidad, este Gltimo cociente seria (
3/6) / (1/12) y daria 6/1.

El modelo también se formula mediante la modelizacién de la probabilidad de eleccion de
cada alternativa. La estimacion del vector de parametros se lleva a cabo con el procedi-
miento de méxima verosimilitud, y la interpretacion de los pardmetros es analoga al caso de
los modelos logit.

Podemos estudiar todos los modelos uniecuacionales (tanto de variable depen-
diente cualitativa como el MRLM) desde una perspectiva global que ahora pasa-
mos a describir de forma breve. Los modelos lineales generalizados constituyen

* La parte estructural del modelo
es la parte (1ue corresponde
a las variables explicativas.

Ved las variables politémicas en el
subapartado 1.2 del médulo “Variables
exdgenas cualitativas”.
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un tipo de aproximacion més amplia que el modelo de regresion lineal multiple.
La formulacion que consideraremos a continuacién tiene como caso particular
modelos conocidos, como, por ejemplo, el modelo de regresion, los modelos de
andlisis de la varianza, el modelo de regresion logistica, el modelo probit, y tam-
bién otros modelos que quedan fuera del alcance de este material: los modelos
para datos de enumeracion, los modelos de disefio de experimentos y los mode-
los de analisis de la supervivencia.

En los altimos tiempos, los modelos lineales generalizados se han introducido
con fuerza, ya que constituyen un marco de referencia que unifica la teoria de la
modelizacion lineal clasica que hemos estudiado a lo largo de las asignaturas de
econometria. 0

Los componentes de un modelo lineal generalizado son los que enumeramos

a continuacion:

1) El componiendo aleatorio: Y;, con una determinada distribucion de la fami-
lia exponencial de distribuciones (normal, de Poisson, binomial, gama, etc.) y
esperanza matematica E[Y;] = ;.

2) El componiendo sistematico: n; = B; + B,X, + BXy, donde las variables

explicativas X,, ..., X; producen el predictor lineal.

3) El vinculo* entre el componente sistematico y el componente aleatorio:

de manera que hay una funcién monoétona diferenciable g tal que n; = g(W,).

En todos los casos, es posible encontrar la estimacion de maxima verosimilitud del
vector de pardmetros B mediante un procedimiento iterativo. Una vez obtenidas las
estimaciones, obtenemos la estimacion de la matriz de varianzas y covarianzas,
para, de esta manera, poder valorar la significacién de los pardmetros. 0

Si tomamos de forma adecuada la distribuciéon del componente aleatorio y la
forma particular de la funcién de vinculo, podemos obtener los modelos linea-
les clasicos como caso particular. En concreto, para obtener el modelo de regre-
sion lineal multiple, es suficiente con que supongamos que la distribucién es la
normal y que la funcién de vinculo es la identidad.

* En inglés, link.
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Glosario

modelo de probabilidad lineal (MPL)
Modelo de regresion lineal multiple que se aplica cuando la variable dependiente es dicotémica.

modelo logit
Modelo utilizado para casos en los que la variable dependiente es dicotémica, y que estd basa-
do en la funcion logistica. También se conoce con el nombre de modelo logistico.

modelo probit
Modelo usado para casos en los que la variable dependiente es dicotomica, que se basa en la fun-

cion de distribucién normal estandar.

modelos de eleccion discreta
Modelos utilizados en aquellos casos en los que la variable dependiente es cualitativa.

odds-ratio
En el modelo logit, cociente en dos escenarios diferentes de los cocientes entre la probabilidad

de elegir la primera alternativa y la segunda.

pseudo-R®
Medida de bondad del ajuste en modelos de eleccion discreta.
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