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Introduccion

Este modulo didactico esta formado por tres apartados en los que abordamos el
incumplimiento de las hip4tesis basicas referidas al término de perturbacion. A
continuacién, presentamos de forma mas concreta los aspectos asociados a cada
apartado:

1) En el primer apartado realizamos un andlisis general sobre lo que ocurre con
los estimadores de minimos cuadrados ordinarios cuando el término de pertur-
bacion es no esférico (pero sin entrar en detalle con respecto al hecho de si la no
esfericidad es una consecuencia de la existencia de heteroscedasticidad o de
autocorrelacion en el término de perturbacion). Asi pues, mostramos que los
estimadores de minimos cuadrados ordinarios dejan de ser eficientes y que, para
alcanzar la eficiencia, es necesario utilizar otro método de estimaciéon: el méto-
do de minimos cuadrados generalizados (MCG). Para finalizar este primer
apartado, estudiamos un contraste adecuado de la hipotesis de normalidad del
término de perturbacidén y las consecuencias de que ésta se incumpla.

2) A continuacion, en el segundo apartado, nos centramos en el problema de
la heteroscedasticidad. De modo que, una vez definidas y estudiadas las causas
que pueden dar lugar a la presencia de ésta, presentamos distintos esquemas fun-
cionales que puede seguir la varianza del termino de perturbacion. Acto seguido,
abordamos la cuestion de como podemos detectar si un término de perturbacion
es heteroscedastico, y presentamos los métodos graficos y algunos de los con-
trastes que hay. En altimo lugar, analizamos la estimacién del modelo con per-

turbaciones heteroscedasticas.

3) En el altimo apartado de este médulo analizamos el problema de la autoco-
rrelacion: estudiamos las causas que pueden generar autocorrelacion en el tér-
mino de perturbacién, mostramos un tipo de proceso de autocorrelacion (el
autorregresivo de orden 1), y analizamos los métodos graficos y variados con-
trastes para detectar la existencia de autocorrelacion. Y ya para acabar, aborda-
mos la estimacion del modelo cuando el término de perturbacién sigue un pro-
ceso autorregresivo de orden 1 mediante diferentes métodos. En concreto,
presentamos tres métodos: el de minimos cuadrados generalizados, y los méto-
dos propuestos por Cochrane-Orcutt y Durbin.
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Objetivos

Tras haber trabajado los contenidos de este médulo didactico, el estudiante tiene

que haber alcanzado los siguientes objetivos:

1. Conocer las diferentes formas que puede adoptar la matriz de varianzas y
covarianzas del término de perturbaciéon cuando éste es no esférico.

2. Conocer las propiedades que cumplen y las que no cumplen los estimadores
de minimos cuadrados ordinarios cuando el término de perturbacién es no

esférico, y el porqué.

3. Obtener los estimadores eficientes cuando el término de perturbacién es no
esférico, ya sea por problemas de heteroscedasticidad, ya de autocorrelacion.

4. Saber detectar (graficamente y mediante contrastes) la existencia de heteros-
cedasticidad y autocorrelacion.

5. Conocer los rasgos caracteristicos basicos de un proceso autorregresivo de
orden 1.

6. Averiguar si el término de perturbacion cumple la hipotesis de normalidad.
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1. Planteamiento general

El modelo de regresiéon Y = XB + 1, llamado modelo de regresion lineal multi- Ved el modelo de regresién lineal
L , . .. miiltiple estandar en el médLJl!o “Modelo
ple estandar, por lo que respecta al término de perturbacion, se supone que de regresién lineal mdiltiple...”.

cumple las siguientes hipotesis:
a) Su valor esperado es cero: E[u;] =0 Vi=1, .., N.

b) Presenta homoscedasticidad: todos los términos de perturbacién tienen la

misma varianza.

¢) No presenta autocorrelaciéon: las covarianzas, es decir, los elementos del exterior
de la diagonal principal de la matriz de varianzas y covarianzas, son iguales a cero.

d) Se distribuye de acuerdo con una ley normal.

En este apartado, en primer lugar hallaremos reflejada la hipotesis de esfericidad
del término de perturbacion (pero sin entrar en detalle en cuanto a si la causa es
la presencia de heteroscedasticidad y/o de autocorrelacién), aunque mantendre-

mos el resto.

En los dos apartados posteriores trataremos por separado las diferentes fuentes
de no esfericidad: heteroscedasticidad y autocorrelacion. 0

De hecho, la situacién mas general que suele darse en la practica es que las per-
turbaciones del modelo sean no esféricas, lo cual implica matrices de varianzas y

covarianzas no escalares.

Asi, al nuevo modelo que estudiamos en este apartado lo denominaremos mode-
' q p EL MRLM con

lo de regresion lineal multiple generalizado (MRLMG), denominacién en la perturbaciones esféricas

que aparece incorporado el adjetivo generalizado para registrar el hecho de que es .. O es més que un caso

el caso mas general posible con el que podemos encontrarnos. particular del MRLMG, como
podremos comprobar a lo
largo de este apartado.

A continuacion, en el subapartado 1.6 trataremos de la hipotesis de normalidad
del término de perturbacion. 0

1.1. Matrices de varianzas y covarianzas escalares y no escalares

del término de perturbacion

Antes de abordar lo que es el cuerpo central de este apartado, introducimos el suba-
partado siguiente para familiarizarnos con la notaciéon matricial de los diferentes
tipos de matrices de varianzas y covarianzas de los términos de perturbacion con las

que podemos encontrarnos, suponiendo que se mantiene la hipotesis E[U] = 0.
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1.1.1. Caso general del modelo de regresion lineal maltiple
generalizado (MRLMG): perturbaciones no esféricas

(heteroscedasticidad y autocorrelacion)

Por definicion, la matriz de varianzas y covarianzas de los términos de perturba-

cion responde a la expresion que vemos a continuacion:

VAR[U] = E{[U — E[U]][U — E[U]]'} = E[UU'] = 6?Q,, on Q # I, =

Ewl =62 Vi=1,..,N;
Eluu] #0  Vi#j.

En esta expresion, N es el namero de observaciones de las que disponemos y
hemos utilizado la hipétesis E[U] = 0.

Desarrollando la matriz VAR[U], tenemos la expresion que vemos a conti-

nuacion:
67 Oz O3 OiN
2
01 O3 Op3 ... O)N
2
VAR[U] = E[UU'] =|%31 032 O3 - Oanv| =
2
Ont On2 Onz .- Oy
8 Tz M3 - TN i
5 Como podéis apreciar, ¢°...
Y21 2 Y23 -+ Yon
— 02 ’Y31 'Y32 83 eee ’Y3N — GZQ ... N0 es mas q}]e un factor
N- de escala comdn a todas
las varianzas de los diferentes
S términos de perturbaaop,
RUTER LR by lo cual hace que la matriz Qy

no sea Unica.

1.1.2. Caso particular del MRLMG: perturbaciones esféricas
(homoscedasticidad y no autocorrelacion)

Segln este supuesto, la matriz de varianzas y covarianzas de los términos de per-
turbacién es una matriz escalar, es decir, una matriz diagonal con constantes en
la diagonal que son la misma, y que denotamos como 62

> 0 0 0 1 0 0 0
0 o 0 0 0O 1 O 0
VAR[U] — E[UU'] — 0 0 (52 0 — 02 0 0 1 0 — GZIN.

lo
=)
=)
qN .o
=
=)
o
—_
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Entonces tenemos lo siguiente:
Qy = Iy = Uy ~ Ny[0,6%1],
o bien, escrito de otra manera:

VAR[U] = E{[U — E[U]][U — E[U]]} = E[UU'] = ¢’ =

Eu?] =¢®> Vi=1,..,N;
Eluu] =0 Vi#j.

=

Como podemos ver, un término de perturbacion y no autocorrelacionado,
es decir, esférico, tiene asociada una matriz de varianzas y covarianzas
escalar, que podemos descomponer en el producto de una constante, 62,
por la matriz identidad.

1.1.3. Heteroscedasticidad (pero no autocorrelacion):
matriz de varianzas y covarianzas diagonal

(pero no escalar)

Heteroscedasticidad significa que la varianza de los términos de pertur-
bacién no es constante (no es la misma) para todos, es decir, que como
minimo un término de perturbacién presenta una varianza diferente de la

que presentan el resto de los términos.

En consecuencia, Qy es, en este caso, una matriz diagonal (todos los elementos
del exterior de la diagonal principal son cero) del siguiente tipo:

VAR[U] = E{[U — E[U]][U — E[U]]} = E[UU"] = 6?Qy =

Wi =oc% Vi=1,..,N;
= . .
Eluu] =0 Vi#j.

Es decir:
2 0 0 0 5 0 0 0
0 o 0 0 0 5 0 0
2
VAR[U] = E[uU = |9 0 o3 01520 0 & 0= 20,
0 0 0 % 0 0 By

La heteroscedasticidad...

... suele darse cuando
trabajamos con datos de
corte transversal, pero no
tenemos que caer en la
trampa de considerar que,
cuando trabajamos con datos
de serie temporal, no puede
darse heteroscedasticidad en
el término de perturbacién.

Como podamos

... de la misma manera que
ocurria en el subapartado
1.1.1, o2 es un factor de
escala comun a todas las
varianzas de los diferentes
términos de perturbacion vy,
por lo tanto, la forma de
definir la matriz Qy no es
Gnica.
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1.1.4. Autocorrelacion (pero no heteroscedasticidad): matriz
de varianzas y covarianzas con elementos no nulos

en el exterior de la diagonal principal

Autocorrelacion significa que hay correlaciones no nulas entre los térmi-
nos de perturbacion correspondientes a diferentes observaciones (en gene-
ral, diferentes momentos del tiempo), es decir, que como minimo un ele-
mento (en realidad dos, dado que se trata de una matriz simétrica) del
exterior de la diagonal principal de la matriz de varianzas y covarianzas es
diferente de cero.

Segtn lo que acabamos de decir, si hay autocorrelacién, la matriz de varianzas y
covarianzas del término de perturbacién presenta el aspecto que mostramos a
continuacién:

VAR[U] = E{[U — E[U]][U — E[U]]'} = E[UU'] = ¢’Qy =

E] =06 Vi=1,..,N;
E[uu] # 0 como minimo para algan i # j.

Asi pues, segin este supuesto, Qy es una matriz no diagonal:

6> 6y O3 ... Oy 1 %2 Yiz - Y
Gy1 G Op ... Oy Ya 1 Yz o Yon

VAR[U] = E[UU'] =|0;; 03, 6> .. O3y|=0 |¥31 Yz 1 . Yyv| = O°Q
ON1 Onz Onz - (527 |Tvi N2 Nz 1 B

Como podemos ver en la expresion anterior, teniendo en cuenta que se supone
que se cumple la hipotesis basica de homoscedasticidad, es posible obtener el tér-
mino ¢* multiplicando fuera de la matriz de varianzas y covarianzas, puesto que
es constante para todos los términos de perturbacion.

Como ya hemos mencionado antes, en este apartado estudiaremos el MRLM en
el contexto de perturbaciones no esféricas en general, es decir, trataremos del
supuesto planteado en el subapartado 1.1.1, y dejaremos para los dos apartados
siguientes el analisis de los casos 1.1.3 y 1.1.4, respectivamente.

En concreto, se trata de estudiar qué sucede con las propiedades de los estima-
dores MCO. Tenemos que ver, entonces, si en el supuesto de no esfericidad de
los términos de perturbacion el método de estimacion mencionado sigue pro-
porcionando estimadores que cumplen todas las propiedades deseables, y, en
caso de que no sea asi, tendremos que analizar qué propiedades se incumplen y
encontrar otro método de estimacion mas adecuado en términos de propiedades
de los estimadores. O

La autocorrelacion...

... suele darse cuando
trabajamos con datos de
serie temporal, aunque
también podemos
encontrarnos con la
presencia de autocorrelacion
cuando trabajamos con datos
de corte transversal.
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1.2. Estimacion por minimos cuadrados ordinarios (MCO)

de un modelo con perturbaciones no esféricas

Previo paso a la determinacién de las propiedades de los estimadores MCO en
este nuevo contexto, puede ser ttil recordar la procedencia de este estimador. Asi
pues, obteniamos el estim%dor MCO a partir de la minimizaciéon de la suma de

los residuos al cuadrado (3 e?)y, a partir de la resolucion de las ecuaciones nor-
i=1

males, llegadbamos a la expresion del siguiente estimador:
B=(X'X)"X', (1.1)
siendo su matriz de varianzas y covarianzas:
VAR[B] = c%(X'X)"". (1.2)

Como ya hemos estudiado, en el supuesto de que se cumplan todas las hipotesis
basicas del modelo de regresion, los estimadores MCO de los parametros B son
no sesgados, eficientes (de varianza minima, es decir, 6ptimos) y consistentes en
términos del error cuadratico medio (ECM); y, en lo que concierne a la estima-
cién de la varianza del término de perturbacion, 62, es no sesgada.

El objetivo de este subapartado es el de comprobar si los estimadores MCO man-
tienen las propiedades anteriores cuando se incumple la hipotesis de esfericidad
de los términos de perturbacion, es decir, cuando su matriz de varianzas y cova-

rianzas deja de ser escalar. 0

1.2.1. Propiedades de los estimadores 8 cuando el término

de perturbacion es no esférico

De acuerdo con lo que hemos visto, podemos representar el contexto de pertur-

baciones no esféricas de la siguiente forma:

Y=XB+U;
Uy ~ Nu[0,6%Q,], donde Q, # Iy.

Por otra parte, como ya sabréis, partiendo de la expresion 1.1, podemos escribir
el estimador MCO como se sigue:

B = (XX) XY =(X'X)"'X'XB + (X'X)"'X'U = B + (XX)"'X'U, (1.3)

lo cual permite escribir:
B - B = XX 'XU. (1.4)

A
Partiendo de las expresiones anteriores, podemos comprobar si los estimadores B
cumplen las propiedades deseables. A continuacién vamos a considerar cada una

de estas propiedades: 0

Ved la estimacion por el método de
minimos cuadrados ordinarios del modelo
de regresion lineal mdltiple en el
subapartado 2.3 del médulo “Modelo

de regresién lineal mltiple...”.

Nota: recordad que X' es
la matriz transpuesta de X.

Diferencias entre c2y ¢°

Hasta ahora siempre se ha
hablado del parametro 2
—que es Gnico— en lugar del
parametro 6> —que no lo es-,
puesto que se supone que las
perturbaciones son esféricas.

Ved el contexto de perturbaciones no
esféricas en el subapartado 1.1.1 de este
médulo didéctico.

Nota: de ahora en adelante
denotaremos la matriz Qy
simplemente por Q.

Ved cémo llegar a esta expresion en la 0
expresion 2.22 del médulo “Modelo de
regresion lineal mdltiple...”.

Ved las propiedades de los estimadores
MCO de los parametros B en el
subapartado 2.3.2 del médulo “Modelo
de regresion lineal mdltiple...”.
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1) En cuanto a la propiedad de no sesgo, podemos demostrar que los estima-
dores, ﬁ,-, j = 1, ..., k contintian siendo estimadores no sesgados. Para verlo,
simplemente tomamos esperanzas en 1.3, con lo que llegamos a la siguiente

expresion:

E[B]= E[B + (X'X)"X'U] = E[B] + E[(X'X)"1X'U] =
=B + (X'X)"'X'E[U] = B. (1.5)

2) Por lo que respecta a la eficacia, tenemos que encontrar previamente la
matriz de varianzas y covarianzas de los estimadores en el contexto de perturba-

ciones no esféricas:

VAR[B] = E[(B — B)(B — B)| = E[(X'X)"'X'UUX(X'X)"] =
= (X'X)"'X' E[UU'IX(X' X)~},

y, atendido a que E[UU'] es la matriz de varianzas y covarianzas de los términos
de perturbacion, ¢°Q, tenemos lo siguiente:

VAR[B] = 62(X'X) 'X'QX(X'X)"! # 62(X'X)" . (1.6)
La expresion 1.6 nos permite extraer dos consecuencias:

a) La expresion 62 (X'X) ! ya no es util para calcular las varianzas y las cova-
VAN

rianzas de los estimadores B, dado que conduce a errores y que no es la expre-

sion correcta cuando la matriz de varianzas y covarianzas de los términos de per-

turbacién es no escalar.

b) Los estimadores B son ineficientes: no tienen varianza minima, tal y como
demostraremos mas adelante. Este hecho representa un verdadero problema,
teniendo en cuenta que, cuando un estimador presenta una varianza mayor que
la de otro, la distribucién de probabilidad de este estimador en torno a su valor
poblacional tiene una forma menos puntiaguda, es decir, acumula menos pro-
babilidad en un intervalo dado. De forma equivalente, a la hora de construir un
intervalo de confianza para un nivel de significacion (o) dado, éste serd mas
ancho que el que resultaria mediante el uso del estimador de varianza menor.
Una consecuencia directa de este hecho es que perdemos precision al hacer pre-
dicciones por intervalo, ya que, para niveles de confianza iguales la anchura de
éste, sera mayor. Por este motivo, acostumbramos a valorar la propiedad de efi-
ciencia como mas deseable para un estimador que el no sesgo.

A partir de los resultados 1.5 y 1.6 podemos escribir que, en este contexto mas
general de perturbaciones no esféricas, los estimadores MCO se distribuyen
segin una ley normal con el valor esperado y la matriz de varianzas y covarian-

zas que hallamos a continuacion:

B, ~ N,[B,c2(X'X) 1 X'QX(X'X)1]. (1.7)

En la expresion 1.6,...

... s interesante que nos
percatemos de que, cuando
la matriz de varianzas y
covarianzas de los términos
de perturbacion, Qy,
coincide con la matriz
identidad, Iy (es decir, es
escalar), la expresién de la
matriz de varianzas y
covarianzas de los
estimadores coincide con la
que ya conociamos de la
asignatura Introduccion a la
econometria, 6% (X'X)"1,
asociada a un MRLM
estandar.
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VAN
3) Acerca de la consistencia en ECM, los estimadores B siguen siendo consis-

tentes:
lim EQM[B] = lim {[Sesgo[B]1? + VAR[B]} = lim VAR[B] =

% ) PRI o

1.2.2. Propiedades del estimador 62 cuando las perturbaciones
son no esféricas

Por lo que respecta al estimador de la varianza del término de perturbacién, en
el caso particular de perturbaciones esféricas, sabemos que la expresion no ses-

gada para estimar el parametro mencionado es la siguiente:

AZ_ SCR e
G =

“ — grados de libertad del modelo N — k

En el caso general de heteroscedasticidad y/o autocorrelacion, la expresion ante-
rior es sesgada, atendiendo a que E[Glf] #+ o2

Demostracion del sesgo del estimador 62 con perturbaciones no esféricas

Partimos de la definicién y desarrollamos la expresién como veremos ahora:

E[62] = E[ ee ] =

N -k E[e'e].

1
N -k

Entonces, calculando el valor esperado del sumatorio de los errores al cuadrado en el supues-
to de perturbaciones no esféricas, podemos demostrar que:

E[67] = E[e_ve}( = Nl_ X (62[N — k + tr[(X'X)'X'd — QX]} =
_ o2 4 o2 HXX) XA - OX] | 52

N —k

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos a lo largo de este subapartado,
la conclusion que debemos extraer es que, antes de estimar un modelo de
regresion por MCO, debemos ser cuidadosos a la hora de comprobar si los
términos de perturbacion del modelo son esféricos, dado que, como acaba-
mos de ver, si estimamos por MCO un modelo cuando los términos de per-
turbacion son no esféricos (quiza sin ser conscientes), las estimaciones de los
parametros B obtenidas, si bien seran no sesgadas y consistentes, presenta-
rdn unas varianzas estimadas que no seran 6ptimas y, por lo tanto, al cons-
truir intervalos de confianza por los parametros de poblacion, la anchura de
éstos sera mayor que si utilizasemos un estimador de varianza minima.

Tras haber analizado estos resultados, podemos afirmar que la estimacién por
MCO de un modelo con perturbaciones no esféricas no es una opciéon comple-
tamente satisfactoria. Asi pues, tendremos que encontrar un método de estima-
cion alternativo que proporcione estimadores que cumplan todas las propieda-

des deseables. Este método, que estudiaremos a continuacién, se conoce con el

Para obtener
el resultado 1.8...

... suponemos que la matriz
il

N
existe cuando N — « y que
es finita.

Ved el estimador de la varianza del
término de perturbacion en el contexto
de perturbaciones esféricas en el
subapartado 2.4.2 del médulo “Modelo
de regresion lineal miiltiple...”.

Por ejemplo,...

... si especificamos un modelo
que tiene términos de
perturbacién no esféricos para
explicar el comportamiento
de la demanda de un
producto que fabrica una
empresa determinada, la
prediccién por intervalo de la
demanda esperada para el afio
siguiente sera menos precisa
que si utilizamos un estimador
6ptimo.




© FUOC ¢ PID_00160619 14 Incumplimiento de las hipétesis basicas...

nombre de método de minimos cuadrados generalizados, MCG (conocido, también,

como método de minimos cuadrados ponderados, MCP). 0

1.3. Estimaciéon por minimos cuadrados generalizados (MCG):

una doble aproximacion

A continuacion, presentamos dos vias alternativas, pero equivalentes, para llegar
a la expresion del estimador MCG. La primera via consiste en transformar el
modelo no esférico en uno esférico, y entonces aplicar MCO en las variables del
modelo transformado. En cuanto a la segunda via, consiste en aplicar la expre-
sion del estimador MCG directamente a los datos originales (es decir, los datos
observados). 0

1.3.1. Primera aproximacion a la estimacion por MCG:
minimos cuadrados ponderados

El punto clave de esta aproximacion es el siguiente: si estimamos por MCO un
modelo que tiene términos de perturbacion esféricos, los estimadores B y 62
como bien sabemos, todas las propiedades deseables. Por lo tanto, si cuando nos
hallamos ante un modelo con perturbaciones no esféricas, antes de estimarlo,
transformamos las variables de manera que las perturbaciones se convierten en
esféricas, podremos aplicar MCO a los nuevos datos y los estimadores cumpliran
todas las propiedades deseables. 0

El siguiente cuadro muestra la idea anterior mediante un grafico:

Estimacion por el método de minimos cuadrados ponderados

Modelo con perturbaciones Modelo con perturbaciones
no esféricas Transformacion esféricas
Y=XB+U [ adecuada T Y =XB+U"
Uy ~ NA[0,62Qy], donde Qy # Iy U’y ~ Ni[0,67 Iy]
MCO

En consecuencia, la aplicacion de esta aproximacion a la estimaciéon de MCG
requiere necesariamente la realizacion de dos etapas. La primera de ellas consiste en
transformar las variables, y la segunda, en aplicar la expresion de MCO a las nuevas
variables. A continuacion, estudiaremos cada una de estas dos etapas. 0

1) Transformacion del modelo

Consiste en definir una matriz T de transformacién que serd la que nos permiti-

rd pasar de un modelo con perturbaciones no esféricas a otro con perturbaciones
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esféricas. Esta matriz T tiene que reunir tres requisitos: ser cuadrada*, no singu-

lar y todos sus elementos deben ser constantes.

Una vez definida la matriz de transformacion, se multiplican el vector de obser-
vaciones Y y la matriz de observaciones X, y también el vector de los términos de
perturbaciones, U, por la matriz T mencionada, y se definen los vectores y la ma-
triz transformados Y* = TY, X* = TX i U* = TU, de dimension, respectivamente,
N, N x k y N. De esta manera, obtenemos el modelo transformado siguiente:

TY = TXB + TU, (1.9)
0, lo que es el mismo:
Y =XB+U". (1.10)

Con el fin de determinar cuédles tienen que ser los elementos de la matriz T, a con-

tinuacion analizaremos las propiedades del nuevo término de perturbacion, U™
e El valor esperado es éste:
E[U"] = E[TU] = TE[U],

y, atendido a que U —que es el término de perturbacién original, no esférico—
tiene esperanza nula por hipoétesis, tenemos que:

E[U"] = TE[U] = 0. (1.11)

En consecuencia, el término de perturbacion del modelo transformado también

tiene esperanza nula.
e La matriz de varianzas y covarianzas se escribe como vemos a continuacion:

VAR[U] = E{[U* — E[U*]][U* — E[U*]]'} = E[U"U"] = E[TUU'T] =
= TE[UU'T' = 6°TQT'. (1.12)

Pues bien, llegados a este punto, tenemos que recordar que la finalidad de transfor-
mar el modelo es conseguir un modelo con perturbaciones esféricas. Por lo tanto,
tenemos que elegir la matriz T de manera que se cumpla la siguiente relacion:

TOQT' = Iy. (1.13)

En consecuencia, la validez de este método dependera de si hay alguna manera
de encontrar una matriz T que cumpla 1.13. Para encontrar esta matriz, nos
basamos en la propiedad del algebra matricial que establece que, ante una matriz
A simétrica y definida positiva, siempre podemos encontrar una matriz P cua-
drada y no singular tal que A = PP'. En nuestro caso tenemos la matriz Q, que
cumple ambas condiciones (simétrica y definida positiva), puesto que es una

* De dimensiéon N x N.
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matriz de varianzas y covarianzas, y, por lo tanto, siempre serd posible descom-

ponerla de manera que Q = PP'.

De esta manera, si definimos la matriz de transformacién T como P!, tenemos

la siguiente expresion:

VAR[U] = 6°TQT' = 6?P QP 1) = &?P L(PP)(P }) = 2P 'P)P'(P ) =
= AP 'P)P'(P) ' = AP 'P)(P'(P) ) = 2L, I'y = o7y,

A modo de resumen, entonces, al transformar el modelo multiplicando
por la matriz T = P!, conseguimos un nuevo modelo en el que el térmi-
no de perturbacion es esférico, que es precisamente lo que buscabamos.

Es necesario mencionar que los parametros B del modelo transformado 1.10 son
los mismos que los del modelo original, aunque las variables (las observaciones)
no lo sean, debido a que, con la transformacién efectuada, tanto las variables

explicativas como la variable endégena quedan sometidas al mismo cambio de

escala. 0

2) Estimacion por MCO del modelo transformado

Teniendo en cuenta que el nuevo vector de términos de perturbacién, U”, pre-
senta una matriz de varianzas y covarianzas escalar, la estimacion por MCO pro-
porcionara estimadores que cumplirdn todas las propiedades deseables. Por lo
tanto, los estimadores MCG de los parametros B a los que llegamos por esta via
estan determinados por la siguiente expresion:

Byco = (X"X) XY, (1.14)
siendo X" e Y* la matriz y el vector transformados definidos con anterioridad.

De la misma manera, como ya sabemos, cuando la matriz de varianzas y covarian-
zas de los términos de perturbacion es escalar, el estimador 62 viene determinado

por:

Pues bien, obtendremos el estimador del pardmetro ¢, cuando las perturbaciones
son no esféricas y mediante la aplicacion de la expresion anterior (SCR dividida por
los grados de libertad del modelo), pero, a partir del modelo transformado, es decir:

e*le*
8ce = N (1.15)

siendo e* el vector de residuos estimados asociados al modelo transformado, esto es:

€ =Y -V =Y - XBy = Y - X(XX) XY =
= [Iy - X*(X"X") X ]Y" = MY, (1.16)
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donde M* = [Iy — X*(X*X*)!X"] presenta las propiedades de idempotencia,
ortogonalidad respecto de la matriz X" y simetria, y su rango coincide con su
traza que es N — k.

1.3.2. Segunda aproximacion a la estimacion por MCG

Mientras que la aproximacion que acabamos de ver consistia en una aproxima-
cion indirecta (o aproximacion en dos etapas), la aproximacién que presenta-
mos acto seguido supone una estimacién directa, sin necesidad de que se pro-

duzca una transformacion previa de los datos.

Para realizar esta estimacion directa partimos de la expresion 1.14 y, simple-
mente sustituyendo X*por TX, Y*por TY y T'T por Q!, llegamos a la siguiente

expresion:
ﬁMCG = (XTTX) 'XTTY = X'Q'X)"'(X'Q7'Y). (1.17)

En cuanto a la estimacion de o?, partiendo de 1.15 y teniendo en cuenta que
podemos escribir la suma de los cuadrados de los errores (SCR) asociada al mode-

lo transformado como vemos a continuacion:

A A
e'e’ = (Y — X'Byco)' (Y — X'Bycg) =
= (TY — TXByo)(TY — TXByieq) = (Y — XByyeg) TT(Y — XByeg) =
= (Y — XByeo)Q U(Y — XByeo) = €Q e, (1.18)

tenemos que:

0—1
Ay €Q77e
o = 1.19
MCG N — k ( )
donde, como podemos ver, el estimador de 62 se obtiene a partir de los residuos

estimados asociados al modelo sin transformar estimado por MCG utilizando la
matriz Q7.

Forma alternativa de demostrar que e'e’ = e'Q le

Presentamos, ahora, una forma alternativa a la que acabamos de presentar para llevar a cabo
esta demostracion:

=Y -V =TY -TY =T(Y - ¥) = Te >
=e'e" =(Te)) (Te)=eTTe=e¢ P )P le=eQle

donde tenemos que recordar que T = P~

Para acabar, s6lo nos queda por sefialar que calcularemos la suma de los residuos
al cuadrado en el contexto de perturbaciones no esféricas a partir de la expresion
1.18, que relaciona ambas aproximaciones. 0

A modo de resumen de ambas aproximaciones, a continuacién presentamos un
cuadro (ved la pagina siguiente) en el que podemos ver graficamente de en qué con-

siste cada una:

Ved las propiedades de la matriz M en
el subapartado 2.4.1 del médulo “Modelo
de regresi6n lineal mdltiple...”.
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Esquema de la doble aproximacion a la estimacion por MCG

Aproximacién directa Aproximacién en dos etapas

Y =XB+U"

Y=XB+U ; v
Uy ~ Ny[0,6%Q4] e Q=pr U'n ~Ni[0,0 In],

donde O % 1. T=p! | donde X'=TX, Y'=TY
N y U'=TU
A T
MCO
Buce = XQ'X)y'(xX'Q'y) Buce = (X"X)1 X"Y"
Resultados
A2 _ e'Qle coincidentes na e
MCG N — k MCG N— k

Ejemplo de equivalencia de los dos métodos de estimacion por MCG

Mediante un ejemplo numérico sencillo, mostraremos la equivalencia de los dos procedi-
mientos alternativos de estimacién por MCG presentados a lo largo de este apartado para
estimar un modelo con perturbaciones no esféricas. Asi, supongamos que deseamos estimar
el siguiente modelo de regresion:

Y= Bl + BZXZI +u; Vi=1,..,N,
a partir de la siguiente informacién muestral:
1 3 21
X=/1 9,Y=|28
1 11 37

Suponed, asimismo, que la matriz de varianzas y covarianzas de los términos de perturba-
cion es la que presentamos a continuacion:

53 59 23
VAR[U] = 6259 77 29/,
23 29 65

en la que podemos ver que el término de perturbacién, ademds de ser heteroscedastico, pre-
senta autocorrelacion, ya que las varianzas son distintas y las covarianzas no son nulas. Como
sabemos, en estas condiciones hay que estimar el modelo por MCG, aunque, por lo que cono-
cemos del analisis tedrico, este método de estimacion admite una doble aproximacion:
a) Estimacion directa de los parametros
En este caso, solo tenemos que aplicar la siguiente expresion a los datos observados:

B ro-1x)-1(x' O-1

By = X'QTX) ' (X'QY).

Asi, en nuestro ejemplo tenemos:

21

-1
1 3

A L1 1/o11 9 L1 1971 28

Byics = 3 9 11 1 11 3 9 11 37|’

siendo la inversa de la matriz de varianzas y covarianzas de los términos de perturbacion (tened
en cuenta que ¢ se anula, porque es un escalar que aparece multiplicando y dividiendo):

0,1285  —0,0977 —0,0018
Q1= |—00977 009  -0,0055
~0,0018  -0,0055  0,0185

Nota

Este ejemplo es meramente
académico. En la practica,
no seria conveniente estimar
este modelo sélo con tres
observaciones, puesto que
en exclusiva hay un grado
de libertad.
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Haciendo las operaciones correspondientes, llegamos al vector de estimadores MCG si-

guiente:
_| 19,64
1,36 |

b) Estimacién indirecta (en dos etapas): minimos cuadrados ponderados

Byics =
A

La segunda posibilidad para estimar el modelo del ejemplo consiste en transformarlo pre-
viamente, de manera que sea adecuado utilizar la formulacién de los estimadores MCO. Para
ello, tenemos que multiplicar el modelo por una matriz T:

TY = TXB + TU.

Obtendremos esta matriz de transformacion T a partir de la matriz de varianzas y covarian-
zas de los términos de perturbacion: Q = PP', siendo T = P~ Asi, la matriz de transforma-
cion en el ejemplo es ésta:

1 =32 24 20
T=—+1 56 -42 10 |,
1
80 -2 24 -10

y las matrices de observaciones transformadas son las que vemos a continuacion:

0,066 1,888 4,111
X"=TX=|0,133 -0,555|, Y' =TY =2,055|.
0,066 0,555 1,444

Para acabar, s6lo nos queda por aplicar la formulacion de los estimadores MCO en los nue-
vos datos. De esta manera, tenemos:

sy -Iyiys — | 19,64 | _ 4
(X"XH XY —[136]—3}&@

Como podemos ver, llegamos a los mismos resultados que obteniamos mediante el método
directo.

1.4. Propiedades de los estimadores MCG

En este subapartado estudiaremos las propiedades de los estimadores MCG cuan-
do el término de perturbacién es no esférico, y veremos que los ﬁMCG son los esti-
madores eficientes de entre la familia de estimadores no sesgados y consistentes,
y que el estimador 62 es no sesgado.

1.4.1. Propiedades de los estimadores ﬁMCG

Para estudiar las propiedades de ﬁMCG partiremos de la expresion 1.17 corres-
pondiente al estimador MCG aplicado en el modelo original*:

By = (XQ X)) (XQY 1.20
McG = ( ) ( ) (1.20)

y veremos si en efecto es no sesgado, eficiente y consistente en ECM. Para hacer
esto, sustituimos en 1.20 la variable endégena por su expresion, XB + U, y, ope-

rando, llegamos a la expresion:

Bycs = (X'Q7X)I(X'QXB) + (X'Q'X) {(X'Q'U) =
=B + (X'Q X)) \(X'Q V). (1.21)

Ved. en los apartados 2 y 3 de este
médulo didactico, cémo podemos
obtener la matriz T dependiendo de la
situacion en la que nos encontramos
(heteroscedasticidad o autocorrelacion).

* El modelo original es el modelo
sin transformar.
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A partir de las expresiones 1.20 y 1.21, podemos deducir las propiedades de ﬁMCG,
que son las siguientes: 0

1) Con el fin de estudiar si es un estimador sesgado o no sesgado, tomamos espe-
ranzas directamente de 1.21 y obtenemos:

E[ﬁMCG] = E[B] + E[(X'Q'X)"'(X'Q'U)] = B + (X'Q'X)" '(X'Q HE[U] = B,
lo cual muestra que, en efecto, se trata de un estimador no sesgado.

A
2) En cuanto a la matriz de varianzas y covarianzas de los estimadores B g,

tenemos lo siguiente:

VAR[Bycol = EllByce — ElByeallByce — ElBycall) =

= EByce — B)Byee — B)] = E(X'Q'X)'X'QUJ[(X'Q'X)'X'Q U} =
= B{(X'Q'X)"IX'QIUUQIX(X'Q X)) =

= (X'Q 'X) IX'Q E[UUQ {(X'Q'X) ! =

= A(X'Q 1X) IX'Q 100 IX(X'Q IX) 1 = oA(X'Q X)L

Todo lo que hemos visto anteriormente permite escribir:
ﬁMCG ~ Ni[B, o*(X'Q7'X)7"].

Volviendo a reanudar el hilo del analisis de la matriz de varianzas y covarianzas de
los estimadores ﬁMCG, tenemos que comprobar, una vez conocida su expresion, que
son estimadores eficientes (de varianza minima). En este sentido, el teorema de
Aitken (que es el equivalente al de Gauss-Markov, pero para el caso de perturba-
ciones no esféricas, por lo que podemos decir que es una generalizacion de éste)
muestra que los estimadores de MCG son los de varianza minima de entre todos
los estimadores no sesgados cuando el término de perturbacion es no esférico.

3) Para acabar, nos queda por estudiar si los estimadores ﬁMCG cumplen la pro-
piedad de consistencia en ECM. Y, para verlo, tenemos que aplicar la expresion
conocida de ECM, teniendo en cuenta que, como hemos visto antes, son esti-
madores no sesgados:

lim EQM(Bycq) = lim {[Sesgo[Bycqll” + VAR[Bycql) = lim VAR[Bycol =

2[ XX |
= lim ?(X'Q'X) ! = lim ||| =0,
im o7( )= im T N

A
Este resultado muestra que los estimadores By, son consistentes en ECM.

Resumiendo, entonces, podemos concluir que los estimadores MCG son
los estimadores no sesgados, eficientes y consistentes en ECM cuando los
términos de perturbacion son no esféricos.

Es interesante que nos
demos cuenta de que...

... si Q = I, entonces se
cumple la siguiente igualdad:

VAR[B,,cc] = VAR[B] =
= o(X'X)"".

Lectura
complementaria

Para conocer mas detalles
sobre la eficiencia de los
estimadores MCG, podéis
consultar, por ejemplo,

la obra:

A. Novales (1993).
Econometria (2.2 ed.).
Madrid: McGraw-Hill.
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1.4.2. Propiedades del estimador 67

El estimador 6% es un estimador no sesgado. Para comprobarlo, s6lo tenemos

que tomar esperanzas en la expresion del estimador mencionado:

e'e 1 1
N—k]_ N -k

E[63c] = E E[e"e"]. (1.22)
Por este motivo, partiendo de la expresion 1.16 y sustituyendo la Y por su expre-
sién, obtenemos que:

e’ =MY =MXB+ U) =MXB + MU" (1.23)
Teniendo en cuenta que M" es ortogonal a X", el primer sumando de 1.23 se
anula. Por lo tanto, el sumatorio de los errores al cuadrado queda de la manera
que podéis ver a continuaciéon:

e'e’ = U'M'M'U" = U" MU’ =
= Ele"e’] = E[U"M’U] = E[tr[U"M"U"]] = E[tr[M'U"U"]] = tr[E[M'UU"]] =
= tr[M'E[U*U"]] = tr[M*c%I] = 6 tr[M*] = 6*(N — k). (1.24)

Recordad que la traza de cualquier matriz idempotente coincide con su rango. En

este caso concreto tenemos:

tr[M*] = tr[ly — X (X"X)7IX"] = tr[ly] — tr[X"XA(X"XH 7 =
= tr[Iy] — tr[I] = N — k.

Asi pues, el estimador 6% es no sesgado, atendiendo a que:

1

ﬁE[e*'e*] = #Gﬁ(N - k) = o2

E[GI%/ICG] = N — k

1.5. El estimador maximo verosimil (MV) en el MRLMG

Asi como hicimos en el contexto del modelo de regresion lineal multiple estan-
dar, el objetivo de este subapartado es encontrar los estimadores de maxima
verosimilitud, pero ahora para aquellos casos en los que los términos de pertur-
bacion son no esféricos. 9

El supuesto basico para llegar a la expresion del estimador méaximo verosimil
(MV) es la distribucién que siguen los términos de perturbacion del modelo. En

el caso que analizamos, se supone que se distribuyen segin una ley normal:

Uy ~ Ny[0,6%Q,], donde Qy # 1.

En los subapartados 1.3.1y 1.3.2
de este médulo hallaremos la definicién

- A2
del estimador G63cg-

Ved la matriz M" en el subapartado
1.3.1 de este mddulo. Ved, también,

la traza de M en el subapartado 2.4.1
del médulo “Modelo de regresion lineal
miltiple...”.

Una matriz es
idempotente...

... cuando, multiplicada por
si misma, da la identidad. En
el caso de la matriz M",
tenemos que recordar que es
simétrica y, en consecuencia,
coincide con su matriz
invertida. Entonces:

M'M* = M'M’ = L.

Ved la estimacion por maxima
verosimilitud del MRLM estandar en el
subapartado 2.5 del médulo “Modelo
de regresi6n lineal mltiple...”.
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Como sabemos, los estimadores de maxima verosimilitud son aquellos que
resultan de maximizar la funcién de verosimilitud. La funcion de verosimilitud
se construye a partir de la funcién de distribuciéon conjunta de los términos de
perturbacion, asi que, en primer lugar, tenemos que encontrar esta funcion.

Para construir la funciéon de verosimilitud, partimos de la funcién de densidad
de los términos de perturbacion y, a partir de ésta, obtenemos la funcién de den-
sidad conjunta de los N términos de perturbacién. En el caso de perturbaciones
no esféricas, podemos demostrar que esta funciéon estd determinada por la
siguiente expresion™:

P(U) = f(uy,uy,...,uy) = ljlf(ui) =

o 1 1
- (ZTE)N/Z (Gz)N/Z |Q|1/2 exp

[ 222 U'Q‘lU]. (1.25)

El supuesto de distribucién normal multivariante para el vector de los términos
de perturbacion implica una distribucion normal multivariante para el vector de
las variables end6genas. De esta manera, podemos demostrar que la funcion de
densidad conjunta de los componentes de la variable endégena coincide con la
de los términos de perturbacion 1.25. Para pasar de la funcion de densidad con-
junta anterior a la funcion de verosimilitud, s6lo tenemos que sustituir el vector

U por Y - XB en 1.25. Entonces nos queda:

1

5 (Y — XB)'Q (Y — XB)|. (1.26)

L(Y;B,6%) = (2n) M%(c?) N2IQl" Y2exp| -

Como sabemos, el principio de maxima verosimilitud consiste en seleccionar los
estimadores de los parametros desconocidos (B y 6%) que maximizan la funcion
de verosimilitud. Por lo tanto, tenemos que igualar la primera derivada de 1.26

a cero. Asi, tenemos nos encontramos con que:

JL[Y;B,c?]
JB

IL[Y;B,o?]

562 =0.

=0,

Pero, el calculo de estas derivadas es complicado, teniendo en cuenta la expre-
sién de la funcion de verosimilitud. Por este motivo, se acostumbra a trabajar
con el logaritmo neperiano de la funcién de verosimilitud, ya que simplifica de

manera importante el calculo de las derivadas mencionadas:

N\ _ N, 2 1 _
InL(Y;B,0%) > In2xw 2 Inc > IniQl
- 222 (Y — XB)'Q (Y — XB). (1.27)

Asi pues, los estimadores MV de los pardmetros del vector B son aquellos que
maximizan la expresion 1.27. Sin embargo, dado que los tres primeros términos
no dependen de B, los estimadores mencionados seran aquellos que maximicen
el cuarto término. Con lo que, derivando 1.27 respecto de B, obtendremos las k

ecuaciones normales:

Ved la funcién de verosimilitud en el
subapartado 2.5 del médulo “Modelo
de regresién lineal miltiple...”.

* En la expresion 1.25, 1Ql
representa el determinante de la
matriz Q y f(u;) es la funcion
densidad de probabilidad normal.
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olnL[Y;B,6’]  a(Y'Q'Y - 2BX'Q 'Y + BX'Q 'XB)
oB a oB a

= —2X'Q7 'Y + 2X'Q'XB = 0. (1.28)

Resolviendo este sistema de k ecuaciones, llegaremos a la expresion de los esti-

madores ﬁMV que vemos a continuacion:
3 —1y) -1 -1
By = (XQ'X)'(XQY),
que, como podemos ver, coinciden con los estimadores de MCG.

Por otra parte, para obtener el estimador maximo verosimil de la varianza del tér-
mino de perturbacion, tenemos que derivar 1.27 con respecto al parametro de
interés y resolver la ecuaciéon que resulta de igualar esta derivada a cero. Asi,
podemos demostrar que el estimador MV de la varianza del término de pertur-

bacién viene determinado por la siguiente expresion:

01
Ay €Q77e
Ovy = o — 1.29
MV N ( )
Como podemos ver en 1.29, el estimador de maxima verosimilitud de la varian-
za del término de perturbacion, a diferencia de lo que sucedia con el de los para-

metros B, no coincide con el de MCG. 0

1.5.1. Propiedades de los estimadores MV

A partir de los calculos que hemos efectuado en el subapartado podemos dedu-
cir las siguientes conclusiones: 0

a) En primer lugar, por lo que respecta al estimador f}Mv, ya que coincide con el
estimador f}MCG, cumplira las mismas propiedades que éste. Por lo tanto, se trata

de un estimador no sesgado, de varianza minima y consistente en ECM.
b) En cuanto al estimador 62, es un estimador sesgado, y, para comprobarlo,
tomamos esperanzas en 1.29 y obtenemos:

e'Q e

1 _
EloZy] = E N | KE[C'Q le],

y, como sabemos que E[e'Q 'e] = 6*(N — k), tal y como hemos demostrado en
1.24, llegamos al siguiente resultado:

1 N
EloZy] = — E[eQ 'e] =

2 2
. 1.
N N G°# 0 (1.30)

De 1.30 deducimos que el sesgo es:
Sesgo[62y] = E[63y] — 6> = ———0c*— ¢

con lo que se trata de un estimador sesgado por defecto: 62, < o2.

En la expresion 1.24,...

... se demuestra que

E[e"e*] = 6*(N — Kk); pero
también debemos recordar la
expresion 1.18, que relaciona
e''e’ con e'Q e y tener

en cuenta que fiMV = fiMCG.
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Sin embargo, por otra parte, los resultados obtenidos ponen de manifiesto que
es un estimador asintéticamente no sesgado, atendiendo a que, cuando N — <o,

el sesgo tiende a cero, o, lo que es lo mismo:

N
limTk - 1= E[GI%/IV] — o2

u
N—oo

1.6. Normalidad del término de perturbacion y contraste
de normalidad de Jarque-Bera

Validar o refutar la hipotesis de distribucion normal del término de perturbacion
es importante por varios motivos, de entre las cuales podemos destacar las dos
que mencionamos a continuacion: 0

a) Si bien las propiedades de los estimadores MCO y MCG no dependen de la
distribucién de probabilidad que se suponga para el término de perturbacion, la
derivacion que hemos efectuado para encontrar el estimador MV si que depen-
de del supuesto de normalidad de las perturbaciones.

b) Todo el proceso de inferencia estd basado en el supuesto de distribuciéon nor-
mal de las perturbaciones, puesto que los estimadores solo se distribuyen segan
una normal si, y s6lo si, el término de perturbacion se distribuye segin una ley
normal. En consecuencia, si la hipotesis de normalidad de la perturbacion no se
cumple, los test de la t de Student y la F de Snedecor que conocemos no son
validos.

En resumidas cuentas, la normalidad de la perturbacion es una hipo-
tesis basica que se tiene que cumplir, en primer lugar, para la construc-
cion de los estimadores MV tal y como los hemos estudiado y, en segun-
do lugar, para la realizacion de inferencia, es decir, los contrastes de
hipotesis.

El contraste de normalidad de Jarque-Bera

Las hipétesis nula y alternativa de este contraste son éstas:

H, : U ~ Normal.
H, : U + Normal.

El contraste de normalidad de Jarque-Bera esta basado en el coeficiente de asi- ot ea )
El término inglés correspondiente

a asimetria es skewness.
** El término inglés correspondiente
macion de cuyo modelo queremos contrastar si el término de perturbacion se a apuntamiento es kurtosis.

metria* y en el coeficiente de apuntamiento** de los residuos MCO de la esti-

distribuye de acuerdo con una ley normal o no; en otras palabras, se basa en la
forma que presenta el histograma de los residuos estimados.
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Los coeficientes de asimetria, b;, y de apuntamiento, b,, vienen determinados

por las siguientes expresiones:

N N
~7 3
YN NY e}
i=1 _ i=1
bl = ’ bz - ’
N 3/2 N 2
2 2
€ e
i=1 i=1

donde e, representa los residuos del ajuste MCO del modelo.

A continuacién presentamos la definicion del estadistico de prueba:

ﬁ_}_ (b2_3)2 ~X2

2 =N .
X0 6 24 2

La regla de decision que utiliza el contraste de Jarque-Bera es la siguiente:

e Siyl= X%;(x = rechazamos H, = U + Normal.

* Six% < %3, = no rechazamos H, = U ~ Normal.

De manera intuitiva, la idea que subyace en este test es que, cuanto mas asi-
meétrico (la parte derecha de la izquierda) y menos mesocurtico (mas platicar-
tico o mas leptocurtico) sea el histograma de los residuos MCO, mayor sera el
valor del estadistico de prueba, lo cual serd un reflejo del hecho de que tiene
menos apariencia de distribuciéon normal. De hecho, si la distribucién es per-
fectamente simétrica (b, = 0) y mesocurtica (b, = 3), el estadistico de prueba
vale cero, hecho que indica que nos encontramos ante una distribucién nor-
mal “perfecta” en los residuos MCO. En este caso, el valor de x2 conducira,
como es 16gico, a no rechazar la hip6tesis nula de normalidad de los términos

de perturbacion.

Una forma grafica de contrastar la normalidad de las perturbaciones consiste en
visualizar el histograma de los residuos. Este grafico transmite basicamente la
misma informacién que el contraste de Jarque-Bera, aunque también permite ver
con facilidad si el perfil de la distribucién de los residuos se parece o no al de una
distribuciéon normal. 0

Ejemplo de aplicaciéon del test de Jarque-Bera

A continuacién, nos disponemos a presentar una aplicacién del test de Jarque-
Bera. El ejemplo tiene por objetivo mostrar inicamente como hay que llevar a
cabo el contraste mencionado, y presentar los resultados dejando a un lado
otros conceptos o cuestiones que ya conocemos de los subapartados anteriores.

Los términos platiciirtico,
leptociirtico y mesociirtico

Los términos platictirtico

y leptoctirtico indican que

la funcion de distribucion
considerada tiene una forma
mas achatada o mas
puntiaguda que la
distribucién normal estandar.
El término mesocdrtico

indica que la funcién de
distribucién se comporta
como una distribucién normal
estandar.
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Asi, supongamos que, a partir de 1.000 observaciones correspondientes a una
variable endogena y dos variables explicativas, X, y X3, se ha estimado por MCO
el siguiente modelo de regresion:

Y, = By + BoXy + BsXy + 1 Vi=1,2, ..., 1.000.

Para comprobar la normalidad del término de perturbacion mediante la aplica-
cion del test de Jarque-Bera, tras haber estimado el modelo por MCO (presenta-
mos los resultados de esta estimacién en el cuadro de resultados que tenemos
continuacion), debemos obtener los residuos del ajuste, y, acto seguido, los coe-
ficientes de asimetria y de apuntamiento (presentamos este resultado, junto con
otros estadisticos asociados a los residuos, en el cuadro de contraste de norma-
lidad que veremos mas adelante) para calcular, finalmente, el estadistico de

prueba.

Resultados de la estimacion por MCO

Variable dependiente: Y

Nimero de observaciones: 1000

VARIABLE COEFICIENTE ERROR ESTAD. ESTADISTICO T SIGNIFICACION

c 2.9573818 0.0811362 36.449594 0.0000

X, 5.6300000 0.1053563 53.437706 0.0000

X, -2.7647678 0.1030915 -26.818580 0.0000
R-squared 0.785027 Mean of dependent var 4.478648
Adjusted R-squared 0.784596 S.D. of dependent var 2.065799
S.E. of regression 0.958772 Sum of squared resid 916.4851
Log likelihood -1375.334 F-statistic 1820.397
Durbin-Watson stat 1.913624 Prob(F-statistic) 0.000000

Como podemos observar en el siguiente cuadro, los coeficientes de asimetria y
de apuntamiento valen, respectivamente, -0,008076 (valor muy préximo a cero,
lo cual significa que se trata de una distribucion muy poco asimétrica) y
2,968900 (muy proximo a tres; asi que, es una distribucion casi mesocurtica).
Estos resultados ya nos hacen pensar que no podremos rechazar la hipétesis nula
de normalidad.

Contraste de normalidad

Rango: 1-1000

Nimero de observaciones: 1000

Skewness -0.008076 Kurtosis 2.968900
Jarque-Bera normality test stat. 0.051171 Probability 0.974739

Esta sospecha se confirma al calcular el estadistico de prueba del test de Jarque-
Bera, que, como pudimos ver en el cuadro anterior, es 0,051171 y deja a su dere-
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cha una probabilidad del 97,4739%, lo cual nos lleva, en efecto, a considerar que
el término de perturbacién tiene una distribuciéon normal.

Para terminar, mostramos el histograma de los residuos que confirma la nor-
malidad:
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2. Heteroscedasticidad

Tras haber estudiado el caso general sobre el incumplimiento de las hipotesis
bésicas del MRLM por lo que respecta al término de perturbacion, veremos el
caso particular del incumplimiento del supuesto basico de homoscedasticidad, es
decir, el problema de la presencia de perturbaciones heteroscedasticas en el
modelo de regresion. Analizaremos las causas y las consecuencias de la existen-
cia de heteroscedasticidad en el modelo de regresion, y la manera de detectar y
solucionar el problema en el modelo.

2.1. Definicion y causas

En este subapartado veremos con claridad en qué consiste la heteroscedasticidad y
las posibles causas que generan este problema en torno al modelo de regresion. 9

Tal y como vimos, uno de los supuestos que hicimos sobre el comportamiento del
término de perturbacion es que su varianza era constante e igual para todas las obser-
vaciones, es decir, que todos los elementos de la diagonal de la matriz de varianzas

y covarianzas del término de perturbacion eran constantes e iguales entre si:

0 0 1 O 0
o2 0 0O 1 .. O

=0, |: : ~ :|=0ly (2.1)
0 o2 0 0 1

Cuando el término de perturbacién cumple este supuesto, decimos que es

homoscedéstico, o bien que se cumple el supuesto de homoscedasticidad.

Situacion de homoscedasticidad en un MRLS

P(U)

Ved el caso general sobre el
incumplimiento de las hipétesis
bésicas del MRLM sobre el término
de perturbacion en el apartado 1
de este médulo didactico.

Ved las hipétesis sobre el término de
perturbacién en el MRLM del subapartado
2.2.2 del médulo “Modelo de regresion
lineal miltiple...”.

Situacion
de homoscedasticidad

En este gréfico, aparece
representada una situacion
de homoscedasticidad en un
modelo de regresion lineal
simple, en el supuesto

de que el término de
perturbacién se distribuye
segin una normal. En este
gréafico podemos apreciar
que la variabilidad del
término de perturbacién
es la misma para todas

las observaciones.
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Cuando el supuesto de homoscedasticidad no se cumple, es decir, cuando
la varianza del término de perturbaciéon no es constante y, por lo tanto,
todos los elementos de la diagonal principal de la matriz de varianzas y
covarianzas no son iguales entre si, diremos que el término de perturba-
cion es heteroscedastico o bien que tenemos un problema de heterosce-
dasticidad en el modelo.

En caso de heteroscedasticidad, la matriz de varianzas y covarianzas del término
de perturbacion dejara de ser igual a 2.1, y respondera a la expresiéon que vemos

a continuacion:

= o2Qy; (2.2)

es decir:

VAR[y] =o6% Vi=1,..,N.
En cualquier caso, es importante tener en cuenta que para que haya heterosce-
dasticidad no todas las varianzas de los términos de perturbacion tienen que ser
diferentes, sino que solo es preciso que una de las varianzas de algan término de

perturbacion sea diferente de la del resto. Esta situacion tendra lugar cuando las

varianzas de los términos de perturbacion varien de unos individuos a otros (en Ved 1os datos de corte ransvereal

. . y los datos de ambito temporal en el
caso de trabajar con datos de corte transversal) o cuando varien a lo largo del subapartado 1.3 del méduio “Modelo
de regresion lineal mdltiple...”.

tiempo (en caso de trabajar con datos de ambito temporal). 0

Situacion de heteroscedasticidad en un MRLS

P(U)

Situacion
de heteroscedasticidad

Y En este grafico aparece
registrada la situacién en

la que la variabilidad de

los diferentes términos de
perturbacién no es la misma,
por lo que tendremos

una situacién de

X heteroscedasticidad.

Tras haber visto en qué consiste la heteroscedasticidad, analizaremos los motivos
que pueden dar lugar al hecho de que aparezca este problema en el modelo de
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regresion. Por norma general, las causas se clasifican en tres grupos diferentes:
estructurales o tedricas, muestrales y espurias. A continuacion, presentamos las

causas de la heteroscedasticidad con mas detalle: 0

a) Las causas teoricas se producen cuando trabajamos con modelos de corte
transversal con unidades muestrales que presentan un comportamiento muy
heterogéneo.

Ejemplos de heteroscedasticidad por causas tedricas
Veamos ahora dos modelos que presentan heteroscedasticidad por causas teoricas:
1) Suponemos que tenemos al siguiente modelo:

Ci=B, +BY,+uy; Vi=1,.,N,

en el que se explica el nivel de consumo, C;, de diferentes unidades familiares en funcién de
surenta, Y;. Las familias con niveles de renta bajos tendrdn un comportamiento muy homo-
géneo entre si, es decir, sus gastos en bienes de consumo representaran una proporcién muy
elevada de su renta destinada a las necesidades bésicas. Por otra parte, las familias con ren-
tas mas elevadas tendran pautas de consumo mas heterogéneas entre si, dado que una vez
satisfechas sus necesidades basicas dispondrdn de un mayor excedente de renta que pueden
destinar a otro tipo de consumo, o bien al ahorro.

En este caso, tendremos un comportamiento heteroscedéstico, ya que a medida que la renta
aumenta, también se produce un incremento en la variabilidad del consumo, que no se
explica por ninguna variable del modelo.

2) Otro ejemplo en el que hallaremos una situacién similar a la anterior se encontraria en
el siguiente modelo:

Div; =B, + B,BY +u; Vi=1, .. N,

en el que los dividendos repartidos (Div;) por las empresas dependen de los beneficios obte-
nidos (BY). A medida que los beneficios incrementan, la proporcién de éstos que cada una
de las empresas destinard a retribuir a sus accionistas variard en gran medida. Algunas
empresas preferirdn utilizar los beneficios para la autofinanciacién, otras querran tener con-
tentos a sus accionistas, etc.

Como hemos visto, los dos ejemplos utilizados tienen en comun la existencia de un com-
portamiento muy heterogéneo en las unidades muestrales en cuanto a su comportamiento
respecto de las variables analizadas en el modelo.

En otro modulo de esta asignatura veremos el caso en el que la variable endoge-
na que tenemos que modelizar es cualitativa. En este caso, el modelo de regre-
sion conocido como modelo de probabilidad lineal sera heteroscedastico.

b) Por otra parte, la heteroscedasticidad no tiene por qué surgir en el modelo
Unicamente por motivos teéricos. En algunas ocasiones, los problemas de hete-
roscedasticidad aparecen debido a la manera de registrar la informacién muestral
(causas muestrales). Estas situaciones se dan cuando no se encuentra disponible
la informacion para la que esta especificado el modelo, y hay que trabajar, por
ejemplo, con valores medios o agregados para submuestras de la muestra global.

Ejemplo de heteroscedasticidad por causas muestrales

Supongamos que queremos estudiar los gastos en bienes de consumo de las familias catala-
nas, pero estos datos no estan disponibles, por lo que tenemos que trabajar con los gastos
en consumo agregado o medio de las comarcas catalanas.

Pues bien, el modelo con datos agrupados presentard heteroscedasticidad si el nimero de
individuos de cada uno de los grupos es diferente, aunque el modelo original no tenga pro-
blemas de heteroscedasticidad.

Ved el modelo de probabilidad lineal
en el subapartado 1.1 del médulo
“Variables dependientes cualitativas”.
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A continuacion vamos a ver las dos situaciones antes mencionadas con las que

podemos encontrarnos:

En el caso de que estuviésemos trabajando con datos en valores medios de
los datos iniciales, la varianza del término de perturbacion sera inversamen-
te proporcional al nimero de individuos u observaciones de cada submuestra

0 grupo.

Varianza del término de perturbacion cuando se trabaja con datos
en valores medios

Para ilustrar esta situacion, utilizaremos el siguiente ejemplo: supongamos que tenemos el
modelo de regresion lineal simple que mostramos vemos aqui:

Yi=B, +B X, +u, Vi=1,.,N,
u; ~ N[0,63], E[uu] =0 Vi #j,

que estd correctamente especificado y no presenta ningtn problema en cuanto a su térmi-
no de perturbacion. Sin embargo, por problemas con la disponibilidad de los datos, s6lo dis-
ponemos de los valores agregados en medias de las variables integrantes del modelo para |
grupos o submuestras, siendo n; el nimero de observaciones o individuos registrados en
cada uno de los grupos. Por ejemplo, podriamos tener J grupos como los que podemos ver
en el siguiente grafico, en el que hay 5 observaciones al primer grupo, 4 al segundo, etc.:

e . — —
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 N—1N
v v vy v

J
Por lo tanto, tendremos que En, = Ny el modelo especificado sera:
j=1
?j =B+ B;X,‘ + aj vi=1,..,]

doénde Y// y X- son los valores medios de los componentes de la variable enddgena y de la
variable ex6gena para cada grupo, es decir:

1 X
—EYI, vVi=1,..]J].
n; i=

Y;

— 1

1
X,i=—2X;, Vi=1,..,]
j ”,' 1221 i ] ’ ']

De manera analoga, el término de perturbacién del modelo anterior, ﬂ,, sera la media de los
n; términos de perturbacion de cada uno de los grupos:

;

_ 1 )
= Su; Vji=1,..,].

Asi pues, el valor esperado y la varianza del nuevo término de perturbacion ﬂj seran:

I
=)
<
I
=
=

— 1 X 1 ;. 1 2
Elu] = E[— D u| = —E| > u,| = — > E[y;
() [n,z] . [Su) S

VAR[E,-] - E[ﬂ,-z] = E[(ni ﬁ;ui)z] _ %E[(iu,)z] -

i i= n; \i=a

ns

3~

n 1 1 .
EIE[MIZ] = ?l’ljﬁlzl = 7(5,21 V] = 1, veny ]
= j J

Como podemos apreciar, la varianza del nuevo término de perturbacién es inversamente
proporcional al niimero de individuos u observaciones de cada una de las submuestras o
grupos. En consecuencia, si el nimero de individuos de cada uno de los grupos es diferen-
te, tendremos un término de perturbacion heteroscedéstico, debido a que la varianza no serd
constante para todas las observaciones (grupos en este caso).

Nota: en la expresion de la
varianza tenemos en cuenta que

E[uu] =0 Vi#j.
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En este caso, la matriz de varianzas y covarianzas del término de perturbacion sera igual a:

2 1
Ou 0 0 — 0 0
n n
2 1
o 2 . 9 0 . 0
VAR[] = 2 - 2 = 20,
2 1
] ]

Entonces, la matriz de varianzas y covarianzas no serd escalar, ya que los elementos de su
diagonal principales son diferentes entre si*.

En caso de que trabajemos con datos agregados, es decir, cuando se dispone
de la suma de los valores adoptados por las variables de interés de los indivi-
duos, u observaciones de las submuestras o grupos, la varianza del nuevo tér-
mino de perturbacién serd proporcional al nimero de individuos u observa-

ciones de cada uno de los grupos.

Varianza del término de perturbaciéon cuando trabajamos con datos
agregados

Tenemos que plantear el problema de la heteroscedasticidad en términos similares a lo que
hemos hecho para el caso de los datos en medias. Asi pues, si partimos del modelo visto en
el ejemplo de heteroscedasticidad, cuando trabajamos con datos en valores medios de los
datos iniciales, pero la informacion para los diferentes individuos no estd disponible y s6lo
tenemos acceso a los datos agregados, el modelo que podemos utilizar sera el siguiente:

Ye=PB1+BX+uf Vi=1,..,]

donde Y§y X9 son el valor agregado de la variable endogena y de la variable exdgena para
cada grupo:

Y‘; = EY, V] = 1; ceny ]/
X1 = ;Xi vi=1,..].
De manera andloga, el término de perturbacion del modelo considerado, 1, serd la suma de

los n; términos de perturbacion de cada uno de los grupos:

;

ui=>>u Vji=1,.,]J
i=1
El valor esperado y la varianza del nuevo término de perturbacion seran:

E[u?] = E[Eui] - E[ju,. ~SEul=0 Vji=1,..,J
=1 i=1 =1

v o] - 3] - {5 -
- gE[”%] =2 Vj=1,..,].

Por lo tanto, la matriz de varianzas y covarianzas del nuevo término de perturbacion sera:

0 0 0 .. 0

n,62 0 n, 0
VAR[1] = : :

0 n,c% 0 y

¢) En cuanto a las causas que hemos denominado causas espurias, éstas se pro-
ducen cuando podemos detectar la presencia de heteroscedasticidad en el mode-
lo, pero la que se debe al incumplimiento de otros supuestos basicos del mode-
lo de regresion.

* La matriz de varianzas y
covarianzas sélo seria escalar si
todos los subgrupos tuvieran
el mismo nimero de individuos.

Nota: en la expresion de la
varianza hay que tener en cuenta
que E[uay] =0 Vi #j.
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Ejemplo de heteroscedasticidad por causas espurias

La especificacion erronea del modelo provoca la aparicion de heteroscedasticidad en el
modelo de regresion, ya que, si omitimos una variable relevante, el término de perturbacion
del modelo especificado de forma errénea es heteroscedéstico al captar el efecto de la varia-
ble omitida. Supongamos que el modelo correctamente especificado es el siguiente:

Y, =By + BXy + BsXy +u; Vi=1, ..., N,

pero, el investigador ha cometido un error y especifica el siguiente modelo, en el que se ha
omitido una de las dos variables explicativas:

Yi=B +B Xy tv, Vi=1,..,N,

donde el nuevo término de perturbacién sera igual a v; = u; + ;X3;. Por lo tanto, la varian-
za de v; sera igual a VAR[v}] = ol B2 X2, que no serd constante y dependera de la evolucion

de la variable omitida.

Asimismo, podemos llegar a detectar la presencia de heteroscedasticidad si hay un cambio
estructural no detectado en el modelo analizado, tal y como se muestra en el grafico que

encontramos a continuaciéon:

Cambio estructural no detectado

Tras haber visto en qué consiste la heteroscedasticidad y los posibles motivos que
pueden causar su aparicién en el modelo de regresion, analizaremos las conse-

cuencias de la estimacién por MCO en presencia de heteroscedasticidad.

2.2. Consecuencias de la estimacion por MCO

La heteroscedasticidad es un caso particular del que hemos estudiado con res-
pecto a la presencia de perturbaciones no esféricas en el modelo de regresion. Asi
pues, ya conocemos las consecuencias del uso de los estimadores MCO en pre-

sencia de perturbaciones heteroscedasticas. 0

Los estimadores MCO de B, tal y como vimos, seran lineales, no sesgados, con-
sistentes en ECM, pero ineficientes, es decir, ya no son los estimadores de varian-
za minima. Existen otros estimadores que tienen una menor varianza en la fami-

lia de los estimadores lineales y no sesgados. 0

Ved el caso de presencia

de perturbaciones no esféricas

en el modelo en el subapartado 1.1.1
de este médulo didactico.
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Ademas, no podemos dejar de tener presente que con perturbaciones no esféri-
cas, en este caso heteroscedasticas, para obtener la matriz de varianzas y cova-

rianzas del estimadores MCO de B, no podemos utilizar la expresion:
c*(X'X)!, (2.3)

que dedujimos en otra asignatura, porque estariamos subestimando la varianza
de los estimadores MCO, ya que, tal y como vimos en el apartado anterior, la
matriz de varianzas y covarianzas de los estimadores MCO con perturbaciones
heteroscedasticas es:

S2(X'X) " IX'QOX (X'X) L. (2.4)

Como hemos estudiado, el método adecuado de estimacién en presencia de per-
turbaciones no esféricas es el de MCG. Mediante este método obtendremos esti-
madores lineales, no sesgados, eficientes y consistentes en ECM. Para utilizar este
método, es necesario conocer la matriz Q con el fin de aplicar cualquiera de las
expresiones conocidas de este estimador MCG: O

Método MCG

Aproximacion directa Aproximacion en dos etapa
N A 18 Pra—
Byco= (X'Q'X)'(X'Q7'Y) By = (X'XHTIXMY
n — ~2(X'O-1%)-"

VAR[Bycql = 6?(X'Q7'X) VAR[By ] = 02(X"X7) !
Y =P'Y
X' =P'X
Q= PP

Esto supone un problema afiadido, ya que, excepto en caso de que la heteroscedas-
ticidad tenga causas muestrales, es decir, que esté motivada por la manera de regis-
trar los datos, desconocemos la forma de la matriz Q y tendriamos que estimarla, lo

cual supone estimar N pardmetros o elementos desconocidos adicionales*. 0

Por este motivo tendremos que hacer supuestos o hipoétesis sobre la forma fun-
cional de la heteroscedasticidad. En el apartado siguiente analizaremos los
supuestos o hipoétesis que se utilizan con mayor frecuencia para especificar la
forma funcional de la heteroscedasticidad. Mas adelante veremos cémo podre-
mos detectar la presencia de la heteroscedasticidad en el modelo y como pode-
mos proceder para estimar Q. 0

2.3. Esquemas de dependencia funcional de la varianza

En este subapartado veremos las hipétesis o supuestos en torno a la evolucion
de la varianza del término de perturbacién formuladas con mayor frecuencia.
Son las siguientes: 0

Ved la expresion de la matriz de varianzas
y covarianzas de los estimadores MCO
de B en el subapartado 2.3.2 del médulo
“Modelo de regresion lineal mdiltiple...”.

* Estos parametros son los

parametros desconocidos

adicionales que aparecen
en la expresion 2.2.

Ved cémo podemos detectar la presencia
de la heteroscedasticidad y cémo hay
que estimar Q de la forma debida

en los subapartados 2.4 y 2.5 del presente
médulo didactico.
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1) La varianza del término de perturbacion es directamente proporcional a una
variable Z. Esta variable puede ser una variable exdgena, o explicativa, o una varia-

ble que no esté presente en el modelo:

VAR[u] = 8Z, §>0 Vi=1,..N. (2.5)

2) Lavarianza del término de perturbacion es directamente proporcional al cua-

drado de una variable Z:
VAR[y;] = SZ,-Z 6>0 Vi=1,..,N. (2.6)

El segundo supuesto garantiza la existencia de varianzas positivas para cualquier
valor que pueda adoptar la variable explicativa Z, situaciéon que no se garantiza
en el primer supuesto.

La relacion entre el término de perturbacién y la variable Z, en el primer y segun-
do supuestos, se puede representar mediante la grafica que vemos a continua-

cion:

Relacion entre el término de perturbacion y Z
en los dos primeros supuestos

En dicha gréafica podemos apreciar que, a medida que se incrementan los valores
adoptados por la variable Z, la variabilidad del término de perturbacion también

aumenta.

3) La varianza del término de perturbacion es inversamente proporcional a una
variable Z:

1
VAR[y;] = 57 6>0 Vi=1,..,N. (2.7)
4) La varianza del término de perturbacion es inversamente proporcional al cua-
drado de la variable Z:

VAR[u;] = 5% §>0 Vi=1,..N. (2.8)

De la misma manera...

... que en los supuestos 1

y 2, el supuesto 4 garantiza
la existencia de varianzas
positivas para cualquier valor
de Z, algo que no sucede

en el supuesto 3.
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La relacion entre el término de perturbacién y la variable Z, en el tercer y cuar-

to supuestos, se puede representar mediante la grafica de la pagina siguiente:

Relacion entre el término de perturbaciony Z
en los supuestos tercero y cuarto

En el grafico que acabamos de ver podemos apreciar que, a medida que incre-
mentan los valores adoptados por la variable Z, la variabilidad del término de
perturbacion disminuye.

5) La varianza del término de perturbacion es una funcién lineal de la variable Z.
Este supuesto se conoce con el nombre de heteroscedasticidad aditiva:

VAR[u] = 8, + 8,2, 8 >0yd, >0 Vi=1,..N. (2.9)

6) La varianza del término de perturbacion es una funcidon exponencial de la
variable Z. Esta hipoétesis se conoce con el nombre de heteroscedasticidad mul-
tiplicativa:

VAR[y;] = exp[§, + 6;Z;] Vi=1, ..., N. (2.10)

Podemos generalizar los supuestos quinto y sexto en un ntimero mayor de varia-
Los supuestos

bles, de manera que la evolucién de la varianza del término de perturbacién no del 1 al 4,...

dependa Ginicamente de una sola variable, sino que evolucione en funcién de un
... tal y como podemos

conjunto de variables, como se muestra en la siguiente tabla: apreciar, no son mas que
casos particulares de los
casos 5y 6, después de

Generalizacién en un conjunto de variables de los supuestos aditivo y multiplicativo rea!izglr un cambio de
variable y una

Heteroscedasticidad Evolucién de la varianza del término de perturbacion reparametrizacion.
Aditiva VAR[w)] = 8y + 8,Zy; + 8,2 + ... + §Z; Vi=1,.,N
Multiplicativa VAR[u;] = eo3%it8:Zat 482 yi=1, . N

En un principio hemos comentado que la variable Z o el conjunto de variables
en funcion de las cuales evoluciona la varianza del término de perturbacion pue-
den ser variables ex6genas del modelo o variables ajenas a éste. Por norma gene-

ral, en cualquier caso, supondremos que las variables causantes de la evolucion

de la varianza pertenecen al conjunto de regresores* del modelo analizado. Es

* Los regresores son las variables

decir, supondremos que la variable o las variables que causan la heteroscedasti- explicativas del modelo.

cidad de los modelos se encuentran entre los regresores. 0
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Y lo haremos de esta manera, porque suponer que la varianza del término de per-
turbacion evoluciona en funcién de variables ajenas al modelo seria un indicio

de que nos encontramos ante un problema de omisién de variables relevantes.

Tras haber visto los posibles esquemas de heteroscedasticidad, estudiaremos
como podemos detectar la presencia de heteroscedasticidad en un modelo de
regresion mediante métodos graficos y contrastes. 0

2.4. Deteccion de heteroscedasticidad

Para detectar la presencia de heteroscedasticidad en el MRLM, utilizaremos, fun-
damentalmente, dos tipos de métodos: los métodos graficos y lo que conoce-
mos como contrastes.

Entre estos dos tipos de métodos, los mas fiables son los contrastes, puesto que, tal
y como veremos a continuacion, con los primeros s6lo podemos obtener indicios
de la existencia de heteroscedasticidad, pero no podemos decir con certeza si una
variable o un conjunto de variables son los causantes de la existencia de ésta. En pri-
mer lugar, analizaremos los métodos graficos y, a continuacion, los contrastes. 0

2.4.1. Métodos graficos

Los métodos graficos consisten en el andlisis grafico de los residuos obte-
nidos a partir de la estimacién por MCO del modelo analizado.

Los métodos graficos estan basados en el hecho de que los residuos MCO son
estimadores consistentes de los términos de perturbaciéon; por lo tanto, si hay
problemas de heteroscedasticidad en el término de perturbacion del modelo,
podemos detectarlos en los residuos.

En concreto, estos métodos consisten en representar graficamente los residuos o
diferentes transformaciones de los altimos (el valor absoluto o el cuadrado) en
funcién de cada una de las variables exogenas, o regresores, del modelo. Si la
variabilidad de los residuos, del valor absoluto o del cuadrado crece o decrece,
serd un indicio de que la variable ex6gena seleccionada es la causante de la hete-
roscedasticidad del modelo.

En los graficos que presentamos a continuacion aparecen registradas algunas de
las representaciones graficas tipicas que permiten reconocer una variable como

la causante de la heteroscedasticidad:

a) En el grafico de la pagina siguiente, nos encontrariamos con que la variabilidad
del residuo es directamente proporcional a la evolucion de la variable ex6gena:

Ved la omisién de variables relevantes
como a causa de heteroscedasticidad
en el subapartado 2.1 de este médulo
didactico.
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b) En este otro grafico aparece la situacion contraria, es decir, cuando la variabi-
lidad de los residuos es inversamente proporcional a la evolucion de la variable
exogena:

c) Para acabar, en el Gltimo grafico que presentamos se muestra una situacion que
es el compendio de las otras dos: en un principio, la variabilidad de los residuos crece
a medida que lo hace la variable, pero, a partir de un punto determinado, la varia-
bilidad de los residuos se vuelve inversamente proporcional a la variable exdgena.
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2.4.2. Contrastes de heteroscedasticidad

Ahora nos disponemos a estudiar los contrastes principales para detectar la pre-
sencia de heteroscedasticidad en el MRLM. Debemos tener en cuenta que no hay
un contraste universal para la heteroscedasticidad que nos permita saber con
absoluta certeza si el modelo presenta o no presenta problemas de este tipo,
puesto que los diferentes rasgos de heteroscedasticidad contrastan la presencia
de un determinado tipo de heteroscedasticidad. 0

Todos los contrastes de heteroscedasticidad que analizaremos tienen las
mismas hipoétesis nulas y alternativas. En todos ellos, con la hipodtesis
nula, el modelo sera homoscedastico, mientras que, con la hipotesis alter-
nativa, el modelo tendra problemas de heteroscedasticidad; es decir:

* Hy:VAR[y) = 02 = homoscedasticidad.w
. 2.11)

e H,:VAR[y;] = csf,i = heteroscedasticidadj

Los contrastes que estudiaremos son el de Breusch-Pagan, Golfeld-Quandt, Gles-
jer y White; veremos sus caracteristicas principales, como utilizarlos y las limita-

ciones que presentan.

Test de Breusch-Pagan

El test propuesto por Breusch y Pagan es un contraste muy general que permite
cubrir un amplio espectro de situaciones. Este test supone que la estructura de
heteroscedasticidad presente en el modelo es la siguiente:

VAR[u] = 6% = h(Zja), (2.12)

en el que h es la forma funcional, que supondremos lineal sin pérdida de gene-
ralidad, Z;, un vector de variables de dimension (p + 1) en el que se registran la
observacion i-ésima de las p variables causantes de la heteroscedasticidad, y o es
otro vector de orden (p + 1), en el que registraremos los pardmetros asociados a
cada una de las variables Z;:

1 £
Zy; %
Z, = Z,y;|7 0= |02

o
pi ,p,

O
O

VAR[w)] = Zjoo = (1 Zy; Zy; ... Zp) |0y | = O + 04 Zy; + 02y + oo + 0,7, (2.13)
%)
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Si escribimos la expresion anterior para todas las observaciones, obtendremos:

VAR[u)] = 62 = 0 + 0,2y, + 0,2y + 0323, + ... + 0,7,

u, pl-
VAR[u,] = 62 = 0 + 04 Z15 + 0,2z + 03Z35 + ... + 0,25,
VAR[uj] = Glzl; = (XO + (X1Z]3 + (XZZZ?) + 0%233 + ...+ (pops. (2.14)

VAR[uy] = 02 = 0y 0, Zy + 0oy + 03Zsy + .o + 0,7,

Y supondremos que tenemos varianzas diferentes para cada uno de los términos de
perturbacion y que la evolucion de éstas depende de un conjunto de variables Z;;.

Asi pues, si disponemos de informacién para estimar 2.14, para saber si hay hete-
roscedasticidad, s6lo tendremos que realizar el contraste de significaciéon global
de parametros, ya que:

Sioy =0, =03 =..=0,=0=02 = q, (2.15)
Entonces, cuando hacemos el contraste, se dard uno de los dos casos siguientes:

* No rechazar la hipdtesis nula Hy, : oy = o = 03 = ... = 0, = 0 supondria que
la varianza del término de perturbacion es constante e igual a o, lo cual

quiere decir que el modelo original es homoscedastico.

e Por otra parte, si rechazamos la hipotesis nula, la varianza del término de per-
turbacion dependera de las variables Z;, no sera constante y el modelo sera
heteroscedastico.

El problema consiste en el hecho de que desconocemos la evolucién de la varian-
za del término de perturbacion (cf,,_), con lo que las relaciones 2.14 no son esti-
mables y, por tanto, no podemos llevar a cabo el contraste. Una solucion es uti-
lizar una aproximacién de la evolucién de la varianza del término de perturbacién
(cf,,_). En este caso, la solucién propuesta por Breusch y Pagan consiste en utilizar
los residuos normalizados al cuadrado, tal y como veremos. 0

Para llevar a cabo el contraste de Breusch-Pagan, tenemos que seguir las
siguientes etapas: 0

1) Estimar el modelo original Y = XB + U por MCO, y obtener los residuos
MCO (es decir, ¢)).

e'e
N

. . € ..
2) Calcular el residuo normalizado, 761 , para cada observacion, en la que 814 =
u

es la raiz cuadrada del estimador MV de la varianza del término de perturbacion.

2
. . . . ]
3) Elevar al cuadrado los residuos normalizados obtenidos en el paso anterior, »5-.

u
Esta sera la aproximacion que utilizaremos para captar la evolucion de la varianza

del término de perturbacion (Gii).
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4) Estimar por MCO la regresion auxiliar que vemos a continuacién:

e
Ay = Og + 0nZy; + 02y + 0375 + o+ 0,2, + V. (2.16)

u

2
i

Q

5) Obtener la SCE de la regresion anterior. Segin la hipotesis nula, la SCE/2 se
distribuye como una x-cuadrado con p grados de libertad:

SCE )
o T Ap (2.17)

La regla de decisiéon que utilizaremos al hacer el contraste de Breusch-
Pagan serd la siguiente:

SCE N

* 5, = xfw = rechazamos la hip6tesis nula = no hay

homoscedasticidad.

SCE

2 .oz .
* 5 <Xpa=nO rechazamos la hip6tesis nula = hay

homoscedasticidad. (2.18)

> (2.18)

La interpretacion de esta regla de decision es ésta: si U es homoscedastico, el con-
junto de variables registradas en el vector Z; no tendran ningan poder explicativo
en cuanto a los residuos normalizados; por tanto, la SCE serd pequefia, el estadis-
tico de prueba también serd pequefio y menor que el valor de las tablas de la xfw.
Pero, si nos hallamos en el caso contrario, y la varianza de los términos de pertur-
bacion depende del conjunto de variables registradas en Z, una parte importante
de la variabilidad total de los residuos normalizados al cuadrado sera explicada por
Z; asi pues, la SCE y el estadistico de prueba seran grandes y éste tltimo serd mayor
que el valor de tablas. 0

Si finalmente concluimos que hay heteroscedasticidad en el modelo, para poder
aplicar MCP tendremos que multiplicar las observaciones de las variables por

. A . .z .
VZ8 siendo & la estimacién obtenida en 2.16.
i

Para finalizar con los aspectos relacionados con el contraste de Breusch-Pagan,
Gnicamente nos queda por comentar las limitaciones de éste, que podemos resu-

mir en los siguientes puntos: 0

o Este contraste solo es estrictamente valido cuando trabajamos con muestras

grandes, ya que SCE/2 solo se distribuye como una xf, asintoticamente.

e DPuede no detectar heteroscedasticidad en el modelo (aunque el término de
perturbacion sea heteroscedastico) si las variables registradas en Z; no son sus

causantes.

Ejemplo de contraste de Breusch-Pagan

Se ha estimado el siguiente modelo de regresién con dos variables explicativas y un térmi-
no independiente a partir de una muestra de N = 100 observaciones:

¥ = 3814,821 — 8,321X,, — 1340,062X;;,

El parametro p...

... es el nimero de regresores,
o variables explicativas, de

la evolucién de la varianza

del término de perturbacién
en 2.16.
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donde los valores de la t de Student correspondientes a cada uno de los coeficientes estima-
dos son 4.727, 997, 17, 204 y 1.888, 424.

Nuestra intencion es comprobar si este modelo tiene problemas de heteroscedasticidad. Para
alcanzar este objetivo de contrastar la existencia de heteroscedasticidad, hemos utilizado el con-
traste de Breusch-Pagan, y hemos obtenido los resultados que mostramos a continuacién:

82

o —5— = —0,081 + 0,044X,, — 0,465X;,.

Uppy

e SCE = 162,237.

. SCTR = 81,1185 > X%;(),()S = 5,99,

Al plantear la regresion auxiliar anterior, se supone que todos los regresores son los causan-
tes de la heteroscedasticidad en el modelo.

Como bien podemos apreciar, el estadistico de prueba es superior al valor de tablas de una
x-cuadrado; por lo tanto, en funcion de la evidencia empirica disponible, rechazariamos la
hipotesis nula, es decir, que el modelo original es homoscedastico.

A continuacién, presentamos los mismos resultados, pero suponiendo que el conjunto de
variables causantes de la heteroscedasticidad se redujese inicamente a cada uno de los regre-
sores por separado:

1) Primer regresor, X,;:
22
~— = —1,218 + 0,044X,,

e SCE = 160,746.

5L — 80,373 > 1005 = 3,84,
2) Segundo regresor, Xj;:

82
. 821 = 1,560 — 0,227X5;.
e SCE = 0,356.

% = 0,178 < %305 = 3,84.

Podemos apreciar que, en el supuesto de que la variable causante de la heteroscedasticidad
es X,, rechazamos la hipoétesis nula de que el término de perturbacién es homoscedastico.
Por otra parte, cuando suponemos que la variable causante de la heteroscedasticidad es X3,
la hipoétesis nula no es rechazada.

Asi pues, podriamos concluir, a partir la informacion anterior, que la heteroscedasticidad del
término de perturbacién viene provocada por la variable X,.

Test de Golfeld y Quandt

A diferencia del test anterior, este test es valido para muestras pequefias y cuan-
do podemos atribuir la presencia de la heteroscedasticidad a una anica variable.

Tal y como veremos, se trata de un contraste muy sencillo. g

Este contraste resulta adecuado cuando sospechamos que la varianza del término de
perturbacion esté directa o inversamente relacionada con una variable explicativa.

Para estudiar en qué consiste este test suponemos que la varianza del término de
perturbacion estd relacionada positivamente con uno de los regresores del mode-
lo. Es decir, consideramos los siguientes esquemas de heteroscedasticidad:

e VAR[y] = 8X;, &> 0. ]
(2.19)

| 4
o VAR[y] = &7 &> 0.

En apartados sucesivos iremos presentando
los resultados obtenidos por este mismo
modelo utilizando los diferentes contrastes
que iremos explicando, y veremos, entonces,
qué conclusiones podemos obtener.




© FUOC * PID_00160619 43

Incumplimiento de las hipétesis basicas...

La situacion formulada en 2.19 quedaria registrada en el grafico que muestra la
proporcionalidad directa entre la variabilidad de los residuos y la evolucion de la
variable exdgena.

Teniendo en cuenta todo lo que acabamos de decir, este contraste es mucho mas
especifico que el anterior y no nos permitira cubrir un espectro tan amplio como
el de Breusch-Pagan. Se trata, por tanto, de un contraste adecuado para contras-
tar la presencia de heteroscedasticidad en situaciones muy determinadas. 9

Para llevar a cabo el contraste de Golfeld y Quandt en el supuesto que estamos con-
siderando, tenemos que seguir una serie de pasos que acto seguido podremos ver: 9

1) Reordenar las observaciones de todas las variables del modelo en orden cre-
ciente, de menor a mayor, segiin el orden que induce la variable explicativa que
suponemos que es la causante de la heteroscedasticidad.

2) Eliminar C observaciones centrales partiendo la muestra en tres submuestras:
una primera submuestra que contiene (N — C) / 2 observaciones, una segunda
submuestra que contiene C observaciones y una tercera que contiene (N-C) / 2
observaciones.

3) Estimar una regresion con la primera y tercera submuestras.

4) Obtener la SCR para cada una de las regresiones: SCR; y SCR;.

5) Calcular el siguiente estadistico de prueba:

SCR, _ Fy—c_; N g (2.20)

G~ Q= §ep, 2

Como podemos apreciar, el estadistico de prueba se distribuye con la hip6tesis nula
como una F de Snedecor con [(N — C) /2] — k en el numerador y en el denomina-
dor, es decir, con tantos grados de libertad como los que tiene cada una de las regre-
siones, a partir de los cuales hemos obtenido las sumas de cuadrados de los errores.

La regla de decision que tenemos que utilizar al hacer el contraste de Golfeld
y Quandt es:

* G—Q= Fryc e g, = rechazamos H, = heteroscedasticidad.

> (2.21)
* G—Q < Fxc pnec y,, = no rechazamos Hy = homoscedasticidadj

La interpretacion del contraste es sencilla. Si la varianza del término de pertur-
bacién es directamente proporcional a la evolucion o al cuadrado de la evolucion
de la variable en funcién de la cual se han ordenado todas las variables inte-
grantes del modelo, la variabilidad de los residuos en la tercera submuestra tiene
que ser mucho mayor que la que se da para la primera; por tanto, la SCR; tiene

Ved el gréfico “a. Proporcionalidad
directa” en el subapartado 2.4.1 de este
médulo didactico.

En general, el nimero de
observaciones centrales C que
ueremos eliminar se determina

utilizando C = N/3 o bien C = N/4.

En la expresion 2.21...

... k es el nimero de
parametros del modelo de
regresién inicial y o es el
nivel de significacion.
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que ser mucho mayor que la SCR;. Entonces, el estadistico de prueba sera gran-
de y se encontrara por encima del valor de las tablas de la F.

Y
/
/ [}
/ °
. O . B
—.\A P
. o o ®
\ (]
—~—2 . A: Recta de regresion estimada con
\'\,\ la primera submuestra
B: Recta de regresi6n estimada con
la tercera submuestra
I ) E— |
v v v 2§
Ta submuestra Observaciones 3a submuestra
eliminadas

Es importante que tengamos en cuenta que si en el supuesto que estamos consi-
SCR,
SCR;

sis nula no se rechazaria nunca, atendiendo a que, en este caso, SCR; < SCR; y,

derando definiésemos

, es decir, el estadistico de prueba al revés, la hipote-

en consecuencia, el estadistico de prueba seria menor que 1 y los valores criticos

de la F son siempre superiores a 1. 0
Las limitaciones de este contraste son las siguientes: 0

¢ La potencia del test depende, en gran medida, del nimero C de observacio-
nes centrales que eliminemos. Si C es grande, la primera y tercera submues-
tras tendrdn un ntmero de observaciones reducidas y, por lo tanto, las esti-
maciones seran poco fiables. Pero, si el namero C es reducido, las submuestras
primera y tercera serdn muy parecidas, y, de esta manera, daremos primacia a
la hip6tesis de homoscedasticidad.

¢ Si la heteroscedasticidad es del tipo VAR[u] = & ;ﬂ o VAR[y] = 6;’%, es decir,
como la que aparece en el grafico que muestra la proporcionalidad inversa
entre la variabilidad de los residuos y la evolucion de la variable ex6gena. Si
realizamos el contraste tal y como hemos explicado previamente, nunca
rechazaremos la hipotesis nula, ya que SCR; < SCR;. Asi pues, con una hete-
roscedasticidad de este tipo nunca rechazariamos la hipétesis de homosce-

dasticidad. Para esta altima situacion hay dos soluciones posibles, y son éstas:

SCR,

— Calcular el estadistico de prueba al revés: .
SCR,

— Ordenar las observaciones en orden decreciente, de mayor a menor y utilizar
SCR,
SCR,"

como estadistico de prueba

e Este contraste no es vdlido para cierto tipo de heteroscedasticidad, en caso de
que ésta venga provocada por una Unica variable, si nos encontramos en una

Ved el gréfico “b. Proporcionalidad
inversa” en el subapartado 2.4.1
del presente médulo didactico.
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situacién como la que registra el grafico que muestra una situacién mixta de
los dos casos anteriores, puesto que, al eliminar las C observaciones centrales,
nos quedamos con dos submuestras cuya variabilidad resulta muy parecida.

Ejemplo de contraste de Golfeld y Quandt

Si nos reencontramos con el ejemplo que nos ha servido de modelo en el contraste de
Breusch-Pagan, veremos los resultados obtenidos con el contraste de Golfeld y Quandt. El
valor de C (namero de observaciones centrales que eliminaremos tras haber ordenado las
variables en funcion de la variable causante de la heteroscedasticidad en el modelo, es decir,
cada uno de los regresores X, y X3) que hemos utilizado es 30.

Se hace el contraste con cada uno de los regresores por separado, con lo que obtenemos los
siguientes resultados:

1) Los resultados que hemos obtenido cuando se supone que la variable causante de la hete-
roscedasticidad es X, son:

® SCR, = 5.958.664,319; SCR; = 246.791.711,800.

246.791.711,800
— =V = > Foc a0 ac_- =~ .
* G Q= 5058664310 LAY = Fasssa00 = 1,84
Al estar el estadistico de prueba por encima del valor de las tablas de la F de Snedecor, la
hipotesis nula queda rechazada. Por lo tanto, podemos concluir que la variable X, es la cau-
sante de la heteroscedasticidad.

2) Cuando se supone que la variable causante de la heteroscedasticidad es X3, los resultados
son:

o SCR, = 746.699.976,220; SCR; = 1.261.841.755,372.

1.261.841.755,372
-Q= = < 0,05 = .
© G 746.699.976,220 1,690 < Fys-335-3,005 = 1,84

Al hallarse el estadistico de prueba por debajo del valor de las tablas de la F de Snedecor, no
se rechaza la hip6tesis nula. Asi pues, podemos concluir diciendo que la variable X; no es la
variable causante de la heteroscedasticidad.

Test de Glesjer

Este contraste es muy similar al de Breusch-Pagan. Se supone que la forma fun-
cional de la heteroscedasticidad es la siguiente*:

VAR[i] = 8, + 8,Z" +v, Vi=1,.., N, (2.22)

donde Z; es la variable causante de la heteroscedasticidad. Si pudiésemos esti-
mar 2.22 y contrastar la significacion individual del parametro §,, es decir, con-
trastar la hipotesis nula H,, : ; = 0, nos encontrariamos en las situaciones si-

guientes:

e Sirechazamos H, = §; # 0 = hay heteroscedasticidad, teniendo en cuenta
que:

VAR[u] = §, + 8,2 Vi=1,..,N.

e Sino rechazamos Hy, = 8, = 0 = hay homoscedasticidad, teniendo en cuen-

ta que:

Vedel grafico “c. Situacion mixta”
en el subapartado 2.4.1 de este médulo
didactico.

9

* En la expresion 2.22,
el superindice h expresa
una potencia.
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El problema consiste en el hecho de que VAR[u;] es desconocida y, por lo tanto,

tenemos que utilizar una estimacioén. La solucién propuesta por Glesjer es la

siguiente: g

1) Estimar por MCO el modelo original.
2) Obtener el vector de residuos MCO, e.

3) Calcular los residuos en valor absoluto, que serd la magnitud propuesta por
Glesjer para aproximar la evolucién de VAR[uy;].

4) Estimar la siguiente regresion auxiliar:

le =8, +8,Z +w; Vi=1,.,N. (2.23) Notad que

... en la expresién 2.23 hay

Glesjer propone utilizar los valores de h que vemos a continuacién: >
cuatro regresiones:

o lef = 8y + 8,2 + W,
h=1{1,-1,1/2,—1/2). '
led =8y Byt w
5) Contrastar la hipotesis nula H, : §, = 0 en 2.23 mediante el contraste de la t o lel =8 + 8,277 + w,
de Student para cada valor de h. o lel =8, + 51# + w;

Este contraste es mas particular que el de Breusch-Pagan, dado que las variables
causantes de la heteroscedasticidad se reducen a una.

Como variable endogena de la regresion 2.23, también podemos utilizar ¢7, ya que
el objetivo es tener una variable dependiente que aproxime la varianza del térmi-

no de perturbacion con un rango de valor mayor que cero o igual a cero. 9

Ejemplo de contraste de Glesjer

Recuperando el ejemplo que hemos utilizado antes, a continuacién analizaremos los resul-
tados obtenidos cuando utilizamos el contraste de Glesjer. Aplicamos el test a cada uno de
los regresores y obtenemos los siguientes resultados:

1) Los resultados, cuando se supone que la variable causante de la heteroscedasticidad es X, son:

e le] = —1.279,423 + 82,102X,,, con desviaciones estandares de 644,641 y 11,082, y valo-
res para la t de Student de -1,985 y 7,408, respectivamente.

e lel = 3.205,950 — 6.529,235X,;, con desviaciones estandares de 428,919 y 3.354,432, y
valores para la t de Student de 7,474 y —1,946, respectivamente.

e lel = —3.400,916 + 933,432X2°, con desviaciones estandares de 1.019,941 y 143,526, y
valores para la t de Student de -3,334 y 6,504, respectivamente.

e lel = 4.659,906 — 9.646,098X,”°, con desviaciones estandares de 654,990 y 2.875,813, y
valores para la t de Student de 7,114 y -3,354, respectivamente.

El valor de las tablas de una f de Student con 98 grados de libertad y al 5% de nivel de sig-
nificaciéon es aproximadamente 1,993. Por lo tanto, para todos los exponentes de X, se
rechaza la hipoétesis nula en el contraste de significacién individual, excepto en el caso del
exponente -1, en el que estamos muy proximos al valor critico. A partir de la informacién
obtenida en el contraste de Glesjer, rechazariamos la hip6tesis nula, consistente en el hecho
de que el término de perturbacion es homoscedastico y podemos suponer que la variable
causante de la heteroscedasticidad es X,.
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2) Cuando se plantea el supuesto de que la variable causante de la heteroscedasticidad es X3,
los resultados son:

e lel =6.727,53 — 1.563,272X3;, con desviaciones estandares de 3.753,254 y 1.511,184, y
valores para la t de Student de 1,792 y —1,034, respectivamente.

e lel = —1.418,353 + 10.462,592X;;', con desviaciones estandares de 3.718,859 y
9.028,222, y valores para la t de Student de -0,381 y 1,159, respectivamente.

e el = 10.784,39 — 5.045,368X%:°, con desviaciones estandares de 7.455, 536 y 4.744, 143,
y valores para la t de Student de 1, 446 y -1, 063, respectivamente.

e lel = —5.475,734 + 13.054,394X5,°°, con desviaciones estindares de 7.420,995 y
11.595,832, y valores para la t de Student de 0,738 y 1,126, respectivamente.

En todas las regresiones anteriores no se rechaza la hipotesis nula en el contraste de signifi-
cacion individual del parametro asociado a las transformaciones de la variable X;. Asi pues,
podemos llegar a la conclusiéon de que la variable X; no es la causante de la presencia de
heteroscedasticidad.

Test de White

El altimo contraste que veremos para detectar la presencia de heteroscedastici-
dad en el MRLM es el que propuso White. El planteamiento del contraste es el
mismo que el de Breusch-Pagan y Glesjer, es decir, intentar explicar la variabili-
dad del término de perturbacion, representada por una expresion diferente en
cada test, a partir de alguna variable o conjunto de variables explicativas del
modelo. En este caso, el conjunto de variables se extiende a todos los regresores.

Para llevar a cabo este contraste tenemos que seguir los pasos que presentamos a

continuacion:
1) Estimar el modelo original por MCO.
2) Obtener los residuos MCO (g)).

3) Estimar una regresion en la que la variable endogena sea los residuos MCO al
cuadrado y las variables explicativas, los regresores del modelo original, los regre-

sores al cuadrado y los productos cruzados dos a dos, es decir:
612 = f(l,Xzi,...,in,Xgi,...,X]%i,XZiX?)i,...,Xk_liin). (2.24)
¢?; es la aproximacion propuesta por White para registrar la evolucion de VAR[u,].

4) Calcular el siguiente estadistico de prueba:
N-R*~ Xp—1s (2.25)

en el que N y R? son el namero de observaciones y el coeficiente de determina-
cion de la regresion auxiliar 2.24, respectivamente. Como podemos apreciar, este
estadistico se distribuye como una y-cuadrado con p — 1 grados de libertad,
donde p es el namero de parametros de la expresion 2.24. Asimismo, podemos
calcular los grados de libertad de este estadistico utilizando [k x (k + 1) / 2] — 1,
en la que k es el nimero de parametros del modelo original para el cual desea-
mos contrastar la presencia de heteroscedasticidad.
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La regla de decision a utilizar en el contraste de White es la siguiente:

e N-R°= X%km = rechazamos H, = heteroscedasticidad. W
' » (2.26)

e N-R°< xi_m = no rechazamos H, = homoscedasticidad.J

La logica del contraste es la siguiente: en este contraste se supone que la hete-
roscedasticidad viene provocada por todas las variables explicativas. Por lo tanto,
si hay heteroscedasticidad, los regresores de 2.24 explicardn una parte impor-
tante de la variabilidad de los ¢?, el coeficiente de determinacion sera elevado, y
el estadistico de prueba también sera grande y se situard por encima del valor de
las tablas. En cambio, si no hay heteroscedasticidad, los regresores de 2.24 care-
ceran de poder explicativo alguno sobre la variable end6gena y el coeficiente de
determinacion serd pequefio, asi que, el valor del estadistico de prueba se situa-

ra por debajo del valor de las tablas.

Ejemplo de contraste de White

Recuperando el ejemplo desarrollado en los contrastes anteriores, y para finalizar, analiza-
remos los resultados obtenidos mediante el contraste de White, que presentamos a conti-
nuacién:

o 02 = 46.037.365,603 — 2.083.390,404X,, — 123.333.588,523X,, + 31.074,88X% +
+ 1.393.410,04X% — 1.910,163X,; - Xs;.

e R?=0,207; N = 100.
* N-R*=20,7>7%%00s = 11,1.

En este contraste, también rechazamos la hipétesis nula, que consiste en el hecho de que el
término de perturbacién es homoscedéstico. La contradiccién entre la conclusion que se
deriva de este texto y la que obteniamos de los anteriores reside en que, con este contraste,
no sabemos cual de las variables explicativas, o regresores, es la causante de la existencia de
heteroscedasticidad en el modelo.

2.5. Estimacion por minimos cuadrados generalizados (MCG y MCP)

Tras haber visto algunos de los posibles esquemas de dependencia funcional de
la varianza, las propiedades de los estimadores MCO y los métodos para detectar
la heteroscedasticidad, podemos afrontar la estimacion por MCG en un modelo
con perturbaciones heteroscedasticas. Podemos llevar a cabo la estimacién por
MCG mediante las dos aproximaciones estudiadas, y cada aproximacion supone
las siguientes dificultades:

a) Para utilizar MCG tenemos que conocer la matriz Q y, posteriormente, utili-

zar las expresiones que ya conocemaos:

o By = XQIX)IXQY.

e VAR[Bycq] = c2(X'Q X)L

v

(2.27)

A e'Qle
o §2 ="
MCG T TN

Nota: en las expresiones de 2.27,
e es el vector de residuos obtenidos
a partir de la estimacién MCG.
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Si la matriz Q es desconocida, tenemos que utilizar el supuesto que consideramos
més adecuado en cuanto a la forma funcional de la heteroscedasticidad. Tendre-
mos que basar esta decisién en los resultados obtenidos mediante los métodos

de deteccién que hemos visto.

b) Para utilizar MCP (la aproximacién en dos etapas) también tenemos que
conocer la matriz Q, con el fin de obtener, a partir de ésta, la matriz T = P! de
transformacion. Esta matriz nos va a permitir pasar de un modelo original hete-
roscedastico a otro modelo homoscedastico.

En primer lugar, estudiaremos cual sera la matriz de transformacioén que hay que
utilizar cuando la matriz Q es conocida, es decir, cuando la heteroscedasticidad
viene determinada por causas muestrales, y, posteriormente, analizaremos aque-
llos casos en los que es necesario realizar supuestos acerca de la forma funcional
de la heteroscedasticidad.

En cuanto a las causas muestrales, nos encontramos con dos casos:

1) Un primer caso es el que se da cuando trabajamos con datos en medias. La

varianza del término de perturbacion serd, entonces:

1
VAR[i] = 02—
(1] = o, p

<

,1 _
— 0 0
ny
0 R 0
n,
Q= ) . T (2.28)
1
0 0

La matriz P, que cumple Q = PP, tiene la expresion:

- _
— 0 ... 0
Vi,
1
0
\Vn,
1 (2.29)
1
0 0
z

Su inversa serd la matriz que, cuando multiplicamos por las matrices del mode-

lo, nos permitird obtener un modelo homoscedastico:

Podéis encontrar los métodos

de deteccién de heteroscedasticidad
en el subapartado 2.4 del presente
médulo didactico.
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(2.30)

Como podemos apreciar, la matriz P ~! transformara la matriz X y los vectores Y
y U, dando lugar a unos nuevos vectores Y* y U*, y a una nueva matriz X", en la
que sus elementos serdn el producto de los iniciales por la raiz cuadrada del
numero de observaciones del grupo correspondiente.

De esta manera, el nuevo término de perturbacion (u}) sera homoscedastico:

- - - 1
VAR[u]] = VAR[\Vn;u] = nVAR[u)] = i 62 = ¢2 (2.31)

Actuacién de la matriz T = P! sobre el modelo

Tal y como podemos apreciar a partir de lo que se hemos visto en el texto, la matriz T = P!
transforma la matriz y los vectores del modelo de la siguiente forma:

0 17'1

0 Y,

n| | 5

vy Y,
X, Wiy XpVng o o XgVny
X, Wny X\, o X\,
Xix 1/n, XZ/\/‘%/ szv\*’%/
0 u, uy\ny

0 | _ U5\,

Vi Y ﬂ]\fﬁl

2) De manera similar, un segundo caso se da cuando trabajamos con datos agre-
gados. En este caso, sabemos que la varianza del término de perturbacién esta

igual a VAR[u]] = njcf,. Entonces, la matriz Q sera:

np 0 .. O
0O n, .. O

Q= . . . (2.32)
0 0 .. n

(2.33)

vy,
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Y su inversa sera la matriz que, cuando multiplicamos la matriz y los valores del

modelo, nos permitird obtener un modelo homoscedastico:

1
— 0 ... 0
\ny
1 0
Vn,
pl=T= (2.34)
1
0 0 —
. v

De esta manera, el nuevo término de perturbacion (u;'») serd homoscedastico,
como podemos apreciar aqui:

. 1 1 1
VAR[uj'] = VAR[~— uf] =~ “VAR[uf] = —-no] = 0. (2.35)

u
j
\/ni j j

Después de los ejemplos en los que hemos visto como tenemos que obtener la

matriz T = P~!, podemos apreciar que, si la forma funcional de la varianza es
VAR[u] = ozf(i),

obtenemos los nuevos elementos de las variables transformadas cuando multi-
plicamos los elementos iniciales de los vectores Y y U, y de la matriz X, por la
inversa de la raiz cuadrada de la funcion, es decir, ———.

VF (@) 0

A continuacion, y a modo de ejemplo, obtendremos la matriz T = P~! en los dos
primeros supuestos de dependencia funcional de la varianza que hemos visto, y,

de esta manera, quedarad completamente claro lo que acabamos de decir:

1) Cuando la varianza del término de perturbacion es directamente proporcio-

2

nal a uno de los regresores, VAR[u;] = 6,X;;, tendremos las matrices Q, Py P'=T

siguientes:

0 . 0
Q= 0 , P = VXTZ 0 ,
- Xin 0 VXox
— ) _
— . 0
VX
1
0 — 0
-1 _ _ VXZ
pl=T-= (2.36)
1
0 0
. VXin |

Ved los supuestos de dependencia
funcional de la varianza mas habituales
en el subapartado 2.3 de este médulo
didactico.
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Por tanto, todos los elementos de las matrices del modelo transformado queda-
ran multiplicados por la inversa de la raiz cuadrada de Xj;, y el modelo que ten-
dremos que estimar sera:
Y; 1 X, X X
=By By e et B et B e
VX;; VX VX VX VX

] ] i

U;
VXji

Vi=1,.. N.(237)

El problema consiste en el hecho de que la interpretacion de los pardmetros cam-
bia y, como en este caso, no siempre resulta facil interpretar el significado eco-
noémico de los nuevos parametros obtenidos.

2) Cuando la varianza del término de perturbacién es directamente proporcio-

nal al cuadrado de uno de los regresores VAR[y;] = GiX/Z,., tendremos las matrices

Q, Py P! = T siguientes:

0 0 0 0
0 X3 0 P X 0
0 . X 0 .. Xy
- _
— 0 . 0
X
0 -~ .0
Pl=T= X2 , (2.38)
1
0 0 —
X]-N

y el modelo transformado quedard como vemos a continuacion:

Y, 1 X, X X, Ui
o =By B B b Bk
X;i X;; X;; X;i X X
1 X,; Xy U; .
P T Py boWi=1,.,N. (239
B X, 5 X, By Br X, T X, ! (2.39)

En este caso, a diferencia del anterior, el modelo transformado tiene una inter-
pretacion inmediata. Pasamos de analizar la relacidon entre los valores de las
variables, a analizar la relacion entre la proporcién que representa cada una de
las variables sobre el regresor causante de la heteroscedasticidad. 0

Otros esquemas de dependencia funcional de la varianza

En cuanto al resto de los esquemas de dependencia funcional de la varianza que hemos pro-
puesto, a continuacién podemos ver las matrices T = P~! que tenemos que utilizar.

Es facil comprobar que las matrices T = P~! que hay que utilizar en cada uno de los casos
son las siguientes:

1
e VAR[y] = o>——;
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0 0
. X 0
. VAR[Mi] = 612‘7/-2,-; Pl= :
0 Xin
_ ) _
—— 0 0
Vo + 51X;1
1
0 —— . 0
Vo, + 8, X,
* VAR[y] = 63(8, + 8,X;); P! =
1
0 0 ——
V8 + 8 Xn

* VAR[u] = oZexp[d, + 8,X;l;

1
SN S 0 0
vexp[8, + 8,X]
1

Vexpld, + 8,Xl

1
Vexpld, + 51X;N]

Ejemplo ilustrativo de estimacion de un modelo en presencia
de heteroscedasticidad

Nuestra intencién es explicar el consumo de un conjunto de 14 familias en funcién de su
nivel de renta, es decir:

Ci=B; +BR +u Vi=1,.., 14,

Las datos en torno al consumo y nivel de renta asociados a cada una de las familias apare-
cen representados en la tabla siguiente:

G R;
15 10
23 12
13 14
23 16
27 18
15 20
21 22
55 24
47 26
55 28
53 30
33 32
13 34
50 36

Los resultados obtenidos al estimar el modelo por MCO en el caso particular considerado
son los siguientes:

B,

Bo| =14 322 ]"[ 443 | = [6,242].
B,| 1322 8316 [11.194] 1,104
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Sin embargo, tenemos la sospecha de que este modelo tiene problemas de heteroscedastici-
dad, y creemos que la evolucién de la varianza del término de perturbacién es directamen-
te proporcional a la evolucién del cuadrado de la renta familiar; es decir, nos encontraria-
mos con la situacion VAR[y;] = 62R?, Vi=1, .., 14.

Podriamos confirmar esta hip6tesis con los siguientes graficos, en los que se muestra la evo-
lucion de los residuos, de los residuos al cuadrado y del valor absoluto de los residuos en

funcién de la variable R, correspondiente a la renta familiar:

e Evolucion de los residuos:

¢ Evolucion de los residuos al cuadrado:
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e Evolucion del valor absoluto de los residuos:

En estos graficos podemos apreciar que, a medida que aumenta la renta de las familias, la
variabilidad de los residuos también aumenta.

Por lo tanto, si la hipotesis que hemos formulado acerca de la evolucién de la varianza del
término de perturbacion es correcta, la matriz de varianzas y covarianzas del término de per-
turbacion respondera a la siguiente expresion:

RZ 0 .. 0
0 R .. 0
VAR[U] = ¢2Q = 62 . :
0 0 .. R}
asi que la matriz Q seria:
1 o o o0 0O 0O O 0 0 0 0 0 0 0
0 122 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 142 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 162 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 182 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 20? 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 222 0 0 0 0 0 0 0
Q=10 0 0 0 0 0 0 242 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 262 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 282 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 302 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 322 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 342 0
L 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 36i
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En cualquier caso, no podremos utilizar como matriz de varianzas y covarianzas de los esti-
madores MCO de B la expresion que se sigue:

-1
A pveno1 o | 14322 ,10,653 —0,025
VAR[B] = 0,(XX)"" = o, [322 8.316] = %« |-0,025 0,001 |’
puesto que la verdadera matriz de varianzas y covarianzas es igual a:

VAR[B] = 62(X'X) ' X'QX(X'X)"! =
L1 322 8.316 233.128 322 T 2] 254208 ~10,6175
322 8316| |233.128 6.911.856 322 8. 31 “-10,6175  0,4529

Sin embargo, esta matriz de varianzas y covarianzas no proporciona varianzas minimas por
los estimadores.

En consecuencia, si queremos obtener estimaciones eficientes de los pardmetros de interés,
ya que conocemos la matriz Q, podremos utilizar los métodos de MCG o MCP, que, tal y
como veremos a continuacién, darén resultados equivalentes:

1) Para obtener los estimadores MCG de B, utilizaremos:
-1
a _ vio-lvy-1vio-1yv — | 0,042 0,706 1,006 | 12,593
* Buce = XQTX)TXQTY = E),706 14 ] E9,620 “l1271)
* SCRycc =€Qle=YQlY — BMCGXQ ly = 31,214 — [2,593 1,271] |1 [9 62(] 3,668.

-1
A . 3668 | 0,042 0,706 156,313 —7,883
* VAR[Bycgl = 62(X'Q'X) ! = 14_5 (0706 14 | =0306 -7,883 0,469 |-

Y, tal y como veremos un poco mas adelante, obtenemos los mismos resultados que cuan-
do se utilizan MCP.

2) Para hacer una estimacion en MCP, tendremos que seguir el procedimiento que mostra-
mos a continuacién:

a) En primer lugar, tendremos que encontrar la matriz P, que cumple Q = PP"

100 0 00 0OO 0O O OO0 0 0 O]
0 12 0 00 00 0O 0 0 0 0
0 0 14 0 0 0 0O 0O O 0 0 0 O
0 0 016 0 0 0 00 0O 0 0 0 O
00 0 0180 0 0 0 0 0 0O 0 O
00 0 0 0200 000 0 0 0 0
00 00O 02 000 0 0 0 0
P=lo 0o 0o 0 0 0 02 0 0 0 0 0 0]
00 00O O O 026 0 0 0 0 O
00 00OOO 0O 0 02 0 0 0 0
00 00O OO O 0 0 03 0 0 0
00 00 0OOO 0 0 0 030 0
00 000 O O 0 0 O 0 34 0
00 0 000 0 0 0 0 0 36
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b) A continuacién, tendremos que obtener la matriz de transformacién T = P~!, que nos

permitird transformar las matrices del modelo:

10 0 0 0 0o O 0
0 1 0 0 0o O 0
12
1
0 O 14 0 0o O 0
0 O 0 1 0o O 0
16
1
0 O 0 0 18 0 0
0 O 0 0 0 1 0
20

T=P !=

¢) Multiplicando por P! la matriz X y el vector Y, obtendremos

formados: o
15
10
23
12
13
14
23
16
27
18
15
20
21
Y =PlY=| 2 ;X =
55
24
47
26
55
28
53
30
33
32
13
34
50
36 |

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
1
24 0
1
O 2%
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

30 0 0 O

0 é 0 O
1

0 0 N 0

1

0 0 0 36

la matriz y el vector trans-

1
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d) Y ya para finalizar, los estimadores MCP seran:

A sy —iyeys | 0,042 0,706 1,006 2593
e By = (X'X)TIXMY
mer = (X7X) E),706 ] E9 62& Ezn

Lo yeye B g B 1006
o SCRycp = €7€¢" = Y'Y' — By, X"Y' = 31,214 — [2,593 1,271]

9,620
-1
ARIR _ pzgeeno1 3,668 10,042 0,706 | 156,313 —7,883
* VARByol = 85XX) = T2 10706 14 | = 0306 7%es (leo

Como se puede apreciar, los resultados obtenidos por MCG y MCP son los mismos. Asimis-
mo, es importante que tengamos en cuenta que la interpretacién de los parametros del
modelo transformado no es la misma que la del modelo original, ya que el modelo trans-
formado se puede expresar de la siguiente forma:

C; 1 U .
— =B+ Bt =1,.., 14
R, Pr R; P2 R, vi=1,..14

= 3,668.

Entonces, B, registra el efecto que tiene una variacion unitaria del inverso de la renta fami-
liar en el porcentaje que representa el consumo sobre la renta familiar, y B, es el término
independiente del modelo.
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3. Autocorrelacion

Ya hemos estudiado como tenemos que abordar el MRLM cuando el término de
perturbacién es no esférico, porque incumple la hip6tesis de homoscedasticidad.
En este apartado reproduciremos el analisis, pero, en este caso, para el supuesto
en el que el término de perturbacidn s6lo presente autocorrelacion. Asi pues, en
primer lugar recordaremos qué quiere decir autocorrelacion y estudiaremos al-
gunas de las causas que pueden dar lugar a la presencia de autocorrelacion
en el término de perturbacion del modelo. A continuacién, analizaremos uno
de los posibles esquemas de autocorrelacion, el llamado esquema autorregresivo de
orden 1 (AR(1)) y, tras haber estudiado varios test para contrastar el cumplimiento
de la hipotesis de no autocorrelacion, nos dispondremos a presentar diferentes
métodos para estimar un modelo con perturbaciones autocorrelacionadas. 0

3.1. Definicion y causas

En este subapartado veremos qué es la autocorrelacion y las causas que pueden dar
lugar a la presencia de ésta en el término de perturbacion. Ademads, introduciremos
una serie de conceptos nuevos que son basicos para el desarrollo de este apartado,
tales como la autocovarianza y el coeficiente de autocorrelacién simple. 0

3.1.1. Definicion de autocorrelacion

La hipétesis de no autocorrelacion (que es una de las hipotesis basicas del MRLM) sig-
nifica que los términos de perturbacion estan incorrelacionados entre si (ademas, si
el término de perturbacion sigue una distribucién normal, la hip6tesis de no autoco-
rrelacion implica independencia entre los términos de perturbacién), lo cual implica
que la covarianza entre cualquier par de términos de perturbacion es cero*: 0

COV[uu] =0 Vi #]. 3.1)

Lo que hemos dicho anteriormente se traduce en el hecho de que los elementos de
fuera de la diagonal principal de la matriz de varianzas y covarianzas del término
de perturbacién son todos iguales a cero, lo cual significa que es una matriz dia-
gonal*. Con el supuesto de autocorrelacion, habrd, como minimo, un par de tér-
minos de perturbacion para los que no se cumplird que la covarianza entre éstos
es cero**. Asi, en general, si todos los términos de perturbacion estan autocorrela-
cionados entre si, la matriz de varianzas y covarianzas tiene la siguiente forma:

Gy; Oz - - On

Gy1 Oy oo ... Opy

VAR[U] =c*Q =| = e L (3.2)

GNI GNZ cee  eee GNN

Ved el tratamiento de la
heteroscedasticidad en un MRLM en
el apartado 2 de este médulo didactico.

Podéis ver las hipétesis basicas

del MRLM en el subapartado 2.2 del
moédulo “Modelo de regresion lineal
multiple...”.

* Estamos suponiendo que el valor
esperado de los términos de
perturbacion de los diferentes
individuos es cero por hipétesis
del modelo.

* Una matriz diagonal sélo tiene
elementos distintos de cero en la
diagonal principal.

** Es decir, como minimo, un par
de términos de perturbacién no
seran independientes, con lo que
la matriz de varianzas y
covarianzas ya no sera una matriz
diagonal.
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en la que o;; es la varianza del i-ésimo término de perturbacién, que, debido que
suponemos que se cumple la hipbtesis de homoscedasticidad, es constante para
todo i: COV[u;,u;] = VAR[y;] = % Por otra parte, c; es la covarianza entre el
i-ésimo y el j-ésimo términos de perturbacion, que, si hay autocorrelacion, sera
distinta de cero (como minimo para algan i #j, i =1, .., N,j=1, .., N). Asi
pues, la matriz de varianzas y covarianzas 3.2 queda de la siguiente manera:

6" Oy O1n
2
VAR[U] = ¢2Q = |%21 O - - Oan| (3.3)
Oni Opy oo oo O

Como veremos mas adelante, una de las causas que pueden dar lugar a la pre-
sencia de autocorrelacion es trabajar con datos de serie temporal; por lo tanto,
en este subapartado no hablaremos de la covarianza entre los términos de per-
turbacién correspondientes a diferentes individuos (el i-ésimo y el j-ésimo),
como hemos estado haciendo hasta ahora, sino que hablaremos de la covarian-
za entre un término de perturbacién en un instante del tiempo ty el mismo tér-
mino de perturbacién en otro instante del tiempo f + s (0 t — s). De esta mane-
ra, 3.1 queda:

COV{u,u,_] = Eluu,_] Vs=0,x1,x2, .. (3.4)

Seguro que recorddis que la estacionariedad de una variable aleatoria se puede
definir en sentido estricto (estacionariedad fuerte) o en sentido débil. El primer
caso implica que la funcién de probabilidad es invariante con el paso del tiem-
po, mientras que el segundo implica que los momentos de primer y segundo
orden (es decir, el valor esperado, y la varianza y las covarianzas, respectivamen-
te) son finitos e independientes del tiempo. Ademads, podemos demostrar que, si
la variable se comporta segin una ley normal y es estacionaria en sentido débil,
entonces también lo es en sentido estricto. En cualquier caso, de ahora en ade-

lante supondremos estacionariedad débil.

Llamaremos autocovarianza (donde afiadimos el prefijo auto para deno-
tar que se trata de un mismo término de perturbacion) a la covarianza 3.4
y la representaremos por vy, siendo s el nimero de periodos de tiempo

transcurridos.

Autocovarianza de orden s
Veamos diferentes ejemplos de autocovarianza de orden s, segn su definicion:
e Orden O: si s =0, tenemos:
Yo = COV[u,u,_o] = COV[u,u] = VAR[u] = ¢>.
e Orden 1:sis =1, obtenemos:

1 = COV]u,u;_4].

Ved las causas de presencia de
autocorrelacion en el subapartado 3.1.2
de este médulo didactico.

Notad que en 3.4,...

... de la misma manera que
en 3.1, continuamos
suponiendo que el valor
esperado de los términos

de perturbacién (ahora,

en cualquier instante del
tiempo) es cero por hipétesis
del modelo.
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La autocovarianza cumple las tres propiedades siguientes: 0
a) La autocovarianza es simétrica. Es decir, vy, = v_, = COV[u,u,_] = COV[u,u, .

b) La autocovarianza entre dos términos de perturbacién cualesquiera s6lo de-
pende del namero de periodos de tiempo (s) que hay entre éstos. En otras pala-
bras, s6lo depende del lapso temporal que hay entre los términos de perturbacién.

¢) En valor absoluto, las autocovarianzas son, como maximo, iguales a la varianza:
vl <v, Vs.

Esta propiedad garantiza que la matriz de varianzas y covarianzas de los térmi-

nos de perturbacion sea una matriz definida positiva.

El conjunto formado por todas las autocovarianzas (y;, v,, Ys,---) S€ conoce
como funcion de autocovarianzas.

Teniendo en cuenta las propiedades presentadas de la autocovarianza, la matriz
de varianzas y covarianzas de los términos de perturbacién 3.3 se puede escri-

birse de la siguiente manera:

VAR[U] = c?Q = | : : o . 3.5
Yr-1 Yr-2 Yr-3 -+ Yo

Para poder identificar la matriz Q por separado de ¢, tenemos que introducir un

concepto nuevo: el coeficiente de autocorrelacion simple.

El coeficiente de autocorrelacion simple entre dos términos de perturba-
cion separados entre si por s periodos de tiempo, p,, es el cociente entre la
autocovarianza de orden s y la varianza:

p,=b ys==x1, 22, (3.6)

Yo

El coeficiente de autocorrelacion simple cumple las cinco propiedades que

vemos a continuacion:

a) Cuando s = 0, entonces vale 1:

Yo _ g,

Ps = Yo

Este hecho pone de manifiesto que el coeficiente de autocorrelacion entre un tér-

mino de perturbacion y él mismo en el mismo instante del tiempo es 1.

Segun la propiedad a,...

... tenemos, por ejemplo:
COVl[uyu,_,] = COV[uy,uy,,].

La propiedad b...

... permite escribir, por
ejemplo:

e v, = COV[uyu, ;] =

= COV[uy,u,] = COV[tyut5] =
= ... = COVluzguz;] = ...

e v, = COV[u,u,_,] =

= COVIuy,u3] = COV[upu,] =
= ... = COVJuzy,uz] = ...
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b) El coeficiente de autocorrelaciéon simple no es mas que un coeficiente de
correlacion. Pensad que el coeficiente de correlacion simple entre dos variables

aleatorias cualesquiera, X e Y, viene determinado por:

i COV[X,Y]
XY\ /VAR[X] VVAR[Y]

Reproduciendo la expresion anterior para nuestro caso, obtenemos que:

o =7 _ COV[u,u;_ || _ Y _ Y _
S Wt \WAR[u] VVAR[y,_] o6 o v

Asi pues, el coeficiente de autocorrelacién simple muestra la relacion que hay
entre el término de perturbacién en dos instantes del tiempo diferentes.

c) Como todo coeficiente de correlacion, estd acotado entre -1 y 1:
Ip = 1.

d) Como las autocovarianzas son simétricas, el coeficiente de autocorrelacion
cumple la siguiente propiedad:

Y Y

=p_= .
Ps = P-s Yo "

e) Puesto que la autocovarianza s6lo depende del niimero de periodos de tiem-
po transcurridos, el coeficiente de autocorrelacion también dependera de lo
mismo.

El conjunto formado por todos los coeficientes de autocorrelacién simple
(p1, P2, P3---) S€ conoce como funcion de autocorrelacidon simple, FAS*.

Teniendo en cuenta las propiedades del coeficiente de autocorrelaciéon simple,
podemos escribir la matriz de varianzas y covarianzas de los términos de pertur-
bacién 3.5 de la siguiente manera:

Ejemplo de la propiedad e

La propiedad e permite, por
ejemplo, escribir:

p; = correlacion(uy,uy) =

= correlacion(u,,us) = ... =
= correlacion(u,u,, ;) =

= correlacion(u,u,_;).

* En nomenclatura inglesa, ACF.

- YoYo T1Yo Y2Yo Yr-1Yo |
Yo Yo Yo Yo
Yo ¢l T2 Tr-1 1Yo YoYo Y10 Yr—2Yo
VAR[U] = "Yl “.Yo ’.Yl Yr-2 Yo Yo Yo Yo _
Yr-1 Yr-2 Yr-3 Yo
Yr-1Y Yr-2Yo Yr-3Yo YoYo
| Yo Yo Yo To |
1 P1 P2 Pr-1
1 _
— P P1 Pr2) _ 2q. (3.7)

Pr-1 Pr—2 Pr-3
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3.1.2. Causas que pueden dar lugar a la presencia

de autocorrelacion en el término de perturbacion

Las causas que pueden generar autocorrelacion en el término de perturbacién de

un modelo de regresién son varias, aunque tenemos que destacar las cuatro
siguientes: 0

a) Trabajar con datos de serie temporal. Con datos de serie temporal los factores
que registra el término de perturbacién pueden presentar una determinada ten-
dencia temporal a lo largo del periodo muestral que depende de los anteriores en
el tiempo, lo cual significa que los términos de perturbaciéon pueden no ser inde-
pendientes los unos de los otros.

b) Una especificacién errénea del modelo en la parte determinista de éste. En
este caso, se dice que hay autocorrelacion espuria. En este supuesto podemos
diferenciar dos situaciones:

e Omisioén de variables relevantes. Suponemos que el modelo correctamente

especificado es:
Y, =By + BoXy + B3 Xs + 1, VE=1, ..., T,
pero, por error, se especifica el modelo:
Yi=P + B Xy tv, VE=1,..,T

En tal caso, el nuevo término de perturbacion, v,, viene determinado por v, = u, +
+ B3X;;. . Asi pues, siempre que los valores de la variable omitida* dependan de
sus valores pasados, esta dependencia se trasladara al término de perturbacion,

con lo que v, presentara autocorrelacion.
e Especificacién incorrecta de la forma funcional del modelo. Imaginémonos
que la forma funcional correcta es cuadratica, pero, por error, especificamos

una forma lineal:

Especificacion incorrecta de la forma funcional del modelo

* En este ejemplo, la variable
omitida es X;.
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Si, a partir del grafico anterior, analizamos los residuos del ajuste, lleguemos a las

siguientes conclusiones:

A
- ParaX <X, »>Y>Y=e>0.
A
- Para X, <X <X, ->Y<Y =e<0.
A
- ParaX>X,->Y>Y =e>0.
Al representar graficamente estos residuos, observamos que presentan un com-

portamiento sistemético (no aleatorio), lo que es, como veremos mas adelante,
seflal de autocorrelacion:

Comportamiento sistematico de los residuos

€;

¢) Determinadas transformaciones a las que podamos someter los datos, como
por ejemplo, cuando trabajamos con datos temporales y consideramos las dife-
rencias entre observaciones de periodos sucesivos (esta transformacion se cono-
ce como primeras diferencias).

Ejemplo de trabajo en primeras diferencias

Supongamos el siguiente MRLM, en el que el término de perturbacién cumple todas las
hipotesis bésicas:

Y, =By + BoXor + BsXy +uy, VE=1,..,T,
y lo retardamos un periodo:
Yiog =By + BoXopy + BsXypy t 1y, VE=2,., T

Si calculamos la diferencia entre los dos modelos anteriores, obtendremos el modelo que
vemos aqui:

AY, = B,AX,, + B3AXs + Ay, VE=2, .., T,
en el que A representa el operador diferencias, de manera que, por ejemplo, AY, =Y, — Y, ;.

Si analizamos el término de perturbacién del modelo obtenido, veremos que es homosce-
dastico, aunque presenta autocorrelacion. En efecto:

VAR[Au] = VAR[u, — ] = E[(u, — u,_,)?] = E[uf + u?y — 2uu, ] =

= VAR[u] + VAR[y,_,] — 2COV[u,u,_,] = 62 + 62 — 0 = 206% = constante Vt.
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d)

Notad, sin embargo, que, aunque Au, es homoscedastico, su varianza es el doble que la del
término de perturbacién del modelo inicial.

En cuanto a la autocorrelacion, si calculamos la autocovarianza de primer orden tenemos que:
71 = COV[Au,Au, ] = E[(u, — up )Wy — U 5)] =
= B[ty — Uty — U2, + ty_jt;_,] =0 + 0 — 6> + 0 = —c? # 0 = autocorrelacion.

De todos modos, si calculamos las autocovarianzas de ordenes superiores, v,, v;, V4 etc.,
encontraremos que todas son cero. A pesar de esto, este resultado no invalida la existencia
de autocorrelacion, puesto que, para que haya autocorrelaciéon, es suficiente con que un
(dos, teniendo en cuenta la simetria de la matriz) elemento de fuera de la diagonal princi-
pal de la matriz de varianzas y covarianzas sea diferente de cero. Asi pues, atendiendo a los
resultados anteriores, la matriz de varianzas y covarianzas del término de perturbacion del
modelo transformado viene determinada por:

-, N
0 0 1 0 0
—o? 0 -0 —o?
VAR[AU] = .72 e 1 e 0| =
0 . 206?
L0 0 0 1]
2 -1 O
) -1 Z -1
0O 0 O

Trabajar con determinadas especificaciones dinamicas.

Ejemplo de modelo de retardos distribuidos

Se dice que un modelo es dindmico si no todas las variables hacen referencia al mismo ins-
tante de tiempo. Un modelo de este tipo es el llamado modelo de retardos distribuidos, que
resulta Gtil cuando la variable endégena depende de los valores que una o mas variables han
tomado en distintos periodos de tiempo pasados. Pensad, por ejemplo, en el caso de las ven-
tas de una empresa en un periodo t (afio, trimestre, etc.). Supongamos, ademds, con el fin
de simplificar, que la tnica variable explicativa relevante es el gasto en publicidad (obvia-
mos otras variables que sin duda también deberiamos considerar, como el precio de los pro-
ductos sustitutivos, el precio del mismo producto fabricado por otra empresa del mismo sec-
tor, etc.). Con estos supuestos, esta claro que las ventas de la empresa en el periodo t no sélo
dependeran de la publicidad que la empresa haya hecho en el periodo en curso, sino tam-
bién de la que haya hecho en los periodos anteriores, si bien, ciertamente, la influencia sera
cada vez sensiblemente menor a medida que nos alejamos en el tiempo. En cualquier caso,
un modelo que registrase esta situaciéon vendria determinado por:

YVi=o0+ BeX; + B Xe g +BXpp + oo+, VE=1,..,T,

donde Y, representa las ventas realizadas por la empresa en el periodo £, y X, X (1, X (..., €l
gasto en publicidad los periodos t, t - 1, t — 2,... Ademas, para simplificar, supondremos que el
término de perturbacion del modelo considerado es esférico y tiene valor esperado cero. Para
estimar este modelo, una posibilidad es imponer la llamada hipdtesis de Koyck, que establece que
el efecto de la variable explicativa sobre la variable endégena decrece con el paso del tiempo de
acuerdo con una progresion geométrica. En nuestro ejemplo, esto quiere decir que el efecto de
la publicidad que la empresa haga en el periodo en curso, t, serd mayor sobre las ventas de la
empresa en este periodo t que la publicidad que hizo en el periodo anterior, t - 1, y, al mismo
tiempo, ésta serd mas efectiva que la que hizo hace dos periodos. La forma de introducir esta
hipétesis en el modelo es definiendo la siguiente progresiéon geométrica:

5015(1)501130
B= B 0<d<1=abi”dB=h

By="By<B; -

Teniendo en cuenta la Gltima expresion, el modelo queda definido de la manera siguiente:

Y, = o+ BX, + BodX, 1 + B X,y + .. +u, VE=1,..,T,

Recordad que el modelo
de perturbacion original cumple
las hipétesis basicas, por lo que
es no autocorrelacionado.
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y retardando un periodo la expresion anterior y multiplicando por 3, tenemos:

8Y, ;= 8o +8BeX,_q + Bed?X; 5 + B Xy3 + ... + 1y, VE=2,..,T.

Para finalizar, realizando el calculo de la diferencia entre las dos Gltimas expresiones, llega-

mos al siguiente modelo:

YV, =8V, = (1 = 8o+ BpX; + (up — dupy) =
=Y, =1-9%a+BX, +8Y,_; +(u—0du_,) VvVt=2,.,T

Pues bien, si analizamos el término de perturbacién del modelo al que hemos llegado, pode-
mos comprobar que, si bien es homoscedastico:

VAR[u, — 8u,_y] = E[(u, — 8u,_,)?] = E[uf + &up, — 28uu,_,] =
= VAR[u] + VAR[Sy,_;] — 2COV[u,du,_;] = ¢* + &c*> — 0 = *(1 + &%),
presenta autocorrelacion:
v = E[(u, — Sup_) (Wt — Su,_p)] = By — Suy,_p — % | + &u,_qu,_,) =
=0+ 0—38c®+ 0 =—580> # 0 = autocorrelacion.
Si calculamos las autocovarianzas de 6rdenes superiores, Y, ¥;, Y4 -.., €ncOntraremos, igual
que sucedia en el supuesto de transformacién en primeras diferencias, que todas son cero.

Recordad, sin embargo, que este hecho no invalida la existencia de autocorrelacion.

Asi pues, y de acuerdo con los resultados obtenidos, la matriz de varianzas y covarianzas del
término de perturbaciéon del modelo transformado viene determinada por:

c?(1+8%)  —d&c? 0o . 0
VAR[u, — du, 1] =| -806%> o*(1+8%) —802 .. 0 =
0 0 0 .. OX(1+8%
_ s -
1 11 0 .. 0
1 o
=(512l(1+82) 1 +9& 1 +9
0 0 0 1

3.2. Esquemas de autocorrelacion en el término de perturbacion

Como sabemos, ante la presencia de un término de perturbaciéon no esférico (sea
heteroscedastico y/o autocorrelacionado, como es este altimo caso del que esta-
mos tratando) en el modelo de regresion, los estimadores MCO de los parame-
tros B, aun manteniendo las propiedades de no sesgo y consistencia, no son efi-
cientes. Asi, el método de estimacién que ofrece estimadores de varianza minima
(ademés de no sesgados y consistentes) en estas circunstancias es el de MCG.

El método de estimacion de MCG pasa, como sabemos, por conocer la matriz Q,
que, en el supuesto de autocorrelacion, estd formada por los coeficientes de
autocorrelacion simple, tal y como hemos tenido ocasién de ver. El problema
con el que nos encontramos es que estos coeficientes son desconocidos, por lo
que es necesario estimarlos previamente a partir de las T observaciones mues-
trales de las que disponemos. Sin embargo, esto no es posible, ya que, supo-
niendo que hay homoscedasticidad*, el namero de elementos de la matriz Q
que tenemos que estimar es T(T — 1) / 2. Es decir, hay mas parametros por esti-

mar que observaciones.

Ved las propiedades de los estimadores
MCO en presencia de un término de
perturbacién no esférico en el subapartado
1.2 del presente médulo didactico.

Ved la matriz Q en el supuesto de
autocorrelacion en el subapartado 3.1.1
de este médulo didactico.

* En el supuesto de
heteroscedasticidad y
autocorrelacion, el nimero de
elementos de la matriz Q que
deberiamos estimar es T(T + 1)/2.




© FUOC * PID_00160619 67

Incumplimiento de las hipétesis basicas...

Tenemos que introducir, en tal caso, algan tipo de parametrizacion para reducir el
namero de pardmetros que hay que estimar. Por este motivo, se suponen determi-
nados tipos (esquemas) de autocorrelacion que puede seguir el término de pertur-
bacién. Estos esquemas de autocorrelacion son de tres tipos: esquema autorre-
gresivo (AR), esquema media mo6vil (MI) y esquema mixto. De entre todos ellos,
Unicamente estudiaremos los primeros, los esquemas autorregresivos. 0

3.2.1. Esquema de autocorrelacion autorregresivo (AR):
el esquema AR(1)

Se dice que un término de perturbacion sigue o ha sido generado por un
esquema autorregresivo si es una combinacion lineal de sus propios retar-
dos y de una variable aleatoria que recibe el nombre de variable aleatoria
ruido blanco.

Dependiendo del namero de retardos del término de perturbacién que haya en
la combinacion lineal, tendremos un esquema autorregresivo de un orden o de
otro. Asi, si el término de perturbacién es una combinacion lineal de su primer
retardo, y de la variable aleatoria ruido blanco se dice que ha sido generada por
un proceso autorregresivo de orden 1, y se simboliza por AR(1):

U= o0up 1 + g,

en la que ¢ es el vector de variables aleatorias (formado por los componentes ¢,
ruido blanco, que se caracteriza porque tiene un valor esperado cero (E[g] = Op),

y una matriz de varianzas y covarianzas escalar (VAR(g) = c21;).

Una vez definido el esquema autorregresivo de orden 1, nos disponemos a estu-
diar las propiedades que cumple un término de perturbacién que sigue este tipo
de proceso. En concreto, estudiaremos el valor esperado, la varianza, las autoco-
varianzas y los coeficientes de autocorrelacion simple, con el fin de poder espe-

cificar, finalmente, la matriz de varianzas y covarianzas.

Para empezar, enunciaremos las propiedades del término de perturbacién en el
esquema AR(1):

a) El valor esperado de un término de perturbacién generado por un proceso
AR(1) es cero:

Elu) = 0:E[uq] + Elg] =pn=0u+ 0= (1 —¢)u=0.

Para que se cumpla la igualdad anterior, o bien ¢, tiene que ser 1, o bien p tiene
que ser cero. Entre las dos posibilidades, como veremos al estudiar la varianza, la

primera no es admisible; en consecuencia, la tnica opcién es que p = E[u,] = 0.

Modelo ARMA

Un modelo autorregresivo
(AR) en media mévil (MA)

al mismo tiempo se conoce
como modelo mixto o modelo
ARMA.

Notad que el ruido
blanco,...

... de hecho, no es un
concepto nuevo, puesto que
es el equivalente al término
de perturbaciéon del modelo
de regresién cuando éste
cumple todas las hipétesis
bésicas.
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b) La varianza del término de perturbacién es directamente proporcional a la

varianza de la variable aleatoria ruido blanco:
VAR[u] = E[”%] = E[(¢1u—q + 8t)z] =
= ¢%VAR[”t—1] + VAR[g] + 20,COV[u,_y,e/], (3.8)

y, teniendo en cuenta, por una parte, que suponemos que el término de per-
turbacién cumple la hipotesis de homoscedasticidad, lo cual quiere decir que
VAR[u] = VAR[y,_;] = 6® = ¥,, y, por la otra, que el término de perturbacion y
la variable ruido blanco sélo estdn correlacionados contempordneamente, lo
cual quiere decir que COVJ[u,_;,&] = 0, 3.8 queda como vemos a continuacién:

G2

1-0D

Yo=03Y t 07+ 0=y =

El resultado obtenido pone de manifiesto que, si ¢ fuera 1, o mayor que 1, enton-

ces la varianza del término de perturbacion no estaria bien definida.
Por lo tanto, es necesario que el parametro ¢, esté acotado entre 1 y —1: ¢, < 1.

c) Las autocovarianzas dependen del pardmetro ¢,. Para comprobar este hecho,
sOlo tenemos que calcular las autocovarianzas de diferentes 6rdenes:

Y1 = COV([uyu,_ ] = Elup,_,] = E[(0,14_1 + e)u,_1] = E[01u7_; + ei,_1] = 017,
Y, = COV{u,u,_,] = Elugy,_,] = E[(0111 + €)u,_5],

y, sustituyendo u,; por su expresion de acuerdo con un esquema autorregresivo

de primer orden (u;_; = o;u,_, + &_,), tenemos que:

Yo = B[(0Fu—p + 018, + €Juy 5] = E[0TU7 5 + 018 1Up + €1y ,] = 7Y

Asi, en general, podemos comprobar que la autocovarianza para cualquier retar-
do s viene determinada por:

YY = COV[ut,ut,S] = E[ututfs] = . = q)Sl’YO

d) A partir de los resultados obtenidos por las autocovarianzas, debemos com-
probar de inmediato que los coeficientes de autocorrelaciéon simple de un tér-
mino de perturbacién generado por un esquema AR(1) estan determinados
por:

_ 4% _ 0%

— . _ ¢%YO — 42. . — S
P1 " 015 P2 Y 075 i Ps Y 07.

La varianza del término
de perturbacion...

... No estaria bien definida en
el sentido de que seria cero si
o, fuera 1, o negativa, si en
valor absoluto ¢, fuese mayor
que 1.

Notad que...

... en la demostracion del
calculo de la autocovarianza
se ha hecho uso del hecho
de que el término de
perturbacién y la variable
aleatoria ruido blanco
Gnicamente estan
correlacionados
contemporaneamente.

Por lo tanto, E[eu, ;] = 0.
Por el mismo motivo, en las
demostraciones subsiguientes
hallamos E[g, ju; ,] =0y
Elgu; ,] = 0.
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Por otra parte, notad que, dado que ;| < 1, os coeficientes de autocorrelaciéon
simple decrecen exponencialmente hacia cero: p; > p, > ... > p, — 0. De esta
manera, si los representamos graficamente (este grafico se conoce como corre-
lograma de la FAS), observaremos un comportamiento decreciente hacia cero;
pero, sin embargo, dependiendo del valor del pardmetro ¢;, los signos se irdn
alternando empezando por negativo (si —1 < ¢; < 0) o seradn siempre positivos
(si 0 < ¢, < 1). Ved los graficos que presentamos a continuacién, en los que mos-
tramos un ejemplo de cada una de estas situaciones. En concreto, en estos dos
graficos mostramos la magnitud de los primeros nueve coeficientes de autoco-
rrelacion simple dispuestos en orden: py, py,-..., Po.
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Correlograma de la FAS de un esquema AR(1) con parametro ¢; = -0,82

Ps
1

0,8
0,6
0,4
0,2

0 L
0,2+
-0[4 -L
_0,6 dL
0,8+

-1 f f t f f f t f

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Retrasos (s)

Ejemplo de calculo de la matriz de varianzas y covarianzas del término
de perturbacion que sigue un esquema AR(1)

Supongamos que un término de perturbacion u, estd autocorrelacionado segin un esquema
AR(1), del cual conocemos que ¢, = 0,6 y que 67= 2. En este ejemplo veremos como se cal-
cula el valor esperado, la varianza, las cuatro primeras autocovarianzas, los cuatro primeros
coeficientes de autocorrelacién simple, escribiremos la matriz de varianzas y covarianzas, y,
para finalizar, elaboraremos el correlograma de la FAS correspondiente.

A partir de la informacién del enunciado, podemos escribir que el esquema AR(1) que sigue
el término de perturbacion es:

u,=0,6u,_, +¢, ©2=2.
Una vez hemos especificado el modelo, podemos calcular:

o El valor esperado del término de perturbacién en este esquema es el siguiente:

Elu] = 0,6E[u,_1] + EleJ=>p =060+ 0=(1-0,6)u=0=pu= 004 =0.

e La varianza es:

c? 2 2
= £ = = = 3,125.
(1-99) (1-0,6% 0,64 !

e Las autocovarianzas que resultan aparecen a continuacién:

Yo

Y = 0% = 0,6 - 3,125 = 1,875;

T, = 077 = 0,6%- 3,125

1,125;
73 = 01y = 0,6 3,125 = 0,675;
Y4 = 01y = 0,6*- 3,125 = 0,405.
e Los coeficientes de autocorrelacion simple que obtenemos en este esquema son:
p1 =0, = 0,6; p, = 07 = 0,36; p; = 01 = 0,216; p, = ¢} = 0,1296.

A partir de estos resultados, la matriz de varianzas y covarianzas del término de perturba-
cién queda de la siguiente manera:

1 06 036 0,216
1 P1 ) e Pre1 06 1 06 036
VAR[U] = 7, | P1 1 P1 = Pr2 1=3125/036 06 1 0,6

Pr1 Pr2 Pr3 - 1
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e DPara acabar, el correlograma de FAS queda asi:

Correlograma de la FAS de un esquema AR(1) con parametro ¢, = 0,6

Ps
1

0,9
0,8
0,7
0,6
0,5+
0,4+
0,3+
0,2+

0,14 - -
0 I 1 I } " =|_| | I I —

Retrasos (s)

Actividad

3.1. Repetid el ejemplo de resolucion del término de perturbaciéon que acabamos de propo-
ner, pero considerando el siguiente esquema autorregresivo de orden 1 para el término de
perturbacion: u, = —0,6u,_; + ¢, 62 = 2. Observad las diferencias que hallaréis entre ellos.

3.3. Deteccion de la autocorrelacion

En este subapartado estudiaremos dos tipos de instrumentos para detectar la
posible presencia de autocorrelacion en el término de perturbacion. El primero
de ellos consiste en llevar a cabo un analisis grafico de los residuos del ajuste
MCO del modelo, y el segundo, en toda una bateria de contrastes. 0

3.3.1. Analisis grafico de los residuos

Dado el modelo (expresado en términos matriciales) Y = XB + U, del cual que-
remos averiguar si el término de perturbacion presenta autocorrelacion, tenemos
que estimarlo por MCO, obtener el vector de residuos y representar los residuos
con respecto al tiempo en una grafica. En el supuesto de que la nube de puntos
resultante presente un comportamiento aleatorio, diremos que no hay autoco-
rrelacion, mientras que, si, por el contrario, observamos un patron de compor-
tamiento sistematico, es un sintoma de la presencia de algin tipo de esquema de

autocorrelacion en el término de perturbacion.

En los graficos que presentamos a continuacién podemos observar distintas
situaciones. En la primera, la nube de puntos es completamente aleatoria, mien-
tras que en las cuatro restantes hallamos un patron de comportamiento siste-
matico. Ademas, los graficos b y ¢ son los caracteristicos del caso de un esquema
de autocorrelacion segiin un proceso autorregresivo de orden 1 con parametro
positivo y negativo, respectivamente. En concreto, en el grafico b observamos un

comportamiento atenuado hacia cero, que, en este caso, es siempre negativo
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(también pudria ser positivo), y en el ¢, los residuos van alternando su signo for-
mando lo que se llama dientes de sierra, y, en este caso, empieza por un valor posi-

tivo (aunque el primer residuo puede ser negativo en lugar de positivo).
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3.3.2. Contrastes de autocorrelacion

En este subapartado estudiaremos diferentes test que han sido propuestos para
contrastar la presencia de autocorrelacién en el término de perturbacién. En con-
creto, estudiaremos cuatro: el test de Durbin-Watson, el de la h de Durbin, el de
Breusch-Godfrey, el de la Q de Box-Pierce y de Ljung-Box. 0
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Test de Durbin-Watson

Se trata de un test clasico que la mayor parte de paquetes estadisticoeconométri-
cos incorporan por defecto al facilitar los resultados de la estimacién de un
modelo.

Dado un modelo de regresion, el test de Durbin-Watson permite contrastar Gni-
camente si el término de perturbacion del modelo estd autocorrelacionado segin
un esquema AR(1).

La hipotesis nula del test es:

H, : no autocorrelacién segn AR (1) (o, de manera alternativa, y; =0, ¢, = 0

op; =0).

Es un test en una tGnica cola, lo cual quiere decir que la hipoétesis alternativa es:
H, : u, ~ AR(1) con ¢; > 0,

o bien:
H, :u, ~ AR(1) con ¢; < O.

El estadistico de prueba, que simbolizaremos por DW, se define como vemos a

continuacioén:

DW="2 (3.9)

donde ¢, simboliza el residuo de la estimacién MCO del modelo de regresion del
cual queremos contrastar si el término de perturbacion sigue un comportamien-
to autorregresivo del tipo AR(1).

El estadistico de prueba, tal y como aparece registrado en 3.9, no sabemos entre
queé valores esta acotado. Para averiguarlo, desarrollando el cuadrado del nume-
rador y operando, obtenemos:

T T T T T T
Sle-e? e+ Xd-23een (X - Nee)
DW — t=2 — t=2 =2 t=2 = t=1 t=2 —
< 2 A 2 = 2
e e e
t=1 t=1 =1
T
;fotetfl
=2 1 -— -

En la expresion 3.9,...

... el sumatorio del
numerador empieza en t = 2
porque se pierde el residuo
correspondiente al primer
periodo, al estar retardando
un periodo, ¢;_;.

En el desarrollo de DW...

... hemos partido del hecho
de que, si T es
suficientemente grande,
entQInces: - T

=3, =3¢
t=2 t=2 t=1
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Por otra parte, como sabéis, el coeficiente de autocorrelacion simple de primer
. . . \{ed el coeficiente de autocorrelacién
orden, p,, se define de la siguiente manera: simple en el subapartado 3.1.1 de este
moédulo didactico.

— COV[UT,Mt,l] — L
VVAR[u] VWAR[u,_,] 7Y

P1

Por lo tanto, una estimacion de este coeficiente vendra determinada por:

T
e.e,
A COV[e,e, 4] _ ;2 € (3.10)
P1 = \VAR[e] VVAR[e, ] % o :

Asi pues, si sustituimos 3.10 en la expresion del estadistico DW que hemos
encontrado antes, tenemos:

T
el

2

DW=2|1-"2——| =2(1-p). (3.11)

M-
B4

La expresion 3.11 permite acotar el rango de valores que puede tomar el estadis-
tico DW, ya que s6lo depende de p, y, como sabéis, 1 = p, = 1. Por lo tanto,

podemos distinguir las siguientes situaciones limite:

a) Sip, = 1, entonces DW = 0, lo cual quiere decir que, en el supuesto de méxi-
ma (perfecta) autocorrelacion positiva, el estadistico DW valdra 0.

b) Sip, = —1, entonces DW = 4, lo cual quiere decir que, en el supuesto de maxi-

ma (perfecta) autocorrelacion negativa, el estadistico DW valdré 4.

) Sip, = 0, entonces DW = 2, por lo que, en el supuesto de ausencia de auto-

correlacion, el estadistico DW valdra 2.

Podemos resumir el rango de valores del estadistico DW con el grafico siguiente:

AR(1) con ¢, positivo AR(1) con ¢, negativo
A A

bDw

O + -
N
» L

A pesar de lo que hemos comentado antes, dado un valor para el estadistico DW,
necesitamos unos valores criticos que nos permitan afirmar si hay o no autoco-
rrelacion. En otras palabras, si, por ejemplo, el estadistico DW toma un valor de
2,3, ;podemos afirmar que no hay autocorrelacion segin un esquema AR(1) con
parametro negativo? Y, de la misma manera, si toma un valor de 1,7, ;podemos
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afirmar que no hay autocorrelacién segiin un esquema AR(1) con pardmetro
positivo? Para poder solucionar este problema Durbin y Watson tabularon dos
cotas, dy y d;, que delimitan la zona de existencia y de no existencia de autoco-
rrelacion. Estas dos cotas dependen del tamario muestral y del namero de regre-
sores del modelo de regresién que estamos estudiando si el término de pertur-

bacién presenta o no autocorrelacion.

Entonces, para contrastar la hipotesis nula frente a la alternativa de
autocorrelacién positiva, emplearemos las cotas de Durbin y Watson, y
para hacerlo frente a la alternativa de autocorrelaciébn negativa

utilizaremos 4 - dy; y 4 — d;, de acuerdo con el esquema siguiente:

AR(1) Incertidumbre No AR(1) No AR(1) Incertidumbre  AR(1)
con ¢; >0 cond, >0 con¢, <0 cond, < 0
A A A A A A

1T 1T 1T 1T 1T

1
d; dy 2 4 — dy 4-d, 4

DwW

o T

A continuacién, presentamos los inconvenientes del estadistico DW: 0

a) Solo es util para contrastar si el término de perturbacion esté autocorrelacio-
nado segin un esquema AR(1). El problema es que, aunque no los hemos estu-
diado, hay otros esquemas de autocorrelacién que no podriamos detectar con el
uso de este test.

b) Las cotas tabuladas por Durbin y Watson, d; y d;, s6lo son estrictamente vali-
das si en el modelo de regresion inicial hay un término independiente.

¢) Presenta unas zonas de incertidumbre, de manera que, si el estadistico DW se
encuentra entre d; y d;, o entre 4 — d; y 4 - d;, no podremos tomar una decisién
con respecto al contraste.

d) Sélo es valido si todos los regresores del modelo son deterministas. Asi pues,
si entre los regresores hay alguna variable aleatoria (como, por ejemplo, la varia-
ble endogena retardada), el estadistico DW no es aplicable, ya que esta sesgado
hacia dos, con lo que tenderiamos a no rechazar la hip6tesis nula cuando, en rea-

lidad, quiza si deberiamos hacerlo.

Ejemplo de contraste por el test de Durbin-Watson

Supongamos que nos interesa estimar el siguiente modelo de regresion con datos anuales
correspondientes al periodo 1960-1997:

Y, = By + ByXo + ByXy + 1, VE = 1960, ..., 1997.

En el cuadro de la pagina siguiente presentamos los resultados de la estimaciéon por MCO
de este modelo.
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Estimacion por MCO del modelo inicial

Variable dependiente: Y

Nimero de observaciones: 38

VARIABLE COEFICIENTE ERROR ESTAD. ESTADISTICO T SIGNIFICACION

C 3.0951487 0.6945175 4.4565453 0.0001

X2 2.9031776 0.9525440 3.0478147 0.0044

X3 0.8457306 0.7980491 1.0597476 0.2965
R-squared 0.217421 Mean of dependent var 4.892262
Adjusted R-squared 0.172702 S.D. of dependent var 1.639200
S.E. of regression 1.490950 Sum of squared resid 77.80257
Log likelihood -67.53484 F-statistic 4.861960
Durbin-Watson stat 0.546676 prob(F-statistic) 0.013701

Como podemos ver, el estadistico Durbin-Watson toma un valor de 0,546676, que nos hace
pensar que el término de perturbacién del modelo estd autocorrelacionado segin un esque- Lectura
ma autorregresivo de primer orden con pardmetro positivo. Con el fin de confirmar esta sos-
pecha, calculamos las cotas d; y d; tabuladas por Durbin y Watson, teniendo en cuenta que .
el nimero de observaciones es 38 y que hay dos regresores. Asi pues, para un nivel de sig- Podéis encontrar las cotas
nificacién del 5%, estas cotas son 1,59 y 1,37, respectivamente. De acuerdo con lo que de Durbin yWat.son.

s tabuladas en varios libros
hemos comentado antes, y, dado que el estadistico de prueba (0,546676) es menor que la B iR s e eER R G R
cota inferior (d, = 1,37), podemos concluir que, en efecto, el término de perturbaciéon sigue bibliografia, por ejemplo,
un proceso AR(1) con pardmetro ¢, positivo. en la siguiente obra:

L > L . A. Novales (1993).
Ademas, si observamos el correlograma de la FAS (ved el grafico 1 siguiente) asociada a los Econometria (2a ed.).
residuos de la estimacion por MCO del modelo, vemos que presenta un comportamiento Madrid: McGraw-Hill.
decreciente hacia cero, con todos los coeficientes de autocorrelacién simple positivos. Esta
situacion se corresponde claramente con la que hemos presentado en el desarrollo teérico
anterior.

complementaria

Por otra parte, teniendo en cuenta el resultado registrado en 3.11, podemos calcular el valor
del coeficiente de autocorrelacion simple:

DW 4667
DW=21-p)=p=1- > =1—0'52666

= 0,726662,

Gréfico 1

Correlograma de la FAS de los residuos MCO

0,9
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y, teniendo en cuenta que en un proceso AR(1) se cumple que* p; = ¢,, podemos escribir

. . P 2 * Recordad que en un proceso
que el esquema autorregresivo que sigue el término de perturbacion es: AR(1) siempre se cumple
que p; = ¢3.

u, = 0,726662u, | + &,

Imaginamos, sin embargo, que en lugar de especificar el modelo inicial especificamos
un segundo en el que incorporamos entre los regresores la variable endégena retardada un
periodo:

Y, =By + BoXy + B3Xz + ByY, + v, VE=1961, .., 1997,
y también la estimamos por MCO utilizando las mismas observaciones que en un principio
(notamos, sin embargo, que en este segundo modelo empiezan en t=1961 y no en t = 1960,

puesto que, al estar la variable endégena retardada un periodo, se pierde la primera obser-
vacion). Los resultados obtenidos los presentamos en el siguiente cuadro:

Grafico 2

Nota: observad que en el cuadro
se ha perdido la primera

Estimacidén por MCO del modelo modificado observacion al incluir como
explicativa la variable endégena
Variable dependiente: Y retardada un periodo.

Nimero de observaciones: 37

VARIABLE COEFICIENTE ERROR ESTAD. ESTADISTICO T SIGNIFICACION

C 0.3251263 0.6803246 0.4778988 0.6359

X2 2.2437926 0.6928999 3.2382639 0.0027

X3 0.7166143 0.5665370 1.2649028 0.2148

Y (-1) 0.6468532 0.1070941 6.0400435 0.0000
R-squared 0.623803 Mean of dependent var 4.925158
Adjusted R-squared 0.589603 S.D. of dependent var 1.649045
S.E. of regression 1.056415 gSum of squared resid 36.82844
Log likelihood -52.41475 F-statistic 18.23998
Durbin-Watson stat 2.072369 prob(F-statistic) 0.000000

Podemos observar como el estadistico DW toma un valor muy proximo a 2 (en concreto
2,072369). Este resultado nos llevaria, sin duda, a la conclusién de que el término de per-
turbaciéon no presenta ningtn esquema de autocorrelacién segin un proceso AR(1), y que
sabemos que es absolutamente falsa, como hemos podido comprobar antes.

¢Por qué llegamos a esta conclusion errénea? La causa la hemos apuntado antes cuando
hablabamos de los inconvenientes del test de Durbin-Watson. En concreto, nos referimos al
altimo de los inconvenientes sefialados: es la presencia de la variable enddgena retardada la
que provoca el sesgo hacia el valor 2 del estadistico de prueba DW.

Test de 1a h de Durbin

Con el fin de solucionar el inconveniente del test de Durbin-Watson, Durbin
propuso un test que permite contrastar la presencia de autocorrelacion segin un
esquema AR(1) en el término de perturbaciéon de un modelo de regresion, cuan-
do en éste se encuentra entre los regresores la variable enddgena retardada (uno
0 mas periodos). El mencionado contraste se denomina contraste h de Durbin.

Asi, dado el siguiente modelo:

Ye=By + BoXy + BsXgr + oo + BpXpe + oY + Y, + o+ oY, +u, (3.12)
para contrastar la hipoétesis nula, que especificamos como se sigue:

H, : u, no presenta autocorrelacion segin un esquema AR(1),
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frente a la alternativa:
H, : u, presenta autocorrelaciéon segiin un esquema AR(1),

estimamos por MCO en el modelo 3.12 y, acto seguido, obtenemos el estadisti-
co de prueba que denotaremos por h y que estd determinado por la siguiente

expresion:

h=6 SR S— 3.13)
=0\ o TVAR[O,] ’ 3.
en el que T es el tamafio de la muestra y VAR(&l), la varianza estimada del esti-

mador asociado al primer retardo de la variable enddgena.

Si la muestra es grande en la medida suficiente, con la hipdtesis nula, el estadis-
tico 3.13 se distribuye seglin una normal con valor esperado cero y varianza uni-
taria:

h ~ NJO, 1] si el tamafio de la muestra es grande (es decir, asint6ticamente).

De acuerdo con lo que hemos visto antes, la regla de decision por el test
de la i de Durbin es la siguiente:

o Si el valor del estadistico de prueba es mayor o igual que el valor de la
tabla de la NJ[O0,1] para un nivel de significaciéon prefijado (habitual-
mente del 5%), rechazaremos la hipoétesis nula, lo cual quiere decir
que el término de perturbacion presenta autocorrelacién segiin un esque-
ma AR(1).

¢ En caso contrario, concluiremos que no presenta autocorrelacion segin
un esquema AR(1).

Tened en cuenta que, como en el caso del test de Durbin-Watson, el contraste se
puede hacer en una cola segin el signo de contraste y, por lo tanto, en caso de
rechazar la hipotesis nula, podiamos saber si el pardmetro del esquema autorre-
gresivo era positivo o negativo. 0

Ejemplo de contraste por el test de la h de Durbin

Reanudando el ejemplo anterior, calcularemos el estadistico h de Durbin con el fin de com-
probar si el término de perturbacion estd autocorrelacionado segin un esquema AR(1):

r

A T 37
= - = — 1 =
h ¢1\/ 1 — TVAR[b,] 0,036 8\/ 1 — 37(0,1070941)>

37
= - 18—~
0,036 8V 0,575641588

= —0,29.

Notad que
en la expresion 3.13,...

A .
... en lugar de ¢, podriamos
considerar {5, teniendo en

cuenta que en el esquema
AR(1), tal y como hemos
visto, siempre se cumple
que p, = 9,. Por otra parte,

notad, también, que en

el estadistico de prueba sélo
se considera la varianza
estimada asociada al
estimador del primer retardo
de la variable endégena,
aunque entre los regresores
del modelo aparezcan mas
retardos (ved el modelo
especificado en 3.12 y cémo
hemos definido el estadistico
de prueba 3.13).

Ved el grafico 2 en “Ejemplo de contraste
por el test de Durbin-Watson” de este
mismo subapartado.

9
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El resultado obtenido por el estadistico de prueba (—0,29) muestra que el término de per-
turbacién no sigue un proceso autorregresivo de orden 1, debido a que el valor critico en
tablas en el 5% de significacion es 1,64.

A continuacion, enunciamos los inconvenientes del test de la i de Durbin: 0
a) El test sOlo es estrictamente valido asintOticamente.

b) En el supuesto de que TVAR[&l] sea mayor que 1, entonces en el estadistico
de prueba 3.13 tendriamos la raiz cuadrada de un namero negativo, con lo que
el valor del estadistico de prueba h seria un namero complejo y, en consecuen-
cia, no podriamos compararlo con los valores de la tabla de la NJ[O,1]; por lo

tanto, no podriamos llegar a ninguna conclusion.

Para solucionar este problema, se ha propuesto un procedimiento equivalente
que consta de cuatro etapas:

e Estimar por MCO el modelo 3.12.

e Obtener el vector de residuos MCO asociados a la estimaciéon efectuada en la

etapa anterior, e.

e Especificar un modelo de regresion auxiliar en el que la variable enddgena es
el vector de residuos MCO obtenido en la etapa anterior y las variables expli-
cativas son todas las del modelo 3.12, y, ademas, los residuos MCO retardos
un periodo. En nuestro ejemplo esto es el siguiente modelo:

e, =8, + 80,Xy + 83X, + oo + X + S Vi + §nY iy + o
+ 8kJrrthr + 6kJrrJrletfl + \2

e Estimar por MCO el modelo especificado en la etapa anterior y contrastar, de
la manera habitual, la significacion individual del pardmetro asociado al resi-
duo retardado un periodo, en nuestro caso 9,,,,;. En caso de rechazar la hip6-
tesis nula, es decir, si el parametro §,,,,; es estadisticamente distinto de cero,
podremos concluir que el término de perturbacion del modelo 3.12 presenta
autocorrelacion segn un esquema AR(1) y, en caso contrario, que no pre-

senta autocorrelacion.
Test de Breusch-Godfrey
Este test, a diferencia de los dos que hemos estudiado hasta ahora, es mas gene-

ral puesto que nos permite contrastar cualquier esquema de autocorrelacion. De

forma intuitiva, la idea que subyace en este test es la siguiente: si el término de

perturbacién no presenta ningtn tipo de autocorrelacion, entonces todos los * Los coeficientes de
autocorrelacién simple son los
coeficientes de autocorrelacion simple*, p;, p,, ps3,..., serdn cero. En consecuen- clEmapies (6 e 6E e

diagonal principal de la matriz 3.7.

cia, se trata de contrastar la siguiente hipotesis nula:

Hy:py = py = ... = p, = 0 (= no autocorrelacion de orden p),
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donde p es el orden de la autocorrelacién que deseamos contrastar, frente a la

hipétesis alternativa:
H, : Hy (= autocorrelacién de orden p o inferior).

Asi pues, una vez especificadas las hipotesis nula y alternativa, las etapas que
debemos seguir para llevar a cabo el contraste de Breusch-Godfrey son las cinco
que hallaremos apuntadas a continuacion:

a) Estimar por MCO el modelo de regresion del que queremos averiguar si el tér-
mino de perturbacién presenta o no algtn tipo de autocorrelacion.

b) Obtener el vector de residuos asociado a la estimacion anterior, e.

c) Especificar un modelo de regresion auxiliar en el que la variable endogena
son los residuos obtenidos en la etapa anterior, e, y las variables explicativas son,
por una parte, todas las variables explicativas que hay en el modelo original* y,
por otra, los residuos MCO obtenidos en la etapa anterior retardados tantas veces
como el orden de la autocorrelacion que deseemos contrastar (tantos como los

que se consideran en la hipotesis nula).

d) Estimar por MCO el modelo especificado en la etapa anterior y obtener el coe-

ficiente de determinacién, R?, asociado a esta estimacion.

e) Calcular el estadistico de prueba, que se define asi:

T -R?

donde T' es el niimero de observaciones con el que hemos realizado la estima-
cion del modelo de regresion auxiliar en la etapa anterior (el tamafio de la mues-
tra de la que disponiamos en un principio menos el nimero de retardos de los
residuos, p, considerados en el modelo auxiliar: T — p), y R? es el coeficiente de
determinacion obtenido en la etapa anterior. Este estadistico de prueba se distri-
buye segin una x-cuadrado con tantos grados de libertad como coeficientes de

autocorrelacion simple hayamos considerado en la hipoétesis nula:

[ 2
T R~ (3.14)

Entonces, la regla de decision en el test de Breusch-Godfrey es la siguiente:

e SiT -R>= xfm = rechazamos la H, = u, presenta autocorrelacion de
orden p o inferior.

e SiT -R*< X?m = no rechazamos la H, = u, no presenta autocorrela-
cion de orden p o inferior.

* El modelo original es el modelo
del que nos interesa contrastar
la autocorrelacién del término

de perturbacién.
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Ejemplo de contraste por el test de Breusch-Godfrey
Siguiendo con los mismos datos y el mismo modelo que en los ejemplos anteriores, a con-
tinuacion mostraremos los resultados de aplicar el test de Breusch-Godfrey. En concreto, en

este caso, las hipotesis nulas y alternativas son:

H, : p; = 0 (= no autocorrelaciéon de primer orden),
H, : p; # 0 (= autocorrelacién de primer orden).

En el siguiente cuadro presentamos los resultados de la estimacién de la regresion auxiliar
definida en la etapa c.

Estimacion por MCO del modelo auxiliar

Variable dependiente: Residuo

NGmero de observaciones: 37

VARIABLE COEFICIENTE ERROR ESTAD. ESTADISTICO T SIGNIFICACION

Cc 0.0045234 0.5601059 0.0080760 0.9936

X2 0.0286632 0.7682217 0.0373111 0.9705

X3 -0.1691057 0.6447201 -0.2622933 0.7947
Residuo (-1) 0.5310378 0.1192996 4.4512952 0.0001
R-squared 0.368194 Mean of dependent var 2.45E-09
Adjusted R-squared 0.312447 S.D. of dependent var 1.450094
S.E. of regression 1.202401 Sum of squared resid 49.15609
Log likelihood -58.81054 F-statistic 6.604676
Durbin-Watson stat 1.706759 prob(F-statistic) 0.001229

A partir de los resultados que aparecen en el cuadro, podemos calcular el estadistico de prueba:
T'-R?> =37 -0,368194 = 13,623178.

Teniendo en cuenta que el valor critico de una y-cuadrado con un grado de libertad para un
nivel de significacion del 5% es 3,84, rechazamos la hipotesis nula, hecho que confirma que
el término de perturbacion presenta autocorrelacion de primer orden.

Para acabar con el test de Breusch-Godfrey, nos queda por sefialar dos cuestio-
nes: por una parte, que solo es valido asint6ticamente y, por la otra, que pode-
mos aplicarlo con independencia de si en el modelo del que queremos contras-
tar la posible presencia de autocorrelacion en el término de perturbacion hay
regresores aleatorios o no. En cualquier caso, sin embargo, en el supuesto de que
todos los regresores sean deterministas, es demostrable que el estadistico de prue-
ba 3.14 se puede aproximar de la siguiente forma: 0

14
T -R=TYp2=T@F7+p3+ ..+, (3.15)
s=1
A
AN COVle,e,_
donde s = 3 = T VAR

Test de la Q de Box-Pierce y de Ljung-Box

El test Q propuesto por Box y Pierce permite contrastar si los primeros p coefi-
cientes de autocorrelacion simple del término de perturbacién son nulos desde

un punto de vista estadistico. En consecuencia, de la misma manera que el test

Ved “Ejemplo de contraste por el test
de Durbin-Watson” y “Ejemplo de
contraste por el test de Durbin”

de este subapartado.

Nota: observad que en el cuadro,
al incluir como variable explicativa
el primer retardos de los residuos
MCO, se ha perdido la primera
observacion.
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de Breusch-Godfrey, se trata de un test lo suficientemente general, ya que no se

limita en los procesos autorregresivos.
Las hipotesis nulas y alternativa del test de la Q de Box-Pierce son:

Hy:py = pp = ... = p, = 0 (= no autocorrelacion de orden p o inferior),
H, : no H,, (= autocorrelacion de orden p o inferior),

y el estadistico de prueba, que se basa en los coeficientes de autocorrelacion sim-
ple estimados, se define como vemos:

P
Q =TX 5

s=1

’

A

COVle, e,

d d A L — trri—s.
OnE R T T VARGe)

Con la hipotesis nula, el estadistico Q, se distribuye, asintoticamente, segiin una

x-cuadrado con p grados de libertad.

La regla de decision en el test de la Q de Box-Pierce es, por lo tanto, la
que tenemos a continuacion:

e SiQ,= xf,;a = rechazamos la H, = u, presenta autocorrelacion de orden p.

e SiQ, < xi;u = = no rechazamos la H, = u, no presenta autocorrelaciéon
de orden p.

Para finalizar, por lo que respecta al test de la Q de Ljung-Box, tan s6lo nos inte-
resa sefialar que no es mas que una correccion del test de la Q de Box-Pierce. En
consecuencia, las hipoétesis nulas y alternativas son las mismas. El estadistico de
prueba se define de la siguiente forma:

P 62
=TT+ 2)> ———
Q=TT+ DR 7=,

AN
COV]e,e,_ L .
donde T es el tamafio de la muestray p, = ?l:) = #@J. Como es logico, este

estadistico también se distribuye segiin una -cuadrado con p grados de libertad y
la regla de decision es la misma que en el caso del test de la Q de Box-Pierce. 0

Ejemplos de contraste por los tests de Box-Pierce y de Ljung-Box

Con los mismos datos de los ejemplos que hemos desarrollado a lo largo de las paginas ante-
riores, hemos calculado el valor del estadistico Q de Box-Pierce y de Ljung-Box, teniendo en
cuenta el primer coeficiente de autocorrelacién simple estimado, que vale 0,726662. Los
estadisticos de prueba obtenidos han sido los siguientes:

P
. Q= TZ] p2 = 38 -0,7266622 = 20,0654.

p A2 2
© Q=TT +2)3 7= 3838 + 2)0’37;#612

Ps —
T 21,69236.

Nota: el test Q, es equivalente al
de Breusch-Godfrey, que aparece
en la expresion 3.15.
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Al comparar estos valores con el de una x-cuadrado con un grado de libertad y un nivel de
significacion del 5% (3,84), llegamos a la conclusién, una vez més, de que el término de per-
turbacién presenta autocorrelacion de primer orden.

Si nos interesase contrastar la hipétesis nula:
Hy:p; =py = ... = p1p = 0 (= no autocorrelacién de orden 12 o inferior),
frente a la hipoétesis alternativa:
H, : no H, autocorrelaciéon de orden 12 o inferior),

los estadisticos de prueba serian, para el caso del test de Box-Pierce, 74,52, y para el de Ljung-
Box, 86,86. Al comparar estos valores con el de una x-cuadrado con doce grados de libertad
y un nivel de significacion del 5% (que corresponde a 21,0), llegamos a la conclusion de que
el término de perturbacion presenta autocorrelacion de orden 12 o inferior (en este caso
sabemos, sin embargo, que es de orden 1).

3.4. Estimaciéon por MCG

Como ya sabemos, si el término de perturbacién presenta autocorrelacién (y, en
general, cuando es no esférico), los estimadores MCO cumplen las propiedades

que mencionamos a continuacion:

a) Por lo que respecta a los pardmetros B, son no sesgados, consistentes, pero no
eficientes.

b) En cuanto a la varianza del término de perturbacion, es sesgada.

Teniendo en cuenta lo que hemos dicho antes, y de acuerdo con lo que hemos
estudiado en el primer apartado de este moédulo didéctico, segin las circunstan-
cias en las que nos encontremos, tendremos que utilizar el método de MCG,
debido a que éste nos permite superar las carencias que presenta el método de
MCO, en el sentido de que para los parametros B proporciona estimadores de
varianza minima (ademéas de no sesgados y consistentes), y para la varianza del

término de perturbacion ofrece una estimacion no sesgada.

Por otra parte, como también sabréis a estas alturas, para poder aplicar MCG
tenemos que conocer la matriz Q. Asi, en el supuesto que hemos considerado a
lo largo de este subapartado, si el término de perturbacion presenta autocorrela-
cion segan un esquema AR(1), la matriz de varianzas y covarianzas viene deter-

minada por:

o2 1 P1 P2 s PTo1
VAR[U] = — & [P1 1 Py e Pre2| —
[ ] (1 — ¢%) H H H o
Pr-1 Pr—2 Pr-z - 1
o 9 . ol
1 o fa

Podéis ver las propiedades de los
estimadores MCO cuando el término

de perturbacion es no esférico en el
subapartado 1.2 de este médulo didactico.
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por lo que la matriz Q es:

1 Pr P2 - Pr1 1 ¢y 2 e
Q= P 1 Pr e P2 |6 1 O . 0177
Pr-1 Pr-2 Pr-3 1 ot o172 o3 L1

Asi pues, en funciéon del camino elegido para aplicar MCG, podemos demostrar
que las matrices de interés Q' y T = P! (siendo Q = PP") estan determinadas

por: 9

1 o 0 0 .. 0 0 0
_¢1 1 +q)% _¢1 O eee 0 0 0
o1— 1_1¢2 0 —0 1+¢% —¢, .. O 0 o
1 N . . . . E .
o 0 0 0 .. -0 1+0% —o
0 0 0 0 0 -0 1
Vi-¢2 0 00 .. 0 0
-6, 1 00 .. 0 O
T= 0 —¢, 10 0 0.
0 0 00 .. ¢ 1

Apreciad, por lo tanto, que, al multiplicar la matriz X y los vectores Y y U por
esta matriz de transformacién T, transformamos las variables como mostramos a

continuacion:
Vi =Y — 0¥ 1), Xp = (X — 01 X0), L1y = (U — Oq149),

excepto Y] i Xj. De acuerdo con la transformacion anterior, el término de per-
turbacion u; se supone segin una variable ruido blanco, es decir, no presenta
autocorrelacion.

Notad, sin embargo, que en el caso anterior suponemos que el pardmetro del
esquema autorregresivo, ¢, (o0, lo que es lo mismo, el coeficiente de autocorrela-
ciéon simple de primer orden, p,), es conocido. No obstante, ésta no es la situa-
ci6bn mas habitual en la practica, sino todo lo contrario, por norma general este
parametro es desconocido. Asi que, ante tal situacidén, tenemos que utilizar otros
meétodos de estimacion que permitan superar este problema.

En este sentido, de entre los métodos que hay, estudiaremos dos: el método de
Cochrane-Orcutt y el de Durbin. 0

Para obtener los
estimadores de MCG,...

... recordad que tenemos dos
alternativas:

a) Podemos utilizar las
siguientes expresiones:

o Byo=XQ X)) (XQY).
N e'Q le
*OMCGT N

b) O, de forma alternativa,
usar estas otras expresiones:

A 1N ) — I
* Byieg=(X"X")"'(X"Y"),
. etle*
® Omcg™ N_k’

donde X* =TX, Y' =TY
y e" = Te.

Otros métodos
de estimacioén...

... que podriamos utilizar
son, por ejemplo, el de
maxima verosimilitud

y el de minimos cuadrados
no lineales; pero, como
exceden el contenido de este
curso, no los estudiaremos.
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3.5. Estimacion por los métodos Cochrane-Orcutt y Durbin

Estos dos métodos de estimacién estdn basados en la misma idea. De forma
intuitiva, consisten en transformar el modelo inicial con perturbaciones autoco-

rrelacionadas segin un esquema AR(1):
Y = XB + U, donde U ~ AR(1),
en otro modelo con perturbaciones no autocorrelacionadas:
Y* = X'B + U" donde U* ~ ruido blanco.

Apreciad, entonces, que, de hecho, estos dos métodos de estimacion no son mas
que una variante del método de MCG (o MCP). 0

Asi, suponemos que el modelo que deseamos estimar es el siguiente:

YVi=B) + B Xp + oo + B Xe tu, VE=1,2, .., T, (3.106)
donde el término de perturbacién sigue un proceso autorregresivo de orden

1: u, ~ AR(1). En ambos métodos tenemos que seguir los siguientes pasos: 0

1) El primer paso consiste en retardar un periodo el modelo y multiplicar las
expresiones por el coeficiente de autocorrelacion simple:
vt=2,3, .. T

01Yq = 0181 + 01BaXor 1 + oo+ 0B Xpem1 + Ot (3.17)

2) Acto seguido, calculamos la diferencia entre los dos modelos anteriores:

Vi= 0¥ = (1 = 0By + Bo(Xor = 01X561) + oo + BrXir = 01 Xpe1) +
o - o, ) Vt=2,3, .., T. (3.18)

De esta manera, llegamos al modelo 3.18, en el que el término de perturbacion,
u, — ¢,u, es una variable aleatoria ruido blanco y, en consecuencia, no presenta

autocorrelacion.

Asi pues, en lo que concierne al término de perturbacién, no hay nada que impi-
da que, al estimar el modelo 3.18 por MCO, obtengamos estimadores que cum-
plan todas las propiedades deseables. De todos modos, sin embargo, aunque lo
anterior en efecto sea cierto, si observamos el modelo mencionado, vemos que
es un modelo no lineal. Para ver este hecho con mayor claridad Gnicamente
tenemos que desarrollar el modelo 3.18:

Yt = ¢1Yt—1 + Bl - [314)1 + BZXZt - B2¢1X2t—1 +..F Bkat - qu)lxkt—l +
+ W= ) VE=2,3, ., T. (3.19)

En consecuencia, no podemos estimar el modelo 3.19 (o 3.18) por MCO direc-
tamente, puesto que antes de proceder a ello tenemos que solucionar el proble-

Guy Orcutt

Guy Orcutt nacié en Detroit
en el afio 1917. Se gradué
en fisica y matematicas por
la Universidad de Michigan.
En el afio 1939 se interes6
por la economia. Se
matriculé en Econémicas

y se gradud. En 1949
publicé, junto con Donald
Cochrane, de la Universidad
de Cambridge, el método
de estimacion que habia
desarrollado para modelos
con autocorrelacién.

Para comprobar que...

... el término de perturbacién
del modelo 3.18 es una
variable aleatoria ruido
blanco, sélo tenemos que
recordar la expresion de un
término de perturbaciéon que
sigue un esquema AR(1):

Uy = 0yl + &
Si en esta expresion aislamos
la variable ruido blando,
obtenemos:

& = U — Gyl =

= U~ Prlly,
que es precisamente el
término de perturbacién que
aparece en el modelo 3.18.
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ma de la no linealidad de algunos de los pardmetros que aparecen en éste. En este
punto serd donde, por una parte Cochrane y Orcutt, y, por la otra Durbin, pro-
ponen distintas soluciones. 0

En concreto, el método de Cochrane-Orcutt propone seguir la estrategia que

podéis ver a continuacion:

1) Estimar por MCO el modelo inicial 3.16 sin tener en cuenta el hecho de que
el término de perturbacion sigue un esquema AR(1).

2) Obtener el vector de residuos asociados a la estimacion efectuada en la etapa
anterior y, a partir de estos residuos, obtener una estimacion del coeficiente de
autocorrelacion simple de primer orden, §,. Para hacer esto, contamos con tres

alternativas posibles, y son éstas:

a) Obtener §, como el coeficiente de correlacién entre e,y e, ;:

b) Obtener p, a partir del estadistico DW asociado a la estimacion efectuada en
la primera etapa:

DW
DW=2(1-6)=0 =1- T Por lo tanto, §, = p,.

c) Obtener §, como el estimador MCO de la siguiente regresion:

T
e
t=2

p— N p—

€ =016 T V=0, 7 :
2

el
t=2
Podemos ver que la estimacion del parametro ¢,, siguiendo esta tercera opcion,
es tanto mas valida cuanto mayor sea el tamafio de la muestra de que dispone-
mos, dado que, si T es grande en la medida suficiente, entonces se cumple la

expresion que mostramos ahora:

M=
o
TN
I
M=~
o
~

~
Il
N
~
Il
-

3) Sustituir, en el modelo 3.18, el parametro ¢, por la estimacién encontrada en
la etapa anterior. De esta manera, llegamos al siguiente modelo, que ya podemos
estimar por MCO:

Y, = By + BoXs e+ BiXi T8 VE=2,3,., T, (3.20)

donde Y/ =Y, — $1 Yo, By =Bi(1 - $1), Xor = Xor — $1X2t—1f Xie = Xie — $1th—1/

A A
V& = U — Ol g
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Por su parte, el método de Durbin propone la siguiente estrategia:
1) Reparametrizar el modelo 3.19 como se sigue:

Vi= 01 oy + 05Xy + 050X5 1 + s+ 04 Xy + 040X g T8
vte=23,..,T, (3.21)

donde o = By(1 = ¢1), 01 = Py, 0y = B0y, Oy = Pry ¥ 02 = Byd;. De esta mane-
ra, podemos considerar que el modelo 3.21 es lineal, aunque en realidad no lo

es, y, por lo tanto, podemos estimarlo por MCO, y de los estimadores obtenidos
tan s6lo quedarnos con el del pardmetro ¢;.

2) Sustituir la estimacién encontrada en la etapa anterior por el parametro ¢; en
el modelo 3.18, con lo que llegaremos al modelo 3.20, que ya podemos estimar
por MCO.

No podemos dejar de tener en cuenta que, como se deduce de todo lo anterior,
de hecho, la Gnica diferencia que hay entre los métodos propuestos por Cochrane
y Orcutt y por Durbin es la forma de estimar previamente el coeficiente del
esquema autorregresivo de primer orden (p; = ¢;) con el fin de introducirlo, mas
tarde, en el modelo.

En cualquier caso, podemos demostrar que, si en lugar de hacer una tnica itera-
cién, como hemos explicado aqui, hacemos mas, los resultados que obtendre-
mos con ambos procedimientos convergen en un mismo valor. 0

Ejemplo de estimacion por el método de Cochrane-Orcutt
Con los mismos datos que hemos utilizado a lo largo de los ejemplos anteriores, hemos esti-

mado por el método de Cochrane-Orcutt el modelo de regresién con el que trabajamos. El
cuadro que hallamos a continuacién presenta los resultados de la estimaciéon. Vedmoslos:

Resultados de la estimacion por el método de Cochrane-Orcutt

Variable dependiente: Y
Nimero de observaciones: 37

Convergencia lograda tras cuatro iteraciones

VARIABLE COEFICIENTE ERROR ESTAD. ESTADISTICO T SIGNIFICACION

Cc 3.5408558 0.7834544 4.5195428 0.0001

X2 1.8740922 0.5872368 3.1913738 0.0031

X3 1.0380681 0.4657797 2.2286678 0.0328

AR(1) 0.7594713 0.1123693 6.7587058 0.0000
R-squared 0.657669 Mean of dependent var 4.925158
Adjusted R-squared 0.626548 S.D. of dependent var 1.649045
S.E. of regression 1.007743 Sum of squared resid 33.51302
Log likelihood -50.66952 F-statistic 21.13267
Durbin-Watson stat 2.269272 prob(F-statistic) 0.000000

En este cuadro podemos ver que el valor estimado por el pardmetro p; (= ¢;) es 0,7594713
(que se encuentra muy cerca del que habiamos encontrado en el “Ejemplo de contraste por
el test de Durbin-Watson” y que es estadisticamente significativo.
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Por otra parte, comprobamos que el valor estimado para la constante (3,5408558) no es el
del término independiente del modelo inicial (3.16), sino que es el que corresponde al
modelo 3.20. Asi pues, para encontrar la estimacion del término independiente del modelo
inicial, tenemos que realizar la siguiente operacion:

B; 3,5408558

Bi=B.a-8)=8, = (o8 = (= 0,7504713) = 147211364,

Ademas, en el siguiente grafico presentamos el correlograma estimado de la FAS obtenido a
partir de los residuos de la estimacion anterior, en el que podemos observar que no hay nin-
gun comportamiento de tipo autorregresivo de orden 1.

Correlograma estimado de la FAS

0,8
0,6
0,4
0,2

0,2
-0,4
-0,6
0,8

T T T T T T T T

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Retrasos (s)

De todos modos, para comprobar si estadisticamente estos coeficientes de autocorrelacion
simple estimados obtenidos a partir de la serie de residuos asociada a la estimacion del cua- Lecturas
dro de resultados son cero o distintos de cero, podemos calcular lo que se conoce como ban-
das de confianza, que establecen el limite de significacion, en el sentido de que, si los coe-
ficientes mencionados las superan, son estadisticamente distintos de cero, y al revés, en caso
contrario. En concreto, la expresion para calcular estas bandas de confianza para un nivel
de significacion del 5% es:

complementarias

Para calcular las bandas
de confianza obtenidas, ved
la obra:
M.S. Barlett (1946). “On
1 m 10,5 Theoretical Specification
+1,96 T[l +2> ()\%] , and Sampling Properties of
VT s=1 Autocorrelated Time Series”.
donde se han utilizado de manera relajada resultados obtenidos de Barlett (1946). Journal of Royal Statistical
Society (ntm. 8, pag. 27-41).
Asi pues, en nuestro ejemplo tenemos que los primeros nueve coeficientes de autocorrela- Y, para tener mas detalles,
cién simple estimados son: ppdels consu‘ltap por
ejemplo, la siguiente obra:

Por lo tanto, obtendremos las bandas de confianza uniendo los siguientes puntos: A. Aznar; EJ. Trivez (1993).
Métodos de prediccion en

i economia. Andlisis de
s Coeficiente de autocorrelacion simple estimado variables temporales (vol. I,
pag. 160-166). Barcelona:
1 —0,148 Ariel Economia.
2 0,245
3 0,27
4 0,249
5 —-0,039
6 0,168
7 -0,105
8 0,076
9 0,132
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e Paras=1— +1,96 v‘%[1 + 2(—0,148%)]%5 = +0,329204315.

e Paras =2— *1,96 v‘%[1 + 2(—0,148% + 0,2452)]%5 = +0,347620361.
e Paras=3— +1,96 v‘%[1 + 2(—0,148% + 0,2452 + 0,27%)]%° = +0,420611443.

Como podemos comprobar, los valores sucesivos de las bandas de confianza van aumen-
tando a medida que vamos incorporando nuevos coeficientes de autocorrelacién simple
estimados. Este hecho nos permite concluir, sin necesidad de continuar calculando las ban-
das de confianza para retardos superiores, que ningtn coeficiente de autocorrelacion simple
las supera, lo cual nos permite afirmar que son estadisticamente cero; es decir, podemos con-
siderar que los residuos asociados a la estimacion del cuadro de resultados son un ruido
blanco*.

* Cuando hay ruido blanco, se dice
que tenemos un espectro plano.
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Glosario

autocovarianza de orden s
Covarianza entre una variable (como puede ser, por ejemplo, el término de perturbacién) en un
instante del tiempo f y la misma variable en otro instante del tiempo t + s (0 f —s).

coeficiente de apuntamiento (kurtosis, b,)

Coeficiente que permite detectar el grado de puntiagudez de una distribuciéon determinada. En
el supuesto de que la distribucion sea mesocurtica, el coeficiente de apuntamiento vale tres, si
es platictrtica, su valor es inferior a tres y, si es leptoctrtica, toma un valor superior a tres.

coeficiente de asimetria (skewness, b,)
Coeficiente que nos permite detectar si una distribucién determinada es simétrica o no con res-
pecto al valor esperado. En el supuesto de simetria perfecta, el coeficiente de asimetria vale cero.

coeficiente de autocorrelacion simple de orden s

Cociente entre la autocovarianza de orden s y la varianza (si la variable es estacionaria). Dicho
coeficiente informa acerca de la correlacion entre un término de perturbacion y este mismo tér-
mino separado por s periodos de tiempo.

contraste de Breush-Godfrey

Contraste que permite comprobar la existencia de autocorrelacion en el término de perturba-
cion de un modelo de regresion. El estadistico de prueba, que podemos obtener a partir de una
regresion auxiliar, se distribuye segin una y-cuadrado.

contraste de Breusch-Pagan

Test muy general que permite especificar un gran espectro de esquemas sobre la evolucion de la
variabilidad del término de perturbacién, en el que podemos especificar un conjunto de varia-
bles como causantes de la existencia de heteroscedasticidad.

contraste de Durbin-Watson

Contraste Gtil para comprobar la existencia de autocorrelacion segiin un esquema autorregresi-
vo de orden 1 en el término de perturbacion. El estadistico de prueba, DW, esta acotado entre
cero (autocorrelacion perfecta positiva) y cuatro (autocorrelacién perfecta negativa).

contraste de Glesjer
Test muy similar al propuesto por Breusch y Pagan, sin embargo, en este caso, s6lo podemos
especificar una tinica variable como la causante de la heteroscedasticidad.

contraste de Goldfeld-Quandt
Test que permite contrastar la presencia de heteroscedasticidad, cuando ésta viene causada por
una Unica variable. El estadistico de prueba se distribuye segiin una F de Snedecor.

contraste de Jarque-Bera

Test que permite contrastar la hipo6tesis de normalidad del término de perturbacion. El estadis-
tico de prueba, que se distribuye segin una y-cuadrado con dos grados de libertad, se basa en
los coeficientes de asimetria y de apuntamiento de los residuos del ajuste MCO del modelo.

contraste de White
Test que permite comprobar si todos los regresores de un modelo son los causantes de la exis-
tencia de heteroscedasticidad.

contraste /1 de Durbin

Contraste cuya utilidad es la de comprobar la existencia de autocorrelacion en el término de
perturbacién segin un esquema autorregresivo de orden uno, cuando en el modelo figura la
variable endbégena retardada entre las variables explicativas. El estadistico de prueba se distri-
buye, asintéticamente, segiin una ley normal con valor esperado cero y varianza unitaria.

contraste Q de Box-Pierce

Contraste para comprobar la existencia de autocorrelacion en el término de perturbaciéon de un
modelo de regresion. El estadistico de prueba, que se obtiene a partir de los coeficientes de auto-
correlacion simple estimados, se distribuye segin una y-cuadrado.

contraste Q de Ljung-Box

Contraste til para comprobar la existencia de autocorrelacion en el término de perturbacion
de un modelo de regresion. El estadistico de prueba, que es una correccion del estadistico de
prueba del test Q de Box-Pierce, se distribuye segin una x-cuadrado.

correlograma
Gréfico en el que se representan los coeficientes de autocorrelacion.
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esquema de autocorrelacion autorregresivo de orden 1, AR(1)

Uno de los esquemas de autocorrelacion posibles que puede presentar el término de perturba-
cién de un modelo de regresion. En este caso, el término de perturbaciéon es una combinacién
lineal de su primer retardo y de una variable aleatoria que recibe el nombre de ruido blanco.

funcion de autocorrelacion simple (FAS)
Conjunto formado por todos los coeficientes de autocorrelacion simple.

funcion de autocovarianzas
Conjunto formado por todas las autocovarianzas.

heteroscedasticidad
Ved homoscedasticidad.

homoscedasticidad

Hipotesis que postula que la varianza de los términos de perturbacion es constante e idéntica
para todos los individuos o para todos los periodos de tiempo. Esto se traduce en el hecho de
que los elementos de la diagonal principal de la matriz de varianzas y covarianzas del término
de perturbacién son siempre los mismos. El incumplimiento de esta hipotesis se conoce con el
nombre de heteroscedasticidad.

matriz Q
Parte de la matriz de varianzas y covarianzas de los términos de perturbacién cuando éstos son
no esféricos: Qy =1 y.

matriz P
Matriz que permite descomponer la matriz de varianzas y covarianzas del término de perturba-
cién, PP' = Q.

matriz T

Matriz por la que tenemos que multiplicar el modelo de regresiéon con perturbaciones no esfé-
ricas para transformarlo en otro modelo con perturbaciones esféricas. Se calcula a partir de la
inversa de la matriz P.

métodos de estimacion de Cochrane-Orcutt y de Durbin

Meétodos de estimacion adecuados cuando el término de perturbaciéon del modelo presenta
autocorrelaciéon segin un esquema autorregresivo de orden 1 con parametro desconocido. Se
diferencian el uno del otro en la forma previa de estimar este pardmetro desconocido.

minimos cuadrados generalizados (MCG)
Método de estimaciéon que proporciona estimadores eficientes, ademas de no sesgados y con-
sistentes, cuando el término de perturbaciéon del modelo es no esférico.

minimos cuadrados ponderados (MCP)
Método de estimacién equivalente al de minimos cuadrados generalizados basado en la trans-
formacién de las variables.

modelo de regresion lineal miiltiple generalizado (MRLMG)
Modelo de regresion en el que el término de perturbacién es no esférico.

no autocorrelacion

Hipotesis que postula que los términos de perturbaciéon de los diferentes individuos (o de los
diferentes periodos de tiempo) se encuentran incorrelacionados entre si, lo cual se traduce en el
hecho de que los elementos de fuera de la diagonal principal de la matriz de varianzas y cova-
rianzas del término de perturbacion son todos cero.

normalidad

Hipétesis en torno al término de perturbacion que postula que se distribuye de acuerdo con una
ley normal. El cumplimiento de esta hipdtesis es fundamental, entre otras cuestiones, para los
contrastes de la t de Student y de la F de Snedecor.

término de perturbacion esférico

Término de perturbacién cuando cumple las hipdtesis de homoscedasticidad y de no autoco-
rrelacion. En este caso, la matriz de varianzas y covarianzas se puede descomponer como el pro-
ducto de un escalar (la varianza) por una matriz identidad.

término de perturbacién no esférico
Término de perturbacién cuando no cumple la hipotesis de homoscedasticidad y/o de no auto-
correlacién. En este caso, la matriz de varianzas y covarianzas no es una matriz escalar.

VAR
Varianza o matriz de varianzas y covarianzas, segin si hace referencia a una variable o a un vec-
tor de variables.
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variable aleatoria ruido blanco
Variable que se caracteriza porque tiene un valor esperado cero y una matriz de varianzas y cova-
rianzas escalar.
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