Modelos de
Regresion Lineal
Simple y Multiple
con R

Daniel Liviano Solis

Maria Pujol Jover

319

uoC




Ninguna parte de esta publicacion, incluido el diseiio general y la cubierta,
puede ser copiada, reproducida, almacenada o transmitida de ninguna forma, ni
por ningiin medio, sea este eléctrico, quimico, mecdnico, dptico, grabacion,
fotocopia, o cualquier otro, sin la previa autorizacion escrita de los titulares del

copyright.



Modelos de Regresion Lineal Simple y Multiple con R

© FUOC e PID_00211046
indice
Introduccion ............. i
ObJetivos . ...t
1. Introduccién a los modelos de regresion................................
1.1, Marcogeneral.........ouinuininiin i
1.2.  Modelo de regresién lineal ...
1.3, Notacién matricial ........ ..ottt
1.4. Especificacién y estimacion ............c.coiiiiiniininennen...
1.5. Interpretacion del modelo ...
2. Modelo de Regresion Lineal Simple MRLS)...........................
3. Modelo de Regresion Lineal Multiple MRLM) ........................
3.1. Comparacién de ambos modelos ...............ccooiiiiiiiiiin...
4. Variables exogenas cualitativas ........................................
4.1. Variables dicotdmicas y cualitativas politémicas en el MRLM ......
4.2. Interpretacion de los coeficientes de las variables ficticias...........
4.2.1. Introduccién de dummies en un modelo de forma aditiva ...
4.2.2. Introduccién de dummies en un modelo de forma multiplicati-
1 T
4.2.3. Introduccién de dummies en un modelo de forma mixta (aditi-
va
ymultiplicativa) ... ..oei e
4.2.4. Interpretacion de las interacciones...................cou....
4.3. Otros usos de las variables ficticias .................ccoiiiian...
4.3.1.  Datos atipiCos . ... evvvettet e
4.3.2. Cambioestructural .............c.ooiiiiiiiiiiiiiiiia
4.3.3. Estacionalidad ......... ... . .. i
4.3.4. Modelo de efectos fijos ..........ouiuiiniiiiiiiiiiiin,
5. Restricciones lineales en el modelo de regresion ........................

Bibliografia

10
11
13
15

23
28

29

36
36

42






© FUOC e PID_00211046 5 Modelos de Regresién Lineal Simple y Muiltiple con R

Introduccion

Este modulo tiene como principal objetivo introducir al estudiante en la econometria
utilizando el entorno estadistico R y su interfaz R-Commander. El uso de la econome-
tria resulta imprescindible en dmbitos como la economia, la empresa y el marketing.
De hecho, la econometria podria definirse como la estadistica aplicada a la economia,
ya que se basa en el uso de la modelizacién. Las aplicaciones mds comunes son las

que se muestran a continuacion:

1) El analisis estructural.
2) La prediccion.

3) La evaluacién de politicas.

En este primer médulo se tratan los aspectos mds bdsicos de esta disciplina. El pri-
mer capitulo es de cardcter tedrico, y tiene como objetivo introducir formalmente el
modelo de regresion y su estimacién por Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO). Se-
guidamente, los dos siguientes capitulos ilustran, mediante ejemplos, el Modelo de
Regresion Lineal Simple (MRLS) y el Modelo de Regresion Lineal Multiple (MRLM)
mediante ejemplos con R y R-Commander. El cuarto capitulo estd dedicado a la inser-
cion de variables cualitativas politémicas y dicotomicas, tanto en un MRLS como en
un MRLM, asi como a la creacion de variables ficticias segtn los distintos usos que
les podemos dar. Finalmente, el quinto y dltimo capitulo abordan todo el tema de la
introduccion de restricciones a un modelo de regresién y su posterior estimacién por
Minimos Cuadrados Restringidos (MCR).
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Objetivos

10.

11.

. Saber especificar correctamente modelos de regresion lineales simples y multiples

(MRLS y MRLM).

. Estimar MRLS y MRLM por Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO) con R y

R-Commander

. Estimar MRLM por Mdxima Verosimilitud (MV) utilizando R y R-Commander.

. Verificar mediante los resultados de la estimacién de un modelo que se cumplen

todas las hipétesis basicas de todo MRLM.

. Validar un modelo y cuantificar la bondad de su ajuste.

. Realizar predicciones puntuales y por intervalo con un modelo de regresién con la

ayuda de R y R-Commander.

. Incorporar variables dicotémicas y politomicas en un MRLM con R y R-Commander.
. Crear variables ficticias con objeto de satisfacer distintos objetivos de andlisis.

. Introducir restricciones lineales en la estimacién de MRLM con R y R-Commander.

Estimar por Minimos Cuadrados Restringidos (MCR) un MRLM con R y R-

Commander.

Distinguir entre las propiedades de los estimadores por MCO y MCR.
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1. Introduccion a los modelos de regresion

1.1. Marco general

Un investigador, a la hora de realizar un andlisis estadistico de una serie de variables,
ha de tener en cuenta una diferencia fundamental entre dos conceptos relacionados

pero diferentes entre si:

e La correlacion hace referencia al grado de relacién que existe entre dos variables,
pero no establece ningtn tipo de relacién de causa ni efecto de una sobre la otra.
El indicador de correlacién mds simple es el coeficiente de correlacion lineal de
Pearson, que indica en qué medida la relacion lineal entre dos variables es directa,

inversa o nula.

o El modelo de regresion supone que no solo existe correlacion entre las variables,
sino que ademads existe una relacién de causalidad, es decir, una o mas variables

influyen en otra.

Especificamente, definimos un andlisis econométrico como un estudio de las relacio-
nes que se establecen entre un conjunto de variables. El andlisis parte de una serie de

observaciones empiricas de las variables que se desea estudiar:

{(J’hxl), (y2’ xz)a cee (yi’ -xi)7 sy ()’m -xn)} = {(yi’ -xi) : l = 15 Lat] n}

Cada par {y;, x;} € R x R* corresponde a una observacién de una unidad (indivi- La variable explicada

duo, empresa, familia, etc.). El conjunto de observaciones consideradas configuran la
Esta variable también se puede
denominar endégena,
elementos: la variable dependiente y; y el vector de regresores o variables inde- dependiente o variable por
explicar.

muestra, que estd compuesta de n elementos. Cada par (y;, x;) estd compuesto por dos

pendientes x;. Mientras que para cada unidad muestral la variable dependiente es un

escalar (nimero), los regresores forman un vector. Dicho vector tiene como primer
elemento una constante (en concreto, el nimero 1), ya que hace referencia al término

independiente del modelo. La notacién del vector es:

Las variables explicativas

X1i 1

Estas variables se pueden

X2i X2i denominar de diferentes
maneras alternativas: exégenas,
independientes o regresoras.

Xki Xki
K i ke ki
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Dicho vector corresponde al i-ésimo elemento de la muestra, e incluye las observacio-

nes de sus k — 1 regresores mds la constante.

El objetivo de una regresion es el de encontrar la tendencia central de la distribucién
condicional de y;, dado x;. Una medida de tendencia central por excelencia de una
variable es su media. Para el caso condicional, la medida anédloga es la media con-
dicional o esperanza condicionada m(x) = E(y;lx; = x) que puede tomar cualquier
forma: lineal, cuadrética, logaritmica, etc. Sin embargo, como veremos a continua-

cion, la forma mads usual es la lineal.

Un elemento importante de la regresion es el error o término de perturbacion u;, y

viene definido como la diferencia entre y; y su media condicional, esto es:

u; = y; —m(x)

Matematicamente, podemos reorganizar la ecuacién anterior, obteniendo la férmula:

yi = m(x) + u;

Los tnicos supuestos en los que nos basamos a la hora de construir esta nueva ecuacién

son que las variables (y;, x;) tienen una distribucién conjunta y que Ely;| < oco.

Es fundamental establecer las propiedades de u;, es decir, del término de error o per-

turbacién de la regresion:

1. E(uilxi) =0
2.Eu;)=0
3. E(h(x;)u;) = 0 para cualquier funcién A(-)

4. E(x,»u,-) =0

La ecuacién y; = m(x)+u; y la propiedad E(u;|x;) = 0 son consideradas con frecuencia
el marco de una regresion pero no un modelo. En este marco no se estd suponiendo
ninguna restriccién (es decir, no se supone ninguna caracteristica de la distribucién
conjunta de las variables, como podria ser la linealidad, por ejemplo). Asi, ambas

ecuaciones son ciertas por definicion.

1.2. Modelo de regresion lineal

En el momento en el que asumimos ciertas restricciones en la distribucién conjunta de
las variables, obtenemos un modelo. La restriccién mds comin en econometria, por

simplicidad y por facilidad de estimacion e inferencia, es la de linealidad, es decir,
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se asume a priori que m(x) es una funcién lineal de (x). Aplicando esta restriccion al

marco definido anteriormente se obtiene el modelo de regresion lineal:

Vi = X +u;

E(uilx;) = 0.

La restriccion de linealidad no tiene por qué cumplirse en cualquier aplicacién espe-
cifica. La validez de esta restriccion (y de cualquier otra) dependerd, en todo caso, de

las caracteristicas de la distribucién conjunta de las variables consideradas.

En la ecuacién y; = x8 + u; aparece, ademds de la variable dependiente y;, el vector
de regresores traspuesto x; y el término de perturbacién de la regresion %;; un nuevo

vector: el vector de parametros

Bi
B>

Br

kx1

La ecuacién y; = x;8+u; muestra la notacién compacta del modelo de regresion lineal.

Una forma mas detallada seria:

yi =B+ Baxoi + ...+ Bixii + u, i=1,...,n

Este modelo de regresion lineal es incompleto sin una descripcién del término de error
u;. Supondremos, a priori, que tiene una esperanza nula E(u;) = 0, que tiene varianza
finita E(u[z) < o0, y que no estd correlacionado con los regresores E(x;u;) = 0. Esta
ultima condicién se denomina condicion de ortogonalidad, ya que supone que el
vector de regresores y el de errores son ortogonales. Como veremos mds adelante,

esta condicion es débil y en muchos casos no tiene por qué cumplirse.

La propiedad de trasposicion...

... intercambia filas por columnas
de una matriz o vector con el fin
de poder realizar operaciones
matematicas, por ejemplo, la
multiplicacion entre objetos.

Ortogonalidad

Algebraicamente, decimos que
los vectores a 'y b son
ortogonales si se cumple que
a'b=0.
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1.3. Notacién matricial

Antes de tratar la estimacién del modelo, es importante conocer la notacién matricial
del modelo de regresion, ya que a partir de ahora se utilizard, segiin conveniencia,

dicha notacién. La matriz de variables dependientes adquiere la forma:

Y1

»2

Yn

Ixn

como ya hemos visto, el vector de pardmetros se define como:

B
B2

Br

kx1

considerando que el vector traspuesto de regresores, para cada elemento muestral, es:

=0 x5 - X)ixk

definimos la matriz de regresores o variables independientes como:

X 1 x1 x31 -+ X
x5 I xn xn 0 xe
X = =
/
X 1 x X cee X
T/ xk 2n n kn nxk

y, finalmente, la matriz de errores adquiere la forma:

uj

u

1xn
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Como se puede observar, Y y (5, al igual que u, son vectores, mientras que X es una

matriz.

El modelo de regresién lineal y; = x5 + u; muestra, por simplicidad, una sola ecua-
cién para el individuo i. Alternativamente, podemos expresar dicho modelo como un

sistema de n ecuaciones, una para cada observacion:

Y1 = X1+ uy
Yo =xB+up
Y = X5+ uy

0, equivalentemente, mediante notacién matricial:
Y=XB+u

Los siguientes productos también se expresan de manera matricial:

n

Z xixi =X'X

i=1

n

ZXM =X'Y

i=1

1.4. Especificacion y estimacion

A la hora de analizar mediante la econometria las relaciones que se establecen entre
distintas variables, hay que tener en cuenta que el estudio de un modelo de regresién

se compone de dos etapas fundamentales:

1) Especificacion: Esta fase hace referencia a la construccion del modelo, es decir,
qué variables se incluyen y en qué forma funcional (lineal, aditiva, multiplicativa,

etc.).

2) Estimacion: Una vez construido el modelo, la estimacion hace referencia a la
técnica utilizada para obtener estimaciones de los pardmetros del modelo. El cono-
cimiento previo del fendmeno analizado y la disponibilidad de contrastes ayudaran a

realizar una eleccion correcta del estimador.

En lo que se refiere al proceso de estimacién, definiremos el vector de coeficientes

estimados como g, diferente al vector de pardmetros 5, que es desconocido.
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Existen diversos procedimientos para obtener una estimacion del modelo de regresion
lineal. El mds sencillo e inmediato es el método de los Minimos Cuadrados Ordina-
rios (MCO). Este estimador consiste en minimizar la suma al cuadrado de los errores
(SCE). Si definimos la funcién SCE como:

Su(B) = Z u; = i(yi - xp)°
i=1

i=1

podemos definir el estimador MCO como aquel que minimiza la funcién SCE:
Buco = arg Hgn Sa(B

asi pues, este estimador tiene la siguiente expresion:
Buco = (X'X)'X'Y

Hay varias maneras de llegar a esta expresion. Una de ellas es considerar el modelo

de regresion lineal y premultiplicarlo por x;, para después tomar esperanzas:

a
Xiyi = X X8 + xiut;

E(x;y:) = E(xix))B + E(xju;) = E(x;x))B

De este modo obtenemos que el pardmetro 8 es una funcién de los segundos momentos

poblacionales de (y;, x;):
B = E(xix)™ E(xiyi)

Notese que esta expresion de los pardmetros se basa en la hipétesis E(x;u;) = 0, que
no tiene por qué cumplirse en la realidad. Para obtener estimaciones de los pardmetros
a partir de esta expresion, basta sustituir los momentos poblacionales por momentos

muestrales, que son:

n

L 1
E(xy) = p Z Xiyi
P

n

. 1
E(xix}) = = Z XX,
n

i=1

Los momentos nos proporcionan
informacién sobre la distribucion de la
variable considerada.

(/]
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El estimador adquiere entonces la siguiente forma:

n

-1 n n -l
po(h 2 mn] S =(Sm] Sty

i=1 i=1 i=1 i=1

Otro modo alternativo de obtener el estimador es partiendo de la condicidn de ortogo-
nalidad. Considerando la notacién matricial, y teniendo en cuenta que dicha notacién

es E(X’e) = 0, obtenemos:

EX'uy=EX'(Y-XB)=EX'Y)-EX'X)B=0

B=EX'X)'EX'Y)

Como siempre, dado que desconocemos los verdaderos valores poblacionales, la esti-
macién de los pardmetros se realiza sustituyendo los momentos poblacionales por los

muestrales.

1.5. Interpretacion del modelo

A la hora de interpretar un modelo de regresion debemos considerar distintos aspec-

tos:

o Significacidn de cada uno de los coeficientes estimados.Se realiza mediante el con-

traste de significacion individual de cada pardmetro.

e Signo de los pardmetros. En caso de tratarse de coeficientes significativos hay que
ver si existe 16gica respaldada por teorias acerca del signo obtenido en la estima-

cion.

e Magnitud de los pardmetros. En un modelo de regresién, cada uno de los para-
metros que acompaiian a las variables explicativas indica la variacion que sufre el
valor esperado de la variable enddgena ante un incremento en una unidad de la
variable explicativa a la que hace referencia el parametro estimado. En cambio, la
estimacidn de la constante indica cudl es el valor esperado de la variable endégena

cuando todas las variables explicativas toman valor nulo.

o Significacidn general de todos los coeficientes estimados. Se realiza mediante el

contraste de significacion global de los pardmetros.

e Bondad del ajuste. A través de los coeficientes de determinacién y de determina-
cién ajustado se mide qué parte de la variable endégena queda explicada por el

modelo estimado.
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Aunque existen muchas clasificaciones diferentes de los modelos de regresion, una
clasificacién bésica se establece en funcién del nimero de regresores que contiene el

modelo:

e Modelo de Regresion Lineal Simple (MRLS): estudia el comportamiento de una

variable en funcién de otra. Formalmente se define como y = f(x).

e Modelo de Regresion Lineal Miltiple (MRLM): estudia el comportamiento de

una variable en funcién de mas de una variable. Formalmente se define como y =

f(xl, X2, .. )

A continuacidn, se ofrecen ejemplos de estimacion de modelos econométricos con
R y R-Commander atendiendo a dicha clasificacién. Posteriormente, se analiza qué
debemos hacer cuando tenemos alguna variable cualitativa que queremos introducir
como regresor. Finalmente, se estudian los modelos de regresién cuando se imponen

restricciones lineales a priori.



© FUOC e PID_00211046 15 Modelos de Regresién Lineal Simple y Muiltiple con R

2. Modelo de Regresion Lineal Simple (MRLS)

En el modelo de regresion simple se desea estudiar el comportamiento de la variable
explicada (Y) en funcién de una sola variable explicativa (X). Para estimar el signo y la
magnitud de esta relacién se toma una muestra de dimensién N, es decir, se obtienen

N observaciones de las variables X e Y.

El modelo que hay que estimar es el siguiente:

Vi = a+ Bx; + u;, i=1,...,N.

Aunque una explicacién tedrica detallada del modelo de regresién se incluye en el
capitulo precedente, recordemos que en esta ecuacion, « es la constante, 8 es la pen-
diente y u es una variable aleatoria denominada término de error o de perturbacion.
Al ser una ecuacion tedrica que engloba a toda la poblacion, los pardmetros @ y 8 son
desconocidos. Asi pues, el objetivo de la estimacién del modelo serd poder realizar
inferencia sobre este. Por tanto, el primer paso serd obtener los coeficientes estima-
dos de los parametros (& y f) a partir de los valores muestrales de X e Y. Una vez

obtenidos estos, el modelo estimado tendra la siguiente expresion:

La diferencia entre los valores muestrales de la variable dependiente (y;) y sus valores

estimados por la recta (§;) son los residuos o errores de la estimacion:

ei=yi—Ji

Asfi pues, el modelo estimado también se puede expresar de la siguiente manera:

n Es importante no confundir el término de 0
yi = a +ﬁx5 + e; perturbacion (u) con los residuos (e). El

primer concepto es teérico y no

observable, mientras que el segundo

depende de la muestra y del método de

. ., . . . estimacion elegido, con lo que es medible
Una buena estimacién de un modelo, es decir, con un buen ajuste, serd la resultante de y analizable.

valores de e; reducidos y distribuidos normalmente. Asi, cuanto mas pequefios sean
los e; mejor serd la estimacién del modelo y mds fiables serdn las predicciones sobre

el comportamiento de Y obtenidas con dicha estimacién.
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Como ejemplo, supongamos que disponemos de N = 10 observaciones de las varia-
bles X e Y:

X |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Yy | 2 1 1 3 2 2 4 5 4 5

En R-Commander utilizaremos la siguiente ruta para introducir estos datos:

Datos / Nuevo conjunto de datos

Una vez especificado un nombre para este conjunto de datos, los introducimos en una

hoja donde cada columna es una variable, tal y como se muestra a continuacioén.

IR RGui (32-bit) - [Editorde ... [ o || & [[wt3m]
[R Archivo Ventanas Editar Ayuda | - | =
X
X y
1]1 2
2 |2 1
33 1
4 |4 3
5 |5 2
6 |6 2
7 |7 4
8 |8 5
9 |9 4
10 |10 5

Como vimos en el médulo dedicado al andlisis descriptivo del manual Matemadticas y
Estadistica con R, es recomendable iniciar el andlisis con estadisticos basicos de las

variables. Una primera explotacion estadistica se obtiene siguiendo las instrucciones:

Estadisticos / Resiimenes / Conjunto de datos activo

Con esto, el resultado serd el siguiente:

> summary (Datos)

X Yy
Min. 1.00 Min. 2l @
st Qu.: 3.25 1st Qu.:2.0
Median 5.50 Median :2.5
Mean 5.50 Mean 3209
3rd Qu.: 7.75 3rd Qu.:4.0
Max. :10.00 Max. 35,0
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Muchas veces no tendremos suficiente con los estadisticos basicos y desearemos ob-
tener medidas adicionales, como la asimetria, la curtosis, €l coeficiente de variacion,
la desviacion tipica o algunos cuantiles. Para ello existe una opcion en la que se puede

elegir entre un conjunto de estadisticos; la ruta que deberemos seguir para ello serd:
Estadisticos / Resiimenes / Resvimenes numéricos

Obtendremos el siguiente mend, en el que seleccionaremos, de las variables deseadas,

los estadisticos que queramos obtener.

@ Reslimenes numéricos

Variables (seleccione una o mas)

’

y e
Desviacion tipica

v

v

¥ Rango Intercuartilico
I” Coeficiente de variacién
-

Asimetria Tipo 1
Tipo 2@
Tipo 3©
Cuantiles ¥  cuantiles: 0, .25, .5, .75, 1

" Apuntamiento

Resumir por grupos... |

l «f Aceptar ][ ¥ Cancelar ] [ € Reiniciar ][ 2 Ayuda

Este es el resultado que aparece en la ventana de resultados:

> numSummary (Datos[,c("x", "y")], statistics=c("mean", "sd",

+ "IQR", "quantiles"), quantiles=c(0,.25,.5,.75,1))

mean sd IQR 0% 25% 50% 75% 100% n
x 5.5 3.027650 4.5 1 3.25 5.5 7.75 10 10
y 2.9 1.523884 2.0 1 2.00 2.5 4.00 5 10

Un estadistico relevante, cuando se trabaja con mds de una variable, es el coeficiente

de correlacion lineal de Pearson. Para calcularlo, hay que seguir la instruccién:
Estadisticos / Resiimenes / Matriz de correlaciones

Aparecerd el siguiente cuadro de didlogo, en el que seleccionaremos las variables para

las que deseamos calcular el coeficiente de correlacion:
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@& Matriz de correlaciones

Variables (elegir dos o mas)
5 A
y

Tipo de correlaciones
Coeficiente de Pearson @
Coeficiente de Spearman )

Parcial
p-valor pareado

de las correlaciones de Pearson o Spearman

l o/ Aceptar l[ ¥ Cancelar l

[ 4 Reiniciar

| |

2 Ayuda

Como vemos, la correlacion entre ambas variables es positiva y bastante elevada:

> cor (Datos[,c("x","y") ],
X Yy

x 1.0000000 0.8549254

y 0.8549254 1.0000000

use="complete.obs")

Visualmente, la correlacién entre dos variables se puede comprobar mediante un dia-

grama de dispersion de las variables X e Y. Obtener este griafico en R-Commander es

inmediato accediendo a:

Grdficas / Diagrama de dispersion

Aparecera el siguiente mend, donde especificaremos la variable x (correspondiente al

eje horizontal) e y (correspondiente al eje vertical). Ademads, activaremos la opcién

Linea de minimos cuadrados, que dibuja la recta de regresion sobre los puntos.

& Diagrama de dispersion

variable x (elegir una) variable y (elegir una)

y

Opciones

™ Identificar Observaciones

™ Desplazar aleatoriamente la variable x
Desplazar aleatoriamente la variable y
Log eje-x

Log eje-y

r
o
-
™ Cajas de dispersion marginales
¥ Linea de minimos cuadrados
™ Lineas suavizadas

™ Mostrar extension

Amplitud para suavizado 50

Etiqueta del eje x Etiqueta del eje y

<auto> <auto>

Dibujar pardmetros
Dibujar los caracteres

Tamano del punto
Tamaiio del texto (ejes)

Tamaiio del texto (etiquetas de los ejes)

<1 » <

Expresion de seleccion
<todos los casos valido

Al 1l ]

Grafica por grupos...

[ «f Aceptar ][ ¥ Cancelar l

[ % Reiniciar }[

2 Ayuda }

<auto>

15
.

15
|

15
[ .
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En el grafico resultante, las diferencias verticales entre cada observacion y la recta
estimada son los residuos (e;). Cuanto mds reducidos sean estos, mejor serd el ajuste

de la estimacion del modelo.

Recta de regresion

n - Noétese que, en esta recta de
regresion estimada, el punto de
corte con el eje vertical es @,
mientras que su pendiente es j3.

ﬁ- —

> M+

N —

‘_| —

T T T T T
4 6 8 10
X

Entrando de lleno en la estimacién del modelo de regresién, primero veremos c6mo
calcular los coeficientes del modelo y su coeficiente de determinacién (R?) mediante

c6digo de manera manual.

Las férmulas que debemos aplicar son las siguientes:

p=2u
-2
SX
a=y-ip
s 2
R2:r2: xy
SxSy

Siendo s la desviacién estindar, s* la varianza, Sxy la covarianza y r el coeficiente de
correlacion lineal de Pearson. En R-Commander, hacer estos calculos usando la sin-
taxis del lenguaje propio de R es inmediato. Basta con tener en cuenta los operadores
descritos en la tabla 1, ya vistos en el primer médulo del manual Matemdticas y Esta-

distica con R.
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Tabla 1. Operadores estadisticos basicos con R
Descripcion Instruccién Resultado
Longitud length (x) 10
Méaximo max (x) 10
Minimo min (x) 1
Suma sum (x) 55
Producto prod (x) 3628800
Media mean (x) 5.5
Media median (x) 5.5
Desviacién estandar sd (x) 3.02765
Varianza var (x) 9.166667
Covarianza cov (x,Yy) 3.944444
Correlacién cor (x,V) 0.8549254
Producto escalar sum (x*y) 195

Con esta informacién, calcularemos &, 8y R? introduciendo sus respectivas férmulas
en la Ventana de instrucciones, luego seleccionaremos el conjunto y pulsaremos en

Ejecutar:

attach (Datos)

>

> beta <- cov(x,y)/var (x)

> alpha <- mean (y)-betaxmean (x)
>

coef.det <- cor(x,y)"2

> print (c (alpha,beta, coef.det))
[1] 0.5333333 0.4303030 0.7308975

Naturalmente, R-Commander ofrece una manera mas rdpida e inmediata de calcular
una recta de regresion, que ademads incluye mds informacién estadistica del modelo.
Una vez que las variables X e Y han sido introducidas en una base de datos, hay que

estimar un modelo. La manera mas sencilla es seguir la siguiente ruta:
Estadisticos / Ajuste de modelos | Regresion lineal

Aparecerd un cuadro de didlogo donde especificaremos cudl es la variable dependiente
y la independiente, ademds de introducir un nombre para el modelo estimado (Reg-
Model.1):

% Regresion lineal

Introducir un nombre para el modelo: RegModel.1
Variable explicada (elegir una)  Variables explicativas (elegir una o mas)

y  E H

Expresion de seleccién

<todos los casos vélido
< 11l »

I «f Aceptar ]’ ¥ Cancelar ]

’ 9 Reiniciar ] I 2 Ayuda
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En la ventana de resultados aparecera:

Call:

Im(formula = y ~ x, data = Datos)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-1.1152 -0.6151 -0.1152 0.6727 1.0364

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr (>t )
(Intercept) 0.53333 0.57278 0.931 0.37903
X 0.43030 0.09231 4.661 0.00162 x«

Signif. codes: 0 "x*%’ 0.001 '%%’ 0.01 '’ 0.05 ".” 0.1 " " 1
Residual standard error: 0.8385 on 8 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.7309, Adjusted R-squared: 0.6973
F-statistic: 21.73 on 1 and 8 DF, p-value: 0.001621

Este resultado es un amplio sumario de la regresién. Veamos sus principales compo-

nentes:

e Residuals: minimo, maximo y cuartiles de los residuos de la regresién, que pro-

porcionan informacién sobre su distribucién.

e Coefficients: cuadro en el que aparece informacion de la estimacién de los

pardmetros (o coeficientes) estimados.

e Estimate: estimacion de cada pardmetro (intercept significa constante).

e Std.Error: desviacién (o error) estdndar de cada pardmetro estimado.

e tvalue: estadistico ¢ de cada pardmetro estimado, obtenido dividiendo la esti- Contraste de significacion
macién del pardmetro entre su desviacién estandar. Este estadistico es el que uti- individual...
lizamos para realizar el contraste de significacién individual de los pardmetros .. 6s un contraste cuyas
estimados hipotesis son Hy : parametro = 0
y H, : parametro # 0.

e Pr(> |t|): p-valor del contraste de significacion individual de cada pardmetro esti-

mado, que indica su significacién estadistica.

e Signif. codes: muestra, con asteriscos y puntos, para qué niveles de significa-
cién los coeficientes estimados son o no significativos. En este caso, vemos que
& = 0,533 no es significativo y que 3 = 0,430 es significativo con un nivel de
significaciéon del 1 % (’ = «'0,01).

e Residual standard error: desviacion (o error) estandar de los residuos.
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Multiple R — squared: coeficiente de determinacion.
e AdjustedR — squared: coeficiente de determinacion ajustado.

e F —statistic: estadistico F para el contraste de la significacién global o con-

junta de los pardmetros estimados del modelo.
e DF: grados de libertad del estadistico F.

e p —value: p-valor asociado al contraste anterior. En este caso, vemos que el con-
junto de pardmetros estimados es significativo con un nivel de significacién del
0,1 % (p-valor< 0,001).

Una manera alternativa de estudiar la significacién individual de los pardmetros es-
timados es el calculo de intervalos de confianza. Tomando un nivel de confianza del
95 % (es decir, una significacion del 5 %), existe una probabilidad del 95 % de que,

por ejemplo, el pardmetro S esté incluido en el siguiente intervalo:
Be [ﬂ + 10,025 sS[g] :

Donde fy25. 3 es el valor en tablas del estadistico ¢, a dos colas y con 8 grados de
libertad, y s la desviacion estdndar del coeficiente estimado. R-Commander permite
calcular conjuntamente los intervalos de confianza de todos los pardmetros estimados

del modelo (en este caso dos). Una vez seleccionado el modelo, la ruta es la siguiente:
Modelos / Intervalos de confianza

Aparecerd un cuadro de didlogo, donde hay que especificar el nivel de confianza desea-

do y tras pulsar Aceptar obtendremos el siguiente resultado:

> Confint (RegModel.1l, level=0.95)

Estimate 2.5 % 97.5 %
(Intercept) 0.5333333 -0.7875075 1.8541742
X 0.4303030 0.2174303 0.6431758

Como en el caso de la constante el valor cero estd incluido en el intervalo de confianza
(los extremos son de signo opuesto), al 95 % de confianza podemos afirmar que el
parametro estimado de la constante no es significativo, lo que equivale a afirmar que
no es estadisticamente diferente de cero. Vemos que esto no ocurre en el caso de la

pendiente.

Contraste de significacion
global...

... €8 Un contraste cuyas
hipétesis son Hj : todos los
parametros =0y H, : algun
parametro # 0.

El valor en tablas de t depende del nivel 0
de significacion (@) y del nimero de
parametros que estimar (2, en particular

para un MRLS y k en general para un

MRLM), ya que dicho valor es t4/2; N—k-
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3. Modelo de Regresion Lineal Muiltiple (MRLM)

El MRLM es una generalizacién del modelo simple en k pardmetros (incluyendo la

constante). Por tanto, la variable endogena se explica por mas de una variable exdgena:

Consideremos un ejemplo practico. Se desea estudiar un modelo de regresion lineal

yi =B1+Baxy +B3xz + ...+ Bixy + u,

i=1,...

,N.

para estudiar los determinantes del nivel de paro en diferentes municipios catalanes,

en concreto, N = 295. El modelo que debemos especificar es:

PARO; = By + B2MOTOR; + B3RBFD; + BsTEMP; + fsUNIV; + u;.

Donde tenemos las siguientes variables:

e PARO: tasa de paro.

e MOTOR: indice de motorizacién (turismos por habitante).

e RBFD: renta bruta familiar disponible, en miles de euros.

e TEMP: tasa de temporalidad laboral.

UNIV': porcentaje de estudiantes universitarios en la poblacion.

Los datos, una vez importados del documento de Excel, son los siguientes:

76 Datos

1
2
3
4
5
6
-
8
9
1
1

MUNICIPIO PARO

Rbrera

Aguilar de Segarra
Rlella

Rlpens

Emetlla del vallés, L'
Arenys de Mar
Arenys de Munt
Argencgola
Argentona

Artés

Avia

13.
6.
8.
5.

10.

15.

14.
4.

13.

15.

10.

25
93
92
43
10
92
96
35
30
15

TEMP UNIV

87.
82.
50.
85.
74.
85.
75.
86.
93.
80.

50
86
00
71
14
56
00
57
64
00

10.
26.
13.
22.
13.
11.
10.
13.
.03
.47

34
09
88
59
49
50
34
31

138.
212.
159.
196.
134.
139.
114.
152.
138.
155.

14
01
20
49
64
99
49
67
14
12

BN o 5

RBFD

757.

w

W U s U s

MOTOR

9377
.3868
.5016
.4070
.4568
.8400
.0417
.1371
.9825
.4080

-

~

Antes de realizar una estimacién, es muy 1til hacer una descripcion estadistica de las

variables. El resumen del conjunto de datos es el siguiente:
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> summary (Datos)
MUNICIPIO PARO TEMP
Abrera 1 Min. : 0.00 Min. 0.00
Aguilar de Segarra 1 l1st Qu.:10.85 1st Qu.: 80.00
Aiguafreda 1 Median :13.63 Median 85.75
Alella 1 Mean :13.42 Mean 82.74
Alpens 1 3rd Qu.:16.12 3rd Qu.: 91.67
Ametlla del Valles, L’: 1 Max . :24.87 Max . :100.00
(Other) :289
UNIV RBFD MOTOR

Min. 2.89 Min. 84.9 Min. 2.527

lst Qu.: 7.57 1st Qu.:123.5 1st Qu.: 4.679

Median :10.09 Median :138.1 Median 5.030

Mean :10.98 Mean :140.4 Mean 10.934

3rd Qu.:13.04 3rd Qu.:155.1 3rd Qu.: 5.460

Max. :33.61 Max. :249.6 Max. :784.879

Como hemos hecho antes, para ver mas estadisticos de las variables se pueden seguir

las instrucciones que se muestran a continuacién y seleccionar lo que méas nos interese

calcular de la lista de estadisticos que ofrece R-Commander:

Estadisticos / Resiimenes / Resviimenes numéricos

El resultado obtenido es el siguiente:

> numSummary (Datos[,c ("MOTOR", "PARO", "RBFD", "TEMP",

1,

statistics=c ("mean", "sd"

MOTOR 10.93426

PARO 13,
RBFD 140.
TEMP 82.
UNIV 10.

Si dos o0 mds variables tienen entre ellas una alta correlacién, puede ser problematico

incluirlas simultdneamente como variables explicativas. Por eso mismo, resulta muy

mean

41831

44332

73736

98186

sd
63.558945
4.185926
24.227029
16.544553

4.914490

),

o

quantiles=c())

n

295

293

295

295

295

"UNIV")

util calcular la matriz de correlaciones lineales de las variables explicativas:

Estadisticos / Resiimenes / Matriz de correlaciones

En concreto, como se vera en el
siguiente médulo, una alta correlacién
entre dos regresores puede dar lugar a
problemas de multicolinealidad.

(/]
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Seleccionando las variables que queremos incluir, obtenemos el siguiente resultado:

> cor (Datos[,c ("MOTOR", "PARO", "RBFD", "TEMP", "UNIV") ],
+ use="complete.obs")

MOTOR PARO RBFD TEMP UNIV
MOTOR 1.00000000 -0.1292680 -0.01265723 -0.06906589 0.01746496
PARO -0.12926800 1.0000000 -0.41906630 0.16408409 -0.46244755
RBFD -0.01265723 -0.4190663 1.00000000 -0.10259722 0.58442097
TEMP -0.06906589 0.1640841 -0.10259722 1.00000000 -0.03479639

UNIV 0.01746496 —0.4624475 0.58442097 -0.03479639 1.00000000

Andlogamente al caso del MRLS, la siguiente ruta nos permitird estimar un modelo

de regresion, seleccionando las variables explicada y explicativas:

Estadisticos / Ajuste de modelos / Regresion lineal

En el cuadro de didlogo resultante introducimos las variables explicada y las explica-

tivas, ademds del nombre de este modelo (RegModel.2):

kﬁRﬂyﬁMnMﬁd !E!

Introducir un nombre para el modelo: RegModel.2

Variable explicada (elegir una)

Variables explicativas (elegir una o mas)

Expresion de seleccion
<todos los casos valido

< | 1] o

l o/ Aceptar l[ ¥ Cancelar l l 4 Reiniciar l[ 2 Ayuda

En la ventana de resultados obtenemos lo siguiente:

> RegModel.2 <- 1m(PARO~MOTOR+RBFD+TEMP+UNIV, data=Datos)
> summary (RegModel.1l)
Call:

Im(formula = PARO ~ MOTOR + RBFD + TEMP + UNIV, data = Datos)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max

-12.4220 -1.6582 0.4862 2.2200 8.5622

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr (>t )
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(Intercept) 19.244961 1.738272 11.071 < 2e-16 *x*x*

MOTOR -0.007755 0.003296 -2.353 0.019290 =«
RBED -0.037110 0.010685 —-3.473 0.000593 **x
TEMP 0.030971 0.012728 2.433 0.015569 =«
UNIV -0.281595 0.052421 -5.372 1.6e-07 xx*x

Signif. codes: 0 "x%%’ 0.001 "%’ 0.01 '’ 0.05 ".” 0.1 " " 1

Residual standard error: 3.581 on 290 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.2782, Adjusted R-squared: 0.2682

F-statistic: 27.94 on 4 and 290 DF, p-value: < 2.2e-16

Como vemos, todos los coeficientes estimados son significativos, aunque el ajuste del

modelo (R? = 0,278) es mds bien pobre.

Si calculamos los intervalos de confianza (IC) de los coeficientes estimados obtene-

mos:

> Confint (RegModel.2, level=0.95)
97.5 %

o

Estimate 2.5

(Intercept) 19.244961330 15.823732809 22.666189851

MOTOR -0.007755427 -0.014242476 -0.001268379
RBFD -0.037110206 -0.058139257 -0.016081156
TEMP 0.030971082 0.005919276 0.056022888
UNIV -0.281595276 -0.384769255 -0.178421297

R-Commander nos da la opcién de obtener informacion estadistica adicional del mo-
delo estimado. Entre otros indicadores, podemos extraer los residuos (e;) y los valores

ajustados a la recta (;). Para hacer esto, accederemos a:

Modelos / Afiadir las estadisticas de las observaciones a los datos

En nuestro ejemplo, solo afiadiremos al conjunto de datos los residuos y los valores

ajustados a la recta. Para ello, los activaremos en el cuadro de didlogo:

&5 Afiadir las estadisticas de las observaciones al conjunto de datos

v Valores ajustados

v Residuos

I Residuos studentizados
I~ Valores hat

I Distancias de Cook

I Indices de las observaciones

| J Aceptar |l * Cancelar l

l < Reiniciar l l 2 ayuda

Recordad que para obtener los IC de los o
parédmetros hemos de seleccionar el

modelo, seguir la ruta Modelos /

Intervalos de confianza y seleccionar el

nivel de confianza deseado.
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Habiendo hecho esto, si visualizamos nuestro conjunto de datos, observaremos c6mo

se han afiadido estas dos variables:

MUNICIPIO PARO
1 Abrera 5. .577381 .59738113 A~
2 Aguilar de Segarra 6.25 87.50 10.34 138.14 757.9377 5.038701 -1.78870105 —
3 Alella 8.93 82.86 26.09 212.01 5.3868 6.554893 2.37510738
4 Alpens 5.92 50.00 13.88 159.20 4.5016 10.942116 -5.02211630
S Ametlla del Vallés, L' 10.43 85.71 22.59 196.49 5.4070 5.204537 2.22546259
6 Arenys de Mar 15.10 74.14 13.49 134.64 4.4568 12.711354 2.38864552
7 Arenys de Munt 14.92 §5.56 11.50 139.99 4.8400 13.423907 1.49609265
=1 Argengola 4.96 75.00 10.34 114.49 5.0417 14.368249 -9.40524924
9 Argentona 13.35 86.57 13.31 152.67 5.1371 12.472639 0.87736086
1 Artés 15.30 93.64 8.03 138.14 4.9825 14.718838 0.558116197 v

Lo més légico es que no estemos satisfechos con el modelo estimado y queramos
mejorar su estimacién. Podemos optar por el siguiente modelo alternativo, donde la

variable MOT OR aparece en logaritmos:

PARO; = 31 + >log(MOT OR); + BsRBFD; + BsTEMP; + BsUNIV; + u;.

Para estimar este nuevo modelo, una posible solucién seria crear una nueva variable,
log(MOT OR), aiadirla al conjunto de datos y estimar el nuevo modelo como hemos
hecho antes. Sin embargo, tenemos a nuestra disposicién una alternativa mas rdpida y
eficiente: un completo cuadro de didlogo que nos permite introducir variables trasfor-
madas (aplicar logaritmos a una variable, elevarla al cuadrado, etc.) o multiplicadas
entre ellas; incluso podemos seleccionar una muestra de nuestra base de datos, etc. Es
decir, la solucién consiste en estimar directamente un modelo mediante la siguiente

ruta alternativa:

Estadisticos / Ajuste de modelos | Modelo lineal

Nos aparecerd un cuadro de didlogo en el que introduciremos la férmula del modelo,
que tiene dos partes: la variable dependiente y el conjunto de regresores o variables
explicativas. En nuestro ejemplo, introducimos la variable Motor en logaritmos. Ade-

mads, le asignaremos a este modelo el nombre LinearModel.3:

@& Modelo lineal

Introducir un nombre para el modelo: LinearModel.3
Variables (doble clic para enviar a la formula)

MOTOR 4

MUNICIPIO [factor] =

PARO

RBFD .

Férmula del modelo: + x s/ 1 %in% | - Al C )
PARO ~ log(MOTOR) + RBFD + TEMP + UNIV

L (— <[ )

Expresién de seleccion
<todos los casos valido

L T

[ «/ Aceptar II ¥ Cancelar ] I 4 Reiniciar ]l 2 Ayuda
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El resultado que se obtiene es el siguiente:

> LinearModel.3 <- 1m(PARO ~ log(MOTOR) +TEMP +UNIV +RBFD, data
=Datos)

> summary (LinearModel.?2)

Call:

Im(formula = PARO ~ log (MOTOR) + TEMP + UNIV + RBFD, data =

Datos)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max

-11.9532 -1.5396 0.5311 2.0798 8.4970

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr (>t )

(Intercept) 22.56227 1.87918 12.006 < 2e-16 *x*
log (MOTOR) -1.85324 0.41466 -4.469 1.13e-05 x*x
TEMP 0.02791 0.01245 2.241 0.025764 =

UNIV -0.27547 0.05121 -5.379 1.54e-07 #*xx*
RBED -0.03788 0.01043 -3.631 0.000333 =x*x*

Signif. codes: 0 ’'#*xx’ 0.001 "xx" 0.01 "«” 0.05 ".” 0.1 " 7 1

Residual standard error: 3.496 on 290 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.3118, Adjusted R-squared: 0.3023

F-statistic: 32.85 on 4 and 290 DF, p-value: < 2.2e-16

3.1. Comparacion de ambos modelos

Comprobamos que el ajuste del modelo ha mejorado respecto al modelo anterior. Es
importante destacar que el resultado de la estimacién siempre muestra dos valores del
coeficiente de determinacidn; uno de ellos se denomina coeficiente de determinacion
ajustado. El motivo es que siempre que se afiadan nuevas variables explicativas a un
modelo, el valor de R? subird, aun cuando estas nuevas variables no aporten nada
nuevo al modelo. Por eso mismo, el valor ajustado de R? incluye una penalizacién por

el nimero de regresores que el modelo contiene.

Cuando queramos comparar dos 0
modelos que tengan la misma variable
enddgena pero con distinto nimero de
variables explicativas elegiremos aquel

que tenga un mayor valor de la R?

ajustada.
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4. Variables exégenas cualitativas

En cualquier estudio, es habitual encontrarnos con modelos de regresion en los que se
contemplan situaciones con variables explicativas; son atributos o variables de carac-
ter cualitativo. La codificacion de estas variables supone identificar cada categoria con
un valor. Por este motivo, cuando las categorias no tienen una ordenacidn clara y re-
currimos a criterios arbitrarios para realizar la codificacién, hemos de prestar especial
atencién. Por ejemplo, sin darnos cuenta, al ordenar los destinos turisticos con mas
afluencia de pasajeros por orden alfabético, estamos automdticamente estableciendo

una prioridad que puede distar mucho de la realidad.

Por norma general, para no tener problemas de interpretacién, entre otros, evitare-
mos introducir directamente como variable explicativa de un modelo de regresion una
variable cualitativa politémica, cuya codificacién numérica induzca un orden (y, co-

mo consecuencia, una distancia) entre las diferentes categorias que no se ajusten a la

realidad.
Asfi pues, el primer paso es clasificar todas las posibles variables explicativas de un Variables dicotomicas, ficticias
s . . . o o dummies

modelo de regresién. Ya hemos visto que cuando se trata de variables cuantitativas o
cualitativas con orden implicito, no tenemos ningin problema y las podemos intro- Son variables que solo pueden

.. . tomar dos valores, generalmente
ducir directamente. El problema lo tenemos cuando nos encontramos con atributos 0y 1. La categoria codificada
o variables cualitativas. Es crucial distinguir aqui si son variables dicotémicas o po- con un 0 suele denominarse
. L. L. . categoria de referencia.
litémicas, ya que en este ultimo casos deberemo desglosarlas en distintas variables

dicotémicas.

4.1. Variables dicotomicas y cualitativas politémicas en el MRLM

Ya hemos mencionado que los valores mds utilizados en la codificacién de las va-
riables dicotémicas son el 0 y el 1. La razén es porque simplifica enormemente la
interpretacién de los resultados obtenidos tras la estimacién del modelo de regresion.
Sabemos que en un modelo de regresion lineal todas las variables explicativas tienen
asociado un pardmetro que debemos estimar. Si esta variable toma el valor 0, su im-
pacto sobre el valor esperado de la variable dependiente se anula. En este caso, el
pardmetro asociado a una variable ficticia muestra cudnto varfa el valor esperado de la
variable end6gena cuando un individuo posee una determinada caracteristica (identifi-
cada con el valor 1 de la dummy), respecto a un individuo que no la posea (identificada

con el valor 0 de la dummy.
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Podemos introducir variables ficticias en un modelo de regresion de distintas formas,

de manera:

e Aditiva: como una variable explicativa més.

e Multiplicativa: multiplicando a otra variable explicativa ya existente en el modelo.

e Mixta: tanto aditiva como multiplicativamente.

Légicamente, segin cémo decidamos incorporar las dummies al modelo la interpreta-
cién que hagamos serd distinta. No obstante, consideremos un modelo muy sencillo
para ilustrar lo que acabamos de comentar. Supongamos que tenemos una clase de 90
alumnos de econometria y que queremos explicar la calificacién obtenida al final de

curso (Y;) en funcién de sus horas de estudio (X};) y de su género (X»)).

Primero leemos la base de datos y la visualizamos, vemos que la variable X, es textual
y por tanto nos interesa recodificarla como una variable ficticia, que denominaremos

D,. Para hacer esto con R-Commander utilizaremos la siguiente ruta:

Datos / Modificar variables dentro del conjunto de datos activo / Recodificar variables

Nos saldrd un cuadro de didlogo, que rellenaremos segtin los nuestros criterios de

definicién de la dummy. Por ejemplo, queremos definir:

1 si Xo; = Hombre
D; =
0 si Xo; = Mujer
Por tanto:
i Recodificar Variables . - @
Variables a recodificar (elige una o mas)
D =
X1 ‘
T |

iy =

Nuevo nombre o prefijo para variables multiples recodificadas: D

Convertir cada nueva variable en factor I~

Introducir directrices de recodificacion

i;'}!ombre" =1 T
[maujerm = o \

I «{/ Aceptar l \ xcancelar ’ [ ‘-:';\ Reiniciar l [ ? Ayuda
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Ahora, al visualizar el conjunto de datos vemos que nos aparece la nueva variable
ficticia que acabamos de crear. Asi pues, si suponemos que nuestra base de datos esta
ordenada por el género de los estudiantes (primero los hombres y luego las mujeres),
podemos definir un modelo general para todos nuestros alumnos independientemente

de su género:

Yi = Bo + B1X1; + B2D; + u; i=1,...,N.

un modelo para los hombres, suponiendo que las primeras N; observaciones corres-

ponden a hombres:

Y, =pBo +B1X1i + B2 +u; = Bo+ Pr+F1X1; +u i=1,...,N.

y otro para las mujeres, suponiendo que desde la observacién N +1 ala N son mujeres:

Yi = Bo + B X+ u i=Ny+1,...,N.

Observemos que al introducir la variable ficticia de manera aditiva la diferencia entre
la especificacién de los hombres y de las mujeres recae sobre la constante, que para
los hombres es By + 5,, mientras que para las mujeres se limita a §y. Cabe destacar
también que el efecto producido en la calificacion de las horas de estudio es el mismo

independientemente del género del estudiante.

. ., J Fijaos en que si valoramos los modelos 0
El resultado de la estimacion de los tres modelos utilizando la ruta: p(ir MCO gor separado no nos dan
exactamente los mismos resultados; la
razén es que al estimar el modelo
completo asumimos que la varianza del
Estadisticos | Ajuste de modelos | Regresion lineal té,m?no de penurbac?én es la misma para
los hombres que para las mujeres. En
cambio, cuando valoramos dos modelos

. ., por separado, la varianza no tiene por
y rellenando los correspondientes cuadros de didlogo es: qué ser la misma,

> EcoModel.l <- 1Im(Y~X1+D, data=Econometria)
> summary (EcoModel.l)
Call:

Im(formula = Y ~ X1 + D, data = Econometria)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-0.5879 -0.2385 0.0011 0.1892 3.3932

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr (>t )
(Intercept) -0.419483 0.121693 —-3.447 0.000875 =xxx*
X1 0.176411 0.003034 58.154 < 2e-16 xx*x
D 0.028347 0.096139 0.295 0.768808
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Signif. codes: 0 "x%x’ 0.001 "%%’ 0.01 "%’ 0.05 ".” 0.1 " " 1

Residual standard error: 0.4554 on 87 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.975, Adjusted R-squared: 0.9744
F-statistic: 1694 on 2 and 87 DF, p-value: < 2.2e-16

> EcoModel.2 <- 1Im(Y~X1l, data=Econometria, subset=D==1)

> summary (EcoModel.2)

Call:
Im(formula = Y ~ X1, data = Econometria, subset = D == 1)
Residuals:

Min 10 Median 30 Max

-0.5936 -0.3258 -0.0238 0.1379 3.3927

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr (>t )
(Intercept) -0.398787 0.222335 -1.794 0.0801
X1 0.176650 0.006348 27.829 <2e-16 *xx*

Signif. codes: 0 ’"#*%%x’ 0.001 "%%’ 0.01 "%’ 0.05 ".” 0.1 7 * 1

Residual standard error: 0.6018 on 42 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9486, Adjusted R-squared: 0.9473
F-statistic: 774.4 on 1 and 42 DF, p-value: < 2.2e-16

> EcoModel.3 <- 1m(Y~X1l, data=Econometria, subset=D==0)
> summary (EcoModel. 3)
Call:

Im(formula = Y ~ X1, data = Econometria, subset = D == 0)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-0.58211 -0.18030 0.02911 0.19660 0.43663

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr (>t )
(Intercept) -0.41417 0.08198 -5.052 8.11e-06 #**x*
X1 0.17625 0.00218 80.844 < 2e-16 #*xx*

Signif. codes: 0 "x%%’ 0.001 '%%’ 0.01 "%’ 0.05 ".” 0.1 " " 1

Residual standard error: 0.2538 on 44 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9933, Adjusted R-squared: 0.9932
F-statistic: 6536 on 1 and 44 DF, p-value: < 2.2e-16
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Veamos ahora un caso en el que una de las variables explicativas tuviera mds de dos
categorias, por ejemplo el itinerario de estudios que sigue el estudiante, este puede

Ser:

e Recomendado: el que se aconseja a los estudiantes para obtener el grado en 10

semestres.

e Intensivo: el que se pauta con el fin de obtener el grado en 8 semestres.

e Libre: cualquier otro que haya escogido el estudiante bajo su propia eleccién pero

que no estd marcado por la universidad.

Como siempre, primero leeremos la base de datos y, en caso de que esta sea un factor,
la recodificaremos como hemos hecho antes pero ahora asignando un 1 a la prime-
ra categoria, un 2 a la segunda y asi sucesivamente hasta j, que serd el maximo de
categorias posibles. Nuestro ejemplo sigue siendo la misma clase de 90 alumnos de
econometria y queremos explicar la calificacion obtenida a final de curso (¥;) en fun-
cion de sus horas de estudio (X|;) y, en este caso, segun el itinerario que hayan elegido

(X3;). Para realizar esta accién con R-Commander seguiremos la ruta:

Datos / Modificar variables dentro del conjunto de datos activo / Recodificar variables

Nos saldra un cuadro de didlogo que rellenaremos segtin nuestros criterios de defini-

cion de la variable que queremos recodificar:

1 si Xs; = Recomendado
X3 =14 2 si Xz; = Intensivo
3 si Xz; = Libre
-
@ Recodificar Variables - @
Variables a recodificar (elige una o mas)
D a
X1 e
X2 L

Nuevo nombre o prefijo para variables miiltiples recodificadas: X3r

Convertir cada nueva variable en factor [~

Introducir directrices de recodificacion

;"Recomendado" =1
|"Intensivo" = 2 ‘

|"Libre" = 3

[ JAceptar ] ‘ wCancelar ‘ [ @ Reiniciar J \ ? Ayuda
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No obstante, no podemos utilizar directamente esta nueva variable porque implicita-

mente estariamos imponiendo un orden y una proporcionalidad que no es cierta. Por

tanto, debemos definir tantas variables dicotomicas como el nimero total de categorias

excepto una. En nuestro caso basta con definir dos variables ficticias:

1 si X3, =2
Dy =

0 si X3 #2

1 si X3,=3
Dgi _ 3ri

0 si X3 #3

Esto lo haremos siguiendo la siguiente ruta:

Fijaos en que D,; toma valor 1 cuando 0
los estudiantes siguen el itinerario

intensivo y 0 en otro caso, es decir, si

optan por el itinerario recomendado o el

libre. En cambio, Dj; valdré 1 cuando el
itinerario elegido sea libre y 0 si este es el
recomendado o el intensivo.

Datos / Modificar variables dentro del conjunto de datos activo / Recodificar variables

y rellenando los dos cuadros de didlogo correspondientes a las dos nuevas variables:

-
¥ Recodificar Variables

i

Variables a recodificar (elige una o mas)

oo 5
X3

par |

%

q[m\

Nuevo nombre o prefijo para variables miiltiples recodificadas: D2

Convertir cada nueva variable en factor I~

Introducir directrices de recodificacion

11,3=o
2 =1

<]

m|»

1

[ «f Aceptar ] [ 98 cancelar ]

[ 9 Reiniciar ] [

? Ayuda ]

(/]

Un estudiante que siga el itinerario
recomendado tendra asignado un cero
tanto en Dy; como Djs;.

-
¥ Recodificar Variables

]

Variables a recodificar (elige una o mas)
1

>

w

|

Convertir cada nueva variable en factor I~

Introducir directrices de recodificacion

Nuevo nombre o prefijo para variables multiples recodificadas: D3

1,2 =0
fs3'=1

[Lam ]

<

| »

[ JAceptar ][ x Cancelar ]

[ 9 Reiniciar ] [

? Ayuda
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Observemos que la informacion respecto al itinerario de los estudiantes de econome-
tria la podemos facilitar con una tnica variable codificada con tres valores (X3,) o con
dos variables dicotémicas (D, y D3). No obstante, para introducir dicha informacién
en un modelo de regresion se utiliza el criterio de definir tantas variables ficticias como
el niimero total de categorias menos una para evitar caer en la trampa de las variables

ficticias.

El modelo que especificariamos seria pues:

Yi = Bo + B1X1i + BaDai + B3D3; + u; i=1,...,N.

y su estimacién nos daria:

> EcoModel.4 <- 1lm(Y~X1+D2+D3, data=Econometria)
> summary (EcoModel.4)
Call:

Im(formula = Y ~ X1 + D2 + D3, data = Econometria)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max

-0.6183 -0.2379 -0.0107 0.1790 3.3724

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr (>t )

(Intercept) -0.342012 0.131838 —-2.594 0.0111 =«

X1 0.175576 0.003115 56.358 <2e-16 *x*x
D2 -0.018524 0.110708 -0.167 0.8675
D3 -0.161528 0.132805 -1.216 0.2272

Signif. codes: 0 ’"#*%%x’ 0.001 "%%x’ 0.01 "x" 0.05 '".” 0.1 " 7 1

Residual standard error: 0.4542 on 86 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9754, Adjusted R-squared: 0.9745

F-statistic: 1136 on 3 and 86 DF, p-value: < 2.2e-16

Por tanto, siempre que tengamos informacién recogida en variables cualitativas de-
beremos utilizar dummies para introducirla en cualquier modelo de regresion. Esto lo
podremos hacer siempre independientemente del tipo de informacién que queramos
recoger: podemos crear variables ficticias espaciales para identificar, por ejemplo, la
zona de residencia de nuestros estudiantes; variables ficticias temporales, para identi-

ficar si han nacido en un determinado periodo, etc.

Categoria base o de
referencia...

es aquella categoria que resulta
cuando todas las dummies
introducidas en el modelo toman
el valor cero. En nuestro caso
serian o bien aquellos
estudiantes hombres que siguen
el itinerario recomendado si
introducimos tanto el género
como el itinerario en el modelo o
bien los estudiantes que siguen
el itinerario recomendada en
caso de no tener en cuenta el
género.

Trampa de las ficticias...

... se produce cuando
introducimos una dummy para
cada categoria en un modelo de
regresion con término
independiente. En este caso,
como veremos en el médulo
siguiente, incurririamos en un
problema de multicolinealidad
perfecta y no podriamos estimar
el modelo.




© FUOC e PID_00211046 36

Modelos de Regresion Lineal Simple y Mdltiple con R

4.2. Interpretacion de los coeficientes de las variables ficticias

La interpretacion de los pardmetros de las dummies variard segin el modo como ha-

yamos introducido dichas variables en el modelo:

e Aditiva
e Multiplicativa
e Mixta

4.2.1. Introduccion de dummies en un modelo de forma aditiva

El pardmetro estimado de una variable ficticia incorporada a un modelo de regresion
de manera aditiva se interpreta como la variacién que se producira en el valor esperado
de la variable endégena cuando el individuo pertenezca a la categoria identificada con
valor 1 respecto al que tendria si el individuo perteneciese a la categoria complemen-
taria (identificada con un 0). Esta variacion serd siempre la misma, al margen del valor

que adquiera el resto de las variables explicativas contenidas en el modelo.

Fijaos en que si lo que interpretamos es un contraste estadistico como los que po-
driamos realizar en el modelo general del ejemplo de los estudiantes de econometria,
primero debemos reflexionar sobre el significado de los coeficientes que acompafian a

cada una de las variables explicativas del modelo.

Por ejemplo, recuperemos el primer modelo especificado en la seccién anterior, donde
queriamos explicar la calificacién obtenida al final de curso (Y;) de 90 estudiantes de
econometria en funcién de sus horas de estudio (X};) y de su género recogido en la

variable ficticia (D;):

Yi = Bo + B1X1i + BaD; + u; i=1,...,N.

cuya estimacidn era:

> EcoModel.l <- 1lm(Y~X1+D, data=Econometria)
> summary (EcoModel.l)

Call:

Im(formula = Y ~ X1 + D, data = Econometria)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-0.5879 -0.2385 0.0011 0.1892 3.3932

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr (>t )
(Intercept) —-0.419483 0.121693 —3.447 0.000875 *x*x*
X1 0.176411 0.003034 58.154 < 2e-16 **x*
D 0.028347 0.096139 0.295 0.768808

Signif. codes: 0 ’"#*%%x’ 0.001 "%%x’ 0.01 "x" 0.05 ".” 0.1 7 7 1

Residual standard error: 0.4554 on 87 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.975, Adjusted R-squared: 0.9744
F-statistic: 1694 on 2 and 87 DF, p-value: < 2.2e-16

Si utilizaramos otra codificacion distinta ag
0y 1, la interpretacion del modelo se
complicaria mucho.

En el siguiente capitulo se profundizara 0
sobre cémo realizar restricciones lineales
en un modelo de regresion.
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Veamos las interpretaciones de cada uno de los pardmetros del modelo mediante los

contrastes de significacién individual (CSI) de estos:

El pardmetro 8, compara si habiendo estudiado las mismas horas, la calificacién
esperada de un hombre es igual o diferente a la de una mujer. En nuestro ejemplo,
no rechazamos la hipétesis nula, por tanto, la calificacidn esperada deberia ser la

misma para los hombres y las mujeres.

El pardmetro 5y muestra si la calificacién media de las mujeres es significativa-
mente diferente de cero cuando no se ha realizado ninguna hora de estudio (X;).
Nuestro ejemplo muestra que la calificacién media de las mujeres que no han es-
tudiado ninguna hora es de casi medio punto menos a la obtenida por aquellas que
han invertido horas de estudio. Si se quisiese hacer 1o mismo con los hombres, de-
beriamos realizar un contraste de restricciones lineales que veremos en el siguiente

capitulo con Sy + 3, = 0.

Si ahora nos centramos en el modelo donde explicdbamos la calificacién de econo-

metria (¥;) en funcién de las horas de estudio (Xj;) y el itinerario seguido por los

estudiantes (D, y D3):

Yi = Bo + B1X1i + BaDai + B3D3; + u; i=1,...,N.

cuyos resultados de estimacion eran:

> EcoModel.4 <- 1Im(Y~X1+D2+D3, data=Econometria)

> summary (EcoModel. 4)

Call:

Im(formula = Y ~ X1 + D2 + D3, data = Econometria)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-0.6183 -0.2379 -0.0107 0.1790 3.3724

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr (>t )

(Intercept) -0.342012 0.131838 —-2.594 0.0111 =«

X1
D2
D3

0.175576 0.003115 56.358 <2e-16 *x*x
-0.018524 0.110708 -0.167 0.8675
-0.161528 0.132805 -1.216 0.2272

Signif. codes: 0 "x*%’ 0.001 '%%’ 0.01 "%’ 0.05 ".” 0.1 " " 1

Residual standard error: 0.4542 on 86 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9754, Adjusted R-squared: 0.9745
F-statistic: 1136 on 3 and 86 DF, p-value: < 2.2e-16

En este caso, la interpretacion de los CSI de los pardmetros serian:

El pardmetro B3 indica si la calificacién esperada de un estudiante que sigue un
itinerario libre es igual o diferente a la de otro que seguia cualquier otro itinerario
cuando las horas de estudio permanecen constantes. En este ejemplo, el hecho de

seguir un itinerario libre no afecta a la calificacion esperada del estudiante.

La interpretacién del pardmetro 8, que 0
acompafia a la variable X| es el mismo

que en un modelo de regresion, es decir,
cuando un estudiante incrementa en una
unidad sus horas de estudio, su

calificacion esperada incrementa en unos

0,18 puntos.
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e El pardmetro 8, compara si, habiendo estudiado las mismas horas, la calificacién
esperada de un estudiante que sigue un itinerario intensivo es igual o diferente
a la de otro que seguia cualquier otro itinerario. Otra vez, la calificacién espera-
da del estudiante no queda alterada porque este haya elegido seguir un itinerario

intensivo.

o El pardmetro 5y muestra si la calificacién media de los estudiantes que han seguido
el itinerario recomendado es significativamente diferente de cero cuando no se
ha realizado ninguna hora de estudio (X;). Vemos que si un estudiante que sigue
el itinerario recomendado no realiza ninguna hora de estudio, su calificacion se

reduce en unos 0,34 puntos.

e La diferencia de calificacién esperada entre un estudiante que sigue un itinerario
intensivo y otro que sigue uno libre, con las mismas horas de estudio, estaria de-
terminada por 8, — 3. Si no atendemos a la significacién de los coeficientes, en
nuestro ejemplo esta diferencia seria de —0,018524 — (-0,161528) = 0,143004.

Imaginemos que en lugar del modelo anterior hemos optado por especificar otro sin
término independiente pero incorporando otra nueva variable ficticia que recoja si un

estudiante opta por seguir el itinerario recomendado. Si definimos D4 como:

1 si X3 =1
D4,’: 3ri

0 si X3 # 1
El modelo que especificariamos seria:
Y; = 61X1; + 02D + 03D3; + 64D + u; i=1,...,N.
y su estimacion resultaria:

> EcoModel.5 <— 1Im(Y~0+X1+D2+D3+D4, data=Econometria)

> summary (EcoModel.b5)

Call:

Im(formula = Y ~ 0 + X1 + D2 + D3 + D4, data = Econometria)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-0.6183 -0.2379 -0.0107 0.1790 3.3724

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr (>t )
X1 0.175576 0.003115 56.358 < 2e-16 #*xx*
D2 -0.360537 0.128545 -2.805 0.006225 **
D3 -0.503540 0.137827 —=3.653 0.000444 xx*x
D4 -0.342012 0.131838 -2.594 0.011144 =
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Signif. codes: 0 "x%x’ 0.001 "%%’ 0.01 "%’ 0.05 ".” 0.1 " " 1

Residual standard error: 0.4542 on 86 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9946, Adjusted R-squared: 0.9944
F-statistic: 3996 on 4 and 86 DF, p-value: < 2.2e-16

Ahora, la interpretacién de los CSI de los pardmetros serian:

e El pardmetro §, recoge la calificacion esperada de los estudiantes que han seguido
el itinerario cuando no se ha realizado ninguna hora de estudio (X;). Vemos que
dicho pardametro es de —0,34; asi, si un estudiante que sigue el itinerario recomen-
dado no realiza ninguna hora de estudio, su calificacién se reduce en unos 0,34

puntos.

e El pardmetro 03 indica la calificacion esperada de un estudiante que sigue un itine-
rario libre en el caso de que no haya estudiado nada. En este ejemplo, vemos que

el parametro es de —0,5.

e El pardmetro d, muestra la calificacion esperada de un estudiante que sigue un iti-

nerario intensivo cuando este no ha estudiado ninguna hora, es decir, —0,36 puntos.
Veamos la equivalencia que existe entre las dos soluciones propuestas de ambos mo-
delos:

Tabla 2. Equivalencia de los modelos EcoModel.4 y EcoModel.5

Modelo EcoModel.4 EcoModel.5
Recomendado Bo = —0,342012 64 = —0,342012
Intensivo Bo + B2 = —0,360536 6, = —0,360537
Libre Po + B3 =-0,50354 63 = —0,503540

Continuando con el ejemplo de los estudiantes de econometria supongamos que com-
plicamos un poco el modelo: esperamos que el impacto esperado que tienen las horas

de estudio sobre la calificacion no sea el mismo para los hombres que para las mujeres.

Deberemos decidir si seguimos suponiendo que, cuando un estudiante no ha estudia-
do nada, la calificacién esperada es la misma para los hombres que para las mujeres
(introduccién de una dummy en el modelo multiplicativamente), o es diferente (intro-
duccién de una dummy en el modelo aditiva y multiplicativamente). En ambos casos

hemos de incorporar una variable dicotomica de forma multiplicativa.
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4.2.2. Introduccion de dummies en un modelo de forma multiplicativa

El modelo que especificariamos seria:

Y; = Bo + B1X1; + B2 X1:D; + u; i=1,...,N.

y su estimacién la harfamos siguiendo la ruta:

Estadisticos / Ajuste de modelos | Modelo lineal

rellenando el cuadro de didlogo tal y como se muestra a continuacion:

r
G Modelo lineal -

Introducir un nombre para el modelo: EcoModel.6
Variables (doble clic para enviar a la formula)

D

D2 E
D3

D4 =
Férmula del modelo: + || * 0 / !%in% D A ([ e
Y ~ X1+1(X1*D)

| » < )

Expresion de seleccion

<todos los casos valido
< " »

l JAceptar } l x Cancelar ‘

‘ %) Reiniciar ‘ l ? Ayuda

obteniendo el siguiente resultado:

> EcoModel.6 <— 1lm(Y ~ X1 + I (X1«D), data=Econometria)

> summary (EcoModel. 6)
Call:
Im(formula = Y ~ X1 + I(X1 = D), data = Econometria)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-0.5976 -0.2459 0.0042 0.1882 3.3937

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr (>t )
(Intercept) -0.407508 0.110749 -3.680 0.000404 **x
X1 0.176094 0.003171 55.530 < 2e-16 **%*
I(X1 = D) 0.000783 0.002665 0.294 0.769604

Signif. codes: 0 ’'#*xx’ 0.001 "xx" 0.01 "«" 0.05 ".’

Residual standard error: 0.4554 on 87 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.975, Adjusted R-squared: 0.9744
F-statistic: 1694 on 2 and 87 DF, p-value: < 2.2e-16

La funcién I () nos permite realizar 0
operaciones de varias variables elemento

a elemento, que es lo que pretendemos

al introducir la variable ficticia de manera
multiplicativa.

1
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En el modelo multiplicativo EcoModel.6, el género del estudiante afecta al impacto
de las horas de estudio sobre la calificacién esperada; es decir, para los hombres este
impacto serd igual a 8; + B, = 0,176877, mientras que para las mujeres serd igual
a fB; = 0,176094. Cabe destacar que, en este ejemplo, el pardmetro $, no resulta
estadisticamente significativo y, por tanto, el supuesto realizado inicialmente no seria

cierto.

4.2.3. Introduccion de dummies en un modelo de forma mixta (aditiva

y multiplicativa)

En este caso el modelo que se ha de especificar es:

Y; = Bo + B1 X1 + B2 X1;D;i + +B3D; + u; i=1,...,N.

su estimacion la realizarfamos siguiendo la misma ruta que antes, y rellenariamos el
cuadro de didlogo tal y como hemos hecho. El resultado serfa:

> EcoModel.7 <— 1Im(Y ~ X1 + I (X1«D) + D, data=Econometria)
> summary (EcoModel.7)

Call:

Im(formula = Y ~ X1 + I(X1 » D) + D, data = Econometria)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-0.5936 -0.2415 0.0029 0.1894 3.3927

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr (>t )
(Intercept) -0.4141740 0.1479553 -2.799 0.00632 xx*

X1 0.1762521 0.0039347 44.794 < 2e-16 **x
I(X1 = D) 0.0003979 0.0062312 0.064 0.94923
D 0.0153872 0.2247908 0.068 0.94559

Signif. codes: 0 "x%x’ 0.001 '%%’ 0.01 "%’ 0.05 ".” 0.1 " ' 1

Residual standard error: 0.458 on 86 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.975, Adjusted R-squared: 0.9741
F-statistic: 1116 on 3 and 86 DF, p-value: < 2.2e-16

En el modelo mixto (aditivo y multiplicativo) EcoModel.7, el género del estudiante
afecta al impacto de las horas de estudio sobre la calificacién esperada; es decir, para
los hombres este impacto serd igual a 8; +5, = 0,17665, mientras que para las mujeres
serd igual a B = 0,1762521. Ademas, la calificacién esperada de un hombre que no
haya estudiado nada vendra explicada por By + 83 = —0,3987868 y la de una mujer
que tampoco haya estudiado, serd de 8y = —0,4141740. Del mismo modo que ocurria
antes, los pardmetros 3, y 83 no son significativos. Asi, estos impactos serfan iguales

independientemente del género del estudiante.
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Otra observacion es que el modelo EcoModel.7 es el modelo mds general, y si rea-
lizamos en él distintos contrastes, llegamos a modelos mas sencillos. Por ejemplo, si
realizamos el contraste de 83 = 0 estamos contrastando el modelo EcoModel.6 en
la hipétesis nula. Esto nos llevaria a pensar errébneamente que es mejor especificar el
modelo mas general. No obstante, no debemos olvidar que si el niimero de categorias
es elevado y ademds pretendemos considerar varios efectos multiplicativos, nuestro

modelo tendrd muchos pardmetros y podremos tener problemas de estimacion.

4.2.4. Interpretacion de las interacciones

En el supuesto de que queramos introducir distintas variables explicativas cualitativas
en un modelo de regresion, lo mds normal es que se hayan supuesto varios efectos
multiplicativos entre ellas. En este caso, estos efectos multiplicativos se denominan

efectos cruzados o interacciones.

Como nos pasaba cuando introduciamos una variable cualitativa, se nos presentan tres

posibilidades: incorporacién aditiva, multiplicativa o mixta.

Para ilustrar esto utilizaremos la base de datos de Econometria, que recogia informa-
cién sobre dicha asignatura en una clase de 90 estudiantes. Las variables de las que

disponemos son:

e Y calificacion del estudiante.

e Xj;: horas de estudio.

e D;: variable ficticia indicadora del género del estudiante.

e D,;: variable ficticia que identifica a aquellos estudiantes que han seguido un iti-

nerario intensivo.

e Ds;: variable ficticia que recoge a los estudiantes que siguen un itinerario libre.

Uno de los modelos que podriamos definir seria:

Yi = Bo+B1D; + oDy + B3Ds; + u; i=1,...,N.

Este modelo solo presenta efectos aditivos, por tanto:

e [ es la calificacién esperada de una mujer que sigue el itinerario recomendado,
es decir, el valor esperado de la variable endégena para la categoria base o de

referencia.



© FUOC e PID_00211046 43 Modelos de Regresién Lineal Simple y Muiltiple con R

e (3 indica la diferencia entre la calificacion esperada de los hombres y las mujeres

que siguen el mismo itinerario de estudios.

e [3, representa la diferencia entre la calificacion esperada de un estudiante que sigue

un itinerario intensivo y uno que sigue el itinerario recomendado.

e [3; muestra la diferencia que existe entre la calificacion esperada de un estudiante

que sigue un itinerario libre y otro que opta por el itinerario recomendado.

Esto mismo lo podemos resumir en la tabla siguiente:

Tabla 3. Varias variables cualitativas con dummies de forma aditiva

E(Y))
Itinerario Hombres Mujeres
Recomendado Bo + B Bo
Intensivo Bo +B1 + B2 Bo+ B2
Libre Bo+B1+p3 Bo +Bs

Otro modelo podria ser:

Y, = Bo + B1D; + BoDy; + B3D3; + B4 DD + BsD;iD3; + u; i=1,...,N.

cuyas interpretaciones se resumen en la tabla que se muestra a continuacion:

Tabla 4. Varias variables cualitativas con dummies de forma mixta

EY)
Itinerario Hombres Mujeres
Recomendado Bo +p1 Bo
Intensivo Bo+B1+ B2+ PB4 Bo +B2
Libre Bo+pB1+pB3+ps Bo+pB3

Recordad que para estimar un modelo con interacciones hemos de seguir la ruta:
Estadisticos / Ajuste de modelos | Modelo lineal

e introducir las interacciones mediante la funcién I() dentro del cuadro de didlogo.
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4.3. Otros usos de las variables ficticias

Como ya hemos estudiado anteriormente, los usos mas comunes de las variables fic-

ticias son la introduccién en un modelo de regresién de variables cualitativas no or-

dinales que nos permitan segmentar nuestra muestra en distintos grupos (sexo, estado

civil, tipo de vivienda, etc.), o distinguir periodos temporales (nacidos antes o después

de un cierto afio, etc.) o localizaciones (comunidad de residencia, pais de origen, etc.).

No obstante, estas no son las tinicas aplicaciones de dichas variables en un modelo de

regresion, ya que también las podemos utilizar para:

4.3.1.

Datos atipicos

Cambio estructural

Estacionalidad

Modelo de efectos fijos

Datos atipicos

En el siguiente médulo se analizard con més detalle lo que son los datos atipicos,

aqui Unicamente nos centraremos en el uso de las variables ficticias para, una vez

detectados, mantenerlos dentro de la muestra sin que estos afecten a la estimacién del

modelo.

Hay que tener en cuenta dos aspectos relevantes en este contexto:

Introduccién de una variable ficticia para cada observacién atipica. En este caso,
las estimaciones de los pardmetros del modelo serdn las mismas que si elimina-
ramos las observaciones atipicas pero con el agravio de que estamos incluyendo
mas regresores en el modelo. La tinica ventaja es que si valoramos por MCO el
residuo de la estimacion para cada observacion atipica serd cero y el coeficiente
que acompaiie a la variable ficticia recogera el efecto de cada observacién atipica
sobre la endégena. Al crear una variable ficticia que es igual a 1 para la obser-
vacion atipica y cero para el resto de las observaciones, la estimacion MCO del
pardmetro que la acompafia no es més que el error de prediccion si utilizdramos el
modelo para realizar una prediccién de la variable endégena con esta observacion.
Por tanto, también podriamos calcular los errores de prediccién y sus intervalos de

confianza.

Introduccién de una variable ficticia que recoja todas las observaciones atipicas.
Las condiciones ahora son distintas porque tenemos una variable ficticia que vale
1 cuando se trata de una observacion atipica y cero para el resto de las observacio-
nes. En este caso, los residuos obtenidos de la estimacién por MCO no tendrian

por qué ser cero. Si eso fuera asi, la informacién que nos aportaria serfa mucho

¢Qué son los datos atipicos?

Una observacion o dato se
considera atipica cuando hemos
cometido un error de medida,
cuando se trata de un individuo
fuera de lo comun o cuando se
mide en un momento temporal
ligado a una situacién
extraordinaria.

Medidas de deteccion de datos
atipicos

Los instrumentos més usuales
para detectar si en una muestra
existen datos atipicos son el
leverage, el residuo, el residuo
estudentizado, el residuo
estudentizado con omisién y la
distancia de Cook.
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mads limitada que en el caso anterior. Ademads, no tendriamos evidencias sobre el
impacto de cada una de las observaciones atipicas sino un efecto global de todas

ellas.

Disponemos de una base de datos con N observaciones de la que sabemos que la ob-
servacion iy — sima es un dato atipico. Ante esta circunstancia definimos la variable
ficticia D;, que valdrd 1 para la observacion iy — sima y 0O en el resto de las observa-

ciones:

4.3.2. Cambio estructural

Aunque el cambio o la permanencia estructural se trate con mds detalle en el médulo
siguiente, su aplicacion con variable ficticias es similar al realizado con observaciones
atipicas pero cambiando radicalmente la definicién de la variable ficticia a introducir
en el modelo. Ahora nos interesa crear una variable ficticia que sea cero para todos
los periodos anteriores al cambio y uno para todos aquellos en los que el cambio ya
se haya producido. El coeficiente estimado que acompafie a dicha variable recogera el
efecto del cambio estructural en el valor esperado de la variable endégena. El contras-
te de significacion individual de dicho coeficiente corroborard la existencia de dicho
cambio. Si resulta que el pardmetro es estadisticamente significativo habrd cambio

estructural y no lo habra en caso contrario.

Todo cambio estructural puede afectar a la constante (si introducimos la variable fic-
ticia de forma aditiva), a la pendiente (si introducimos la variable ficticia de forma
multiplicativa) o a ambas (cuando la variable ficticia se introduce aditiva y multiplica-

tivamente). Dado el siguiente modelo:

Y, =B+ o X + uy r=1,...,T.

Se desea contrastar si los pardmetros de la poblacién se mantienen iguales a lo largo
de los dos subperiodos: el primero desde 1 hasta T y el segundo desde 7 + 1 hasta
T. Para ello definiremos una variable dicotémica D,, que serd igual a O para el primer

subperiodo e igual a 1 para el segundo:

D, =

¢A qué nos referimos cuando
hablamos de cambio
estructural?

Cuando trabajamos con series
temporales un cambio de
estructura dentro del periodo
muestral indica que se ha
producido uno o més cambios
que han provocado alguna
variacion en el proceso
generador de datos. Sin
embargo, cuando trabajamos
con datos de corte transversales
un cambio estructural indica la
existencia de dos 0 mas grupos
que se comportan de distinta
manera entre ellos.

El test de Chow

El contraste que realizamos para
ver si en una muestra existe
cambio o permanencia
estructural se denomina test de
Chow.
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Una vez creada la variable ficticia la introducirfamos de forma multiplicativa en la
especificacién para recoger el supuesto cambio de pendiente que se produce en la

segunda submuestra.

Y, = B1 + B2 X; + B3X:D; + u; t=1,...,T.

4.3.3. Estacionalidad

Cuando trabajamos con series temporales en las que los datos son estacionales (meses, El valor de s
trimestres, cuatrimestres o semestres) podemos estar interesados en aislar los efectos s recoge la estacionalidad de
de una determinada estacion para esclarecer mejor qué variables afectan mas a la una serie temporal e indica el
. . . . . L. numero de estaciones dentro de
variable endégena. Asf pues, podemos estar interesados en crear una variable ficticia un afio natural. Asi, si hablamos
(dummy) e introducirla en el modelo para evaluar el impacto producido de estacién de meses s = 12y por tanto si
. . . . cada estacioén se denomina s;, i
concreta en el modelo especificado. Si estamos interesados en ver las consecuencias tomara los valores desde 1 hasta
de la estacidn s; podemos definir una dummy de la siguiente manera: 12.
1 si S =;
D, =
0 si NERY
4.3.4. Modelo de efectos fijos
Cuando trabajamos con un panel de datos podemos estar interesados en especificar un ¢Qué es un panel de datos?

modelo de regresion utilizando toda la informacién disponible (N e T observaciones)
o . . . . Un panel de datos no es mas
eliminando los efectos temporales y de discrepancia entre las unidades analizadas. Por que una base de datos donde se
recoge informacién sobre las

i ] o ) ) ) caracteristicas de N unidades
estudio y otras T — 1 variables ficticias que recojan los periodos de los que disponemos objeto de estudio (individuos,
hogares, empresas, etc.) durante
T periodos distintos.

tanto, tenemos que definir N — 1 variables ficticias que recojan las unidades objeto de

informacion e introducirlas de forma aditiva en nuestro modelo de regresion. Este

nuevo modelo se suele denominar modelo de efectos fijos.

Observad que incluimos N — 1 e T — 1 0
dummies, ya que en ambos casos

cogen unidades y periodos se entienden como los desplazamientos sufridos en la recta conservamos una categoria de
referencia, una unidad y un periodo.

Asi, en un modelo de efectos fijos, los pardmetros estimados de las de dummies que re-

de regresién como consecuencia a los efectos fijos de las variables no observables.

El mayor inconveniente de trabajar con un panel de datos y realizar un modelos de
efectos fijos es que incrementamos muchisimo el nimero de coeficientes y podemos

correr el riesgo de quedarnos sin grados de libertad para poder estimarlos.
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5. Restricciones lineales en el modelo de regresion

Una vez tenemos un modelo de regresion lineal, es muy comin que deseemos contras-
tar determinados supuestos alternativos postulados por alguna teorfa. Dichos supues-
tos suelen ser mucho mds complejos que la significacion estadistica de las variables,
y por eso hemos de recurrir a la formulacién general de las restricciones lineales. Un
ejemplo seria contrastar si el valor de un pardmetro determinado se corresponde a un
valor especifico, o también contrastar si una determinada relacion entre pardmetros se

puede corroborar estadisticamente.

Formalmente, consideremos un conjunto de g restricciones lineales:

R]]ﬁl+... +R1kﬁk =r
Rofr+...+ Ryfk =12
Rq1ﬁ1+. .. +quﬁk =71y

De forma compacta, estas restricciones lineales se pueden expresar en una tinica ecua-

cion:

RB=r

La matriz R tiene una dimensién g X k, donde g es el nimero de restricciones lineales El vector ...

que contrastar y k el nimero de pardmetros del modelo. Por tanto, la matriz R tiene
... recordemos que es una
columna de dimension k x 1, es
contrastar. El vector r tiene una dimensién g X 1, y estd formado por los términos decir, tiene una sola columna y
tantas filas como parametros.

tantas columnas como pardmetros del modelo y tantas filas como restricciones que

independientes de las restricciones lineales. Asi pues, al igual que la matriz R, el

vector r tendra tantas filas como restricciones.
Una vez especificadas las restricciones, procedemos a la realizacion del contraste de

hipétesis sobre los pardmetros del modelo. El contraste que plantear toma la siguiente

forma:

Hy:RB=r

Hl:Rﬁir
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Esto es, bajo la hipétesis nula no se pueden rechazar las restricciones impuestas. El
estadistico del contraste F se distribuye segtin una distribucion F de Fischer, donde
el valor critico vendra definido por Fyn_; . siendo a el nivel de significacién del

contraste. La decision del contraste seguird el siguiente esquema:

Fo>Fyn_i,o« Rechazode Hy

Fo < Fyn_k,o« Norechazo de Hy

Veamos un ejemplo derivado del caso planteado en el capitulo 3. Supongamos que
una teoria establece que el parametro 8s, asociado a la variable UNIV (porcentaje de
estudiantes universitarios), tiene un valor de —0, 5, y queremos contrastar esta teoria
en nuestra estimacién. Formalmente, la restriccion que contrastar toma la siguiente

forma:

Ris-Bs =n

185 =-0,5.

Por tanto, el constaste que debemos realizar es:

H()Zﬁj =—0,5

H, :Bs # —0,5.

Una vez hemos seleccionado como modelo activo RegModel.2, que fue el primer mo-
delo que estimamos en el capitulo 3, para realizar el contraste con R-Commander

acudimos a la siguiente ruta:

Modelos / Test de hipotesis / Hipotesis lineal

Aparecerd un cuadro de didlogo, donde introduciremos las restricciones R y r como

se muestra a continuacion:

+

“® Contrastar hipdtesis lineal

Namero de filas: |

{Intercept) MOTOR
1 0 [u]

RBFD
0

1

TEMP
0

Introducir la matriz de hipdtesis y el vector del lado derecho:

UNIV
1

Lado derecho
-0.5

| o Aceptar Il ¥ cancelar ’

l ’\5} Reiniciar ’l

? Ayuda
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El resultado es el siguiente:

> .Hypothesis <- matrix(c(0,0,0,0,1), 1, 5, byrow=TRUE)

> .RHS <= c(-0.5)

> linearHypothesis (RegModel.2, .Hypothesis, rhs=.RHS)

Linear hypothesis test

Hypothesis:
UNIV = - 0.5

Model 1: restricted model

Model 2: PARO ~ MOTOR + RBFD + TEMP + UNIV

Res.Df RSS Df Sum of Sg F Pr (>F)
1 291 3940.9
2 290 3718.3 1 222.57 17.358 4.088e-05 xxx

Signif. codes: 0 ’"*x%x’ 0.001 '%x’ 0.01 "%’ 0.05 ".” 0.1 " ' 1

Como vemos, el p-valor es practicamente cero. De esta manera, con cualquier nivel
de confianza rechazamos la hipétesis nula (Hy), es decir, podemos afirmar que la res-

triccién 85 = —0, 5 no es cierta, al menos con estos datos y este modelo.

Introduzcamos ahora una restriccién un poco mas compleja. Supongamos que desea-
mos introducir dos restricciones: 85 = —0,3 y 83 = —fS4 (0 lo que es lo mismo,

B3 + B4 = 0). Formalmente tenemos las siguientes restricciones:

Rys-Bs =1
Ri3-B3+Ri4-Ba=n
Especificamente:
1-B85=-0,3
1-B3+1-B84=+40,0

Al igual que en el caso anterior, accedemos a:

Modelos / Test de hipotesis | Hipotesis lineal
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pero en este caso seleccionamos g = 2 filas, que equivale al niimero de restricciones.

Ademads, introducimos las restricciones igual que en el caso anterior.

(\ﬁ Contrastar hipotesis lineal

Namero de filas:

L1

2

Introducir la matriz de hipdtesis y el vector del lado derecho:

(Intercept) MOTOR

1
2

0
0

0
0

REFD
0

1

TEMP
0

1

UNIY
1

0

Lado derecho
-0.3

0

| o Aceptar i l 9 cancelar l l 9 Reiniciar l l ? Ayuda

En este caso, observamos que el estadistico de prueba cae en la regién de no rechazo
de Hy, es decir, no podemos rechazar las dos restricciones introducidas. Como con-
secuencia, con estos datos y este modelo un incremento de un punto porcentual de
universitarios (UNIV) hace reducir el valor esperado de la tasa de paro (PARO) en 0,3
puntos. Por otro lado, la renta familiar bruta disponible (RFBD) y la tasa de tempora-

lidad (TEMP) tienen el mismo efecto en el valor esperado de la tasa de paro (PARO).

> .Hypothesis <- matrix(c(0,0,0,0,1,0,0,1,1,0), 2, 5, byrow=
TRUE)

> .RHS <- c(-0.3,0)

> linearHypothesis (RegModel.2, .Hypothesis, rhs=.RHS)

Linear hypothesis test

Hypothesis:

UNIV = - 0.3

RBFD + TEMP = 0

Model 1: restricted model

Model 2: PARO ~ MOTOR + RBFD + TEMP + UNIV
Res.Df RSS Df Sum of Sg F Pr (>F)

1 292 3720.6

2 290 3718.3 2 2.2916 0.0894 0.9145

Supongamos ahora que queremos estimar un modelo que incluya la restriccién 83 =
—fB4. Haciendo una sencilla transformacion algebraica, el modelo queda de la siguiente

manecra:

PARO; = By + BMOTOR; + BsRBFD; + BsTEMP; + BsUNIV; + u; =

=1 + BoMOTOR,; + BsRBFD; + —BsTEMP; + BsUNIV; + u; =

=1 + B MOTOR; + B3s(RBFD; - TEMP;) + BsUNIV; + u;



© FUOC e PID_00211046 51 Modelos de Regresién Lineal Simple y Muiltiple con R

Para efectuar esta estimacion tenemos dos opciones: la mds laboriosa es crear una
nueva variable RBFD; — TEMP;, introducirla en el conjunto de datos y efectuar la
estimacion. Sin embargo, si solo estamos interesados en la estimacion y no en la va-
riable en si misma, la podemos introducir en la especificacion mediante el operador

I (), como se muestra a continuacion:

Estadisticos / Ajuste de modelos | Modelo lineal

% Modelo lineal

Introducir un nombre para el modelo: LinearModel.3
Yariables (doble clic para enviar a la firmula)

MOTOR lad

MUNICIPIO [factor]

PARO

RBFD v

raemuacelmoso: ()= | ) Jlsme) )LD
PARO ~ |MOTOR + I(RBFD - TEMP) + UNIY

Expresion de seleccidn
<todos los casos validos
<] >

| o aceptar I l 9 cancelar l l 4 Reiniciar l l ? Ayuda

El resultado de la estimacion es el siguiente:

> LinearModel.3 <- 1m(PARO ~ MOTOR + I(RBFD - TEMP) + UNIV, data=

Datos)

> summary (LinearModel. 3)

Call:

Im (formula = PARO ~ MOTOR + I (RBFD - TEMP) + UNIV, data = Datos)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-12.4452 -1.6636 0.4475 2.2034 8.4552

Coefficients:

Estimate Std. Error t wvalue Pr (>t )
(Intercept) 18.664297 0.545701 34.202 < 2e-16 #*x*x
MOTOR -0.007670 .003282 -2.337 0.0201 =

I(RBFD — TEMP) -0.034523 .007742 -4.459 1.17e-05 *x#*x

o O O

UNIV -0.288652 .048361 -5.969 6.94e-09 x*xx*

Signif. codes: 0 ’"xxx’ 0.001 "%%” 0.01 %" 0.05 ".” 0.1 " ' 1

Residual standard error: 3.575 on 291 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.2779, Adjusted R-squared: 0.2705
F-statistic: 37.33 on 3 and 291 DF, p-value: < 2.2e-16

Recordemos que el operador |() ya lo 0
habiamos utilizado en el capitulo anterior
cuando incorporabamos variables

ficticias de forma multiplicativa en un

modelo de regresion.

Fijaos en que hemos vuelto a dar el 0
mismo nombre al Ultimo modelo que
habiamos estimado en el capitulo 3 del
presente médulo. Asi pues, como R es
un programa orientado a la asignacion de
objetos, cuando damos el mismo nombre
a un objeto existente, lo estamos
sobreescribiendo. Es decir, la préxima
vez que queramos utilizar el objeto
LinearModel.3 recuperaremos este Ultimo
modelo y habremos perdido el creado
anteriormente.
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