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Introduccio

En els moduls “Electrostatica” i “Magnetostatica i inducci6 electromagnetica”,
heu vist diverses lleis i comportaments dels camps eléctric i magneétic. En el
primer modul heu vist la llei de Gauss i, en el segon, la llei d’Ampere, la llei de
Faraday-Lenz i la llei de Gauss per al camp magnetic. De fet, aquestes lleis no
van apareixer de cop, siné que es van anar elaborant al llarg de més de deu

anys.

Ampere va publicar les seves observacions sobre electricitat i magnetisme en-
tre el 1822 (quan va publicar Recueil d’observations électro-dynamiques [“Col-
lecci6 d’observacions sobre electrodinamica”]) i el 1827 (a la seva Théorie mat-
hématique des phénomenes électro-dynamiques uniquement déduite de 1’expérience
[“Teoria matematica dels fenOmens electrodinamics, deduida exclusivament a
partir dels experiments”]). Gauss va formular la seva llei el 1835, tot i que no
es va publicar fins el 1867. Faraday i Henry van descobrir, independentment
i practicament alhora, la inducci6é electromagneética. Tanmateix, atés que el
treball de Faraday es va publicar abans, és aquest el nom que fem servir per a
a llei d’induccié. Malgrat tot, Faraday es va limitar a donar el modul de la fem
induida i va ser Lenz qui, el 1834, va donar la interpretacio fisica al signe del
corrent induit: és el signe negatiu que apareix a la llei de Faraday-Lenz.

Tanmateix, les lleis que s’anaven deduint es consideraven equacions que sa-
tisfeien o bé el camp eletrostatic o bé el camp magnetic. Només en el cas de
la llei de Faraday veiem que hi ha una relaci6 explicita entre ambdoés. Va ser
Maxwell qui es va adonar que, en realitat, aquesta relaci6é no era una curiositat
sin6 que era més profunda del que semblava a priori. Va ser ell qui va desco-
brir que el camp eléctric i el camp magnetic estaven relacionats i constituien
el camp electromagnétic. Amb aquesta afirmacié va unificar dos camps que,
fins aleshores, havien estat separats, i les diverses equacions que hem vist van
esdevenir les equacions de Maxwell. Va ser el 1873 quan van apareixer per pri-
mera vegada en la seva forma moderna*, publicades en A Treatise on Electricity

and Magnetism (“Tractat d’electricitat i magnetisme”).

Aquest nou enfocament de Maxwell no va ser un simple exercici teoric, sin6
que va portar a una serie de descobriments cabdals tant per a la ciéncia en
general com per a la nostra vida diaria en particular. Perqué us en feu una
idea, de les lleis de Maxwell deriven disciplines com la telecomunicaci6é o
I’electronica. Per tant, no sén només un element d’estudi, sin6 que s6n un

dels pilars de la nostra civilitzacio.

Ja veieu, doncs, que si haguéssim d’estudiar les lleis de Maxwell a fons i to-

tes les seves conseqiiencies potser no acabariem mai i, per tant, no les podem

Teorema de Gaus

El que hem vist en el modul
“Electrostatica” és la llei de
Gauss aplicada a
electromagnetisme. Aquesta
és, perd, només una de les
aplicacions del teorema de
Gauss, que és un teorema
matematic fonamental en
geometria diferencial.

Heinrich Friedrich Emil
Lenz

Heinrich Friedrich Emil Lenz
(Dorpat, 12 de febrer de
1804 - Roma, 10 de febrer de
1865). Quimic, fisic i
matematic estonia. Se’l
coneix per haver descobert
en quin sentit es produeix el
corrent induit. Es per aixd
que a la llei de Faraday també
se la coneix com a llei de
Faraday-Lenz.

* Quan diem que van apareixer
les lleis de Maxwell en forma
moderna, ho diem des d’un
punt de vista conceptual. La
notaci6 actual, amb vectors,
etc. és posterior i es deu a
Oliver Heaviside (18 de maig
1850 - 3 de febrer de 1925).
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abracar totes en l'espai d’aquest modul. Ens centrarem, aleshores, només en
una i, aixi i tot, I'estudiarem de forma molt basica: les ones electromagneti-

ques.

Fins ara, en els moduls “Magnetostatica i inducci6 electromagnetica” i “Elec-
trostatica” hem obtingut expressions que ens permeten calcular els camps
electric i magnetic per a diverses distribucions de carregues i de corrents.
Fixeu-vos, pero, en que és el que feiem: feiem el calcul i deiem que ja teni-
em el camp a tot I’espai. A tot I’espai! Vol dir aixo que si posem una carrega en
un punt, instantaniament tot l'univers, fins i tot les galaxies més llunyanes,

notara la presencia del camp que crea aquesta carrega?

La resposta a aquesta pregunta és que no. El que passa €s que tant el camp
electric com el magnetic (el que en direm camp electromagnétic) es propaguen
a una velocitat finita i, a més, ho poden fer en el buit! Per tant, el camp que
crea la nostra carrega no apareix instantaniament a tot I'univers, sin6 que surt
de la carrega i comenca a allunyar-se’'n. Ho fa en forma del que se’n diu ones
electromagnetiques. Aquestes ones sén un element clau de la nostra societat o
podriem dir, fins i tot, de la nostra civilitzacié: les ones de radio, les ones del
telefon mobil, etc. s6n ones electromagnetiques.

Com hem dit, pero, el camp electromagneétic es desplaca a una velociat finita i
ho fa en forma d’ones electromagnétiques. Per tant, estem dient que aquestes
també es desplacaran a velocitat finita. Aquesta velocitat és, en el buit, igual a
2,9979-108 m/s, que resulta que coincideix amb la velocitat de la llum.

Aquest resultat és, si més no, curios, i va portar Maxwell a afirmar, el 1864, en un arti-
cle titulat A dynamical theory of the electromagnetic field (“Una teoria dinamica del camp
electromagnetic”), que:

“L’acord dels resultats sembla mostrar que la llum i el magnetisme sén manifestacions
d’una mateixa substancia, i que la llum no és més que una perturbacié electromagnetica
que es propaga mitjancant el camp d’acord amb les lleis electromagnetiques.”

I efectivament, en Maxwell tenia ra6: la llum no és res més que una forma

d’ona electromagnetica.

Ja veieu, doncs, que el modul ens portara des dels fonaments de 1'electromag-
netisme fins a les ones electromagnétiques. L'estructura sera ben bé aquesta.
En el primer apartat, dedicat a les lleis de Maxwell, reescriurem aquestes lleis i
veurem que, en realitat, no les haviem vist completes. Per aquesta raé n’hau-
rem de completar una, la llei d’Ampére i, en completar-la, podreu veure, des
d'un punt de vista qualitatiu, que permet que els camps electromagnetics es
puguin desplacar (el que en direm propagar) pel buit. Tot seguit veurem que,
a partir de les equacions de Maxwell podem veure que els camps es poden
propagar en forma d’ona i acabarem aquesta primera part escrivint els camps
electric i magnetic en forma d’ona. Aixo si, d'un tipus d’ona que ens simplifi-
ca molt la feina: escriurem el camp només per al cas que es coneix com a ona

harmonica, plana i monocromatica.
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En el segon apartat del modul, dedicat a la descripci6é de les ones electro-
magnetiques, entrarem més a fons en aquestes ones i veurem com les podem
descriure. Per a fer-ho, definirem parametres com la frequencia, la longitud
d’ona, el periode, etc. Per a acabar introduirem l'espectre electromagneétic,
que ens permetra veure que la llum és, efectivament, una forma d’ona elec-

tromagnetica.

Finalment, trobareu un tercer apartat amb un conjunt de problemes resolts

amb els quals podreu practicar els conceptes apresos.

Aixi doncs, aquest modul va des dels aspectes més abstractes (les lleis de
Maxwell) als més concrets (les ones electromagnetiques). Les primeres sén un
conjunt d’equacions que constitueixen un element cabdal de la historia de la
fisica i de la ciencia i I’enginyeria actuals. Ens permeten explicar fenomens
tan aparentment dispars com per que ens arriba la llum del Sol o per qué ens
podem comunicar a través del telefon mobil. I en tots aquests fendomens hi
ha presents uns “objectes” que deriven de les lleis de Maxwell: les ones elec-
tromagnetiques, unes ones que estaran ben presents al llarg de tota la vostra

titulacio, ja que amb elles es pot transmetre informacio.
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Objectius

Els objectius que 'estudiant ha d’assolir amb aquest modul son els segiients:

1. Mirar amb esperit critic els fonaments de I'electromagnetisme.

2. Coneixer les lleis de Maxwell i comprendre que sén el fonament de l'elec-

tromagnetisme.

3. Entendre el concepte de funci6é de diverses variables i comprendre la di-
ferencia entre representar una ona en funci6 de l'espai i representar-la en
funci6 del temps.

4. Saber que és una ona.

5. Comprendre com es propaga el camp electromagnetic en forma d’ones i
entendre el concepte d’ona viatjera.

6. Entendre el concepte d’ones planes harmoniques.
7. Saber descriure una ona mitjangant la longitud d’ona i la freqiiéncia.

8. Coneixer l'espectre electromagnetic.
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1. Equacions de Maxwell

Comencarem aquest modul pels fonaments: les equacions de Maxwell, que
ens permetran assentar les bases de tot el que farem durant el modul i, sobre-
tot, entendre el perque del principal fenomen que estudiarem: la propagaci6
dels camps electromagnetics.

L'objectiu del modul no és aprendre passos i demostracions matematiques
molt complicades, siné saber qué volen dir les equacions de Maxwell. Veureu
que sovint, per tant, no farem els passos matematics; en canvi, convindra que
entengueu els conceptes que hi ha al darrere i que, tot sovint, es troben a

aquestes equacions.

Comencarem aquest apartat fent una recopilacié del que ja heu estudiat. Veu-
reu que, en realitat, en els dos moduls anteriors heu estat treballant les equa-
cions de Maxwell. Aqui les recopilarem i ens les mirarem com un tot. Aixo ens
permetra detectar una “raresa” i veurem que una d’elles esta incompleta. Per
a completar-la haurem d’introduir un concepte nou: el corrent de desplaca-
ment. Fet aix0 ja podrem veure les equacions de Maxwell completes.

Un cop les tinguem, veurem que ens permeten explicar com es poden propa-
gar els camps electric i magnetic i que ambdds compleixen un tipus d’equaci6
que es coneix com a equacié d’ona. Aquesta és una de les equacions fona-
mentals de la fisica, ja que la compleixen tots els fenomens ondulatoris, i en
veurem una possible solucié que ens ajudara a entendre-la i, més endavant,
ens ajudara a veure el perque del nom.

Que aprendrem?

En aquest apartat aprendreu:

e que les equacions de Maxwell no s6n un conjunt d’equacions aillades, sin6
que totes juntes constitueixen els fonaments de l'electromagnetisme;

e el concepte de corrent de desplacament;

e que els camps electric i magnetic es poden realimenetar matuament i que
ambdos compleixen 1’equaci6 d’ona.

Que suposarem?

Suposarem que teniu assolits els coneixements dels moduls “Electrostatica” i

“Magnetostatica i inducci6 electromagnética”. En particular, suposarem:

e que sabeu que és un flux,
e que sabeu queé és una integral de linia,

e que sabeu qué és una integral de superficie,

James Clerk Maxwell

James Clerk Maxwell
(Edimburg, 13 de juny de
1831- Cambridge, 5 de
novembre de 1879). Fisic
escocés conegut
principalment per haver
desenvolupat la teoria classica
de I'electromagnetisme.

Alguns fenomens ondulatoris s'estudieno

al modul “Mecanica: cinematica i
dinamica” en parlar de I'oscillador
harmonic.
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e que coneixeu el camp electric a I'interior d’'un condensador,

e que coneixeu i sabeu treballar amb les funcions trigonometriques,
e que sabeu fer derivades parcials i derivades totals,

e que sabeu fer un producte vectorial.

1.1. Resum de les lleis de Maxwell

Per a comencar, farem un recull de tot el que tenim; en particular, de quatre

equacions que hem vist en moduls anteriors, que corresponen a les equacions
(o lleis) de Maxwell.

Parlem d’equacions de
Maxwell en forma integral
perqué hi ha una altra
manera d’escriure-les:

en forma diferencial. Aquesta
forma queda, pero, més enlla
dels objectius de
I"assignatura.

Els diversos elements que apareixen a les lleis de Maxwell son els segiients:
e EiBson, respectivament, els camps electric i magnetic.

o oo dS indica la integral sobre una superficie tancada, S.

o fo.. dl indica la integral sobre una corba tancada, C.

e ¢ i o sOn, respectivament, la permitivitat eléctrica i la permeabilitat mag-

netica del buit.
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Qint és la carrega tancada per una superficie gaussiana en la llei de Gauss.

Liancada €S la intensitat tancada per la corba d’Ampere en la llei d’Ampere.

A més, podem definir el flux magnetic, ¢, de la seglient manera:

oy = /S BdS (5)

Aleshores, podem reescriure la llei de Faraday-Lenz de la segiient manera:

== dey
fc Eal = -0 6)

Repassem breument queé diu cadascuna de les quatre equacions fonamentals

de l’electromagnetisme, és a dir, cadascuna de les equacions de Maxwell en

forma integral:

La llei de Gauss ens esta dient que el flux net de camp eléctric que travessa
una superficie tancada és igual a la carrega continguda en aquesta super-
ficie dividida per la permitivitat del medi, ¢ que, en el cas del buit és €.
Fixeu-vos que no esta parlant del camp electric, sin6 del flux de camp elec-
tric. Aquesta llei ve a dir, en paraules colloquials, que existeixen carregues

electriques i que aquestes son les fonts del camp electric.

La llei de Gauss per al camp magnetic ens diu el mateix que la llei de Gauss
per al camp electric. Tanmateix, atés que no hi ha carregues magnetiques*,
el flux de camp magnetic a través d'una superficie tancada €s, en aquest

cas, igual a zero.

La llei de Faraday-Lenz és clau per al que farem en aquest modul, i ens diu
que una variacio en el temps del flux de camp magnetic produeix una forca
electromotriu induida, un voltatge: fixeu-vos que I'expressio . Edl no és
res més que l'expressio per al calcul del potencial que vam trobar al modul
“Electrostatica”. Aixo si, noteu que és una integral sobre una linia tancada.
Que hagi de ser tancada té sentit: per un circuit electric no circulara corrent

si no esta tancat.

La Llei d’Ampere ens esta dient que la circulacié de camp magnetic, és a
dir, el camp magnetic sobre una determinada corba tancada, sera igual a la
intensitat que travessa aquesta corba. Aquesta llei també conté una infor-
maci6é important: ens esta afirmant que una intensitat genera un camp
magnetic, és a dir, ens esta relacionant el camp magnetic amb les seves

fonts.

Recordeu que ¢ és la lletra
grega phi, que es llegeix “fi”.

Michael Faraday

Michael Faraday (Newington
Butts, 22 de setembre de
1791 — Hampton Court,
Surrey, 25 d’agost de 1867).
Fisic i quimic anglés. Se’'l
coneix, entre molts altres
treballs, pel seu descobriment
de la induccié
electromagnética. La unitat
de capacitancia es denomina
farad (F) en honor seu.

Recordeu que € és la lletra
grega épsilon, que es llegeix
“epsilon”.

* Si existissin carregues
magneétiques en diriem
monopols magnétics.

Tingueu present la llei d’Ampere, que
es veu al modul “Magnetostatica i
induccié electromagnética”.

/]

Recordeu

Els camps magnétics es creen
a partir d’intensitats de
corrent eléctric, que no sén
res més que carregues
eléctriques en moviment.
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En resum, les dues primeres equacions de Maxwell, les lleis de Gauss per
al camp electric (equacio 1) i per al camp magnetic (equacio 2) ens pat-
len de les fonts del camp eléctric i magnetic i ens diuen que existeixen
les carregues electriques pero que no existeixen les magnétiques.

La tercera, la llei de Faraday-Lenz (equaci6 3), i la quarta, la llei d’Am-
peére (equacio 4), parlen de les circulacions del camp electric i del camp
magnetic. El camp electric esta relacionat amb la variacio del flux de
camp magnetic. En canvi, la circulacié del camp magnetic només esta

relacionada amb la seva font, la intensitat.

Veiem, doncs, que si el flux de camp magnetic varia amb el temps, es produeix
un camp electric; pero, en canvi, si el flux de camp electric varia amb el temps,
sembla que no es produeix un camp magnetic. Com a minim les equacions
no ens diuen res sobre aquest fet. No ho trobeu estrany? Que té el camp mag-
netic que és tan especial? Per qué podem produir un camp eléctric a partir del
camp magnetic, pero no a la inversa? Podria ser que aquestes equacions tan

importants estiguessin malament?

La resposta a totes aquestes preguntes esta inclosa, de fet, en una resposta
afirmativa a la darrera pregunta: efectivament, les equacions estan malament!
Després d’insistir tant en la seva importancia, ara resulta que fallen! Bé, hem
exagerat una mica; de fet no és que estiguin malament, sin6é que n’hi ha una
que esta incompleta. Tot seguit us mostrarem aquesta incompletesa i ho farem
amb un element tan real i tan com com un condensador. Veureu que, amb
I’equacié completa, serem capagos de produir un camp magnetic a partir de
variacions del flux de camp electric.

1.2. Incompletesa de la llei d’Ampeére

Hem dit que les equacions de Maxwell (equacions 1, 2, 3 i 4) estaven incom-
pletes, i ens ho ha fet pensar veure que una variacio6 del flux de camp magnetic
és capac de produir un camp eléctric, perdo que no passa a la inversa. Aixo ja
ens pot donar una pista de quina equacio cal corregir.

Fixeu-vos que, en la equaci6 3, la llei de Faraday-Lenz, tenim que la variacio
del flux de camp magnetic esta relacionada amb la circulacié del camp electric.
Podriem esperar, per tant, que una variacié del flux de camp electric estigués
relacionada amb la circulacié del camp magneétic, és a dir, sembla que la llei

d’Ampere (equacio6 4) podria estar incompleta. Vegem-ho!

Ates que volem veure si la llei d’Ampere esta incompleta, comencem mirant
aquesta llei i recordant com hi treballem. Segons la llei d’Ampére, si agafem
una corba tancada, qualsevol, la integral del camp magnetic sobre aquesta
corba sera po multiplicada per la intensitat de corrent que la travessa. Es ben

Producte vectorial

Recordeu que el producte
vectorial de dos vectors A i B
és A ><§=A~Bsinoc, on « és
I'angle que formen. A més, el
vector resultant és
perpendiculara A ia Biva
en la direccié que indica la
regla de la ma dreta en dur el
primer vector, Zf, sobre el
segon, B.

André-Marie Ampeére

André-Marie Ampere
(Poleymieux-les-Mont-d’Or,
20 de gener de 1775 —
Marsella, 10 de juny de
1836), fisic i matematic
frances. Se’l coneix per haver
descobert les interaccions
mutues entre conductors
travessats per corrents
electrics. La unitat
d’intensitat es denomina
ampere (A) en honor seu.

Al modul “Magnetostatica i induccié 0

electromagnetica” es treballa amb la
llei d’Ampere.

Mo es llegeix “mu sub zero”.
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bé el que diu l'equaci6 4. Ara bé, que vol dir que la intensitat “travessa” una
corba? Més explicitament, aixo vol dir que travessa la superficie tancada per
la corba. A la figura 1a teniu representat un exemple d’aquesta situacié: una
intensitat I i una corba d’Ampere que l’envolta, amb la superficie, S;, que
tanca aquesta corba. Fixeu-vos com la intensitat travessa la superficie; és aixo

el que volem dir quan diem que la intensitat “travessa la corba”.

Figura 1. Corba d’Ampére

Figura 1

\\i\\i\i\&?

\

.

N
N

Possiblement, si us haguéssim demanat que dibuixéssiu la superficie tancada
per la corba d’Ampere de la figura, haguéssiu dibuixat la que teniu a la figu-
ra la. Ara bé¢, és la superficie que hem pintat 1'anica possible? Fixeu-vos que la
llei d’Ampere només parla de la intensitat que travessa la corba, pero no parla
de com ha de ser la superficie tancada per aquesta corba. Per tant, podriem

haver triat una superficie, S,, com la que teniu a la figura 1b.

En els problemes que heu fet al modul “Magnetostatica i induccié electro-
magnetica” sobre la llei d’Ampeére, podieu triar una superficie o una altra. En
qualsevol dels dos casos, la llei d’Ampere (equacio 4) ens diu que la circu-
laci6 del camp magnetic sobre la corba d’Ampere (§ Bdl) sera la intensitat I

Corba d’Ampere en un fil pel
qual circula una intensitat.
S’hi indica quina és la
superficie que travessa la
intensitat.

a. S'agafa la superficie Sy,
que és la més petita tancada
per la corba.

b. S’agafa una superficie S,
qualsevol, tancada per una
corba qualsevol al voltant de
la intensitat 1.
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que travessa la superficie tancada per la corba (S; o S, a la figura 1, tant és)
multiplicada per la permeabilitat del medi, en aquest cas, del buit, pg:

f Bl = ol )

Ara bé, imagineu que tenim un circuit amb un condensador. Ja veieu que no és
cap situaci6 estrambotica: obriu qualsevol radio o qualsevol aparell electronic
i trobareu condensadors. Si repetim la figura 1, perd posem un condensador

al circuit, trobarem el cas de la figura 2.

Figura 2. Comparacié de dues superficies tancades per una corba d’Ampeére Figura 2
Corba d’Ampére en un
a. circuit. S’hi indica quina és la
s superficie que travessa la
L intensitat.
a. S’'agafa la superficie Sy,
que és la més petita tancada
per la corba.
C )7 b. S’agafa una superficie S,
— que passa entre les plaques
/ del condesador, tancada per
una corba qualsevol al
voltant de la intensitat 1.
Plaques del condensador
b .
’ %
%/// _
/ <
/ 7
%
1
7
C vy |
— /é
/ //

Apliquem ara la llei d’Ampeére per a cadascuna de les superficies. Potser pen-
sareu que no cal, perque hauria de sortir el mateix. Segur? Vegem-ho!:

e Superficie 1. El resultat sera el mateix que hem vist a I’'equacio 7:

?{ Bdl = ol ®)
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e Superficie 2. En aquest cas no hi ha cap intensitat que travessi la superficie
(fixeu-vos que esta entre les plaques del condensador), per tant tenim:

74 Bdi=0 )

Surten dos resultats diferents! Hauria hagut de sortir el mateix, ja que la llei
d’Ampere no hauria de dependre de la superficie que triem com a superficie

tancada per la corba. Que ha passat aqui?

Per a respondre aquesta pregunta veurem que la llei d’Ampeére és incompleta
i cal que li afegim un terme nou. Veurem tot seguit quin és aquest terme.

1.3. El corrent de desplacament

Com podem saber quin terme manca a la llei d’Ampeére (equaci6é 4)? Per on
comencem? Com podem trobar en una equacié un terme que no sabem que

és? Bé, tenim algunes pistes:

1) L'element nou que hem introduit i que ens ha fet veure que alguna cosa
no anava bé, és el condensador. Per tant, sembla raonable suposar que quan

el condensador no hi era tot estava bé.

2) El resultat no pot dependre d’una tria arbitraria nostra, per la qual cosa les
equacions 8 i 9 haurien de ser iguals i, si a més a més hem dit que quan no
teniem el condensador el resultat era correcte, podem dir que el terme que ens
falta a I'’equacio 9 haura de ser igual a pol.

De tot aix0 podem deduir que el que ja teniem esta bé i que ens manca sumar
un terme. Com que, a més, sabem que haura de ser del tipus !, les unitats
del nou terme hauran de ser les mateixes que té o, ja que només podem
sumar termes amb les mateixes unitats. Aixi doncs, el nou terme haura de ser

de la forma:

tolp (10)

on hem simbolitzat la intensitat amb I en lloc de I per a distingir-la de la
que hi ha a la llei d’Ampere (equacié 4). De fet, aquesta intensitat, la de 1'e-
quacio 10, es diu corrent de desplacament. Per tant, podem dir que la llei
d’Ampere completa haura de ser de la forma:

fﬁd?: pol + polp (11)
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Amb aquest nou corrent, en el cas de la superficie 2 tindriem que 1’equaci6 9
queda:

7{ Bl = ol (12)

SiIp =1 ja tenim que les equacions 9 i 8 sén iguals. Amb aixo el problema esta-
ria solucionat. Tanmateix, sembla que ens ho haguem tret de la maniga. Que
és aquest corrent de desplacament? Existeix realment? I si existeix realment,

com es calcula?

Per a respondre aquestes preguntes hem de tenir present la situaci6 en la qual
I’hem trobat. L’hem “vist” quan hem pres la superficie 2 (S;) de la figura 2.
Era com si la intensitat hagués desaparegut de cop i volta quan ha arribat a les
plaques del condensador. Que ha passat amb aquesta intensitat? No pot haver
desaparegut aixi com aixi. Deu haver-hi alguna cosa que 1'ha substituit i que

esta relacionada amb la intensitat. I, efectivament, hi és.

Sabem que entre les plaques d'un condensador hi ha un camp electric, el El camp electric entre les plaques d‘un 0

condensador s’estudia al modul

modul del qual €s: “Electrostatica”.

E=Z (13)

on o és la densitat de carrega superficial que hi ha a les plaques. El camp, a

més, és perpendicular a les plaques, com podeu veure a la figura 3.

Figura 3. Camp a l'interior d’un condensador de plaques circulars de radi R Figura 3
— Podeu veure que el camp va
E de la placa positiva a la
negativa i que les linies de
R camp sén paralleles entre si.
€ D | ——— D
—
/
C

Ara bé, segons si les plaques sobn més grans o més petites, hi haura més o
menys linies de camp. Per tant, més important que el camp eléctric és, en
aquest cas, el flux del camp eleéctric, ¢.. Per a veure la idea que hi ha al darrere,
agafarem plaques rodones de radi R com les que teniu a la figura 3, ja que en

sabem calcular l'area, i calcularem el flux de camp electric.
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El flux d’'una magnitud és la integral d’aquesta magnitud sobre la superficie
en la qual volem calcular-lo. En el cas del camp electric sera:

e = /S EdS (14)

Pero, ates que el camp entre les plaques d'un condensador és perpendicular a
aquestes plaques i, per tant, parallel al vector superficie, com podeu veure a la
figura 4, tenim que el producte escalar sera el producte de moduls:

Pe = /SEdS (15)

Figura 4. Camp i vector superficie a I'interior d’'un condensador

Finalment, atés que el camp és constant dins de les plaques del condensador
(vegeu '’equaci6 13), pot sortir fora de la integral:

gbe:E/SdS:E-S (16)

El camp el tenim a 1’equaci6 13 i la superficie d"un cercle* és 7R2. Aixi obtenim:

2
¢6=E.S=%nRZ=% (17)

D’altra banda, la densitat de carrega, o, multiplicada per I'area, que és 7R?, és
la carrega total:

2
e = ok _ Q (18)

€0 €0

Es important que no perdeu de vista on volem arribar: volem saber com cal-
cular el nou terme Ip de I’equacio6 11. Es a dir, volem trobar una intensitat. El
que estem fent ara és veure com la podem trobar. Per a fer-ho hem vist que la

Recordeu que ¢ és la lletra
grega phi, que es llegeix “fi”.

Producte escalar

El producte escalar de dos
vectors A i B és
A-E:A-B-cosa, on « és
I'angle que formen AiB.Si
els vectors sén paral-leles,
a =0, cosa =11, per tant,
A-B=A-B.

Figura 4

Camp i vector superficie a
I'interior d’'un condensador
de plaques planes paralleles i
circulars de radi R. Podeu
veure que el vector camp E i
el vector superficie § sén
parallels.

Recordeu

La integral d’una diferencial
de la mateixa variable que
s'esta integrant és,
simplement, aquella variable.

Es a dir:
/dx =X

* Recordeu que hem agafat un
condensador de plaques
circulars de radi R.

Recordeu que l'area del cercle
és: Acercle = TR?, on R és el radi.

Recordeu

Quan tenim una densitat de
carrega superficial, o,
constant, la carrega total Q
ésQ=0S,0onSésla
superficie total en que hi ha
densitat de carrega.
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intensitat que arriba al condensador es transforma en flux de camp electric, i
a ’equaci6 18 veiem que aquest flux esta relacionat amb la carrega. Pero, hi
ha alguna relacio entre la carrega i la intensitat?

Doncs si! I la relacio esta en la mateixa definicio d’intensitat: - i dintensi o
ingueu present la definici6 d'intensitat
al modul “Electrostatica”. ‘
dQ
Ip==2= 19
D=7 19)

Aleshores, si aillem la carrega de 1’equaci6 18 tenim:

Q = ¢eeo (20)

i si substituim la Q obtinguda a l’equaci6 19, trobem una expressio per a la Ip:

Ip = d(i;)fa) (21)

En el cas de materials isotrops, homogenis i lineals (els que ens ocupen, vaja),

la € pot sortir de la derivada i arribem a la definici6 de corrent de desplaca- Vegeu el madul “Electrostatica” per a o
ment: ;aber com és un méterlal isotrop,
omogeni i lineal (i. h. I.)

Ip = €0% (22) Material isotrop,
dt homogeni i lineal (i. h. I.)

Si un material es isotrop les

propietats del material sén

l'equaci6 22 en la 11, la llei d’Ampére queda de la manera segiient: independents de la direccid;

si és homogeni, les propietats

sén independents de la

oL g posici6; i si es lineal,

y(Bdl = ol + €0or 23) les propietats s6n
directament proporcionals al

camp aplicat (és a dir, varien

linealment amb el camp).

I ja tenim com calcular el corrent de desplacament! Per tant, si substituim

Es a dir, la circulaci6 del camp magnétic, § Bdl, depeén de la intensitat
que travessa la corba d’Ampere i del corrent de desplagcament, Ip:

%Edi: .uOItancada + ,uOID (24)

En materials isotrops, homogenis i lineals (i. h. 1.) es defineix el cor-
rent de desplacament, I, com la derivada del flux de camp eléctric, ¢e,
respecte al temps dividida per la permitivitat del medi (eo en el cas del
buit):

d
I = o0 (25)
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on:

e = /S EdS (26)

i E és el camp eléctric i S la superficie a través de la qual calculem aquest
flux.

Exemple de calcul del corrent de desplacament

Tenim un camp electric variable que és donat per 'expressio:

E = 55in(4001)i N/C 27)
a) Calculeu el corrent de desplacament degut a aquest camp sobre un quadrat d’l1 m de
costat collocat perpendicularment al camp (és a dir, en el pla yz).

b) Quin seria el corrent de desplacament sobre el quadrat si aquest estigués en el pla xy?

¢) Quin seria el corrent de desplacament sobre el quadrat si aquest estigués en un pla que
formés 45° amb el pla xy?

Solucid

En els tres apartats hem de trobar el corrent de desplacament. L'estratégia per a fer-ho és:

1) Trobar el flux de camp eléctric amb 1'equacio 26.

2) Derivar el flux i dividir per €, tal com indica I’equaci6 25.

Teniu les tres situacions que es demanen al problema representades a la figura 5.

Figura 5. Situacions de I'exemple de calcul del corrent de desplacament

|
Calt

alld
VM

.

Figura 5

Les tres situacions que es
demanen en I'exemple. S'hi
representen els vectors camp
E i superficie S.

a. La superficie és
perpendicular al camp (i, per
tant, el vector superficie és
parallel al camp).

b. La superficie és parallela al
camp (i, per tant, el vector
superficie és perpendicular al
camp);

c. La superficie i el camp
formen un angle de 45°.

v
my

E[= X L -
/ 4] %_’ / > > X / > X
Z > P ———— 2 5
_— B

Disposem-nos a solucionar, doncs, cada apartat.
a) En el primer cas tenim la situaci6 de la figura 5a, en qué el vector superficie i el vector
camp electric son parallels. Comencem calculant el flux a través d’aquesta superficie
mitjancant 1’expressio 26:

de = / B.ds 28)

s

Ates que la superficie no esta corbada, independentment de quin dS consideren, sempre
anira en la direccié de S. Per tant, E i dS son parallels (formen un angle de 0°) i, si
recordeu com es calcula el producte escalar i que el cosinus de O és igual a 1, trobem que: Recordeu

E-dS=E-dS-cos0° =E-dS (29)

El producte escalar de dos
vectors A i B que formen un
anglex és: A-B=A-B-cosa.
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Si substituim aquest resultat a I’equaci6 28, trobem:

<pg:/SE-d§:/SE-dS (30)

Ara fixeu-vos bé que estem fent una integral sobre la superficie, i no sobre el temps. Aixo
és important, perqueé el camp electric de I’enunciat, donat per 1'expressié 27, varia en el
temps pero no en l'espai. Per tant, és el mateix en tota la superficie. En conseqiiéncia,
podem treure el camp de la integral de 1’equaci6 30:

cpez/SE-dS=E/SdS 31

Pero la integral de dS és simplement S. Per tant:
¢pe=E-S (32)

L'expressio de E la traiem de I’equaci6 27 (i fixeu-vos que només en necessitem el modul).
Per a aconseguir la de $ només necessitem aplicar que 'area d'un quadrat és el producte
dels costats: S = 1 m?:

¢e = E- S =55sin(400t) - 1 = 55in(400t) N/C - m? (33)

I ja tenim el flux. El pas segiient és calcular el corrent de desplacament amb 1'expressi6 25
i fent servir el resultat que acabem d’obtenir (equaci6 33):

d
Ip = 60% = 5 - 400 cos(400t) = 2.000 cos(400f) A (34)

I ja tenim el corrent de desplacament.

b) En aquest cas fixeu-vos que el procediment és exactament igual que a I'apartat a. La
diferencia esta en 1’angle que formen E i dS. Ara formen un angle de 90°, com podeu
veure a la figura 5b. Per tant, en calcular el producte de I'’equaci6 29, tenim:

E-dS=E-dS-cos90° =0 (35)
I per tant el flux queda:
¢e=/l_~f-d§=0 (36)
S

El corrent de desplacaments sera, en conseqiiéncia, també O:

ID=€0%=O (37)

Fem ara el tercer apartat i després ja comentarem una mica els resultats.
c) En aquest cas el procediment torna a ser el mateix, i, per tant, ens limitarem a indicar

els resultats. Aquest cop la diferéncia és que E i dS formen un angle de 45°. L’equacié 29
queda aleshores:

E-dS=E-dS-cos45 (38)

Recordeu

La integral d’una diferencial
de la mateixa variable que
s’esta integrant és,
simplement, aquella variable.

Es a dir:
/dx =X

Recordeu

4 sin(f(0) = L cos(f ().
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L'equivalent de 1’equaci6 33 sera ara:

¢e = E - S =5sin(400t) - 1 cos45° = 5\/72 sin(400t) N/C - m? 39)

on hem fet servir que cos 45° = ‘/TZ

El corrent de desplacament sera, llavors (’equivalent de I’expressi6 34):

Ip= eoﬂ =5. 400‘/—_ os(400t) = 1.000v/2 cos(400t) A (40)

Ja tenim completats els tres calculs. Fixeu-vos que e el resultat que ens déna un valor
més gran és el de l'apartat a, equaci6é 34, quan E i dS son parallels; mentre que el més
petit (que és 0) és a 'apartat b, equaci6 37, quan E i dS son perpendiculars. Aixo és a
causa del producte escalar que hi ha a la definici6 del flux (equaci6 28). Si mireu les
expressions 29, 35 i 38, podeu veure que és I'angle que formen EidsSel que determina
que el corrent de desplagament sigui més gran o més petit. Una manera d’expressar-ho
seria dir que només contribueix al corrent de desplacament la part de E que esta en la
direcci6 del vector superficie.

Arribats a aquest punt ja podem escriure les equacions de Maxwell completes.

1.4. Les equacions de Maxwell completes

Després d’haver completat la llei d’Ampere podem tornar a escriure les lleis
de Maxwell. Com veureu, les equacions 1, 2 i 3 queden igual, i només canvia

I'equacio 4.
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Els diversos elements de les lleis de Maxwell son:

e E1iB son, respectivament, els camps eléctric i magnétic.

o oo dS indica la integral sobre una superficie tancada, S.

° fC ... dl indica la integral sobre una corba tancada, C.

e 1o €sla permeabilitat magneética del buit.

e ¢ ésla permitivitat electrica del buit.

e Qint és la carrega tancada per la superficie gaussiana en la llei de Gauss.

o liancada €S la intensitat tancada per la corba d’Ampére en la llei d’Ampeére.
A més, es poden fer les definicions segtlients:

e Flux electric, ¢e:

Pe = /S EdS 45)
e Flux magnetic, ¢p:
¢y = /S BdS (46)
e Corrent de desplacament, Ip:
Ip=eody [EdS (47)
dt Js

Fixeu-vos que amb aquestes equacions, si el flux de camp magnetic varia en
el temps, genera un camp electric (llei de Faraday-Lenz, equaci6 43), pero ara,
a mes a més, si el flux de camp electric varia en el temps, genera un camp
magnetic (llei d’Ampere, equaci6 44). Tot seguit, al subapartat seglient veurem

un exemple matematic de com poder aconseguir aquesta situacio.

1.5. Propagacioé del camp electromagnétic

Com hem dit al final del subapartat anterior, fixeu-vos en dos fets:

e Delallei de Faraday-Lenz (equacio 43) podeu veure que un camp magnetic
que varia en el temps pot generar un camp electric.
e De la llei d’Ampere (equacié 44) podeu veure que un camp eléctric que

varia en el temps pot generar un camp magnetic.

Noteu que aqui ens hem centrat en el cas en que els camps electric i magnétic
varien en el temps. De fet, el que ha de variar en el temps és el flux, per tant
també podria ser que els camps fossin constants i el que variés fos el flux o, dit

d'una altra manera, la posicio relativa de la superficie sobre la qual calculem

La integral sobre una superficie tancadao

s’estudia al modul “Electrostatica” i la
integral sobre una corba tancada, al
modul “Magnetostatica i induccié
electromagneética”.

Integral tancada

Recordeu que el simbol §
indica integral tancada. Aixi,
quan trobem ¢ vol dir que
hem de fer la integral a tota
una corba tancada; i quan
trobem ¢, vol dir que hem de
fer la integral a tota una
superficie tancada.
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el flux, amb el camp (penseu en una espira girant en un camp magneétic cons-
tant, per exemple). 0

Amb aquests dos fets ja n’hi ha prou perqué els camps eléctric i magnetic es
puguin propagar. Per a veure-ho, imagineu-vos una situacié en queé el camp
magnetic varia amb el temps, de tal manera que el camp eléctric que genera
segons la llei de Faraday (equacié 43) també varia en el temps; €s a dir, que
el camp magnetic esta donat per una funcié que depen del temps i que, en

derivar-la, continua depenent del temps.

Llavors, si el camp eléectric obtingut varia en el temps, generara, al seu torn, un
camp magnetic, seguint la llei d’Ampere (equaci6 44). Si aquest camp magne-
tic generat també depen del temps, és a dir, la derivada del camp electric torna
a dependre del temps, tornarem a tenir la situacio inicial i tornarem a comen-
car el cicle. Us adoneu de que vol dir aquesta situaci6? Vol dir que els camps

electric i magnetic s’aniran realimentant indefinidament.

Fixeu-vos qué ha de passar perque es produeixi aquesta situacié: que la funcio
que descriu un camp depengui del temps, i que ho faci de tal manera que la
puguem anar derivant indefinidament i que sempre depengui del temps. Se

us acut alguna funcio aixi? En veurem una tot seguit, en I'exemple segiient.

Exemple

Penseu una funcié f que depengui d'una variable, que per a nosaltres ara sera el temps t
(per tant la funci6 sera f(t)), i que es pugui anar derivant indefinidament sense que
trobem mai que la derivada és 0.

Solucid

Fixeu-vos per exemple en la funci6 segiient:
f(t) = A cos(wt) (48)

No us preocupeu ara pel que sén A o w. Centreu-vos en la funci6 en si. Es una funcié
que varia en el temps. Si la derivem respecte al temps tenim:

e
a —Aw sin(wt) (49)

que també varia amb el temps. I si aquesta la tornem a derivar respecte al temps, obtenim:

d;’; gt) = —Aw? cos(wt) (50)

Tornem a tenir un cosinus, que és la funcié inicial amb que hem comencat, de manera
que ja tenim el cicle un altre cop. De fet, també podriem aconseguir aquesta situacié amb
una funci6 exponencial, pero en el fons seria el mateix, perque hi ha una relaci6 directa
entre la funci6 exponencial i les funcions trigonometriques.

Aixi doncs, ja veieu que amb un camp variable en el temps, segons una funcié cosinus,
ja tindriem la situacié que ens demanavem.

Recordeu

- (sin(g() = % cos(g(x)
i gz (cos(g(n) =

—‘I‘ZS‘) sin(g(x)), on g(x) és
una funcié que depen de x.

Recordeu

2
La notacié ddgt) vol dir que

derivem dues vegades la
funcié f(t) respecte al temps.

Recordeu

Podem escriure una
exponencial complexa com:
et = cos wt +jsin wt
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En 'exemple anterior hem vist que una funcié cosinus com la que teniu a
I’equacié 48 compleix els requisits perqué la puguem anar derivant indefi-
nidament sense perdre la dependéncia en el temps. Per tant, com hem dit al
principi de 'apartat, si passa aixo, els camps electric i magnetic es podran anar

realimentant mttuament.

Ara bé¢, és possible aquesta situaci6é? Es dona a la natura? Doncs si, i €s més
habitual del que podria semblar. Perque us feu una idea de fins a quin punt
és un fenomen quotidia, només us direm que la llum que ens arriba del Sol (o
fins i tot de les estrelles i, de fet, tota la llum) n’és un exemple.

Hem trobat, doncs, que és possible que els camps electric i magnetic es va-
gin realimentant matuament. Per tant, sempre que passi aixo, no tindrem un
camp electric o un camp magnetic per separat, sin6 que els tindrem tots dos.
Es per aixo que sovint, en lloc de referir-nos a cada camp per separat, parlarem

de camp electromagneétic. 0

Ara que ja sabem com es genera el camp electromagnetic, intentem determi-
nar com es propaga. Per a fer-ho no abandonarem les lleis de Maxwell, sin6
que partirem d’una equacié que se'n deriva, i que compleixen tant el camp

electric com el camp magnetic: ’equaci6 d’ona.

1.6. L'equacio d’ona

Al subapartat 1.5. heu pogut veure que és possible generar un camp electro-
magnetic de manera que els camps eléctric i magnetic es vagin realimentant
mutuament i indefinidament. Aixo ho hem vist a partir de les lleis de Faraday
('equaci6 43) i d’Ampere (equacio 44).

Doncs bé¢, es pot demostrar, a partir de les lleis d’Ampere i de Faraday
que els camps electric, E i magnetic, B, compleixen, en un medi lineal,

unes equacions que tenen la forma segiient*:

92E 1 6’E
w2 1)
2n 20
5‘B= 1 0B (52)

a2~ 2 otz

on x és el punt en qué estem observant el camp (E o B), és a dir, la
posicio, i t és el temps que els camps triguen a arribar-hi.

Aquestes equacions ens estan dient que si derivem dues vegades un camp (E
o B) respecte a la posicio (x), el resultat sera igual que derivar dues vegades el

* Demostrar com s’hi arriba
queda més enlla dels objectius
del modul.

Derivada parcial

Recordeu que el simbol %
indica la derivada parcial de
la funci6 f respecte t. Aixo
vol dir que derivem [
respecte a t i tractem com a
constant qualsevol altra
variable que pugui contenir.
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mateix camp (E o B) respecte al temps (t) pero dividit per la velocitat de la

[lum (c) al quadrat. Si us hi fixeu, ambdues equacions tenen la mateixa forma:

Prut) _ 1 *f(xt)
0x2 ¢z ot

(53)

Aquest tipus d’equacié s'anomena equacié d’ona i és una de les equacions
fonamentals de la fisica. Es per aixd que us I’'hem volgut presentar tot i que
no I’hagim deduit.

Una caracteristica de 1’equaci6é d’ona és que derivem respecte a x i respecte a
t; per tant, hi hem posat una funcio, f(x,t), que depen tant de x com de t, és
el que se'n diu una funcio de varies variables. Precisament, abans de continuar

amb el tema principal farem un breu incis sobre aquest tipus de funcions.

1.7. Funcions de varies variables

En el subapartat anterior hem vist I’equaci6 d’ona (equacié 53) on hi ha una
derivada parcial d'una funcié6 f respecte al temps (f) igualada a una derivada
parcial respecte a 1’espai (x). Aixo vol dir que si la funcié no depen de x i de ¢
alhora, un membre de I’equaci6 sera igual a zero. Cal, doncs, que una funci6 f
que compleix l'equacié d’ona depengui tant de x com de t. Per aixd hi hem
escrit f(x,f), que vol dir que la funci6 f depén tant de x com de t, és a dir,
depén de dues variables.

Que vol dir, pero, que una funci6é depengui de dues (o més!) variables? Doncs
basicament el que el seu nom indica, que la funci6 varia quan varia amb més
d'un element. Aquest tema, per si sol, constitueix una assignatura completa
en titulacions com matematiques i fisica. Aqui, pero, només pretenem que

entengueu una mica la idea. Per a fer-ho, farem servir la segiient funcio:

f(x,t) = A cos(wt — kx) (54)

Fixeu-vos que és una funci6é que depén de x i de t. Tot i que sigui un concepte
matematic i que x i £ puguin ser dues variables qualssevol, com que estem
fent fisica, x sera la posicio i t, el temps. A, k i w s6én constants; les hem posat
perque us acostumeu a veure-les, ja que al llarg del modul sortiran diverses
vegades equacions de la mateixa forma que l'expressio 54.

Imagineu ara que esteu “quiets” en un lloc (x fixa). Per a fer-ho facil farem

x =0, amb la qual cosa queda:

f(0,t) = A cos(wt) (55)
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Aleshores, a mesura que passa el temps, veureu que la funcié va variant. Es el
que teniu representat a la figura 6. Fixeu-vos que, a efectes practics, és com si
la x no hi fos, o fos una constant més. Fisicament seria el que fem en fer una
derivada parcial respecte al temps, com teniu a 1’equacio6 53.

Figura 6. Funci6 f(x,t) que depén de la posicid, x, i del temps, t, amb la posicié fixada

f(x,t) x fixada

v

Ara deixarem fix el temps. Imagineu que “congeleu” la funcié en un instant
de temps i mireu quin aspecte té (vegeu la figura 7). Ara tractem el temps com
una constant i, per simplicitat, podeu agafar l'instant inicial, ¢ = 0:

f(x,0) = A cos(—kx) (56)

Figura 7. Funci6 f(x,t) que depeén de la posicid, x, i del temps, t, amb el temps fixat

f(x,t) t fixat

v

Ja veieu que les figures 6 i 7 son aparentment iguals, pero en el fons son total-
ment diferents: una representa ’evolucio de la funci6 en el temps i l'altra, en
I'espai. Ates que és dificil representar funcions de moltes variables és normal
que, a I'hora de representar la funci6, es vagi fent d’aquesta manera: deixant
una variable fixa i representant com varia 1'altra. Per tant, convé vigilar molt

queé s’esta representant.

En resum, en les funcions de varies variables poden variar totes simultania-
ment i de forma independent. Per a simplificar-ne la representacié, podem

fixar totes les variables menys una.

Arribats a aquest punt, és hora de concretar una mica i veure ben bé com es
propaguen els camps electromagnetics, és a dir, com son les ones electromag-

netiques. Ho farem en el subapartat segtient.

Figura 6

Fixeu-vos que I'eix d’abscisses
és el temps t.

Figura 7

Fixeu-vos que |'eix d’abscisses
és la posicid x.
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1.8. Solucio de I’equacio d’ona

Hem vist que les funcions que satisfan I’equacié d’ona (equaci6é 53) han de ser
funcions de diverses variables com les que heu vist en el subapartat anterior,
subapartat 1.7. Per tant, si el camp electric, Eiel camp magnetic, B, han de
satisfer I’equaci6 53, hauran de dependre tant de la posici6é x com del temps t.

Es a dir, variaran tant en I’espai com en el temps.

La pregunta que ens ve al cap aleshores és: molt bé, han de dependre de la
posici6 i del temps, perd com ha de ser aquesta dependéncia? Es a dir, com
seran el camp eléctric, E, i el camp magnétic, B, que satisfacin les equacions
d’ona (equacions 51 i 52, respectivament)? Per a respondre aquesta pregunta

us proposem un exercici.

Exercici
Proposeu una soluci6 per a I’equacié 53.
Soluci6

La soluci6 a I’equaci6é d’ona, 1’equaci6 53 és, precisament, el mateix tipus de funcié que
hem comentat a ’exemple del subapartat 1.5., equaci6 48. Ara bé, com hem dit, la funci6
haura de dependre tant del temps, t, com de l'espai, x, per la qual cosa hauran d’apareixer
les dues variables. Aixi doncs, tant el camp eléctric com el camp magnétic hauran de ser
funcions del tipus:

f(x,t) = Acos(wt — kx) 57)

que és precisament el mateix tipus de funci6é de '’equaci6é 54, que hem fet servir al sub-
apartat 1.7. per a mostrar-vos la dependencia en diverses variables. A, k i w continuen
sent tres constants el significat de les quals, de moment, no ens preocupa.

Pero, és realment 'expressié 57 solucié de l'equacié 53? Per a veure-ho el que farem
sera verificar que compleix ’equaci6 d’ona, és a dir, la substituirem a les dues bandes de

I'equacio 53 i veurem que dona el mateix. Fem-ho!

Farem cada derivada per separat. Comencarem amb la derivada respecte al temps:

%’; - _Aw sin(wt - kx) (58)
o*f 2
T —Aw? cos(wt - kx) (59)

Ara farem les derivades respecte a la posicio:

O _ _ax sin(wt - kx) (60)
ox
2
IT _ a2 cos(wt — kx) (61)
ox2

Amb aix0 ja podem substituir les equacions 59 i 61 a I’equaci6 53:

*f 1 0%f
a2 T 2ox 62)

—Aw? cos(wt—kx) = Clz(—AkZ cos(wt — kx)) (63)

Recordeu

£ 6in(g00)) = % cos(gv)
i g (cos(g(n) =

—% sin(g(x)), on g(x) és
una funcié que depeén de x.
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Si simplifiquem, ens queda:

w? = S k? (64)

w=1k (65)

Fixeu-vos que hem obtingut: resulta que aquelles dues constants que haviem posat, com
inventades, w i k, estan, de fet, relacionades amb la velocitat de la llum en el buit, c:

c= 5 (66)

Aixi, doncs, 1’equacio6 57 sera la soluci6 de 1’equacié d’ona si es compleix 1’equacio 66.

Per tant, noteu que sense haver dit res de que s6n aquestes constants, ja sabem que:

e kxiwt han de tenir les mateixes unitats, ja que estan sumades;
e el quocientde ki w, g, té unitats de velocitat, ja que és la velocitat de la llum en el
buit (equaci6 66).

De I’exemple anterior, ja tenim que I'equacié 57 és una solucio per a I’equacio
d’ona (equaci6 53). En el nostre cas, en lloc de f(x,t) tindrem el camp elec-
tric, E, i el camp magnetic, B. Com que fins ara estem treballant en modul,
I'escriurem, de moment, en forma de modul, més endavant ja introduirem el

caracter vectorial.
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Es important que tingueu present que les equacions 67 i 68 sén només una
soluci6 d’entre infinites possibles. Us ’'hem mostrat perque és el tipus de so-
lucié en que ens centrarem. Ara bé, com veureu a l'apartat segiient, és una
soluci6é molt especial.

Encara ens falta, pero, un pas per a tenir realment la solucio, ja que els camps
electric i magnetic sén vectors. De fet, com hem dit, les expressions 67 i 68
son les solucions en forma escalar. Tot seguit us mostrarem les expressions en

forma vectorial.

1.8.1. Caracter vectorial de les ones electromagneétiques

A les equacions 67 i 68 hem escrit I’expressié dels camps electric i magnetic,
pero sense tenir en compte el seu caracter vectorial. Com apareixen els vectors
en aquestes equacions?

Si mireu la figura 8, ja veieu que si I'ona es propaga en la direcci6 x (és a dir,
en la direccié del vector unitari i o iiy), el camp electric va en la direccié y (és a
dir, en la direccié del vector unitari j o tiy) i el camp magneétic en la direcci6 z
(és a dir, en la direcci6 del vector unitari ko iiy). Per tant, podem escriure les
equacions 67 i 68 en forma vectorial, simplement posant la direcci6 en que
va cada camp:

E(x,t) = Eq cos(kx — wt) = Ey cos(kx — wt)j (72)

E(x,t) =By cos(kx — wt) = By cos(kx — wt)lz (73)

Figura 8. Representacié de I'ona completa dels camps eléctric i magnétic propagant-se en la
direccié x

Ara bé, que passa si I'ona no va en la direcci6é de l'eix x? Teniu la situacio
més general representada a la figura 9. En aquest cas, l’'ona es propaga en una
direccié qualsevol k i la distancia a I'origen esta expressada per un vector de
posicié 7. A la figura teniu representats també els eixos cartesians.

Figura 8

Teniu representats els vectors
camp eleéctric, E que van en
la direcci6 de I'eix y i varien
sinusoidalment, i els vectors
camp magnétic, B, que van
en la direcci6 de l'eix z i
varien també sinusoidalment.
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Figura 9. Representaci6 de I'ona completa dels camps electric i magnetic propagant-se en
una direccié qualsevol k

Figura 9

Teniu representats els vectors
camp eléctric, E, i magnétic,
B, que sén perpendiculars
entre si i a la direccié de
propagacio k.

El vector k s'anomena vector de propagacio i el seu modul correspon a la k
de les equacions 72 i 73. En aquest cas les expressions dels camps electric i

magnetic seran:

E@F t) = Ey cos(k - T— wt) (74)

B t) = By cos(k - 7 wt) (75)

Ara bé, si mireu la figura ja veieu que k i 7 son vectors parallels, i el producte

escalar de dos vectors parallels és el producte dels seus moduls:

k-P=k-rcosO=k-r (76)

Per tant, podem escriure les equacions 74 i 75 com:

E@,t) = Egcos(k - 1 — wt) (77)

B(7,t) = By cos(k - r — wt) (78)

Aquestes equacions, perd, compliquen els calculs i no aporten res conceptu-
alment, per la qual cosa en aquest modul farem servir les equacions 72 i 73.
A més, si mireu la figura 9 ja veieu que I'Gnic que necessitem és girar els eixos
de coordenades, per a tenir la situaci6 de la figura 8.

Val a dir que també haguéssim pogut representar 1’'ona respecte al temps en
lloc de fer-ho respecte a ’espai. En aquest cas trobariem la figura 10. Fixeu-vos
que és igual que la figura 8, pero ara en funci6 del temps en lloc de ser en
funci6 de 'espai.
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Activitat

Per que la figura 10 i la figura 8 tenen la mateixa forma?

Figura 10. Representacié dels camps eléctric i magnetic en funcié del temps Figura 10

Representacié de I'ona
completa dels camps eléctric
i magnetic en funcié del
temps t. Teniu representats
els vectors camp eléctric, E,
que van en la direccié de
I'eix y i varien
sinusoidalment, i els vectors
camp magnétic, B, que van
en la direcci6 de l'eix z i
varien també sinusoidalment.

Ara que ja tenim una soluci6 per a '’equacié d’ona ha arribat I’hora de pas-
sar a explicar les ones electromagnetiques en si i veure si, realment, el nom
d’equacio d’ona i les solucions que hem trobat (equacions 72 i 73) s’hi adiuen.
Ho veurem a l'apartat segiient, en que explicarem que sén les ones i com es

descriuen.

1.9. Que hem apres
En aquest apartat:

e Heu vist quines son les equacions de Maxwell.

e Heu apreés a mirar un conjunt d’equacions com un tot i a detectar asime-
tries que poden posar de manifest mancances d’alguna equacio.

e Heu vist com completar la llei d’Ampere amb el corrent de desplacament.

e Heu pogut veure, a partir de les equacions de Maxwell completes, que els
camps electric i magnetic es poden realimentar, és a dir, generar mutua-
ment, amb variacions de flux d'un i de l’altre (en virtut de la llei de Faraday,
equacio 43, i de la llei d’Ampere, equacio 44).

e També us hem explicat que aquests camps compleixen 1'equacié d’ona,
que es deriva de les equacions de Maxwell i, a través d’ella, us hem fet una
breu introducci6 a les funcions de varies variables.

e Finalment, heu vist que una equaci6 de la forma:

F(x,t) = Fy cos(kx — wt) (79)

pot ser soluci6 de I'’equaci6 d’ona.

Basicament el que hem fet fins aqui és buscar, a partir de primers principis
(és a dir, de les equacions de Maxwell) com podem fer que es propaguin els

camps electric i magnetic. D’aquesta manera hem arribat a ’equacié d’onaia
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veure’'n una solucié: la de ’'ona harmonica. Per tant, ja sabem com es generen

i com es propaguen els camps.

Seguirem endavant, precisament, aprofundint en la solucié de 1'’equacié d’o-
na. Descriurem queé és una ona i veurem que les solucions que hem trobat per
a l’equaci6é d’ona soén un tipus d’ona.
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2. Ones electromagnetiques

En els moduls anteriors hem vist com calcular els camps electric i magneétic
a partir de, per exemple, una distribuci6 de carregues o un corrent. En 'apar-
tat 1 hem vist com es propaguen aquests camps i ens hem quedat en el punt
en qué hem comprovat que compleixen I’equacié d’ona. Arribats en aquest
punt podem dir que hem trobat els principis que fan que els camps electric
i magnetic es puguin generar i realimentar matuament. També hem vist que

compleixen l’equacié d’ona i n’hem trobat una possible solucio.

Ara que ja hem vist com es produeix aquesta solucio, ens centrarem en el seu
caracter ondulatori. Veurem, per comencar, que és una ona i quins tipus d’ona
hi ha. Aixo ens permetra veure de quin tipus son les ones electromagnétiques.
Tot seguit us mostrarem amb quins parametres descrivim 1’'ona i, a continua-
cio, veureu que, en realitat, hem estat treballant tota 1’estona amb unes ones
molt especials: les ones harmoniques, planes i monocromatiques. Finalment,
us mostrarem l'espectre electromagnetic que ens permetra veure que la llum i

les ones de radio estan més a prop del que pugui semblar a priori.
Que aprendrem?
En aquest apartat aprendreu:

e Que és una ona i quins tipus d’ona hi ha. De fet, veureu que les ones

electromagnetiques son ones transversals no mecaniques.
e Quins sén els parametres que permeten descriure les ones.

e Que son les ones harmoniques, planes i monocromatiques, que son de fet

les que estudiarem en aquest modul.
e Que es 'espectre electromagnetic i a que correspon.
Qué suposarem?
Suposarem que teniu assolits els coneixements dels moduls “Electrostatica”
i “Magnetostatica i induccio electromagnética”, a més dels coneixements de
I'apartat 1. Pel que fa a I'aspecte matematic, només suposarem, per a seguir

aquest apartat, que:

e Sabeu representar una funcié trigonometrica com el sinus o el cosinus.
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2.1. Queé és una ona?

En aquest punt tenim encara moltes preguntes per a respondre. Potser una de
les que primer ens ve al cap és que hem dit que I'equacié 53 es deia equacio
d’ona pero, per que aquest nom? Que és una ona? I potser el més important

de tot, com encaixa tot aix0 en un modul d’electromagnetisme?

Per a respondre totes aquestes preguntes el que hem de fer és, basicament,
respondre’n una: qué és una ona? En aquest subapartat intentarem donar-
vos una idea del que és una ona. Comencarem amb una primera temptativa
de definici6 que posa de manifest un dels aspectes més rellevants d’aquest

tipus de fenomen.

Una ona o, millor dit, un moviment ondulatori és un tipus de mo-
viment que transporta energia i moment lineal perd no transporta

materia.

L'exemple tipic serien les oscillacions que es formen en llencar una pedra al
centre d'un estany. Podeu veure’n un exemple a la figura 11. Aquesta seria
la manera de crear les ones. Ara bé, imagineu que a l'estany hi hagués un
suro o un objecte que us hi hagués caigut i volguéssiu fer-lo arribar a la riba.
Potser alguna vegada heu intentat fer-lo arribar a la riba picant l'aigua amb
un pal i creant ones com les que teniu a la figura 11. Si ho heu fet, haureu
vist que les ones avancen cap a la vora; quan les oscillacions arriben al suro
veiem que aquest comenca a oscillar amunt i avall, pero... no avanca! Aquesta
oscillaci6 és el que se’n diu ona, i el fet que I'ona en si avanci (vagi cap a la
riba) pero no faci avancar el suro és el que significa el que hem dit abans “que

transporta energia, perd no materia”.

Figura 11. Ones circulars

Quedeu-vos amb les segiients tres idees pel que fa a les ones:

e Es desplacen.

e Transporten energia i moment lineal, perd no materia.

Al moédul “Mecanica: cinematica i 0

"o

dinamica” s’expliquen qué s6n
I'energia i el moment lineal.

A l'adreca http://commons.
wikimedia.org/wiki/
File:Spherical_wave2.gif
podeu veure una animacié
en que es representa un
moviment d’ones del centre
cap a la vora.

També podeu veure una
animaci6 en queé es mostra
un objecte oscillant a causa
d'una ona a:
http://es.wikipedia.org/wiki/
Archivo:Simple_harmonic_
motion_animation.gif.

Figura 11

Visi6 des de dalt de les ones
que es crearien en un estany
d’aigua. Fixeu-vos en
I'oscillacio.
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e Hi ha una oscillacié: “alguna cosa” es mou amunt i avall. En el cas de
I'aigua aquesta “cosa” és la mateixa aigua.

D’altra banda, les ones es poden classificar de diverses maneres:

e Segons el sentit de vibraci6 tenim:

- Ones transversals: si la vibraci6 és perpendicular a la direccié de propaga-
ci6. Aquest seria el cas de la bassa i el suro. L'exemple de la figura 11, de
I'ona a l'aigua, és, de fet, un exemple d’ona transversal, ja que 1’ona es des-
placa en la direcci6 parallela a la superficie de 'aigua, pero oscilla amunt
i avall, és a dir, en la direccié perpendicular a la superficie de 1'aigua. A la
figura 12 en teniu una representacié esquematica, on les fletxes indiquen
la direcci6é de vibraci6. Un altre exemple d’ones transversals sén les ones

electromagnétiques, que son les que ens interessen en aquest modul.

Figura 12. Oscil'lacié transversal Figura 12
. . -
+10 s S L_elx herltzontal |nd|c_a, Ig
e R e S direcci6 de propagacio i les
St 3 7 S fletxes indiquen la direcci6 i
4 . . .z
0l . e N el sentit de I'oscillacié.
7
AY A
\ ,' .
~ 7 AY
~ , N
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— Ones longitudinals: si la vibraci6 és en la mateixa direccié que la direccio
de propagaci6. Seria el cas de les ones sonores, per0 en aquest modul no
ens preocuparem d’aquest tipus d’ones. A la figura 13 teniu representada
una ona longitudinal. Les zones més fosques corresponen als maxims de la
vibraci6 i les zones més clares a les “valls”. Perque vegeu més clar que vo-
lem dir amb “maxims” i “valls” la figura incorpora també una representa-
cio grafica de la forma d’una ona sinusoidal. De fet, els termes equivalents

serien “cresta” i “vall” o “maxim” i “minim”.

Figura 13. Oscillacié longitudinal Figura 13

Direcci6 de propagacio Direcci6 d’oscil-lacié Ona longitudinal. Els maxims
son els punts més foscos.
L'ona es produeix per
I'oscillacié endavant i
endarrere del material pel
qual es propaga |'ona. A sota
teniu una representacio
grafica en la forma d'ona

b. sinusoidal.

- Ones mixtes: sébn una barreja dels dos tipus anteriors.
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e Segons si necessiten d'un medi material per a propagar-se tenim:

— Ones mecaniques: el que oscilla és un medi material, com en el cas de
l'aigua de la bassa (figura 11). Per tant, sébn ones que necessiten d’'un medi

material per a propagar-se.

— Ones no mecaniques: No necessiten de cap medi material per a propagar-
se. Correspondria a les ones electromagnetiques, que sén precisament les

que ens interessen en aquest modul.

Aixi doncs, pel que fa a les ones electromagnetiques, que sén les que ens

interessen en aquest modul, tenim que:

e SO6n ones no mecaniques perque no necessiten cap medi per a propagar-
se: hem treballat tota ’estona amb pg i €y, que son, respectivament, la
permeabilitat i la permitivitat del buit.

e SOn ones transversals, ja que es pot demostrar a partir de les equacions de
Maxwell (equacions 41 a 44) que:

— el camp eleéctric i el camp magnetic sén perpendiculars entre si,

— els dos camps son perpendiculars a la direccié de propagacio.
Teniu la situacié representada a la figura 14. Fixeu-vos que, ateés que tant
un camp com l'altre sén perpendiculars a la direccié de propagacio, que a

la figura és x, estem parlant d’ones transversals.

Figura 14. Camps eléctric, magneétic i direccié de propagacié

Ya
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Si ho ajuntem tot tenim que els camps electric i magnetic (el camp
electromagneétic) es propaguen conjuntament en forma d’ona. Aquestes
ones son les ones electromagnetiques, que sén ones transversals i no

mecaniques.

Figura 14

Representacié dels camps
eléctric, E, i magneétic, E, en
la direccié de propagacio, k.
Fixeu-vos que tots tres sén
perpendiculars entre si i que
el camp B va en la direcci6
del producte vectorial K x E.
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Ara que ja tenim una idea de que és una ona, el pas segiient és descriure-les
matematicament. En general, aixo sera forca complicat, perod hi ha un cas en
que es relativament senzill, que correspon a una ona del tipus que apareix a

I’equaci6 54. Ho farem tot seguit.

2.2. Descripcio d’'una ona

En l'apartat anterior ens hem quedat en el punt en que haviem vist que els
camps electromagnetics es propaguen en forma d’ones electromagnétiques.
Aquestes es poden descriure mitjancant una funcié del tipus de I'’equaci6 54:

f(x,t) = A cos(kx — wt) (80)

De fet, quan una ona es pot descriure amb aquest tipus de funci6 es diu ona

harmonica.

Més concretament, per al camp electromagnetic, les equacions 77 i 78 que
heu vist al subapartat 1.8.1. sén:

E(r,t) = Ey cos(kr — wt) (81)

B(r,t) = By cos(kr — wt) (82)

En el cas de la situaci6 de la figura 8, les podem escriure amb les equacions 72
i 73. Tot i que aquest tipus d’ones és només un dels infinits possibles tipus
que podem trobar, les ones descrites d’aquesta manera sén molt ttils per a

explicar els diversos parametres que fem servir per a descriure-les:

e L’amplitud, representada per la lletra A a 'equaci6 80 i per E i By a les
equacions 67 i 68.

e Lalongitud d’ona, A.

e El namero d’ona, que es representa amb el simbol k.

e La freqiiéncia angular, w.

Ja veieu, per tant, que les constants A, k i w que hem anat arrossegant al llarg
de tot el modul tenen un cert significat, que aclarirem en aquest subapartat.
Alguns d’aquests parametres ja els vau veure al modul “Mecanica: cinematica

i dinamica”, en parlar d’oscillacions, perd convé repassar-los.

Hi ha pero un altre concepte que és important a I’hora de descriure 1'ona: és
el concepte de front d’'ona. Comencarem per aquest i, tot seguit, entrarem a

descriure els diversos parametres.

A és la lletra grega lambda
mindscula i es llegeix “lambda”;
w és la lletra grega omega
mindscula i es llegeix “omega”.
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2.2.1. FEl front d’'ona

Heu anat veient al llarg de tot el modul que els camps electric i magnetic es
poden propagar en forma d’ones. Per tant, el que ha de passar és que una ona
“viatgi”. I és aixo ben bé el que passa: I'ona es desplaca a una certa velocitat
i, aleshores, és com si els camps electric i magnetic anessin avancant. A la
figura 15 teniu representada graficament aquesta idea.

Figura 15. Ona viatgera

A la figura teniu representats els maxims de 1’'ona en instants diferents, pero
comencant a comptar a partir de 'instant en que es generen. A la figura 15a
teniu la situaci6 en l'instant en que es genera el camp electromagnetic (el
camp electric Eiel magnetic B) i teniu representat també el pla en que es
troben, que podem anomenar pla 0. Com podeu veure, hem representat la
situaci6 en que un camp vibra en l'eix y (el camp electric) i l'altre, en l'eix z
(el camp magnetic). Al cap d'un cert temps (figura 15b), que considerem com
Iinstant £ = 1 (les unitats son arbitraries), aquest pla s’ha desplacat una certa
distancia i ha aparegut un altre maxim: és el segon pla que veieu apareixer,
que anomenem pla 1. Fixeu-vos que el pla O esta ara una mica mes endavant.
A la figura 15c teniu un tercer instant (f = 2) en que 'ona ha avancat un altre

tram.

Fixeu-vos que el camp electromagnetic va “viatjant”. A efectes practics podem

dir que el que transporten aquestes ones és I’energia electromagnética.o

Aquests plans que hem dibuixat a la figura 15 tenen un nom, sén els fronts
d’ona.

Els fronts d’ona son linies o superficies (com en l’exemple de la figu-
ra 15) corresponents a un determinat estat d’oscillaci6 (en el cas de les
ones electromagnétiques dels camps E i B) que, a mesura que passa el
temps, es propaguen en l’espai. Els fronts d’ona mai no es poden creuar
entre ells.

D’altra banda, hi ha una altra caracteristica dels fronts d’ona que hem dibuixat

ala figura 15: son parallels i sempre perpendiculars a la direcci6é de propagacio.

Figura 15

Representacié de com viatja
una ona.

a. Instant t = 0, quan es crea
I'ona;

b. Instant f = 1. Fixeu-vos
que els camps creatsat = 0
han avancat i els nous se
situen darrere;

c. Un tercer instant, t = 2.
Podeu veure com els camps
creats als instants anteriors
han seguit avancant.

Adreca web

Podeu veure una ona
viatjant en 'animaci6
disponible a:
http://commons.wikimedia.
org/wiki/File:Blender3D_
CircularWaveAnim.gif
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2.2.2. Lalongitud d’ona A i el niimero d’ona k

La longitud d’ona es defineix com la distancia entre dos punts que
estan en el mateix estat de vibracid. La unitat de mesura en el Sistema

Internacional és el metre (m).

Teniu la situaci6 representada en la figura 16. Fixeu-vos que és la figura 8, és
a dir, 'ona respecte a l'espai, perd0 hem agafat només el camp electric, per a
simplificar la figura. Hi podeu veure que la longitud d’ona és l'interval entre
qualssevol dos punts que estiguin en el mateix estat de vibracié (no cal que

sigui un maxim o un minim).

Figura 16. Longitud d'ona
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A partir d’aquesta longitud es defineix un altre concepte, el nimero d’ona:

k=<0 (83)

Com que tenim la longitud d’ona dividint, les unitats seran m™!.

Per a entendre que vol dir el namero d’ona convé pensar una mica en les
funcions trigonometriques. Si teniu el cos(x), quan sumem 27 a «, tornem a
tenir el mateix valor: cos(a + 271) = cos(x), és a dir, el cosinus és una funci6

periodica de periode 27 i, per tant, també sera periodic el camp electric. Per a
veure-ho, podeu escriure 'expressio del camp electric (equacié 72) quan x = 0:

E(x,t) = Eg cos(kx — wt)j (84)

E(0,t) = Ey cos(-wt)j (85)

Recordeu que Sl és la sigla del
Sistema Internacional d’unitats.

Figura 16

Representacié de I'ona
completa dels camps electrics
en la direccié de propagaci6.
S’hi assenyala a que
correspon la longitud d’ona.
Fixeu-vos que és la distancia
entre dos punts que estan en
el mateix estat de vibracio,
sigui quin sigui aquest estat.

Adreca web

Podeu veure una animacio
en queé es mostra la

longitud d’ona a:
http://commons.wikimedia.
org/wiki/File:1D_Progressive_
Wave.gif
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I ara fixeu-vos qué passa quan x = A:

E(x,t) = Eo cos(kx — wt)j (86)
E(A,t) = Eg cos(kA — wt)j (87)

= 27 ke
E(\,1) = Eg cos(“-A ~wb)] (88)
E(At) = Eg cos(27 — wt)f (89)

Veiem, per tant que, ates que la funci6 cosinus té periode 27, els resultats de

les equacions 85 i 89 son iguals.

Aleshores, si us hi fixeu, el que ens esta dient el nimero d’ona (equacié 83)
és quantes longituds d’ona, A, hi ha en un cicle complet, és a dir, quan 'ona
ha recorregut una distancia de 2. O dit amb unes altres paraules, “quantes

ones” hi ha en un cicle, que és el que dona lloc al seu nom, niimero d’ona.

El namero d’ona es defineix com el nombre d’oscillacions que fa 'ona
en un cicle complet. Es pot calcular a partir de la longitud d’ona A
mitjancant 1’equacio:

k=2 (90)

La unitat de mesura en el SI és la inversa del metre, el metre elevat a
menys u (m™).

Exemple

Calculeu el namero d’ona d’una ona electromagnetica de longitud d’ona igual 580 nm,
que correspon al color groc.

Soluci6

Per a fer-ho només hem de substituir els valors a I’equacié 90. Per a evitar problemes,
passarem primer les unitats a m:

580 nm = 580 nm " = 58.107 m ©1)
109 nm
27 27

k=T 2 92

A 58107 ©2)

k=1,083-10" m! (93)

Recordeu que 1 nm = 10~ m.
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2.2.3. La freqiiéncia angular w i el periode T

Ara veurem que és la freqliencia angular, el que hem simbolitzat amb w. Per
a fer-ho, no partirem directament d’aquesta freqiiencia sin6é que farem un

recorregut una mica diferent.

Comencarem per una equacié que heu estudiat a bastament: 1'equacié del
moviment rectilini i uniforme. Una ona electromagnetica que es desplaca en
el buit és, de fet, un element que es mou a velocitat constant, c. Per tant,
podem aplicar-li aquesta equacio.

espai = velocitat - temps (94)

Ara imagineu que volem calcular el temps, T, que triga 1'ona a recorrer 1'es-
pai corresponent a una longitud d’ona. Per a fer-ho només hem de substituir

I’espai per A i la velocitat per c:
T2 95)

Aquest temps es diu periode.

El periode és el temps que triga I'ona a fer una oscillacié completa. La
unitat de mesura en el SI és el segon (s).

I ara ens podem fer la mateixa pregunta que ens haviem fet per a calcular el
nombre d’ona en el subapartat 2.2.2.: quantes oscillacions fa 1'ona en un cicle
complet? Si recordeu que un cicle sén 27t i que T és el temps que triga a fer
una oscillacio, el nombre d’oscillacions que fara I'ona en un periode és 27.
A aquest valor se I'anomena fregiiéncia angular i es representa amb la lletra w,

que és la mateixa w que hem anat veient al llarg de tot el modul:

w=2" (96)

La freqiiéncia angular, w, indica el nombre d’oscillacions que ha fet
una ona en un cicle complet. La unitat de mesura en el SI és el radian
per segon (rad/s) o, simplement, la inversa del segon, el segon elevat a
menys u (s).

Adreca web

Podeu veure el concepte de
freqiiencia d'una ona en
I’animacié6 disponible a:
http://commons.wikimedia.
org/wiki/File:Wave_
frequency.gif.

L'equacié del moviment rectilini i !B

uniforme s’estudia al modul “Mecanica:
cinematica i dinamica”.

A és la lletra grega lambda
mindscula i es llegeix “lambda”;
w és la lletra grega omega
mindscula i es llegeix “omega”.

Recordeu que S/ és la sigla de
sistema internacional d’unitats.

Adreca web

Podeu veure una animacié
que mostra el periode a:
http://commons.wikimedia.
org/wiki/File:Wave_period.gif.
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Hi ha perd un altre parametre que es fa servir, la freqliencia, f, que indica
quant triga I'ona a fer una tnica oscillaci6. Es calcula fent la inversa del peri-
ode (que recordeu que és el temps que triga a fer una oscillacio):

fen ©7)

La freqiiencia és el temps que triga I’ona a fer una tnica oscillaci6. La
unitat de mesura en el SI és el segon elevat a menys u (s™!), que rep el
nom de hertz i es representa amb el simbol Hz.

Teniu la situaci6 representada a la figura 17. Fixeu-vos que és la figura 10, és
a dir, una representacio respecte al temps, perd hem agafat només el camp
electric, per a simplificar la figura. Hi podeu veure que el periode és l'interval
entre qualssevol dos punts que estiguin en el mateix estat de vibraci6 (no cal

que sigui un maxim o un minim).

Figura 17. Periode

A
A4
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Fixeu-vos que, en realitat, tant la freqliencia angular com la freqtiencia es
mesuren en s~!, perd només hem parlat de hertzs en el cas de la freqiiéncia. El
motiu és que, tot i que el hertz es defineixi com un s™', només es fa servir quan
parlem de freqiiéncia, ja que en el cas de la freqiiencia angular, les unitats no

son en realitat s7!, siné rad/s.

Val a dir també que si comparem les equacions 96 i 97 veiem que ambdues

freqiiencies estan relacionades de la seglient manera:

w=2nf (98)

També podeu trobar una relacié semblant entre la longitud d’ona i la freqiién-

cia, com veureu en el segiient exercici.

Notacio

En aquest modul simbolitzem
la freqliencia amb la lletra f.
Tanmateix, en molts textos
trobareu que també es fa
servir la lletra grega nu
minuscula, v.

Heinrich Rudolf Hertz

Heinrich Rudolf Hertz
(Hamburg, Alemanya, 1857 -
Bonn, 1894) fisic alemany
conegut principalment per
haver demostrat |'existéncia
de les ones
electromagnetiques. La unitat
de freqiiéncia rep el nom de
hertz (Hz) en el seu honor.

Figura 17

Representacié de I'ona de
camp eléctric en funcié del
temps. S’hi assenyala a que
correspon el periode.
Fixeu-vos que és el temps que
triga I'ona a tornar a estar en
el mateix estat de vibracio,
sigui quin sigui aquest estat.
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Exercici
Trobeu la relaci6 entre la longitud d’ona i la freqiiéncia.
Solucié

Per a trobar la relaci6 entre la longitud d’ona i la freqiiéncia combinarem les equacions 95

i97:
A (99)
c
f= % (100)
Si substituim la primera equaci6 en la segona tenim:
F=x (101)

Fixeu-vos que la freqiiéncia és, per tant, inversament proporcional a la longitud d’ona.
Aixi, com més gran sigui la freqiiéncia, menor sera la longitud d’ona.
Exemple

El color groc té una longitud d’ona de 580 nm. Si una ona de color groc es desplaca pel
buit, calculeu-ne el nimero d’ona, la freqtiéncia, la freqtiencia angular i el periode.

Solucid

Per a fer els calculs comencarem passant les unitats de la longitud d’ona a metres:

107 nm
580 nm = SSOW =58-107 m (102) Recordeu que 1 nm s6n 10~ m.

I ara anirem calculant la resta de parametres:

e Numero d’ona. El podem obtenir amb 1’equacié 90:

2
k= 7” =1,08-107 m! (103)

e Freqiiencia. La podem obtenir amb I’equacié 101:

c Recordeu que la velocitat de la
f===52.10" Hz=516,9 THz (104) llum en el buit és:
A c=2,9979 - 10® m/s.

e Freqiiencia angular. La podem obtenir a partir del resultat obtingut a I’equaci6é 104 i
fent servir I’equacio 98:

Recordeu que el prefix tera (T)
s6n 102, Per tant 1 THz s6n
w=21f=32-10" s =3.247,6 Ts"! (105) 102 Hz.

e DPeriode. El podem obtenir a partir del resultat obtingut a I'’equacié 104 i fent servir
I’'equaci6 97:

1 Recordeu que el perfil femto (f)
T=-=19-10"%5=1,9-103fs (106) s6n 107> Per tant 1 fs s6n
f 1075 s,
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2.2.4. L'amplitud K i B,

Ens queda encara un parametre per definir, ’A de '’equaci6é 80, que hem sim-
bolitzat Ey en ’equaci6 81 i By en I'equaci6 82. De fet, aquest valor el teniu
representat a la figura 18. Aquest parametre es diu amplitud i fixeu-vos que és
el parametre que indica el valor maxim de la vibracio i en quina direcci6 es

produeix aquesta vibracio i, per aix0, es representa vectorialment.

L'amplitud, Ej en el cas del camp electric i By en el cas del camp mag-
netic, representa la maxima separacio respecte a la posicié d’equilibri,
tant de 'ona del camp eléctric com de I’ona del camp magnetic. La uni-
tat de mesura en el SI és la unitat de I'ona que es propagui; aixi, serien
N/C en el cas del camp electrici T en el cas del camp magnetic.

Quan definim l'amplitud, parlem de separacié6 maxima. Per tant, és sempre
positiva, ja que en realitat parlem del modul. Fixeu-vos, pero, que el vector
que la representa apunta cap amunt o cap avall segons el sentit en que estigui
oscillant I'ona en aquell instant, com podeu veure a la figura 18. Aixi, segons
el sistema de referéncia d’aquesta figura, E sera +Ej quan apunta cap amunt

i—Eof quan apunta cap avall.

Figura 18. Amplitud

~v

2.2.5. La fase

En les equacions que hem anat veient al llarg del modul, de 1'estil de I’equa-
ci6 80, com serien les equacions 81 i 82, hi ha un altre element que és present
en tots els casos: kx — wt, és a dir, el que hi ha dins del cosinus. Aquest terme
té un nom propi: es diu fase.

La fase és 'argument del cosinus (o el sinus) en la funcié que descriu

I'ona.

Recordeu que S/ és la sigla de
sistema internacional d’unitats.

Figura 18

Representacié d’una ona
electromagneética. Eq i By
indiquen I'amplitud de,
respectivament, els camps
electric i magnetic. Fixeu-vos
que és la distancia maxima a
I'estat d’equilibri.
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Val a dir que en tot el modul hem obviat un element, la fase inicial, que podri-
em simbolitzar ¢o. La fase inicial permet tenir en compte l’estat de 1'oscillacio
en l'instant i posici6 inicials. 0

La fase inicial

A la figura 8 teniu les ones corresponents als camps eléctric i magnetic, pero
fixeu-vos en un detall: les dues ones comencen en el punt que hem pres com
a origen de coordenades. Que passaria, pero, si en aquest instant les ones
tinguessin un cert valor en lloc de ser iguals a zero? Tindriem el que en diem

una fase inicial (vegeu la figura 19).

Figura 19. Fase

En aquest cas, les equacions 72 i 73 (que s6n com la 81 i la 82 amb la situacio
de les figures 8 o 19) quedarien, amb una fase inicial ¢, de la manera segiient:

E(x,t) = E, <:os(kx—cul.‘+</>0)]7 (107)

B(x,t) = By cos(kx — wt + o)k (108)

Fixeu-vos que 1'anic que hem hagut de fer ha estat afegir aquesta fase inicial a
la funcié trigonometrica, al cosinus. Per a veure que, efectivament, és la fase

inicial només heu de ferx=01it=0:

E(0,0) = Eq cos(¢o)] (109)

B(0,0) = By cos(¢o)k (110)

D’aquestes equacions podeu veure perque es diu fase inicial.

La fase inicial és la fase que té una ona en l'instant i la posicio inicials,
ésadir,perax=0it=0.

Figura 19

Representacié dels camps
electric i magnetic en la
direcci6 de propagacié i amb
una certa fase inicial.
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En tot aquest modul hem fet:
$o=0 (111)

és a dir, hem suposat tota 1'estona la situacié de la figura 8, i és per aix0o que
fins ara no ha aparegut la fase inicial. Tanmateix heu de tenir en compte
que aquest terme existeix. Val a dir, perd, que quan tenim una tnica ona,
aquest parametre és irrellevant. Si que té molt de sentit considerar-lo quan
tenim dues o més ones que interaccionen entre si, ja que aleshores trobarem
situacions diferents depenent de quina sigui, precisament, la fase inicial de

cadascuna.

2.2.6. Diverses formes d’escriure els camps eléctric i magnétic
En aquest apartat hem vist els parametres que caracteritzen una ona electro-

magneética: I'amplitud, la freqiiencia i la longitud d’ona. Amb ells hem repre-
sentat I’ona amb les expressions 72 i 73 (que reproduim aqui per comoditat):

E(x,t) = E, cos(kx—wt)f (112)

B(x,t) = By cos(kx — wt)k (113)

Aquestes equacions séon com la 81 i la 82, la situaci6 de les figures 8 o 19,
amb aquells eixos, pero les fem servir perque no es perd generalitat. Si vo-
leu, també podeu representar-la en funcié de la longitud d’ona, tot recordant

'equacio6 83: k = 7.

Eut) = Eo cos(%”x-wt)f (114)

B(x,t) = B, Cos(z%x—wt)lz (115)
I si tenim en compte I'equacio 98, w = 27tf, veiem que podem escriure també:

E(x,t) = E, (:05(277T)(—27r]"t)]7 (116)

B(x,t) = By Cos(z%x—ZNﬁ)lz (117)

Aquest resultat el podriem deixar aixi, pero el cert és que demana a crits treure
factor comu 27, tot i que no duu enlloc:

Ex, 1) = Eo cos {Zn(%x - ft)] 7 (118)

B(x,t) = By cos {Zn(%x-ft)} K (119)
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que és una altra manera d’escriure ’equacié de les ones; en funcié de la lon-
gitud d’ona, A, i de la freqiiencia, f, en lloc de fer-ho en funcié del nombre
d’ona, k, i de la freqiiencia angular, w.

Tot seguit veurem com podem identificar els diversos elements dins de 1’equa-

ci6 d’una ona.

Exemple

Tenim una ona electromagneética el camp electric de la qual esta expressat per I’expressio:

E(z,t) = 150 cos(5,0 - 102~ 1,57 - 105¢)i N/C (120)

Respongueu les preguntes segiients:

a) En quina direcci6 vibra el camp eléctric?
b) En quina direcci6 es propaga 'ona?

¢) Quina és I'amplitud?

d) Quina és la freqiiéncia angular?

e) Quin és el namero d’ona?

Solucid

Per a respondre totes les preguntes només necessitem comparar 1’equacié 120 amb l'ex-
pressio 81.

Aixi, podem respondre directament les diverses qiiestions:

a) El camp en aquest cas vibra en la direccié i (ho podeu veure pel vector unitari).

b) El camp es desplaca en la direcci6 z (ho podeu veure perque la z fa aqui el paper que
feia la x a ’equacio 112.

¢) L'amplitud val 150 N/C.

d) La freqiiéncia angular val 1,57 - 10° s71.

e) El namero d’ona val 5,0 - 10# m™!.

Ja veieu, per tant, que de 'expressi6é de 'ona traiem bona part de la informacié per a
descriure-la.

Ara que ja tenim l'ona descrita, vegem per que les ones representades per les
equacions 81 i 82 sén tan especials: sobn ones harmoniques, planes i mono-

cromatiques.

Un altim apunt abans de comencar: recordeu que podem escriure una funcioé

exponencial en termes del sinus i del cosinus, és a dir:

¢ = cosa +jsina (121)

on j és el namero imaginari (recordeu que en fisica i en enginyeria sovint fem
servir j en lloc de i per a no confondre’l amb la i que simbolitza el corrent
electric) i «, la fase.

Per tant, tot el que direm quant a les funcions trigonometriques és valid també
per a I’exponencial complexa, ja que sén dues maneres diferents de represen-

tar el mateix.
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2.3. Ones harmoniques, planes i monocromatiques

Hem dit al principi de l'apartat que les ones representades per expressions
del tipus 80 (que correspondria al tipus de les ones que descriuen els camps
eleéctric i magnetic, equacions 81 i 82) sébn molt especials.

El motiu d’aix0 és que s6n el que es coneix com a ones harmoniques, planes i
monocromatiques. Es a dir, dels infinits tipus d’ona possibles, ens estem que-
dant amb aquestes i prou. D’aquesta manera podem fer molts calculs anali-
ticament que, si triéssim casos més generics, serien impossibles, i també ens
proporcionen una manera relativament facil de descriure-les. Val a dir també
que, gracies a 'analisi de Fourier, aquestes ones ens serviran per a descriu-
re ones molt més complexes, per0 aixo ja queda més enlla dels objectius del
modul.

Tot seguit descriurem qué vol dir que una ona sigui harmonica, plana i mo-
nocromatica. I veureu també que hi ha una radé molt més fonamental per a
treballar-hi.

2.3.1. Ones harmoniques

Dins de les ones hi ha un tipus d’ona molt important, tant, que fins i tot tenen

nom propi: les ones harmoniques.

Les ones harmoniques son les que tenen un comportament periodic
que es pot descriure amb una funcio f(x,t) sinusoidal o cosinusoidal.

Fixeu-vos que les equacions 80, 81 i 82 compleixen aquesta condicio, ja que
son una funci6 cosinusoidal. A més, son periodiques, com heu vist al subapar-
tat 2.2.3.

Perque us feu una idea de la importancia de les ones harmoniques, fixeu-vos
des de quants punts de vista ens ha sortit una equacié sinusoidal o cosinu-
soidal:

e Hem partit de les equacions de Maxwell i llavors hem buscat un tipus de
funcié que complissin els camps electric i magnétic, de manera que po-
guessin generar-se mituament. Hem trobat aleshores que una funcié del
tipus sinus o cosinus ho permetia (equaci6 57).

e Hem mostrat una equaci6 a que s’arriba des de les equacions de Maxwell,
I'equacié d’ona (equaci6é 53). I, un cop més, hem vist que el sinus i el
cosinus en sén solucié (equacions 72 i 73).

e Dr’altra banda, resulta que una funcio sinus o cosinus és també el tipus de

funcié que descriu un moviment harmonic simple.

El terme oscil'lacié harmonica fa
referéncia a les oscillacions que es
veuen al modul “Mecanica: cinematica
i dinamica” en tractar el moviment
harmonic simple!

9

moviment harmonic simple s’estudia
El th le s’estud
al modul “Mecanica: cinematica i
dinamica”.

f
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e [ ara veiem que les ones que es descriuen amb una funcié sinus o cosinus

s’anomenen ones harmoniques.

Ja veieu que hem anat arribant a solucions del tipus de l’equaci6 80 des de
diversos punts de vista. Aix0 justifica en certa manera la importancia de les
ones harmoniques. Ara bé, hi ha tres elements més que fan que siguin tan im-

portants:

e Com ja us vam avancar en el modul “Mecanica: cinematica i dinamica”, i
com efectivament esteu veient, els moviments oscillatoris harmonics sén
molt importants i sOn a tot arreu. Ja veieu que van apareixer per a descriure

el moviment d'una molla i ara ens els tornem a trobar en parlar de les ones.

e Hi ha un teorema matematic, el teorema de Fourier, que permet descom-
pondre qualsevol funci6 periodica com a suma (que pot ser una suma in-
finita) de sinus i cosinus. No demostrarem aqui aquest teorema, pero ja
veieu que, gracies a ell, té molt sentit estudiar les funcions sinus i cosinus
(les ones harmoniques) ja que qualsevol funcié periodica es pot expressar
com a suma d’aquestes. Per tant, si sabem treballar amb les ones harmoni-
ques, podem treballar amb qualsevol tipus d’ona.

e Finalment, pero no per aixo menys important, les funcions sinus i cosinus

son relativament facils de tractar matematicament.

Aixi, doncs, hem vist que les ones de les equacions 54, 67 i 68 s6n harmoni-

ques. Ara veurem que també sén ones planes.

2.3.2. Onmes planes

Si us fixeu en les tres subfigures de la figura 15, resulta que en ambdues tant el
camp electric com el camp magnetic estan sempre en el mateix pla: que en
el cas de la figura 15 és el pla yz. A més, tots dos camps es propaguen sempre
en la mateixa direccié, que en el cas de la figura 15 és la direccié x. Quan es

doéna aquesta situacié diem que tenim ones planes.

Les ones planes son les que compleixen que:

e es propaguen sempre en la mateixa direccio;
e el front d’ona és perpendicular a la direccié de propagacio, tot i que
aquesta condici6 també la compleixen les ones circulars i les esferi-

ques.

Les equacions 81 i 82 corresponen, doncs, a ones planes. De moment, a partir
del que hem vist en aquest subapartat i en 1'anterior ja podem afirmar que

estem treballant amb ones harmoniques planes.

El front d’ona es tracta al
subapartat 2.2.1.

/)
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2.3.3. Ones monocromatiques

Per acabar, hi ha un tema que és important tenir present. Si us fixeu en les
equacions que han sortit en aquest modul, com ara les equacions 81 i 82, hi
havia només una freqiiéncia angular. Es a dir, cada ona tenia una tnica w o,
el que és el mateix (en virtut de I'equacié 101), una longitud d’ona fixada.

Aquest tipus d’ones es diuen ones monocromatiques.

Una ona monocromatica és la que només té una freqtiencia.

I us preguntareu, com pot tenir una ona més d'una freqiiencia? Si recordeu el
subapartat 2.3.1., quan hem mostrat com era la soluci6 de I'’equaci6 d’ona, ja
hem dit que, gracies al teorema de Fourier, sempre podriem escriure una ona
com a suma d’ones del tipus de ’equacié 80. Es a dir, qualsevol ona es pot
escriure com a suma d’ones monocromatiques o, dit amb unes altres paraules,
les ones poden estar formades per moltes ones monocromatiques, cadascuna
d’una freqiiencia diferent.

De tot el que acabem d’explicar resulta que, sense haver dit res, en realitat MOnGCromatic

ens haviem centrat només en ones harmoniques, planes i monocromatiques.
El terme monocromatic vol dir

“d’un sol color”. Entendreu el

gracies al teorema de Fourier, podrem escriure sempre qualsevol funci6 perio- perque d’aquest nom al
subapartat 2.4.

Malgrat que aix0 us pugui semblar molt restructiu, recordeu novament que,

dica com una suma de varies (potser infinites) ones d’aquest tipus.

2.4. Classificacio de les ones electromagneétiques

Fins ara hem vist que els camps eléctric i magnétic compleixen les equacions
de Maxwell i que, a partir d’aquestes equacions, es pot demostrar que ambdos
camps es propaguen conjuntament en forma d’ones, sense necessitat de cap
medi, i que ho fan a la velocitat de la llum, c. En aquest modul ens hem
centrat en ones harmoniques (subapartat 2.3.1.), planes (subapartat 2.3.2.) i
monocromatiques (subapartat 2.3.3.). Estem treballant, per tant, amb ones
que es poden descriure amb una funcio sinusoidal o cosinusoidal i que tenen

una Unica freqiiéncia (o longitud d’ona, vegeu el subapartat 2.2.3.).

En resum, arribats a aquest punt ja tenim les ones electromagnetiques i les sa-
bem descriure. Hi ha, pero, un punt que crida l’atencid: no trobeu molt curios
que la velocitat de propagaci6 de les ones electromagnetiques en el buit coin-
cideixi amb la velocitat de la llum en el buit? Efectivament, si que es curios, i
aquest va ser un dels fets que va portar a adonar-se que alldo que anomenem
llum no és res més que un conjunt d’ones electromagnetiques en un rang de

freqliencies determinat.

La llum no és, pero, I'inic rang de frequeéncies amb nom propi. De fet, si fem

una ordenacio6 de les ones electromagnétiques en funcio6 de la seva freqiiéncia
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(o de la seva longitud d’ona, que és equivalent, com podeu veure a 'equa-
ci6 101), ens trobem que tenen noms i propietats diferents segons quin sigui
el rang de freqiiéncies en que es trobin. A la taula 1 teniu com es classifiquen
les ones electromagnetiques monocromatiques. Aquesta classificacio es coneix
amb el nom d’espectre electromagnetic.

L'espectre electromagnetic és la distribucié de les ones electromagne-
tiques en funcio de la seva freqiiencia o longitud d’ona.

Aixi, tenim, de menys a més freqiiencia (o, si voleu, de més a menys longitud
d’ona).

Taula 1. Espectre electromagnetic

Denominacié Rang de freqiiéncies Longituds d’ona

Vegeu el subapartat 2.2.3. per a
recordar el concepte de
monocromaticitat.

f

Un EHz, llegit “exahertz”, son

- 10" Hz.
Rajos > 30 EHz <10 pm
Rajos X 30 PHz - 30 EHz 10pm - 10 nm Un PHz, llegit “petahertz”, sén
Ultraviolat extrem 1,5 PHz - 30 PHz 10nm - 200 nm 10" Hz.

Ultraviolat proper

789 THz - 1,5 PHz

200 nm - 380 nm

Llum visible

384 THz - 789 THz

380 nm - 780 nm

Infraroig proper

120 THz - 384 THz

780 nm - 2,5 um

Un THz, llegit “terahertz”, s6n
10'% Hz.

Un GHz, llegit “gigahertz”, s6n
10° Hz.

Un um, llegit “micrometre”,
s6n 107° m.

Un nm, llegit “nanometre”, sén
10~ m.

Infraroig mitja 6 THz - 120 THz 2,5 ym - 50 ym
Infraroig llunya 300 GHz - 6 THz 50 ym -1 mm
Microones 1 GHz - 300 GHz T mm-30cm
Frequéncia ultraalta (TV, UHF) 300 MHz - 1 GHz 30cm-Tm
Frequéncia molt alta (TV, VHF) 30 MHz - 300 MHz Tm-10m
Ona curta (radio, SW) 1,7 MHz - 30 MHz T0m-180 m
Ona mitja (radio, MW) 650 kHz - 1,7 MHz 180 m - 650 m
Ona llarga (radio, LW) 30 kHz - 650 kHz 650 m - 10 km
Frequéncia molt baixa (radio, VSF) <30 kHz >10 km

Un pm, llegit “picometre”, s6n
10712 m.

No cal que us aprengueu aquests rangs, n’hi ha prou amb que tingueu una
idea de l'ordre de magnitud (saber que quan parlem de microones parlem
de centenars de GHz, per exemple). Potser si que convé saber, per la seva
importancia, el rang de la llum visible, entre 380 nm i 780 nm. Val a dir també
que les fronteres no sén tan marcades com teniu a la taula 1, sin6 que hi ha
un cert encavalcament entre els diversos rangs. En teniu una representacio
grafica a la figura 20, en que s’ha ampliat la zona corresponent al visible (€s a
dir, a la llum) per la seva importancia, i hi podeu veure I’encavalcament entre

diversos rangs.

De tota aquesta classificacio el que crida més 1’atencid, sens dubte, és que no-
mes variant la freqiiencia passem de tenir ones de radio a tenir microones o
[lum visible. També pot sobtar que precisament la llum només en sigui un
fragment. Pero és un fragment molt especial, ja que és el conjunt d’ones elec-
tromagnetiques que podem veure sense ajuda de cap instrument, només amb
els nostres ulls.
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Figura 20. Espectre electromagnetic

Frequiéncia en hertzs

10% 10%2 10%° 10'8 10'¢ 10 10'? 10'° 108 10°

[ I I I I I I I I I I I I I I I I I I
Rajos cosmics

Rajos y
Rajos X Ones hertzianes
Ultraviolat
Radar
- FM
Llum visible L
Televisio
400 500 600 700 Gt @iz
Longitud d’ona en nm Radiodifusio
Transmissio
d’energia electrica
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
10" 10" 10 10 10 10t 1072 1 102 10* 10° 108
Longitud d’ona en metres
Figura 20

En aquest sentit, el rang corresponent a la llum és el mes objectiu: si no ho
veiem, no és llum. La resta de la classificacié és purament convencional i els
limits estan posats de la manera que ens interessa actualment, tenint present
la tecnologia actual. Val a dir que, especialment en el rang de la radio i la

televisio, aquests limits estan actualment en discussio.

Un altre element a tenir present és que cada rang és finit. Penseu per exem-
ple en la banda de 'UHF (la de la televisi®): 1’espai que té assignat és finit.
Aixo vol dir que si una emissora emet en una determinada freqiiencia, aquella
freqiiencia ja esta agafada i ningt més no podra emetre-hi. Es per aixo que

I'espectre electromagnetic es considera un recurs limitat i esta regulat per les

De freqiiencia més baixa a
més alta (longitud d’ona més
llarga a més curta) teniu ones
de radio, microones,
infraroig, visible, ultraviolat,
rajos X i rajos 7. En el cas del
visible teniu una ampliacié
amb els diversos colors.

Els limits del rang de la llum
visible estan presos per a un
ésser huma estandard, ja que
les frequiencies visibles varien
d’una persona a una altra.

administracions.

L'espectre, continu?

Hi ha una altra cosa que també crida 1'atenci6 en la figura 20: els noms no es
corresponen ben bé amb els de la taula 1. Aixo és degut al fet que la classifica-
ci6 que us hem mostrat es pot refinar molt més en funcié de quin sigui I'ambit
en que estem treballant. Penseu-ho un moment amb un tema que coneixeu:
la llum esta en un rang que va dels 380 nm als 780 nm de longitud d’ona.
Dins d’aquest rang sabem que podem trobar els diversos colors: cada freqiien-
cia correspondra a un color (i d’aqui ve el nom de monocromatiques quan ens

referim a ones que tenen una dnica freqiiéncia).

A la taula 2 us hem posat aquest refinament, corresponent a les ones de ra-
diofreqiiéncia, que son les que es fan servir en el moén de la telecomunicacio.

Veureu que algunes fronteres no coincideixen ben bé amb les de la taula 1. De

Es cert que I'espectre és un
continu i, per tant, sembla
que entre dues freqliencies
hagi d’haver un nimero
infinit de freqliencies. Per
exemple, si una emissora
emet a 400 MHz i una altra a
439 MHz, una tercera podria
emetre a 439,5 MHz i, aixi,
afegint decimals, sempre
podem trobar “espais” lliures.
Aixo ,pero, no és tan senzill,
ja que les emissores emeten
en realitat en una banda de
freqiiéncies, és a dir, en un
estret rang de frequiéncies al
voltant de la frequiéncia
central. Si una altra emissora
emetés molt a prop, hi hauria
interferéncies.
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fet, aquest subconjunt que us hem posat aqui, entre els 3 kHz i els 3.000 GHz
té nom propi: es diu espectre radioeléctric.

Taula 2. Espectre radioelectric

Denominacio Rang de freqiiencies Longituds d’ona
Frequéncia extremadament alta (Extremely High Frequency, EHF) 30 GHz - 300 GHz 10 mm -1 mm
Frequéncia superalta (Super High Frequency, SHF) 3 GHz - 30 GHz 10cm-1cm
Frequéncia ultraalta (Ultra High Frequency, UHF) 300 MHz - 3 GHz 100 cm - 10 cm
Freqliencia molt alta (Very High Frequency, VHF) 30 MHz - 300 MHz 10m-1Tm
Alta freqliencia (High Frequency, HF) 3 MHz - 30 MHz 100 m-10m
Frequéncia mitjana (Medium Frequency, MF) 300 kHz - 3 MHz 1 km-100 m
Baixa freqliencia (Low Frequency, LF) 30 kHz - 300 kHz 10 km - 1 km
Frequéncia molt baixa (Very Low Frequency VLF) 3 kHz - 30 kHz 100 km - 10 km

Els noms que apareixen a la taula 2 sén els que es fan servir habitualment en
el sector de les telecomunicacions i deriven de les seves sigles en angles, que

us hem indicat entre paréntesis.

Aixi doncs, hem vist que la descripci6 de les ones electromagnetiques harmo-
niques, planes i monocromatiques que haviem fet en el subapartat 2.2. ens ha
permes classificar les ones, és a dir, establir ’espectre electromagnetic.

2.5. Que hem apres

En aquest apartat:

e Heu vist com descriure les ones harmoniques, planes i monocromatiques.

e També heu apreés la importancia d’aquest tipus d’ones, ja que qualsevol
funci6 periodica es podra escriure com a suma d’ones d’aquest tipus, gra-
cies al teorema de Fourier.

e Finalment, heu apres a classificar les ones electromagnétiques en funci6 de
la seva freqiiencia, el que es coneix com a espectre electromagnetic.

Amb tot aix0 ja heu pogut veure com es genera una ona electromagnetica,
a partir de quelcom tan basic com les lleis de Maxwell (apartat 1); i teniu
les eines necessaries per a descriure-les i treballar-hi. De fet, aqui us hem fet
només un aperitiu, perd molt petit, del que sén les ones electromagnetiques.
Al llarg de la titulaci6 hi anireu aprofundint; perd no solament aixo, siné que
es convertiran en '’element fonamental de moltes assignatures: només heu de

pensar que un senyal no és res més que una ona electromagnetica.
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3. Problemes resolts

3.1. Enunciats
1. Tenim un condensador de plaques plano-paralleles en el buit. Les plaques
son circulars de costat 2 cm de radi i estan separades una distancia d’1 mm.

Calculeu el corrent de desplacament.

2. Calculeu el camp magnetic entre les plaques del condensador de l'exercici

anterior, si esta connectat a un corrent de 10 A.

3. Tenim, en el buit, un condensador de plaques plano-paralleles de capaci-

tat C i connectat a un voltatge V:

a) Demostreu que el corrent de desplacament dins de les plaques d'un con-

densador de plaques plano-paralleles de capacitat C és I; = C‘f,—‘t/.

b) Calculeu quant val el corrent de desplacament si C = 5 uF i el potencial és
de la forma V = 30sin(5t) V.

4. Una ona electromagnetica de freqtiencia 5 MHz es desplaca en la direccio6 z.

Escriviu l’expressio del camp magneétic si té una intensitat maxima de 10 T.

3.2. Solucions

1. En aquest problema hem de calcular el corrent de desplacament, que sabem
que és donat per I’equacio 25:

_ o 9P
ID - GOW (122)
on ¢, esta expressant en 'equacio 26:
e = / EdS (123)
s

Aixi doncs, l'estrategia per a resoldre el problema sera:

1) Trobar el camp entre les plaques del condensador.

2) Calcular el flux que travessa les plaques, ¢., amb l'equacié 123.
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3) Derivar el flux respecte al temps per a trobar el corrent de desplacament
amb l’equacio6 122.

El primer pas, de fet, no cal fer-lo, ja que vam calcular el camp a l'interior d'un
condensador en el buit. Tornarem a fer servir la figura 4, que reproduim aqui

per comoditat com a figura 21, pero afegint-hi I'eix x.

Figura 21. Figura de resolucié del problema 1 Figura 21

Camp eléctric i vector
superficie a I'interior d'un
condensador, amb |'eix de
coordenades i el sentit que
prenem com a positiu.

C 5
—
/
“x
El camp va d'una placa a 'altra i val:
E=27 (124)
€0
on o és la densitat de carrega de les plaques del condensador i €y, la permi- Les carregues s'estudien al modul 0

tivitat del buit. De fet, pero, al final sempre ens interessava treballar amb la Flectrostatice ‘

carrega més que no pas amb la densitat de carrega. Per a fer-ho, heu de recor-
dar que la carrega es defineix com:

Q= / odS (125)
N

on § és tota la superficie on hi ha densitat de carrega. Si la densitat de carrega
és constant a tota la superficie de les plaques (que com que no ens diuen
res, suposarem que €s aixi), la ¢ pot sortir de la integral i I'equacié 125 es
converteix en:

Q=/Sad5=(f/5d5=(f~5 (126)

D’aqui trobem que la densitat de carrega es pot posar en funci6 de la carrega
total:

(127)

vl
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i substituint I’equacié 127 en la 124 trobem l’expressié del camp dins d'un

condensador en funcio de la carrega:

F_o_Q~
E= o = as (128)

Ara ja podem calcular el flux, substituint aquesta expressié dins de l’equa-

ci6 123 i tenint present també que el vector camp, E, i el vector superficie, S,

son ambdos parallels (vegeu la figura 21):

e = /5 EdS = /S EdS (129)

~—~
E|IS

Ates que E és constant en tota la superficie (ho podeu veure de '’equacié 128

o de la 124, en que el camp és constant), pot sortir de la integral:

o= [Eds = E/dS=E~S 130
P /S ZEf (130)

E const.

I substituint el valor del modul del camp que podem veure a I'equaci6 128

trobem:
ge=E.5= 2L .5-Q (131)
€0

Ara ja podem calcular el corrent de desplacament amb 'equaci6 122:

ID=€()

d(Pe_ d Q _GOdQ_dQ
=0 (a> 0 2% (132)

T dt T dt

Aix0 podria semblar que fos 0. Ara bé: és una derivada total, no una deri-
vada parcial. Aix0 vol dir que hem de tenir en compte qualsevol terme que
depengui de ¢. I la carrega en depén, ja que un condensador esta connectat a
una xarxa i es carrega mitjancant una intensitat, I, com teniu representat a la

figura 21. Per la definici6 d’intensitat:

_dQ
1=2% (133)

Per tant, la ‘;—? és la intensitat a que estan connectades les plaques del conden-

sador i I'’equaci6é 132 queda:

Ip=1 (134)

Es a dir, hem trobat que el corrent de desplacament és igual al corrent que car-

rega les plaques del condensador. Si recordeu com hem trobat aquesta expres-

Recordeu

El producte escalar de dos
vectors parallels és el
producte dels seus moduls. Es
adir,Zfﬁ:A-B, siAiBsén
paral-lels.
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sié (vegeu el subapartat 1.3.), vam buscar que satisfés, precisament, aquesta

condici6.

2. Entre les plaques del condensador no hi ha intensitat propiament dita, pero,
com hem vist al problema 1, si que hi ha un altre tipus d’intensitat, el corrent
de desplacament, que anira en la direccié del camp electric. A la figura 22
teniu representada aquesta situacio (de fet és la mateixa figura que la 3 pero hi
hem afegit 1'eix). Fixeu-vos que, per la regla de la ma dreta, podem preveure

que el camp magnetic anira en la direcci6é indicada per la corba C.

Ates que podem preveure en quina direccié anira el camp magnetic i que el
problema presenta simetria, podem resoldre’l fent servir la llei d’Ampére com
ho haviem fet al modul “Magnetostatica i inducci6 electromagnetica”.

Figura 22. Figura del problema 2

v

Ara bé, recordeu que ara hem de fer servir la llei d’Ampere completa (equa-
cio6 44):

]iﬁdf: Holtancada + HolD (135)
En aquest cas liancaqa = 0, per la qual cosa tenim:
7{ Bl = uoly (136)
c

Calculem cada terme per separat. Comencem calculant la circulacié del camp
magnétic B. Aquest camp sera parallel a la diferencial dI, com teniu indicat a
la figura. A més, per simetria, ja veiem que sera constant en tota la corba C i,

per tant, podra sortir de la integral. Aquests passos son:

j{B’dT - ?{Bdl - B%dl:Ban (137)
I ~~Jc ~~ c

glldf B const.

on hem fet servir, a I’altim pas, que la longitud de la circumferéncia és 27r.

Figura 22

Camp a l'interior d’un
condensador de plaques
circulars de radi R. Hi podeu
veure dibuixada la corba
d’Ampére de radi r.
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Anem ara al segon membre de l'equacié 136. En el problema 1 ja hem tro-
bat Ip (equacié 134), que era igual a la intensitat I a que estava connectat el
condensador. Ara bé, aquella és la I, corresponent a tota la superficie de les
plaques; ara, pero, hem d’agafar només la que correspon a la superficie tanca-
da per la corba C. Per a trobar-la podem determinar en primer lloc la I, per
unitat de superficie, és a dir, dividir I, per la superficie de les plaques del con-
densador (7rR?) i multiplicar aleshores per la superficie tancada per la corba C
(rr?):

2 2

2
TTr r r
Ip, tancada = IDW = IDﬁ = Iﬁ (138)

on hem fet servir que la intensitat a qué esta connectat el condensador és I.

Ara igualem les equacions 137 i 138 i trobem:

7§CB‘dT= VOID, tancada (139)
2
B2mr = ﬂofﬁ (140)
B=pol—"— (141)
= HoloRe

Amb aquest resultat ja podem substituir-hi els valors corresponents:

g 4107 N/A?. 10 A
" 27-(0,02m)?

r=5-107r[T] (142)
Fixeu-vos que hem trobat el valor en modul, que és el que trobem amb la llei
d’Ampere.

3.

a) Per a respondre a aquesta pregunta partirem del resultat del problema 1. A
I'equaci6 134 hem trobat que:

Ip=1 (143)
D’altra banda, hem vist diverses vegades (per exemple a I’equaci6 133) que

_dQ
1=2% (144)

Ja hem vist que la capacitat C del condensador és donada per l’expressio:

_Q
C= 1% (145)

La capacitat d’un condensador
s’estudia al modul “Electrostatica”.

ig
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on AV és la diferéncia de potencial entre les plaques. Per tant, podem aillar la
Q de l'equacio6 145:

Q=C.V (146)

i substituir a I'’equacié 144, tenint present que la capacitat és constant i que
I =1p (equaci6 143):

_dQ _d(CV) _ dV
Tdt T dt _Cdt (147)

Ip

que és el que voliem demostrar.

b) En aquest apartat només hem de substituir el que ens donen, a l'equa-
ci6 147:

dv

Ip=Cor =5 10°F(30-5-cos(5t)) V=7,5-10"*. cos(5t) A (148)

4. Per a escriure 'expressio del camp magnetic hem de comparar les dades que

ens donen amb 1'expressio 82:

B(x,t) = By cos(kr — wt) (149)

En aquest cas ens diuen que:

f=5MHz (150)

Bo=10T (151)

Podem trobar w a partir de f fent servir ’expressi6 98:

w=2nf=2m-5-10° Hz= 1077 - 10° Hz (152)

Per a trobar k podem fer servir I'equaci6 101:

c
f=+ (153)
i combinar-la amb I'equaci6 83:
k=27 (154)

Recordeu que el prefix
mega (M) indica 10°. Per tant,
1 MHz = 10° Hz.

Recordeu que la velocitat de la
llum és ¢ = 2,9979 - 103m/s.
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Per a fer-ho aillem A de l’equaci6 154:

2r
A=
i substituim aquesta A a ’equaci6 153:
c
f=5-k

D’aquesta expressi6 ja podem aillar k i calcular-la:

k = 27”f=0,1 m!

(155)

(156)

(157)

A més, ens diuen que 'ona es desplaca en la direccié z. Aixo vol dir que r

sera z. A més, si mireu la figura 8 i canvieu els eixos per tal que 1’ona dibui-

xada es desplaci en la direcci6 z, haura de vibrar en la direccié y. Ho teniu

representat a la figura 23.

Figura 23. Figura del problema 4

y

Figura 23

Representacié de I'ona
completa dels camps electric
i magnetic en la direccié de
propagacié.

Amb aix0 ja tenim tots els ingredients per escriure el camp magneétic (equa-

ci6 149) fent servir els resultats obtinguts a les equacions 151, 1521 157:

B(z,t) = By cos(kz — wt)j = 10 cos(0,1z - 107 - 10°t)]

(158)
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Resum

En aquest modul hem comencant veient que les diverses equacions de 1’elec-
tromagnetisme que heu estat estudiant al llarg dels moduls anteriors (la llei
de Gauss, la llei de Gauss per al camp magnetic, la llei de Faraday-Lenz i la
llei d’Ampere) formen part d'un Gnic conjunt que és el de les equacions de
Maxwell. Aquestes equacions expliquen tots els fenomens de 1'electromagne-
tisme. Tot i aixi, hem verificat que una d’elles, la llei d’Ampere, estava in-
completa. Per a completar-la hem introduit el corrent de desplacament i hem
vist que la variaci6é de flux de camp electric produeix un camp magnetic. Un
cop completada la llei d’Ampére ja hem pogut escriure les lleis de Maxwell

totalment completes.

Amb les lleis de Maxwell en la seva forma completa, hem pogut veure que una
variaci6 del flux de camp magneétic genera un camp electric (llei de Faraday-
Lenz) i que una variacié del flux de camp electric genera un camp magne-
tic (llei d’Ampere). Amb aquests dos fenomens és possible arribar a la con-
clusié que els camps electric i magnetic es realimenten mutuament i poden
propagar-se, fins i tot en el buit. A més a més hem vist que compleixen una
equaci6 que es coneix com a equacié d’ona i que en sén solucié els camps
electric i magneétic corresponents a una ona plana, harmonica i monocro-

matica:

E(r,t) = Eo cos(kr — wt) (159)

B(r,t) = By cos(kr — wt) (160)

Arribats a aquest punt, hem definit els conceptes necessaris per a descriure
les ones: el front d’ona, 'amplitud, la longitud d’ona, el namero d’ona, la

freqiiencia, la freqiiencia angular, el periode i la fase.

Finalment, hem vist que la freqiiéncia caracteritza les ones monocromatiques
i és el que determina si una ona pertany, per exemple, a la part visible o a la
part de les ones de radio. Us hem mostrat aleshores I’espectre electromagnetic,

donant un emfasi especial a la zona corresponent a les ones de radio.
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Exercicis d’autoavaluacio

1. El corrent de desplacament apareix quan hi ha una variacié de...
a) ... camp electric.
b) ... camp eléctric amb el temps.
c) ... flux de camp electric.
d) ... flux de camp eléctric amb el temps.

2. Una funcié del tipus f(x,t) = A cos(kx — wt)...
a) ... és periodica només en el temps.
b) ... és periodica només en l'espai.
c) ... és periodica en el temps i en 'espai.
d) ... no és periodica.

3. La distancia entre dos maxims cosecutius a la figura 24 és...
a) ... la freqliencia.
b) ... el periode.
c) ... la longitud d’ona.
d) ... el nimero d’ona.

Figura 24. Representaci6 d’una ona

f(xt) x fixada

v

4. La freqtiencia és...
a) ... el namero d’oscillacions que fa una ona per segon.
b) ... la inversa del periode.
C)...c/A
d) Totes les altres respostes son certes.

5. Quina de les segiients ones és monocromatica?
a) f(x) = log(x)
b) f(x,t) = A cos(kx — wt)
c) f(x,t) = Acos(kx — w1t — wat)
d) f(x,t) = A cos(kx)

6. Quina de les segiients expressions correspon a una ona harmonica?
a) f(x) = log(v)
b) f(x,t) = Alog(kx — wt)
c) f(x,t) = A cos(kx — wt)
d) Totes les anteriors.

7. Un camp eléctric descrit per Iexpressi6 E(y,t) = 50 cos(1,3 - 107y — 27 - 10141)k N/C vibra
en...
a) ... la direccié x.
b) ... la direccio6 z.
¢) ... la direcci6 y.
d) ... totes les direccions alhora.

8. Un camp magnétic descrit per I'expressio B(y,t) = 50 cos(27-1014t-1,3-107y)i T es desplaca
en...

a) ... la direcci6 x.

b) ... la direcci6 z.

c) ... la direcci6 y.

d) ... totes les direccions alhora.
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9. Un camp eléctric descrit per I'expressié E(y,t) = 50 cos(27 - 1014t 27 - 2- 106y)k N/C té un
periode de...

a)...1,6-1015 s,

b)..7,7-108s.

c)..1,3-108s.

d)..1-104s,

10. Un camp eléctric descrit per I'expressio E(y,t) = 50 cos(27 - 1014f - 277 - 2 - 106y)k N/C té
una longitud d’ona de...

a)...5-107 m.

b)..8-108 m.

€ ..1,6-1015 m.

d)..7,7-108 m.

11. La part de l’espectre a qué pertany una ona depen...
a) ... de la freqiiéncia de I'ona.
b) ... del medi pel qual es propaga 1'ona.
¢) ... de la freqiiencia i del medi pel qual es propaga I'ona.
d) ... del dispositiu que rep 1'ona.



CC-BY e PID_00166266 64 Ones electromagnétiques

Solucionari

1.d;2.¢;3.b;4.d;5.b;6.¢;7.b;8.¢;9.d; 10. a; 11. a

Glossari

amplitud f Separaci6 maxima de la posicié d’equilibri en un moviment ondulatori que
varia periodicament.

corrent de desplacament m Variacié amb el temps del flux de camp electric a través d'una
superficie, dividida per la permitivitat electrica del medi (¢ o, en el cas del buit, ¢g). No és un
corrent en sentit estricte, ja que no és conseqiiencia d'un moviment de carregues. Genera
un camp magneétic i esta associat a la llei d’Ampere.

equacid d’ona [ Equacio diferencial en derivades parcials lineal i de segon ordre que descriu
la propagaci6é d’una gran varietat d’ones.

espectre electromagnetic m Distribucié del conjunt d’ones electromagneétiques ordenada
per freqiencies.

fase [ Situaci6 instantania d’una ona periodica. Es mesura en radians.
fase inicial / Valor de la fase d’una ona periodica en l'instant inicial. Es mesura en radians.

freqiiéncia f Ntumero d’oscillacions que fa una ona periodica en un un segon. Es representa
amb la lletra f o la lletra grega v (nu) i es mesura en hertz (Hz).

freqiiéncia angular f Nimero d’oscillacions que fa una ona periddica en un cicle de
27 radians. Es representa amb la lletra grega w (omega) i es mesura en rad/s o s™!.

infraroig m Zona de I'espectre electromagnétic entre 300 GHz i 384 THz de freqiiéncia (o
entre 780 nm i 1 mm de longitud d’ona).

llei d’Ampére [ Una de les equacions de Maxwell en forma integral, que afirma que la
circulaci6é del camp magnétic sobre una corba qualsevol és igual a la intensitat que travessa
la corba multiplicada per la permeabilitat magnetica del medi (i o, en el cas del buit, yp) més
el corrent de desplacament.

1lei de Faraday-Lenz f Una de les equacions de Maxwell en forma integral, que afirma que
la circulacié del camp eléctric és igual la variaci6 en el temps del flux del camp magnetic,
amb signe negatiu. Aquest signe negatiu es coneix especificament com a Llei de Lenz.

llei de Gauss / Una de les equacions de Maxwell en forma integral, que afirma que el flux
que travessa una superficie tancada és igual a la carrega tancada per la superficie dividida per
la permitivitat electrica del medi (e o, en el cas del buit, ).

llei de Gauss per al camp magnetic f Una de les equacions de Maxwell en forma inte-
gral, que afirma que el flux de camp magnétic que travessa una superficie tancada és igual a
zero. Aquesta equacio estableix que no hi ha carregues magnétiques i que, per tant, les linies
de camp magneétic sén tancades.

llei de Lenz [ Signe negatiu de la llei de Faraday-Lenz.
lleis de Maxwell f p/ Conjunt de quatre equacions (la llei de Gauss, la llei de Gauss per al
camp magnetic, la llei d’Ampere i la llei de Faraday-Lenz) que descriuen tots els fenomens

electromagnetics.

longitud d’ona [ Distancia entre dos punts en el mateix estat de vibracié en una ona
periodica. Es representa amb la lletra grega A (lambda) i es mesura en metres (m).

microones [ pl Zona de I'espectre electromagnetic entre 1 GHz i 300 GHz de freqtiéncia (o
entre 1 mm i 30 cm de longitud d’ona).

namero d’ona m Nombre de vegades que vibra una ona en un cicle de 27 radians. Es
representa amb la lletra k i es mesura en m~! o bé en rad/m.

ona [ Propagaci6é d'una pertorbaci6 (que pot ser densitat, pressio, camp electric, camp mag-
netic, etc.) amb transport d’energia i de moment lineal pero no de materia.

ona electromagneética f Ona en la qual la pertorbaci6é que es propaga consisteix en una
variaci6 dels camps electric i magnetic.
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periode [ Temps que triga una ona periodica a fer una oscillacié completa. Es representa
amb la lletra T i es mesura en segons (s).

radio f Zona de l’espectre electromagnetic per sota d’1 GHz de freqiiéncia (o per sobre d’1 m
de longitud d’ona).

rajos v m pl Zona de l'espectre electromagnétic per sobre de 30 EHz de freqiiéncia (o per
sota de 10 pm de longitud d’ona).

rajos X m pl Zona de 'espectre electromagnetic entre 30 PHz i 30 EHz de freqiiencia (o entre
10pm i 10 nm de longitud d’ona).

ultraviolat m Zona de 'espectre electromagnetic entre 789 THz i 30 PHz de freqtiéncia (o
entre 200 nm i 380 nm de longitud d’ona).

visible m Zona de 'espectre electromagnétic entre 384 THz - 789 TH de freqiiencia (o entre
380 nm - 780 nm de longitud d’ona)
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