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1. El concepto de proporcion

1.1. Introduccion

La teoria de la proporcion ha sido de gran importancia en todas las ramas
del arte y en la estética. Editores, publicistas, pintores, escultores, arquitectos
e incluso musicos se han basado en la teoria de la proporcién a la hora de

diseriar sus obras.

Encontramos aplicaciones de la teoria de la proporcion en las piramides egip-
cias, los edificios de la Grecia clasica, las pinturas de Leonardo da Vinci, las
esculturas de Miguel Angel y las obras del arquitecto Le Corbusier. En algunas
de estas obras queda claro que sus autores usaron sus conocimientos sobre la
teoria de la proporcién, como es el caso de Le Corbusier o de Leonardo da Vin-
ci. En otras, estudios posteriores han encontrado algunas proporciones clasi-
cas en su composicién, lo que hace suponer que sus autores tenian algunos
conocimiento de éstas. La intencién de estos autores era conseguir un ritmo
en sus obras que creara un agradable efecto visual. El ejemplo mas palpable y
actual para cualquiera de nosotros es el de las tarjetas de crédito: ;por qué las
tarjetas de crédito tienen las medidas que tienen? Simplemente se escogieron
estas medidas por cuestion estética. Se trata de un rectdngulo ni demasiado
alargado ni demasiado cuadrado, y las propiedades matematicas de sus medi-
das lo hacen muy interesante. Su proporcién se basa en el niimero de oro, que
trataremos al final de este modulo.

Leonardo da Vinci
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Al observar la naturaleza también encontramos ejemplos de proporciones que
han sido estudiadas a lo largo de la historia. En estos estudios, la distribucién
de las ramas de los arboles o el mosaico que se forma en la cascara de una pifia
tropical reencontramos algunas de las proporciones utilizadas a lo largo de la
historia del arte.

Ejemplo
Por ejemplo, las ya comentadas tarjetas de crédito actuales, algunos documentos de iden-

tidad e incluso los carnets de identificacién de los estudiantes de esta universidad siguen
esta proporcion.
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Una de las primeras
aplicaciones dela
Proporcion gue se conacen
esla que hizo Tales de
Mileto (= 1% a. C) al medir
la altura de las piramides
eqipcias. Tales calculd la
altura de las pirdmides
midiendo su sombra justa en
el mismo rmomento en que
la sombra proyectada por un
pala vertical era
exactamente igual a su
altura.
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Angulo recto Cateto

IUn triangulo rectangulo es untriangulo con dos lados que forman un angulo recto,
ez decir, de 90° Los dos lados que forman este angulo recto se denominan catetos,
mientras gue el tercer lada se llama hipotenusa. Los dngulos interiores de un
triangulo surman 180°. En el caso de un triangulo rectangulo, podemos afirmar gue
la suma de los dos angulos gque forma la hipotenusa con cada uno de los catetos
da como resultado 90°

Los dos tridngulos que usa Tales tienen los mismos dngulos interiores, son
tridngulos rectangulos, y la inclinacién del Sol hace que los dos tridngulos
presenten los mismos dngulos. Asi, si un tridngulo tiene los dos catetos de la
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misma longitud, el otro también. Lo importante de este método es que Tales
se dio cuenta de que estaba comparando dos triangulos, y que estos tridngulos
eran proporcionales. Las medidas de los tridngulos eran diferentes, pero sus
angulos interiores eran exactamente iguales. Generalizando este hecho, tene-
mos el teorema de Tales tal como lo conocemos actualmente.

En la actualidad, la proporcién aurea se ha utilizado tanto por toda su historia
como por proporcionar un rectdngulo estéticamente agradable a la vista.

1.2. Teorema de Tales

Antes de tratar directamente el concepto de proporcion, recordaremos el teo-
rema de Tales, por ser un teorema bésico en la teoria de la proporcion. Como
aplicacion directa de este teorema, introduciremos qué se entiende por trian-

gulos semejantes.

Dada una familia de rectas paralelas que cortan un par de rectas cualesquiera,

los segmentos que se crean en una y otra recta son proporcionales.

Observando la figura adjunta, el teorema de Tales afirma que:

AB AC BC CD

A’ A'C’ B'C’ CD
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La principal aplicacién del teorema de Tales se da en el estudio de tridngulos
semejantes. Diremos que dos triangulos son semejantes cuando sus lados son

proporcionales o cuando sus angulos interiores iguales.

AI:.___‘
,.". _ "-‘.__&
J -
C P | T,
o, i Ty
= I
rA S / T,
|" -'H"-. |'. T
i - J .
A L I B~
A g AL 3 [ ™ B

Los dos triangulos de la figura son semejantes y, por tanto, sus &ngulos interiores son

iguales y sus lados, proporcionales:

A'B"  A'C" BC

Para tener dos triangulos semejantes no es necesario comprobar todas las con-
diciones de la definicién. Es suficiente con estos criterios:

e Criterio 1: si dos tridngulos tienen los tres angulos interiores iguales, en-
tonces son semejantes. De aqui deducimos que si dos tridngulos tienen
sus lados paralelos dos a dos, entonces sus angulos interiores serdn igua-
les y, por tanto, seran tridngulos semejantes. Este caso particular se puede

observar en el dibujo anterior.

e Criterio 2: si dos tridngulos tienen sus lados proporcionales dos a dos,

entonces son semejantes.

e Criterio 3: si dos tridngulos tienen dos lados proporcionales dos a dos y el
angulo que forman estos lados coincide en los dos triangulos, entonces los
dos tridngulos son semejantes. Un caso particular muy comun de este alti-
mo criterio se refiere a tridngulos rectdngulos: si dos tridngulos rectangulos

tienen los catetos proporcionales, estos tridngulos deben ser semejantes.

Estos criterios se deducen del teorema de Tales. Con este teorema y con el

estudio de tridngulos semejantes podremos efectuar cilculos con tridngulos.

Ejemplo

Queremos calcular la distancia entre dos puntos, A y B, pero no podemos poner una cinta
métrica de un punto al otro, ya que tenemos algin obstaculo en medio, por ejemplo,
una casa. Nos situamos en un punto C desde el que podamos medir las distancias AC y
BC. Con esto estamos construyendo un tridngulo del que conocemos s6lo 2 lados. Nos
interesa conocer el tercero. Para ello construimos otro tridngulo menor que éste pero
semejante a él. Tomamos A' y B' de forma que las longitudes CA' y CB' sean proporcio-
nales a las longitudes CA y CB respectivamente. Es decir: % = % . Esto lo podemos
conseguir facilmente tomando, por ejemplo, CA' como una décima parte de CA, y CB'
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como una décima parte de CB. Si lo tomamos asi, tendremos: A cm 10, con lo

que obtenemos dos tridngulos semejantes: el tridngulo ABC y el tridngulo A'B'C, con dos

lados proporcionales y el dngulo igual que forman estos dos lados. Por el tercer criterio

de semejanza podemos afirmar que los dos tridngulos son semejantes y, por lo tanto:
€A _CB _ AB
CA” CB" A'B

En caso de que hubiéramos tomado la décima parte,
ahora podriamos afirmar que AB = 10 - A'B', y asi

conseguimos la distancia que nos interesaba
conocer.
Como hemos visto, las propiedades de las proporciones y, sobre todo, las de

algunas proporciones clasicas, influyen enormemente en el arte y, ademas, se
pueden observar en la naturaleza.

1.3. Definicion de proporcion

Recurso interactivo
accesible solo en la web.

La definicién de proporcion es sumamente sencilla. Dados dos nameros po-
sitivos a y b, se define la proporcién entre éstos como el cociente del mayor
entre el menor. Esto lo escribiremos usando las funciones mdx(a,b) y min(a,b),

que dan el mayor y el menor de los dos nameros a y b. Asi, tenemos que la
proporcién entre los nameros a y b se define como:

p(a, by = max(a, b)

min(a, b)

Ejemplo
lo:

_ méax(2,3)
P2, 3) min(2, 3)

Queremos calcular la proporcion entre 2 y 3, esto es, p(2,3). Para ello planteamos el calcu-
Puesto que mdx(2,3)=3,min(2,3)=2, tenemos que p(2, 3) = %

= 1,5. Simplemente tene-
mos que pensar que el cociente se obtiene del mayor entre el menor.
Otros ejemplos pueden ser:

Disefio y proporcion
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max(10,6) _ 10 _ 5

P& 2) = Toa ) ~ 2 P006 =06 6 3

Comparacion de fracciones

Para calcular la proporcion de dos nameros que estén representados por fracciones, debe-
remos saber cémo compararlos, para establecer cual de los dos es el mayor y cual el me-
nor. La forma maés sencilla es dividiéndolos, es decir, buscando la expresién decimal de la
fraccion (se puede hacer con una calculadora) y comparando sus expresiones decimales.

También se puede comparar siguiendo el criterio siguiente: Si a, b, ¢ y d son positivos,
entonces:

<= equivale a ad <cb

STEN
ISWEQY

Asi, podemos calcular proporciones del tipo:

me’lx(g 5)

23\ _ 3'5) 2/3 2.5 10

G -—ms =y
mln(g,g)

En este ejemplo sabemos que 2/3 es mayor que 3/5, yaque 2 - 5=10es mayorque 3 -3=9.

Calcular una proporcién requiere saber comparar y dividir nimeros. No s6lo

numeros naturales, sino también nameros racionales y nimeros reales.

N conjunto de los nameros naturales: {1, 2, 3, 4, 5, 6, ... }
Z conjunto de los nameros enteros: {..., -5, -4, -3,-2,-1,0, 1, 2, 3, 4, 5, ... }
Q conjunto de los nimeros racionales:

m . ,
o siendo m,n nameros enteros con n # 0

Numeros naturales, enteros y racionales

Distintos tipos de problemas nos obligan a introducir diferentes tipos de nimeros. Pro-
blemas tan simples como contar el nimero de ovejas de un rebafio o comparar extensio-
nes de terreno para su cultivo han llevado a la humanidad a introducir los nameros. Los
mas intuitivos son los nameros naturales y sus fracciones. Contar uno, dos, tres,... es lo
primero que aprendemos de los ntimeros, y con ello introducimos los nimeros naturales.
Los nimeros naturales nos permiten contabilizar objetos que tengamos clasificados de
una forma u otra. Por ejemplo, podemos contabilizar el nimero de ovejas de un rebafio.
Asi, el conjunto de los nimeros naturales, que denotaremos con N, es el conjunto forma-
do por los nameros 1, 2, 3, 4, 5, etc., esdecir, N={1, 2, 3,4, 5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, ...}

A partir de los nimeros naturales podemos crear fracciones. Las fracciones también apa-
recen de forma natural al comparar nameros naturales. Los mismos ejemplos de propor-
cion nos llevan de los nimeros naturales a sus fracciones.

Dada una fraccién, por ejemplo 7 con my m nuimeros naturales y siendo m distinto de

cero, al namero que tenemos en la parte superior se llama numerador, mientras que el
numero de la parte inferior se llama denominador.

Tanto los naturales como sus fracciones se pueden sumar y multiplicar sin ningtin pro-
blema. Pero encontramos un obstaculo al intentar restar estos nameros. No siempre es
posible restar dos nimeros naturales para obtener otro namero natural. Esto nos obliga a
introducir los niimeros con signo. Para cada nimero natural, i, introducimos dos nue-
vos simbolos: + n y - n. También es necesario introducir el nimero cero: 0. El conjunto
de los nimeros naturales con signo es conjunto de los niimeros enteros. Se denota con
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la letra Z y podemos escribirlo como Z ={..., -5, -4, -3,-2,-1,0, 1, 2, 3, 4, 5, ... }. Dentro
de este conjunto ya podemos sumar y restar sin ningn problema. También podemos
introducir las fracciones con ntimeros enteros. El conjunto de todas las fracciones que
se obtienen al realizar el cociente entre niimeros enteros es el conjunto de los nameros
racionales. Este conjunto también incluye el cero, pero no puede incluir las fracciones
con cero en el denominador. Incluye todas las fracciones positivas y negativas y se denota
con la letra Q.

Cabe destacar que todo ntimero natural es un nimero entero y, a su vez, todo nimero
entero es un namero racional.

1.4. Propiedades de la proporcion

La definicion de proporcion
también se puede interpretar
como la proporcion de un
rectangulo de lados ay b,

o simplemente como la

b proporcién entre dos
segmentos de longitudes
ayb.

a @

Con esta definicion tan sencilla intentaremos razonar varias propiedades so-
bre la proporcién. Nos centraremos en algunas proporciones que, por razones
histéricas o por la belleza de sus propiedades, se han convertido en propor-
ciones clasicas.

Lo primero que se desprende de la definicion es que la proporcién es siempre
mayor o igual que 1, y sOlo serd 1 cuando a y b sean iguales. Esta propiedad
se deduce simplemente del hecho de dividir dos cantidades en las que el nu-
merador siempre supera o es igual al denominador. En caso de interpretar la
proporcion desde el punto de vista de los rectangulos, esta propiedad nos in-
dica que todo rectangulo tiene una proporciéon mayor que 1, y sélo tiene pro-
porcion 1 si este rectangulo es, en realidad, un cuadrado.

\®

También es facil apreciar que la proporciéon no depende del orden de los datos.
Es obvio que siempre obtendremos cociente entre el mayor y el menor de
los datos y, por tanto, tendremos: p(a,b) = p(b,a). Esta propiedad la podemos
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interpretar con rectangulos, ya que la proporcién no depende de la posicién
del rectangulo. Observamos que la definicién de proporciéon de un rectangulo
no es "base partido por altura", sino "lado mayor entre lado menor".

O

El teorema de Tales, que hemos mencionado en la introduccién, se puede in-
terpretar como otra propiedad de la proporcion, ya que ésta es invariable por
ampliaciones o reducciones. Esto quiere decir que:

p(ka,kb) = p(a,b)

Esta propiedad es cierta, ya que si denominamos a al mayor y b al menor,
tenemos a > b, y entonces:

Esta igualdad es cierta, si recordamos que en una fraccién se pueden eliminar
factores que coincidan en numerador y denominador, o bien recordando que
dos fracciones son iguales cuando el producto en cruz coincide:

(ka)b = (kb)a

Interpretando esta propiedad de las proporciones como la proporcién de un
rectangulo, tendremos que, dado un rectangulo de lados a y b, al multiplicar
sus lados por una misma constante positiva, k, se obtiene un rectangulo de

la misma proporcion.

Una forma grafica de comprobar
si dos rectangulos tienen o no la
misma proporcion es sobrepo-
niéndolos uno encima de otro,
de forma que uno de sus vértices
kb coincida, asi como sus dos lados
mayores. Entonces, si las
diagonales de cada rectangulo
que pasan por este vértice se
sobreponen, los rectangulos
tendran la misma
proporcion. Q
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El reciproco de esta propiedad también se satisface: si dos rectangulos tienen
la misma proporcién, sus diagonales se sobreponen al situar un rectangulo
encima del otro (de la forma que hemos indicado). Las justificaciones de estas
afirmaciones se razonan gracias al teorema de Tales.

Una de las maneras mas comodas de obtener en la practica un rectangulo
ampliado o reducido es mediante el uso de una fotocopiadora. Si damos la
orden a la fotocopiadora de que haga una ampliaciéon del 200%, veremos que
la proporcién entre los lados correspondientes del rectangulo ampliado y del
original es 2. Por ejemplo, si una hoja de papel mide 30 cm x 20 cm, para
ampliarla a un 200% deberemos poner una hoja de 60 cm x 40 cm, es decir, que
multiplicamos las longitudes por 2. Estos ocurre de forma parecida en el caso
de una reduccién: si marcamos un factor de ampliacion del 50%, reduciremos
todos los lados de la hoja a 1a mitad; en este caso multiplicamos las longitudes
por el factor 0,5. Observemos que la proporcion entre los lados de la hoja
original a la reducida también sera 2, y no %2, ya que en proporcion siempre

consideramos el mayor entre el menor a la hora de obtener el cociente.

En estas ampliaciones y reducciones nos hemos fijado en como cambian las
longitudes de los lados, pero ;qué sucede con sus areas? Si ampliamos una
hoja un 150% estamos multiplicando sus dos lados por 1,5. Si los lados ori-

ginales era de longitudes a y b, su area original era de a-b. La hoja ampliada

presentara un area 1,5a-1,5b = 1,52ab, es decir, 1,52 = 2,25 veces el area de la
hoja original. Esto se puede apreciar claramente en la figura adjunta en el caso
de que la ampliacion sea al 200%; en este caso, el area se multiplica por 22

= 4. En resumen, cuando las longitudes se amplian por un cierto factor k, las

areas quedan afectadas por el factor K- Anélogamente ocurre en el caso de las
reducciones; la tinica diferencia es que en este caso, los factores de reduccién

seran menores que 1.

Ampliacién al 200%

~

2b

O

Este mismo hecho se produce con las letras que estan impresas en una hoja
que queramos ampliar o reducir. Si ampliamos una hoja un 200%, su altura 'y
su anchura se multiplican por 2, mientras que su superficie se multiplica por
4. Asi, llegamos a la conclusién de que al ampliar una hoja impresa al 200%

gastamos 4 veces mas de tinta (o toner de fotocopiadora).
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Hacer un X % de una cantidad significa multiplicar esta cantidad por lxm Por

ejemplo, si queremos ampliar una hoja de papel al 150%, deberemos multipli-

car las longitudes de la hoja por %(; = 1,5. Si lo que queremos es una reduc-
cion al 50%, el factor de reduccion seré% = 0,5. En general, para las amplia-

ciones tendremos factores mayores que 1, mientras que los factores menores
que la unidad se referiran a las reducciones. En lenguaje habitual es frecuente
hablar de una "ampliacién del 50%". En este caso, se entiende que el factor de
ampliacién es del 150% = 1,5.

WEB

Recurso interactivo
accesible solo en la web.

Rectangulos reciprocos

Dado un rectangulo, se pueden
construir sus dos rectangulos
reciprocos de la forma siguiente: para
cada uno de los lados del rectangulo,
se construye otro rectangulo con este
lado ¥ deforma que su diagonal sea
perpendicular a la diagonal del
rectangulo inicial tal como indica la
figura adjunta.

Es facil apreciar que estos rectangulos tendran la misma proporcion, ya que si recortamos
cada uno de los rectangulos reciprocos y lo sobreponemos encima del inicial con un giro
de 90°, sus diagonales se sobrepondrian. De este hecho podemos deducir, ademas, que

P P P 2 2
los lados de los rectangulos reciprocos seran:ay % unoy b,% el otro.
Ejercicio 1

Comprobad esta Gltima propiedad, es decir, que los lados de los dos rectangulos recipro-

cos de un rectangulo de lados a y b miden by %2 enuncasoyay ‘%2 en el otro.

Solucién
. . .z z a
Observad que por el dibujo b<a. Entonces la proporcion del rectangulo es 7.

Hay una propiedad de los nimeros muy facil de comprobar que dice que si b<a
y k>0, entonces b-k < a-k (por ejemplo, como 4<10, entonces 4-5<10-5).

Tomando k = b en nuestro caso, obtenemos que b* <ab, y ahora multiplicando

2 2
por k= % obtenemos que b7< b. Observad que bT y b son los lados de uno de los
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tridngulos reciprocos. Si calculamos la proporcién haciendo el lado grande entre

2 2
= b2 b b- _ba _a
el pequefio, obtenemos... b:=5 =T:T =2 b

. a2 - .
De la misma manera se puede ver que a<*" y entonces la proporcion también
a
es .

Veamos un ejemplo, tomando a = 100 y b = 10, obtenemos que la proporciéon
es 10.

2
Los rectangulos reciprocos son en un caso 10(=b), 1(:%) y en el otro caso
2
100(=a), 1000(=5").

Comprobamos para asegurarnos de que la proporcién del primero es 10/1 =10y
la del segundo 1000/100 =10, que coincide con la del primer rectdngulo.

Ejercicio 2

Comprobad que el rectangulo que se obtiene al reunir los 4 rectangulos de la figura tam-
bién tiene la misma proporciéon que el rectangulo inicial.

Nota: Estos dos ejercicios son de muy alto nivel. Son demostraciones matemaéticas gene-
rales de propiedades de los rectangulos.

Solucién

2 2
Aplicando que a +b7< b +%, podemos calcular la proporciéon muy facilmen-

2 2.0 24p2
te, proporciéon = lado grande: lado pequefio = b +a_b2: +b7 :b%:#

(a2+b2)a

a .
=——=— =71 tal como queriamos ver.
(22+b2%)p b d

2 22

Ahora tendremos que demostrar que a +b7 <b +%, o si hacemos minimo comun
) 2+b2 a2+ b2

multiplo, que # <%.

Como sabemos que b < a, multiplicando por k = _@1, obtenemos % 2o equivalen-
temente % <1, si ahora volvemos a multiplicar por k =—11) obtenemos que a—t;’ <_t1; o
simplificando la b en la primera fraccién tenemos % <%. Entonces multiplicando

pork = (a®+b%) obtenemos lo que queriamos ver:

a2+ b2 a2+ b?

a < b
Otra forma de calcular un tanto por ciento es por medio de una regla de tres.
Por ejemplo, para calcular un 16% de 3 metros procederemos de la manera

siguiente:

16 — 100 _)E:@2>100X=16-3=>x=ﬁ=0,48m
3 X 3 100
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Podemos resumir las propiedades de la proporciéon comentadas hasta
ahora:

p@a,b) 21

p(a,b) =1 Gnicamente en el caso de que a = b

p(a,b) = p(b,a)

p(ka,kb) = p(a,b) =para cualquier valor de k positivo.

Actividad
Ejercicio 1

De un negativo de 24 mm x 36 mm se saca a una fotografia de 40 cm x A cm. ;Cual
puede ser el valor de A?

Solucion

Al pasar de un negativo a un positivo con una ampliadora se mantienen
las proporciones del rectdingulo que enmarca el negativo y el positivo. La

36 _ 3
p(36, 24) = 53 =

proporcién del negativo es: 2. La proporcién del positivo se-

P40, A) = me}’ix(40, A)
ra min(40, 4), No sabemos si el valor del lado A serd mayor o me-
nor que 40 cm, por lo que estudiaremos las dos posibilidades. Si A > 40, enton-
p(40, A) = mf’lx(40, A)_ A
ces min(40, A) 40, Imponiendo que se mantengan las proporcio-
A _3

3
— =>-5A =405 =60 cm.
nes, tenemos:40 2 - 2 . En el caso de que A < 40, tenemos que

40, A) = Dax(40, A) _ 40 40 _3 2 _80_
pA0, A) = a0 )~ A 5, por lo tanto, 4~ 374~ 405 = 5 =26,67 cm.
Asi, tenemos dos posibilidades como solucién, usar un papel de 40 cm x 60 cm

o bien uno de 26,67 cm x 40 cm.
Ejercicio 2

Nos dan la siguiente imagen para insertarla en una pdgina web. Por cuestiones de formato
queremos reducirla hasta una altura de 1,5 cm. ;Qué ancho debemos darle?

UiMidmedia
a distancia

Soluciéon

La solucién puede variar un poco en funcién de las medidas que toméis de la
imagen. Por ejemplo, medid con una regla la impresion de los apuntes y calculad
la proporcion.
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Ejercicio 3

¢Para qué valores x, y tenemos que p(x, y)=p(x2, yZ) y para cudles tenemos p(x, y) = p(1/
x,1/y)?

Solucién

Supondremos que x > y. En caso contrario, se intercambian sus valores. Enton-

ces observamos que xzzyz. Asi, tenemos que:p(x, y) = % = (p2, x2) = ;—%.La

s P 2 P .
condicién que tenemos para x e y sera:§ = % - § =1 —x=y. Asi, conclui-

mos que esta igualdad sélo se dard para proporciones iguales a 1.

En un ejercicio anterior se puede ver que si x > y, entonces 71271 Entonces

i F) b4

Entonces como imponemos que P(x,y) =P(—,1( %), tenemos que % =§ y esto es
verdad siempre, sean cuales sean los valores de x e y. Por ejemplo, si tenemos
x =10 e y = 2, observad que la proporcion es 5. Los nimeros 1—10= 01y % =0,5

forman un nuevo rectangulo de proporcién = lado grande: lado pequefio =0,5:0,1
= 5. La misma proporcién que el rectangulo original.
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2. Proporciones racionales y proporciones yn

2.1. Proporciones racionales

Ya hemos introducido los nimeros racionales al definir la proporcién y ha-
blar de distintos conjuntos de nameros: naturales, enteros y racionales. Si al
calcular una proporcién se obtiene un ntimero que se puede expresar como
cociente de nimeros enteros, entonces esta proporciéon se denomina propor-
cion racional. Este tipo de proporciones se ha usado a lo largo de la historia
en numerosas ramas del arte. Pitdgoras descubrié proporciones racionales en
la escala musical. Los arquitectos y constructores han usado estas proporcio-
nes en las medidas de unas baldosas, la separacion entre unas columnas de
una catedral o al disefiar la division de una ventana para la distribucion de sus
cristales. Al dividir una hoja en tercios para preparar un triptico publicitario

estamos usando proporciones racionales.

Representacion decimal y niimeros reales

Recordemos que todo niimero racional se puede expresar como una fraccién de nimeros
enteros; ésta, ademads, se puede representar como un nimero decimal. Dado un nimero
racional en forma de fraccién, podemos efectuar la divisién para obtener su expresiéon
decimal. Al realizar esta division pueden ocurrir dos cosas. La division puede ser exacta o
puede tener decimales. En caso de ser exacta, este niimero racional también serd entero. Si
la division requiere decimales, volvemos a tener dos posibilidades distintas. Puede que la
division tenga un nimero finito de decimales o puede que sea una divisién con infinitos
decimales.

Veamos un par de divisiones como ejemplo:

Division decimal no exacta

Divisién decimal no exacta con infinitos decimales

13 4 13 6
10 3,25 10 2,166...
20 40
0) 40
4..

En el primer ejemplo, el namero de decimales es finito, ya que al dividir hemos llegado a
0 en el resto, con lo que la divisién acaba. En el segundo caso entramos en una repeticiéon
sin salida, con lo que el namero de decimales es infinito, pero con una repeticion ciclica.

Estas dos posibilidades son todas las que se pueden dar con nameros racionales. Asi, po-
demos afirmar que todo nimero racional se expresa de forma decimal con un nimero
finito de cifras o bien con una parte decimal con periodicidad. En caso de representacién
decimal finita, se puede completar esta representacion con un periodo de ceros a su de-
recha. Por ejemplo, el nimero racional 3/2 se puede expresar como 1,5, pero también
como 1,5000... con el cero como parte periddica de la parte decimal. Podemos resumir
que todos los ntimeros racionales son los que tienen representacién decimal con una
parte decimal periddica.

Es facil ver que existen niimeros cuya representaciéon decimal no es periédica, por ejem-
plo:
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0,101001000100001000001000000...

Estos nimeros se denominan irracionales. Aparte de este ejemplo, podemos dar muchos
mas ejemplos de ndimeros irracionales:,/2,,/3, el nimero m, etc. Todos los ntimeros ra-

cionales junto con los irracionales forman el conjunto de los nameros reales, que se
representa por R.

Ejemplo

Por ejemplo, el rectdngulo de la figura se puede
solapar con una cuadricula que encaje
perfectamente con sus vértices, con lo cual su ‘
proporcién se puede calcular de forma directa: l

pla, b =2

Asi, los inicos rectangulos que se pueden embaldosar con baldosas cuadradas son los que
tengan proporcion racional.

La propiedad mas interesante de los rectangulos de proporcién racional es que
son los tnicos que se pueden obtener como unién de cuadrados iguales no
solapados. En otras palabras, si dado un rectangulo podemos construir una
cuadricula que se adapte perfectamente a éste, es decir, que los vértices del
rectangulo coincidan con los vértices de la cuadricula, su proporcion sera ra-
cional y, reciprocamente, si construimos un rectangulo sobre una cuadricula,

seguro que su proporcion sera racional.

Expresion de las proporciones racionales por medio de cuadriculas

Si un rectdngulo de lados a y b, con a 2 b, tiene proporcién racional, por ejemplo %,

. . . a_a
entonces podremos construir una cuadricula cuyos cuadrados midan proe e Para ver que
esta cuadricula se adapta perfectamente al rectdngulo, sélo tenemos que comprobar que

la medida % se adapta un namero entero de veces en los lados del rectangulo. Esto es

asiyaque a = m- % y b= n% . La primera igualdad es obvia, y la segunda surge de la

a

b

. m
igualdad e

El reciproco de esta propiedad es inmediato.

2.2. Proporciones racionales y misica

La utilizacién de la teoria de la proporcion también se ha aplicado a la mu-
sica como garantia de armonia y belleza. Pitagoras y sus seguidores fueron los
primeros en introducir una estructura matematica en la musica. La escala
musical se compone de siete notas: do, re, mi, fa, sol, la, si, que junto con el
siguiente do, componen lo que se llama una octava. Cada una de estas notas
representa una tonalidad de sonido. Pitdgoras observé que al hacer vibrar dis-
tintas cuerdas tensadas de longitudes de proporciones racionales sencillas,
como 2/3, 3/4, etc., los tonos que se obtienen son armoniosos, entendiendo
que un sonido es armonioso cuando resulta agradable al oido.
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Entre estas siete notas de la escala musical se insertan algunas otras llamadas
sostenidas y representadas con el signo #. Asi, la escala musical completa se
compone de doce notas. Cada una de estas notas esta separada de sus vecinas
por medio tono:

..., do, do#, re, re#, mi, fa, fa#, sol, sol#, la, la#, si, do...

Notas musicales

..

Cuerdas vibrantes

S

Al pasar de un do al siguiente, diremos que hemos aumentado una octava. Esto
es debido a que al pasar de una nota a otra, sin contar las notas con sostenido
(#), pasamos por ocho notas.

En palabras actuales, Pitdgoras diria que si una cuerda tensada reproduce la
tonalidad mi al vibrar, al doblar la longitud de la cuerda ésta produce la mis-
ma tonalidad, otro mi, aunque una octava més baja. A partir de la primera
tonalidad de mi se construyen otras tonalidades. Las demas notas de la escala
musical se producirdn al considerar cuerdas de longitudes intermedias entre
las dos cuerdas iniciales que producen los dos mi. Asi, al considerar una cuer-
da de proporcién 16/9 con respecto a la primera, obtendremos un fa, con 8/5
obtendremos un sol, 3/2 para el la, 4/3 para el si, 6/5 para el do y, finalmente,

16/15 para el re.

Las proporciones relacionadas con la musica jugaron un papel muy importan-
te en la arquitectura gotica. En esta época, la musica era considerada una ma-
nifestacion divina y también una alabanza a Dios. Esto impuso que las cons-
trucciones religiosas tuvieran medidas con proporciones musicales en sus di-
sefios, por lo que se encuentran numerosas proporciones racionales en la ar-
quitectura goética.
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Observad que la definiciéon de proporciéon que dimos considera siempre pro-
porciones mayores que uno. En este caso, hemos partido cuerdas en 2/3 y otras
fracciones que son menores que 1. A pesar de ello, al considerar la proporcién
entre dos cuerdas obtendremos un namero mayor que 1. La proporcion entre
una cuerda de longitud 1 y una de longitud 2/3 sera:

_ 1 _3_
p(1,2/3) = 572 = 5 = 1,5

Ejercicio

Si al hacer vibrar una cuerda tensada obtenemos un mi, ;qué nota obtendremos al con-
siderar s6lo 2/3 de cuerda? ;Y si tomamos la cuerda de longitud 3/2? ;Qué relacién se
establece entre un caso y otro?

Solucion

Si tenemos una cuerda de longitud 1 que tensada produce un mi, al doblarla
también producird un mi. Sabemos que al tomar 4/3 de la primera produce un si.

0 1 4/3 2

L [ ]
I I 1 1
mi &l mi

Dividiendo estas cuerdas por la mitad subimos una octava y obtenemos las mis-
mas notas. Asi, 2/3 de la cuerda inicial produce un si.

0 12 213

mi si mi

——

Si tomamos 3/2 obtenemos, tal como se ha explicado, un la. Aunque las cuerdas
estaran en la misma proporcion (p(1, 2/3) = p(1, 3/2) = 3/2).

Jamblico, un erudito del siglo XIV, en uno de sus nueve libros sobre la escuela pitagorica
explica la leyenda que cuenta que Pitdgoras descubri6 las proporciones racionales en la
musica de forma casual, al observar el sonido de los martillos de una fragua. Pitagoras se
dio cuenta de que, al golpear a un tiempo varios martillos a la vez, se producia un sonido
armonico, excepto cuando se usaba un martillo concreto. Pitdgoras estudi6 esos martillos
y se dio cuenta de que los pesos de los martillos que producian sonidos armoénicos estaban
en proporciones del tipo 1/2, 2/3 o 3/4, mientras que el peso del martillo que producia
un sonido desagradable al golpear junto a los demds no mantenia una relacién simple
con los demas pesos. A partir de este episodio, Pitdgoras aplic estas observaciones a la
teoria de la musica con cuerdas vibrantes, tal como hemos explicado anteriormente.
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2.3. Conmensurabilidad

Pitdgoras, y con €l sus seguidores, quienes constituyen la escuela pitagorica,
basaron su concepcion del mundo en los nameros. Para los pitagoricos, to-
do era ntmero; de esta forma trataban de matematizar la percepcion que te-
nian de su entorno. Para ello, uno de los problemas que se plantearon fue el
siguiente:

"Consideremos un segmento rectilineo que se toma como unidad de
medida de longitudes. ;Es posible medir cualquier otro segmento

rectilineo con esta unidad?"

Pitagoras

Los mismos pitagéricos dieron respuesta a esta pregunta. Su idea era poder
medir cualquier segmento a partir de esta unidad de medida. El significado
que ellos daban a medir era que un segmento fuera la mitad, un tercio, cinco
cuartos, etc. de esta unidad. Para ellos, s6lo eran mensurables los segmentos
de longitudes racionales. Estas medidas las denominaban conmensurables.
Su teoria de que todo era namero y, por tanto, conmensurable se vino abajo
al intentar medir la diagonal de un cuadrado.

Dado un cuadrado de lado x, podemos comprobar mediante el teorema de Pitagoras
que su diagonal medira exactamente d = /2 - x.

X2+ x2 = g2
2x2 = d2

d=A2-x

Si tomamos x como unidad, es imposible encontrar un namero racional que
pueda medir esta diagonal. Los griegos fueron capaces de demostrar esta afir-
macion, pero esta demostraciéon provoco un gran choque con su concepcion
de las matematicas. Las medidas que, como /2, no podian medir las denomi-

naros inconmensurables.

Otras medidas inconmensurables aparecen al querer medir la longitud de una
circunferencia tomando como unidad de medida su didmetro. O lo que es lo
mismo, al calcular la proporcion entre la longitud de una circunferencia y su
didmetro. En este caso aparece el namero n (letra del alfabeto griego equiva-
lente a la letra p de nuestro abecedario, se lee pi). Este nimero no se puede
expresar ni como una fraccién (no es racional) ni como ninguna combinacién
finita de raices cuadradas y otras operaciones elementales como la suma y el
producto. La representacion decimal de este nimero es infinita y sin ningan

periodo. Su valor numérico aproximado es:
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nt=3,1415926535897932384626433832795...

Este namero aparece en muchos campos de aplicacion de la matematica, pero
sobre todo, de una forma mas frecuente, en geometria. Un ejemplo curioso es
el de la longitud de los rios desde el nacimiento a su desembocadura. Fruto del
azar y del orden (la ley de la gravedad y la orografia) el trazado no es rectili-
neo. Sin embargo, la proporcion entre la longitud real de los rios y la longitud
calculada en linea recta es pr6xima al namero m.

2.4. Proporciones tipo yn

Las proporciones del tipo ./ mas usuales son:./2,./3 y /5. Los rectangulos de

proporcién /2 se han hecho muy comunes gracias a la familia de hojas tipo

DIN A, y esto es debido a la siguiente propiedad.

Los rectangulos de proporcién ,/n son los tinicos que, al recortarlos en n rec-

tangulos iguales (como indica la figura), se obtienen rectangulos con la misma

proporcién /n .

Veadmoslo para n = 35. Si al dividir un rectangulo de lados a y b en 5 partes iguales,
tal como muestra la figura, obtenemos 5 rectangulos de la misma proporcion,
podremos afirmar que:

a__b

b a/s
de donde deducimos que:

aZ

o 5
y entonces:

a_

a5

als a's als a’s a's
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En general, esta propiedad de las proporciones del tipo ,/n se debe al he-

Jn

cho de que T Esto se puede comprobar calculando el producto en

1
Jn
cruz: /n . Jn = Jn° =n-

Observemos que, en general, estos rectaingulos no tendran proporcién racio-
nal. Sélo los casos en los que n tenga raiz exacta, como por ejemplo, 4, 9, 16,
25, etc.

2.5. La proporcion 2 y la familia DIN

Leamos la propiedad antes anunciada para n=2. Si tenemos un rectangulo de
proporcién /2, al dividirlo por la mitad, obtenemos dos rectangulos que tam-
bién tienen proporcién /2. Ademas, dado que esto s6lo ocurre con estos rec-
tangulos, resulta que si al dividir un rectangulo por la mitad obtenemos dos
rectangulos que tienen la misma proporcion que el inicial, entonces éste tiene

proporcioén /2.

Usando esta propiedad se cre6 la serie de hojas DIN A tan importante, como es bien
sabido, en las artes graficas.

Las reglas por las que se rige la familia de hojas DIN de la serie A son las si-
guientes:

* Todas las hojas de esta serie deben tener proporcion raiz de 2( ﬁ ~1,4142).

e Lahoja AO tiene una superficie de 1 metro cuadrado.
e Al cortar una hoja de formato AO por la mitad se obtienen dos hojas de
formato Al. Asi, la altura de Al coincide con la anchura de AO, mientras

que su anchura es la mitad de la altura de AO.

e FEl resto de hojas de la serie A se forma de igual modo al dividir su prece-
dente en dos partes iguales por una linea paralela a su lado mas corto.

¢ Las medidas estandar de esta serie se redondean en milimetros.
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A partir de esta informacién, vamos a crear una tabla con las medidas de la
serie DIN A, desde AO hasta A10.

Las medidas de la serie A se obtienen al imponer que su proporcién sea ./2 y

2 2 .
su area 1 m”. Si sus lados son x (altura) e y (anchura), entonces:

= i _ [
x-y=1 X,yzl}%ﬁyzzl}_)y_«/% _)x J2~1,189 m

X 1
by x =2 y = —=0,840 m
Y Y X = A2

2

A partir de estos resultados, podemos crear la tabla siguiente:

Nombre A0 Al A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9 A10
serie

Medidas |841x1189| 594x841 | 420x594 | 297x420 | 210x297 | 148x210 | 105x148 | 74x105 | 52x74 37x52 26x37
(mm)

Por ejemplo, un DIN A4, que es el de uso mas comun, tiene medidas 210 mm
x 297 mm. Se puede comprobar que su proporcién es aproximadamente ,/2.
Al juntar dos hojas DIN A4, obtenemos una hoja DIN A3, cuyas medidas son:
297 mm x 420 mm. En cambio, al dividirlo por la mitad obtenemos un DIN
AS, y sus medidas son 148 mm x 210 mm. Las medidas de estas dos nuevas

hojas también nos dan una proporcioén préxima a /2.

Al usar una fotocopiadora se observa que cuando se quiere fotocopiar una
hoja de papel DIN A4 amplidndola a DIN A3 se tiene que poner un factor de
ampliacién de 1,414. Justamente ésta es una aproximacioén de ,/2. En cambio,
para reducir a la mitad, se debe poner el factor 0,7071, que es el inverso de
J2,y también la mitad de /2.

Ejemplo

Nos encontramos en una biblioteca y queremos fotocopiar un articulo en una revista
que se edita en formato DIN A4. Para ahorrar papel, queremos fotocopiar cada dos pagi-
nas de la revista en una sola hoja DIN A4 de la fotocopiadora. Al abrir la revista, cada
dos hojas del formato A4 equivalen a una hoja de formato A3. Asi para obtener la reduc-
cion deseada, sefialaremos el factor de ampliacion en 71% (que es una aproximacién de
1/4/2 ), o bien con el botén A3->A4 , que muchas fotocopiadoras llevan incorporado.
Las dos paginas de la revista en formato DIN A4 quedardn exactamente fotocopiadas en
una sola pagina A4, sin ampliar mérgenes ni perder texto. La reproduccién de una hoja
A4 equivale, ahora, a un AS.

Actividad

Ejercicio 1

Existe otra serie de hojas de la familia DIN llamada JIS B o serie japonesa JB (distinta de
la usual DIN B). Esta se define igual que la serie A pero con la diferencia de que la hoja

BO tiene una superficie de 1,5 m2. Construid la tabla de las medidas de las hojas desde
BO hasta B10.
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Solucién

Aplicando la férmula para encontrar las medidas de la serie A, a partir de las
expresiones x*y = 1,5 y x/y = y2 obtenemos x = 1,029 e y = 1,455, por tanto un
BO = 1029 x 1455 y de aqui se puede obtener el resto de medidas.

La tabla de las medidas de las hojas desde BO a B10 son las siguientes:

BO = 1029 x 1456

B1 =728 x 1029

B2 =514,5 x 728

B3 =364 x 514
B4 =257 x 364
B5 =182 x 257

B6 =128,5 x 182

B7 =91 x 128
B8 = 64 x 91

BY = 45,5 x 64
B10 =32 x 45

Nota: Hemos obtenido 1029 por aproximacién por corte pero es "mds" correcto
empezar por 1030 en lugar de 1029, ya que el primer valor sale 1,029883 y cuando
se aproxima por redondeo en lugar de por corte, el primer valor es 1030.

Ejercicio 2

{Qué factor de ampliacién deberemos poner en la fotocopiadora para reproducir una
hoja AS en una B5?

Solucién
Aqui tenemos un pequefio problema. Podemos hacer lo siguiente:

P(AS) = p(148, 210) = 2
p(B5) = p(182, 257) =2

Si miramos la proporcion de las longitudes respectivas es:

p(148,182) = 182/148=1,23
p(210,257) = 257/210=1,23

Entonces la ampliacién del 123% seria la solucién correcta.

Lo que pasa es que al haber hecho aproximaciones hemos perdido que p(148,
210) =2 y p(B5) = p(182, 257) = 2.

Entonces es "mas" correcto hacer:

Una hoja AS tiene dimensiones 148 x 210

Una hoja BS tiene dimensiones 182 x 257

El factor de ampliacion es del 122,9% por la altura y del 122,3% por la anchura
X =(182/148) x 100 = 122,9

Y =(257/210) x 100 = 122,3

Y ahora podemos pensar que la ampliacién ha de ser del 122% (no estamos segu-
ros de que en una fotocopiadora valgan los decimales; si valen, hemos de coger
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122,3 y nunca 122,9, ya que nos excederiamos de medidas) puesto que con una
ampliaciéon del 123% nos pasariamos de las medidas de la hoja de B5. Vamos a
comprobarlo:

123% de 148 = 182,04
Ejercicio 3

Otra serie de la familia DIN sirve para las dimensiones de sobres de correo. Esta se llama
DIN C. Ademads de que su proporcién vuelve a ser ,/2, las dimensiones del sobre CO se

obtienen al imponer que el cuadrado de su drea también sea ,/2. Calculad las medidas
de la familia de sobres DIN C, desde CO, hasta C10.

Soluciéon

Sabiendo que (x*y)"2 =2, i x/y = y2, podemos aplicar la ecuacién del ejercicio 1
y el resultado que obtenemos es: x = 1,294 y y = 0,918. Por tanto, la medida de un
Din CO es 918 x 1294, y asi sucesivamente, C1 es 647 x 918, C2 es 459 x 647, etc.

Nota: es mas correcto comenzar por 917 en lugar de 918. Véase: http://
WWWw.gusgsm.com/sobres_iso

La mayoria de las fotocopiadoras modernas disponen de teclas para amplia-
ciones y reducciones entre estos tipos de formato: A4>B5,A3>A4, etc., con lo
que resulta facil hacer reproducciones de unas hojas a otras con s6lo pulsar

una tecla.

Los usos mas frecuentes de las hojas de estas familias DIN que hemos presen-
tado son:

Serie Se usa en

A0, A1 | Pésters, dibujo técnico, planos de arquitectos.

A2, A3 | Dibujo, tablas de gran formato, diagramas.

A4 | Cartas, revistas, formularios, catalogos, etc. Es la medida més comin para
impresoras y fotocopiadoras.

A5 | Libros de notas, agendas.

A6 | Postales.

B5, A5, B6, A6| Libros.

C4, C5, C6| Sobres para cartas en formato A4: sin doblar (C4), con un doblez (C5), con
dos dobleces (C6).

B4, A3 | Periédicos. Es la segunda serie mds usada en impresoras y fotocopiadoras
después del A4.

Actividad
Ejercicio 1

¢Cuadl sera el peso del contenido de una carta de 15 hojas de papel de formato DIN A4,

sabiendo que el peso de dicho papel es de 80 gr/mz? ;Cuénto pesara en total si metemos
las 15 hojas en un sobre de formato C4 hecho con papel de la misma calidad?


http://www.gusgsm.com/sobres_iso
http://www.gusgsm.com/sobres_iso
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Soluciéon

Un AO pesa 80 gramos. Dos A1l puestos juntos forman un A0, entonces el Al ha
de pesar 40 gramos. Dos A2 hacen un Al, entonces un Al tiene un peso de 20
gramos. Dos A3 hacen un A2, entonces el A3 pesa 10 gramos. Finalmente, como
dos A4 hacen un A3, consecuentemente, el A4 pesa 5 gramos.

Entonces:

Sabiendo que un Din AO pesa 80 gramos, un Din A4 pesa 5 gramos, asi que 15
hojas Din A4 pesan 75 gramos.

Para la segunda pregunta no tenemos suficientes datos para poder responder.
Podriamos, sin embargo, encontrar unos valores que aseguraran que superan su
peso. Por ejemplo, 75 gramos es una cuota minima por el peso del sobre con las
15 hojas.

Sembla que 75 + el peso de dos medidas de papel C4 puede ser un valor muy
aproximado, pero no el correcto (pensad que con dos papeles de medida C4 no
podéis hacer un sobre porque necesitais mas papel, ya que hay que hacer lengiie-
tas, etc.).

La medida de un sobre C4 es 229 x 324.

El érea total de las dimensiones de un sobre en papel de medida C4 en m? es:
0,229 x 0,324 = 0,0742. Como necesitamos dos hojas para hacer el sobre tenemos

un area de papel de 0,1484 m>.

Si hacemos una regla de tres para encontrar el peso:

x -> 0,1484m?>

80gr -> 1m?

obtenemos que x = 11,872 gramos.

Entonces el peso total es de: 75 + 11,872 = 86,872 gramos.
Ejercicio 2

Al partir una hoja DIN A4 en tres rectangulos iguales, ;qué proporcién tienen los tres
rectangulos obtenidos? ;Y si lo partimos en 4 rectangulos?

Soluciéon

Si la proporcién de un Din A4 es y2, para conservar esta misma proporcién hay
que dividir el rectangulo en dos partes iguales, entonces:

297/2=148,5 i p(210, 148,5)= y2

En ningun sitio del enunciado dice que hayan de conservar la misma proporcién
una vez se haya dividido el rectdngulo en 3 o 4 partes, ;no?
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Pensad que si x/y =\E (o equivalentemente x =\E y), como V2 =1,4142, entonces
tenemos que x>y, ya que x = 1,4142 *y.

Si dividimos los dos lados por 3, obtenemos:

%:0,4714...}/ Si pensais un poco, veréis que practicamente % es la mitad de y.

Entonces podemos concluir que §<y.

.z 4 - X
Entonces la proporcion de los rectangulos = lado grande/lado pequefio =y /5

Pensemos que si x/y =\E , entonces y/x =1 /\E y entonces tenemos:

3
Proporcién de los rectdngulos = lado grande/lado pequerio =y /% =Ty =i2
Nota: Si repetis por 4 obtendréis 4.

2

Recursos

Si estais interesados en medidas estandares para papel, podéis visitar las siguientes webs:
Articulo muy completo sobre la familia DIN (en inglés):
http://www.cl.cam.ac.uk/~mgk25/iso-paper.html

Pagina oficial de DIN (en alemén):

http://www.din.de/

Pagina oficial de la Organizacién Internacional para la Estandarizaciéon (International
Organization for Standardization, ISO). Esta organizacién trabaja para la globalizacién
de todas las medidas.

http://www.iso.ch/

Listado de la mayoria de los formatos de papel que se usan en el mundo:

http://www.twics.com/~eds/paper/papersize.html

2.6. Construccién geométrica de la proporcién yn

Pasemos a trabajar un poco otras proporciones del tipo /i . Para n = 3, la

propiedad estudiada anteriormente se leerd de la siguiente forma:

Un rectangulo de proporcién /3, al dividirlo en tres partes iguales por cortes

paralelos a su lado menor, proporciona tres rectangulos de proporcién ./3.

Estos rectangulos son los tnicos con esta propiedad, la cual puede resultar
muy util a la hora de disefiar un triptico. Asi, al doblar o desdoblar el triptico
obtendremos formatos de igual proporcién. Este hecho produciré en nosotros
un efecto estéticamente agradable al mantenerse las proporciones de las dis-
tintas formas del triptico. Lo mismo se puede aplicar si queremos editar un

folleto que se doble en mas partes, por ejemplo 4, 5, 6, etc.


http://www.cl.cam.ac.uk/~mgk25/iso-paper.html
http://www.din.de/
http://www.iso.ch/
http://www.twics.com/~eds/paper/papersize.html
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Como dato curioso, remarcaremos que para construir rectangulos de propor-
ciones del tipo ,/n podemos usar el teorema de Pitdgoras. Recordemos su

enunciado:

Los triangulos rectangulos
2_ .2 son los Unicos que verifican

a’+ b'=c .
que su hipotenusa al
cuadrado coincide con la
2 suma de los cuadrados de
c sus catetos.
A
22
D
B C

&

Consideremos ahora un tridngulo que tenga un cateto de longitud ,/n y su

otro cateto mida 1. Entonces, su hipotenusa medira,/» + 1. Esto se puede com-
probar usando el teorema de Pitagoras: si h es la longitud de la hipotenusa,

entonces > = (J;—q)z +12 =p+1,yportanto h = /u+1 . Asi, podemos cons-

truir rectdngulos de proporcién /i con la sucesion siguiente:

Esta sucesion de tridngulos se ha construido a partir de un tridngulo de rectan-
gulo cuyos catetos son de la misma longitud y que tomaremos como unidad.
Su hipotenusa mide ,/2. Tomamos esta hipotenusa como cateto de un nuevo
tridngulo rectangulo cuyo otro cateto tiene longitud 1. Entonces, su hipote-
nusa sera,/3. Repitiendo el mismo proceso obtenemos el resto de tridngulos v,
de esta forma, vamos construyendo medidas de longitud ,/n para cualquier

valor de n natural. Una vez creado el tridngulo cuyos catetos estan en propoz-

cién ,/n , podemos construir un rectingulo con estos dos lados del tridngulo.
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Todas las proporciones del tipo ,/n para valores de n que no nos den una raiz
exacta son proporciones no racionales, es decir, son proporciones a las que
los griegos llamaban inconmensurables, ya que no podian expresarlas como
fracciones de nimeros enteros.

Las razones de este tipo mas usadas a lo largo de la historia han sido, sin du-
da, /2 y /3, en parte porque son bastante simples de construir de forma geo-
métrica. El nimero ,/2 aparece como la diagonal de un cuadrado de lado 1,
mientras que ./3 aparece como la longitud del lado de un tridngulo inscrito
en una circunferencia de radio 1, y también como la distancia entre los dos
puntos de interseccién de dos circunferencias de radio 1 cuando cada una pasa

por el centro de la otra.

Elnimero 2 aparece como la diagonal de un cuadradao de ladao 1, mientras que
NE aparece como la longitud dellado de untridgngulo inscrito en una circunferencia
de radio 1, y también comoa |a distancia entre los dos puntos de interseccidn de dos
circunferencias de radio 1 cuando cada una pasa por el centro de la atra.

Esta forma de construir /2 nos conduce al cartaboén. El cartabén es una he-
rramienta de dibujo en forma de tridngulo rectdngulo is6sceles (los dos cate-
tos de la misma longitud), con lo que la hipotenusa tiene proporcién ,/2 con
respecto a los catetos. Otra herramienta de dibujo es la escuadra, que presenta
forma de tridngulo rectangulo, pero ahora su hipotenusa tiene proporciéon 2
respecto a uno de sus catetos. Esto obliga al otro cateto a tener una proporciéon

de ./3 respecto al primer cateto.

El cartabén y la escuadra
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Observemos que uniendo dos cartabones por su hipotenusa obtenemos un
cuadrado y, al unir dos escuadras por su cateto mayor, obtenemos un tridngulo

equilatero.

Estas dos proporciones estan intimamente relacionadas con cuatro de los cin-
co solidos platénicos. Los solidos platonicos, a los que también llamamos
poliedros regulares, son figuras geométricas en el espacio tridimensional for-
madas por poligonos regulares. Los tinicos cinco existentes son el tetraedro,
el cubo, el octaedro, el dodecaedro y el icosaedro. Las caras del tetraedro, del
octaedro y del icosaedro son tridngulos equildteros, y de ahi su relacién con
la proporcién /3. Las caras del cubo son cuadradas y, por tanto, esta relacio-
nado con ,/2. Los filésofos griegos asociaban estos cuatro sélidos a los cuatro
elementos bésicos de la naturaleza: tierra, aire, agua y fuego, y les atribuian,
por combinacién, el poder de crear todas las cosas que nos rodean. Las caras
del dodecaedro son pentagonales. Mas adelante os proporcionaremos una re-
lacién de proporcion.
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3. El namero de oro y aplicaciones

3.1. La divina proporcion

Una de las proporciones mas usadas a lo largo de la historia por todo tipo de
artistas y disefladores ha sido la proporcidén aurea, también llamada divina
proporciéon. Aunque sélo tengamos intencién de crear un rectdngulo, pode-
mos preguntarnos cudl sera el rectdngulo que no sea ni demasiado alargado
ni demasiado cuadrado.

Ejemplo

Los griegos crearon la fachada del Parten6n con unas medidas concretas, de forma que
la proporcién entre la anchura y la altura de la fachada fuera el namero de oro. Y para
poner un ejemplo més actual, las medidas de las tarjetas de crédito se escogieron de forma
que su proporcion fuera el nimero de oro.

A la hora de dividir un segmento en dos partes, podemos hacerlo de infinidad
de maneras. Quiza la estdndar sea dividirlo por la mitad. Estudiemos ahora
algunas formas posibles de dividir un segmento segun las proporciones que
obtengamos.

Consideremos un segmento de longitud a que dividiremos en dos segmentos,
llamando b a la longitud del segmento mayor y ¢ al segmento menor. Obser-
vemos que a = b + c. Las nicas proporciones que podemos hacer con estos

b
tres segmentos son: £, ¢ 2,
c

Las posibles relaciones de igualdad entre estas proporciones nos conducen a
los tres casos siguientes:

(SRS

Ol
ars
oIS

SR
SR

Del primer caso deducimos b = ¢, con lo que obtenemos la divisién del seg-
mento por su mitad. En este caso, el valor de estas proporciones es 2. El se-
gundo caso nos lleva a la igualdad a = b, con lo que no estariamos dividien-
do el segmento. El caso mas interesante es, sin duda, el tercero. Este caso nos
conduce a la proporcion en media y extrema razon de un segmento. Se



© FUOC ¢ PID_00150820 34 Disefio y proporcién

llama proporcién en media y extrema razén de un segmento la divisién de
un segmento de forma que la proporcién entre el total y el mayor de los dos
segmentos coincide con la razon entre el mayor y el menor.

Calculemos el valor de dicha proporcién. Como a = b + ¢, tenemos que:

_b y por tanto 1+& =

b+c ¢
b c b

b
c

Sea x la proporciéon l—z Entonces tenemos que:1 + )1( = Xx.

Esto nos lleva a la ecuacion de segundo grado:x2—x—1 = 0 que tiene por

soluciones: 1+.5 y ﬂ
2 2

El segundo de estos valores es negativo, con lo cual no puede ser la solucién
a nuestro problema. Asi, la inica solucion sera el namero %, al que lla-

maremos namero de oro y que notaremos con la letra @, en honor a Fidias,
escultor griego que usé dicho namero en su obra. Esta letra griega corresponde
a nuestra letra f'y se pronuncia fi. Su valor numérico aproximado es

& ~1,61803398874989484820458683436564...

Al ser un numero irracional, su expresién decimal tiene infinitas cifras deci-
males y no es periédica.

Resolucion de la ecuacion de segundo grado

Recordemos la férmula general para resolver una ecuaciéon de segundo grado. Dada la
ecuacién ax+ bx + c=0, donde a = 0,b y c son tres ntimeros reales cualesquiera, la férmula

para determinar la incognita x es: x = —bt b2 -4ac “’2172_4‘16 . En general, obtendremos dos va-
a

lores para la incégnita, en el caso de que el nimero que obtengamos dentro de la raiz sea
positivo. Si fuera cero, entonces s6lo tendriamos una solucién y, en caso de ser negativo,
no tendriamos solucién alguna.

La ecuacion se resuelve teniendo en cuenta que a=1, b=-1, c=-1y se obtiene:

—(DEJE12 41 (1) _1£45
2.1 2

3.2. Propiedades del namero de oro

Las primeras propiedades curiosas de este nimero provienen de la misma ecua-
cion de la que hemos obtenido el valor. Sabemos que @ es solucion de la ecua-
cion x¥*-x-1=0, que también podemos escribir como x* = x + 1. Por tanto,
podemos afirmar que @* = & + 1. Asi, tenemos que el nimero de oro al cua-

drado coincide con el namero de oro mas uno. Multiplicando esta expresion

por @, tenemos:
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=0 P=(P+1) D=+ P=DP+1+DP=2d+1

y, asi sucesivamente, observamos que:

' =
F=0d+1
P =20+1
' =30+2
@ =50+3
P°=8d+5
@' =130 +8

Fijandonos en esta Serie de igualdades, observamos que los coeficientes que
aparecen delante de cada @ en la parte derecha de cada igualdad son: 1, 1, 2,
3,5, 8,13, etc. y los términos independientes a partir la segunda igualdad son
estos mismos numeros. Esta sucesion de numeros se denomina sucesion de

Fibonacci:

1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233,...

Numeros de Fibonacci

Vamos a proponer un problema que relaciona el ntimero de oro con la sucesién de Fibo-
nacci y la cria de conejos. Supongamos que tenemos una granja de conejos, pero de una
clase de conejos que se comportan de forma muy mecénica en cuanto a su reproduccion.
Supondremos que el periodo de gestacion es de un mes y cada embarazo trae una nue-
va pareja de conejos que es productiva al mes de vida. Empezamos la empresa con una
pareja de conejos acabados de nacer. Cuando una pareja acaba de tener conejitos, inme-
diatamente esta dispuesta a quedar embarazada otra vez para seguir reproduciéndose.
Ademas, supondremos que todos estos conejos viven indefinidamente. Vamos a contar
cuantas parejas de conejos tendremos al cabo de 12 meses. Puesto que empezamos con
una pareja de conejos recién nacidos, al cabo de un mes seguiremos teniendo s6lo una
pareja, pero ya adulta. Al mes siguiente nacerd la primera pareja de conejos, con lo que el
segundo mes tenemos 2 parejas de conejos. El tercer mes tendremos 3 parejas de conejos,
la pareja inicial mds su primera y su segunda pareja de hijos. El cuarto mes tendremos 5
parejas de conejos, ya que la primera pareja nacida en la empresa ya tendra su primera
pareja de hijos. Asi sucesivamente, de modo que obtenemos la sucesién:

1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233,...

Fijémonos en que esta sucesion sigue una regla, que llamaremos recurrencia. Cada na-
mero de esta sucesion se obtiene como la suma de sus dos predecesores. Por tanto, a partir
de los dos primeros términos y con esta recurrencia podemos crear todos los términos de
la sucesion. Asi, al cabo de 12 meses tendremos 233 parejas de conejos.

Este problema lo formul6 Leonardo da Pisa, més conocido como Fibonacci, en 1202. De
ahi que esta sucesiéon de nameros lleve su nombre.
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Fibonacci

http ffwven-history. mes.st-and.ac.ukf
history/PictDisplay/Fibona ool html

Acabamos de observar una relacién entre el namero de oro y la sucesién de

Fibonacci. Pero atin hay maés.

Al calcular el cociente entre un término y el siguiente, obtenemos ntmeros
que se aproximan cada vez mds al namero de oro. La tabla siguiente refleja

los calculos detallados:

1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233
11 21 3/2 5/3 8/5 13/8 21/13 34/21 55/34 89/55 | 144/89 | 233/144| 377/233
1 2 1,5 1,6667 1,6 1,625 | 1,61538|1,61905|1,61765|1,61818|1,61798|1,61798 | 1,61805

Estos cocientes nos serviran para dar una aproximacion del nimero de oro tan

buena como queramos utilizando una fraccién.

Ademas, se puede comprobar que se pueden calcular los nameros de la suce-
sién de Fibonacci sustituyendo n por 1, 2, 3, ... en la siguiente expresion:

cea |
B2 ) B2

Parece sorprendente que una sucesion de términos donde todos sus nameros Web complementaria

son naturales pueda expresarse de forma general con una férmula con ntime-

. . . : . . Mas informacién sobre la suce-
ros irracionales. Observad que el nimero que aparece en el primer paréntesis sién de ndmeros de Fibonacci:

es el niimero de oro. http://
mathworld.wolfram.com/
FibonacciNumber.html

Geométricamente, el namero de oro estd ligado al pentdgono regular. Un pen-
tagono regular es un poligono plano de cinco lados iguales, con sus dngulos

interiores también iguales.


http://mathworld.wolfram.com/FibonacciNumber.html
http://mathworld.wolfram.com/FibonacciNumber.html
http://mathworld.wolfram.com/FibonacciNumber.html
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3] Dado un pentagono regular,
podemos trazar cinco
diagonales principales que

1 farmaran una estrella de
cinco puntas.

Sileslalongitud de cada lado del pentdgono y d la longitud de sus diagonales,

entonces la proporcion entre estos dos segmentos es el namero de oro.

Justificacion de la relacién del niimero de oro con el pentagono

La justificacién de esta informacion se basa en el teorema de Tales. Observemos que
cada uno de los lados del pentagono es paralelo a una de las diagonales. Asi, podemos
afirmar que los tridngulos EOC y AOB son tridngulos semejantes. Estos dos tridngulos
son isosceles, es decir, tienen dos lados iguales. Dado que el cuadrilatero EOCD es un
paralelogramo, podemos afirmar que el segmento EO tiene una longitud igual al lado
del pentdgono 1. Asi, los lados del tridngulo EOC son 1, 1 y d, mientras que los lados del
triangulo AOB tienen longitudes d-1, d-1y 1. Por ello, del teorema de Tales deducimos que:

—~I

[u
|
~

Si llamamos x la expresion ‘71, la ecuacién anterior se puede escribir como:

|’_l
|’_k

~I
~Ix

—>x = L—>x2—x—1 =0
x-1

jsW

|
~
~I

-1

|

y como hemos visto anteriormente, esta ecuacién nos conduce al nimero de oro.

3.3. La proporcion en el arte

La escuela pitagérica conocia perfectamente la proporcién aurea y su relacién
con el pentagono regular. Anteriormente hemos relacionado las proporciones
J2 vy J3 con cuatro de los cinco poliedros regulares. Con esta propiedad del
pentagono tenemos una relaciéon del dodecaedro con la proporcién durea, ya
que el nimero de oro aparece en sus caras. Si los cuatro primeros s6lidos re-
presentaban los cuatro elementos basicos, el dodecaedro era el simbolo del
universo. Este s6lido es el que formaba la materia del lugar donde vivian los
dioses, que ellos denominaban firmamento inmutable. El papel sagrado del
dodecaedro se extendi6 a la razon aurea de forma que soélo se utilizaba en el
disefio de las partes mas especiales o incluso sagradas en el caso de la arqui-
tectura religiosa, de forma que se daba a la proporcién aurea una simbologia
muy especial, predominante sobre las demds proporciones. La secciéon aurea
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representaba la méxima armonia y equilibrio, conllevaba ritmo y belleza a to-
do lo que guardara relacién con esta proporcién. Durante la Edad Media fue
la proporcién mas secreta y rodeada de carga mistica y simboélica.

005

Cubn Tetraedro Crctaedro lcosaedro Dodecaedro

El esquerna csmico que los griegos idealizaron con los cinco poliedros regulares
maravilld ala humanidad durante siglos.

Como acabamos de ver, el namero de oro aparece en el dodecaedro, al ser sus
caras pentagonales, pero también aparece en otro poliedro regular, el icosae-
dro. Un icosaedro estd formado por veinte caras triangulares, con un total de
doce vértices. En cada uno de sus vértices confluyen cinco aristas y, por tanto,
cinco tridngulos equildteros. Fijandonos en un vértice cualquiera, las aristas
opuestas de cada uno de los cinco tridngulos que tiene alrededor forman un
pentagono regular. Las diagonales de este pentdgono son interiores al icosae-
dro, y su proporcién con respecto a la arista del icosaedro es el namero de oro.
Fijandonos en una de las diagonales de este pentdgono podemos formar un
rectangulo de proporcién durea junto con dos aristas del icosaedro y otra dia-
gonal de otro pentdgono. En total, se pueden formar tres rectdngulos de este
tipo que, ademads, son perpendiculares entre si y pasan por el centro del ico-
saedro. Esta propiedad nos permite construir un icosaedro de forma muy sim-
ple. Tomamos los doce vértices del icosaedro de cuatro en cuatro, de modo que
se pueden formar de forma adecuada tres rectangulos interiores y centrados
en el icosaedro de proporciones aureas; estos rectangulos son perpendiculares
dos a dos. Asi, para construir un icosaedro, podemos crear tres rectangulos de
proporcion durea perpendiculares dos a dos y que se intersequen en su centro;
uniendo los doce vértices mediante aristas creamos un icosaedro.

Como hemos dicho anteriormente, la teoria de la proporcion y, en especial,
la proporcion aurea han sido usadas en el arte: en pintura, escultura, arquitec-
tura, etc.
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3.4. Ejemplos de proporcion aurea

Miss Helen de Leonardo da Vinci. La dltima
imagen refleja las proporciones aureas en el
rostro de Miss Helen

Imégenes escaneadas del libro: de Matila C. Ghyka.
El nimero de oro. Vol I, Los ritmos.
Ed. Poseidon...péginas 71, 72 ¥ 73).

S

El Monasterio de San Jeroni de la Murtra, construido en las inmediaciones

de la ciudad de Badalona, es otro buen ejemplo de la aplicacién de la teoria

de la proporcién al arte, en este caso en arquitectura. Se trata de una de las

principales construcciones del gotico catalan tardio.

hMedidas principales en &l
disefio de la primera
planta el Manasterio de
Sant Jeroni de la Murtra,

24

441 cm

1F"3c:rn

T

163 cm 1 palmo

141 cm

248 cm

Froparciones que se
deducen de los calculos
carrespondientes.



© FUOC  PID_00150820

40 Disefio y proporcién

Con este estudio de las proporciones se obtiene, ademéas, un modelo para la

construccion y disefio de la fachada de dicho monasterio.

El risticismo en la utilizacidn de las

proporciones en la construccion religiosa hizo |
que en la Edad Media se presentara a Cristo
camo un gedmetra que disefia el universo

COn Compas.

Un ultimo ejemplo en el que se encuentra presente la razoén durea es el del

cociente entre la apotema de una cara cualquiera de la Gran Pirdmide de Giza

y la mitad de la base de la pirdmide. En la siguiente figura se observan los

calculos:

PI'DPDL'CJD['IC‘S que se aproximan
a losarmoénicos ?O
fundamentales A

de las notas musicales A O
2%,
p \ %o

/ A\

ies

12 /.

A iy i s |
V. N -3
' .\‘ ’ 1 }
/ -,
| I /
=220 cubits £/
| 440 cubits 380 pies. \ //
760 pies  \_ o

483 p

280 cubits

/\ N\ e

£ ’E\ %

A /, | \@éﬁ\%.
0

En medidas
egipcias

(en cubits), la
mitad de la base
mide 220 y la
apotema mide
356. El cociente
356 /220=1,618
es una buena
aproximacion
del nimero de
oro.

De todos modos, se han desarrollado varias leyendas en torno a la construc-

cién de las pirdmides. Como ejemplo tenemos la que explica que la Gran Pira-

mide se construy6 de forma que la razon del perimetro de la base a la altura es

igual a 2n. Por lo que se sabe actualmente de los conocimientos de geometria

de los egipcios, esta leyenda es infundada.

También el arquitecto Le Corbusier llevé a cabo varios estudios sobre propoz-

cioén en el cuerpo humano que reflejé en su libro El modulor. La razén 4durea

aparece en su obra escrita, y también en sus edificios. Por ejemplo, la fachada

del edificio de las Naciones Unidas en Nueva York es rectangular y su propor-

cioén es aurea.
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Actividad
Ejercicio 1

Demostrad que si las dos diagonales de los rectangulos de la figura son perpendiculares,
su proporcion es aurea. Considerad que el valor de x es siempre mayor que 1.

Solucion

Al igual que sus diagonales perpendiculares, los dos rectangulos tienen la mis-

P, 0 =7 = x

ma proporcion. El rectdingulo mayor tendra proporcién: , mien-

, . L pLx-1) = ——
tras que el rectdngulo menor tiene proporcién: x-1

proporciones, tenemos la ecuacién:

. Igualando las

1
x = ﬁ%x(x—l) =1-x2-x=1-5x2-x-1=0
Como se ha visto anteriormente, esta ecuacion tiene una tnica solucién positiva,
que es el namero de oro y que coincide con la proporcién de estos rectangulos.
Ejercicio 2
Calculad qué proporcién tiene un rectdngulo de lados 1 y x, con 1 < x < 2, si le recortamos

el cuadrado maximo y al rectangulo que queda le recortamos otro cuadrado maximo y
obtenemos un rectangulo que tiene la misma proporciéon que el inicial.

Solucion

Puesto que 1 < x < 2, podemos calcular las proporciones segan los rectingulos
que se indican en la figura adjunta:

(1 x):)—‘:x (x-1 fo):x;l
P ’ 1 p ! 2 _

=

Igualando estas dos proporciones, tenemos la ecuacion:

=
—_

—2x-x2=x-1-x2-x-1=0

>
1
l\)|

=

Que tiene por solucién positiva el nimero de oro.
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x-1

Ejercicio 3

Calculad la proporcién entre el lado de un pentagono regular y el lado del pentdgono
interior de la estrella inscrita. Se pueden medir las distancias construyendo el pentagono
regular y la estrella inscrita con el 3D Studio o con algin otro programa grafico para
poder realizar el célculo de las proporciones.

Ejercicio 4

Estudiad las proporciones de esta lamina de Leonardo da Vinci titulada Isabel de Este.

Isahel de Este

! Imagen escaneada del libro: de Matila ©. Ghyka.
ps—— El niimero de oro, Yal, |, Los ritmos.
Ed Poszidon. .. pagina 73]

Ejercicio 5
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Observad el folleto siguiente y analizar qué uso de la proporcién se ha hecho en el mismo.

_media

a distancia

Sl o cuuer e £ Deogresar

0 I O

o

(8

3.5. Proporcion en la naturaleza

Las proporciones clasicas que hemos estudiado estan presentes, también, en
la naturaleza. Un ejemplo de ello es la proporcién aurea en el cuerpo humano,
como hemos visto con los ejemplos de Leonardo da Vinci. Uno de los fenéme-
nos mas interesantes es el conocido como filotaxis, que estudia el crecimiento

de plantas, arboles, frutos, etc.

Los nimeros de Fibonacci aparecen de forma natural en el fenémeno biolégico
llamado filotaxis, que es el estudio de la distribucién de las hojas en una rama
de una planta o de un arbol. En algunos arboles, como por ejemplo el olmo, las
hojas de sus ramas aparecen alternativamente en dos lados opuestos a medida
que van creciendo las hojas. Este hecho se conoce como filotaxis en relacién
1/2. En otros arboles, como la haya o el nogal, el paso de una hoja a otra
aparece dando un giro de un tercio de vuelta, como si siguieran una espiral,
dando nombre a la filotaxis en relacién 1/3. Otras relaciones de filotaxis son
2/5 para el roble y el albaricoque; el dlamo y el peral dan una relaciéon de 3/8;
el sauce y el almendro, de 5/15, etc. Todas estas fracciones estan formadas por
numeros alternos de la sucesién de Fibonacci. Esta observacion también se
podria hacer con nimeros consecutivos en la sucesidon de Fibonacci, ya que
un giro de 2/5 en un sentido equivale a un giro de 3/5 en sentido contrario.
Esto se justifica porque la suma de estas dos fracciones es la unidad. Lo mismo
ocurre con el resto de las fracciones que hemos dado.
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Relaciones parecidas entre |a
sucesidn de Fibanaceiy la
naturaleza se pueden encontrar
en la distribucidn de las pipas
en unaflor de girasal oen las
pequefias baldosas que se
pueden apreciar en la piel de
una pifia tropical.

3.6. Medidas, proporcion y tipografia

Hasta este momento no hemos utilizado unidades de medida en los calculos
de proporciones. Esto es debido a que la proporcién no depende de las unida-
des de medida con las que trabajemos. Obviamente, si queremos calcular la
proporcién de un rectangulo, deberemos medir sus lados con la misma unidad
de medida, pero no importa qué unidad tomemos. S6lo importa que tomemos

la misma unidad para medir los dos lados.

Las unidades de medida mas usuales nos las proporciona el sistema métrico
decimal. La unidad basica, el metro, se define como la diezmillonésima par-
te del cuadrante meridiano terrestre. Esta medida la instaur6 la Asamblea Na-
cional Francesa en 1792 con la intencién de uniformizar la gran variedad de
unidades de medida existentes en la época segin cada region o pais. A partir
del metro y multiplicando o dividiendo sucesivamente por 10 obtenemos el
resto de unidades de medida de longitud del sistema métrico decimal.

Tabla de equivalencias

Miridmetro| T mam 10.000 m
Kilémetro| 1 km 1.000 m
Hectémetro| 1 hm 100 m
Decametro| 1 dam 10 m
Metro| 1 m Tm
Decimetro| 1 dm 0,Tm
Centimetro| 1 cm 0,01m
Milimetro| 1 mm 0,001
Micrén| 1 y 0,000001T m
Angstrom | 1 A 0,0000000001 m

En determinadas areas de trabajo, el sistema métrico no se ha impuesto, de
modo que se mantiene el sistema tradicional, aunque también se haya inten-

tado unificar de un pais a otro. Este es el caso de las medidas que se usan en
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tipografia. Las unidades de medida para los caracteres de textos tipograficos
son el punto, la pica y el cicero. Estas medidas difieren de la Europa continen-
tal a Estados Unidos y Reino Unido. Esta diferencia proviene de las distintas
medidas que utilizaban las fundiciones para las imprentas. A principios del
siglo XVIII, un francés llamado Pierre Fournier propuso una unidad estandar
a la que llam6 punto. Mas adelante, otro francés llamado Firmin Didot desa-
rroll6 las innovaciones que habia propuesto Fournier con la finalidad de ins-
taurar una unidad comun europea, aunque este sistema no fue adoptado ni
por el Reino Unido ni por Estados Unidos. El sistema angloamericano se basa
en la division de la pulgada en 72 puntos. La pica esta formada por 12 puntos,
es decir, una pulgada son 6 picas. El punto europeo, también llamado punto
Didot, tiene un valor de 0,37592 mm, de modo que resulta un poco mayor
que el punto usado en Estados Unidos y en el Reino Unido; 12 puntos Didot
equivalen a un cicero (esta medida recibe distintos nombres segtin el pais).

WEB

Recurso interactivo
accesible soélo en la web.

Estas medidas usadas en

tipografia son las que adn . . !
prevalecen en muchos programas Ficas y punios 01234567 8910112
de disefio, tratamiento de

imagenes o editores de textos.

‘ Pulgadas
0 1 1z am | 1M 12 e 7

']
123

PTTII  iimetos

D ¢+ 2 3 4 5§ centimetros

Ciceros y cuerpos | | ‘ |
458687 89101

I
0

Tabla
Equivalencias Milimetros Pulgadas
1 punto (angloamericano) 0,35146 mm 1/72 pulgadas
1 punto Didot (europeo continental) 0,37592 mm 0,0148 pulgadas
1 pica (angloamericano) 4,223 mm 1/6 pulgadas
1 cicero (europeo continental) 4,512 mm 0,1776 pulgadas

Un personaje muy importante en cuanto a disefio de publicaciones y tipogra-
fias fue Jan Tschichold, nacido en Leipzig, Alemania, en 1902. Convivié con
el llamado movimiento Bauhaus, y aunque él mismo no formo parte de este
movimiento, estuvo muy influenciado por sus ideas. El movimiento Bauhaus
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fue un movimiento arquitecténico y de disefio que se form6 en Alemania en-
tre 1919 y 1933. Este movimiento naci6 con la idea de aplicar una simplicidad
radical al disefio, intentando que todas las formas tuvieran una funcién. Las
tipogratias mas importantes que se crearon bajo la influencia de la Bauhaus no
fueron creadas por ninguno de sus miembros directamente. Jan Tschichold fue
un disefiador de tipografias y uno de los responsables del disefio tipografico
dentro del movimiento Bauhaus; Herbert Bayer, creo el tipo de letra universal.

Tschichold dedic6 su vida entera a la filosofia del disefio, que ha dejado refle-
jada en dos libros. En 1928 public6é Die Neue Typographie ('La nueva tipografia')
en la que defiende la asimetria rectilinea en la composicién del disefio y don-
de defiende las tipografias del tipo Sans Serif. En 1935 publicé Typographische
Gestaltung ('Arreglos tipograficos'), en la que se opuso radicalmente a sus an-
teriores afirmaciones y donde defendio la tipografia tradicional y equilibrada.
En esta obra fue donde estudi6 y defendio6 el uso de la proporcién aurea en el
disefio tipografico. Por esta razon se conocio a Tschichold como un disefiador
perfeccionista y contradictorio. Una de las tipografias creadas por Tschichold
mas conocidas fue la llamada Sabon, actualmente en uso y comercializada por
Adobe.

Dibujo de Tschichold
para eltipo de letra
Sabon

Imagen sacada de la wekb:
hibtg: e i nets

~graphionitschetch htm | o e e

Tschichold también propuso sus disefios para la edicién de libros. Dedicé mu-
cho tiempo al estudio de manuscritos medievales y renacentistas, y descubrio
el uso las proporciones 2, 3, 4 y 6 para las medidas de los méargenes interior,
superior, exterior e inferior respectivamente. También descubri6é que, en mu-
chos de estos manuscritos, si la proporcion de la pagina entre altura y anchu-
ra era 3/2, entonces la proporcién que se usaba en el tipo de letra seguia la
misma, también entre altura y anchura. Este canon que descubri6 Tschichold
fue usado por Gutenberg, entre otros. Después de estos estudios, Tschichold se

encargd de remodelar el disefio de todas las publicaciones de la Penguin Books.

La proporcién en la impresion de libros segtin Tschichold (hay un applet que permite
variar las dimensiones de la pagina):
http://world.std.com/~wij/glad/tschichold.html

Para mas informacién sobre el movimiento Bauhaus:
http://rhythm.iinet.net.au/~cmc010/99/0bauhaus/


http://world.std.com/~wij/glad/tschichold.html
http://rhythm.iinet.net.au/~cmc010/99/0bauhaus/
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http://www2.ucsc.edu/people/gtlores/bauhaus/bl.html

Distintas tipografias de la casa Adobe:
http://www.adobe.com/type/browser/F/P_088/F_SABO-10005000.html

Museo de Tipogratia Online:
http://www.slip.net/~graphion/museum.html

Fropuesta de Tschichald, en cuanta A D
a proporciones en la edicidn de
libros

/ :
o
\ iy
Imagen sacada de la pagina http: maorld.

st .com f~wij faladtzchichol d html B C

Actividad
Ejercicio 1

Usad el applet de la pagina: http://world.std.com/~wij/glad/tschichold.html para estudiar
como disefi6é Tschichold su canon para publicaciones.

Ejercicio 2

Disefiad una letra A maytscula utilizando construcciones geométricas y alguna de las
proporciones estudiadas.


http://www2.ucsc.edu/people/gflores/bauhaus/b1.html
http://www.adobe.com/type/browser/F/P_088/F_SABO-10005000.html
http://www.slip.net/~graphion/museum.html
http://world.std.com/~wij/glad/tschichold.html
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Ejercicios de autoevaluacion

1. Un cliente nos encarga su pagina web. El logotipo que la empresa nos proporciona es un
dibujo en forma rectangular de 12 cm de base por 15 cm de altura. En la pagina web que
estamos disefiando, la imagen aparece con 8 cm de base. ;Cudnto mide la altura en la pagina
web?

a) 10 cm
b) 11 cm
c) 6,4 cm

2. Un cilindro creado en 3D Studio mide 15 cm de altura por 4 cm de didmetro de la base.
Haciendo una reduccién del objeto a un 25% obtenemos un cilindro de medidas...

a) 7,5 cm de altura por 2 cm de didmetro de la base.
b) 3,75 cm de altura por 1 cm de didmetro de la base.
c) 1,875 cm de altura por 0,5 cm de didmetro de la base.

3. Si ampliamos una fotografia un 300% con un programa de tratamiento de iméagenes, en-
tonces...

a) las longitudes de los lados de la fotogratia se multiplican por 300.
b) el 4rea de la fotografia se multiplica por 3.
c) las longitudes de los lados de la fotografia se multiplican por 3.

4. Una pantalla de un monitor de television es de 28 cm x 21 cm. La proporcién de la pantalla
es de...

a) 0,75
b) 1,33
c)7

5. Un negativo de 24 mm x 36 mm se puede positivar en papel de...

a) 25 cm x 37 cm
b) 13 cm x 18 cm
c) 30 cm x 45 cm

6. La proporcién de una imagen es 1, entonces podemos afirmar que...

a) la imagen es un rectangulo con la base mayor que la altura.
b) la imagen es cuadrada.
c) la imagen es un rectangulo con la base menor que la altura.

7. Insertamos una imagen de 3 cm x 4 cm en un texto con un procesador de textos. Para
resaltarla, incorporamos un marco de 0,5 cm de grosor alrededor de toda la imagen. Entonces
podemos afirmar que...

a) la proporcién de la imagen coincide con la proporcién del marco.
b) la proporcién de la imagen es mayor que la proporcion del marco.
¢) la proporcién de la imagen es menor que la proporcién del marco.

8. Consideramos una cuerda tensada que, al hacerla vibrar, da una tonalidad de do; entonces,
al presionar justo por la mitad de la cuerda y hacerla vibrar, obtenemos...

a) otra tonalidad de do pero una octava mas alta.
b) otra tonalidad de do pero una octava mas baja.
c) una tonalidad de fa dentro de la misma octava.

9. La superficie de una hoja de tamario DIN A4 es...

a) una cuarta parte de una hoja de tamafio DIN AO.
b) una octava parte de una hoja de tamafio DIN Al.
c) el doble de una hoja de tamafio DIN A6.
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10. Al dividir una hoja cualquiera de la familia DIN A en tres trozos iguales por lineas paralelas
a su lado mas corto, obtenemos tres rectangulos de proporcion...

a) igual a la de la hoja DIN A inicial.
b) V3/2
c) 3/\2

11. La proporcién entre la diagonal de una hoja cualquiera de la familia DIN A y su lado
menor es...

a) 2
b) V3
c)2

12. Dado un rectangulo de lados a y b, con a < b < 24, le recortamos un cuadrado maximo,
es decir, de lado a. El rectdngulo que sobra tiene medidas a y b - a. Si este rectangulo tiene la
misma proporcion que el rectangulo inicial, podremos afirmar que su proporcion es...

a) un ntmero racional.
b) aurea.

)2

13. El nimero de oro esta directamente relacionado con...

a) la sucesion de Fibonacci, el pentagono y el icosaedro.
b) la familia de hojas DIN A y DIN B.
c) las medidas del tipo de letra Arial.

14. La empresa Pantallonics ha creado una pantalla especial de cine para la proyeccién de
cortometrajes sobre arte. Las medidas de la pantalla son 6,10 m x 3,77 m. Su proporcién es
aproximadamente...

a) 2
b) el nimero de oro.
c) el nimero 7.

15. Un cicero equivale a...

a) 6 picas.
b) 12 puntos.
c) 1 centimetro.
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Solucionario

Ejercicios de autoevaluacion

1.a

b) Incorrecta. Si se mantiene la proporcion se deberia satisfacer la igualdad 15/12 = 11/8,
pero esto no es cierto.

c) Incorrecta. Si se mantiene la proporcion se deberia satisfacer la igualdad 15/12 = 6,4/8,
pero esto no es cierto.

2.b
a) Incorrecta. Se deben multiplicar las dos longitudes por 25%, es decir, por 25/100 = 0,25.
c) Incorrecta. Se deben multiplicar las dos longitudes por 25%, es decir, por 25/100 = 0,25.

3.c
a) Incorrecta. En este caso, la ampliacién seria del 30.000%.
b) Incorrecta. El area se multiplica por (300/100)2 = 32 = 9 y no por 3.

4.b

a) Incorrecta. La proporcion se calcula dividiendo el lado mayor entre el menor. Estais ha-
ciendo la divisién al revés.

c) Incorrecta. La proporcién se calcula dividiendo el lado mayor entre el menor y no da este
resultado.

5.c

a) Incorrecta. La proporciéon del negativo y del positivo deben coincidir. En este caso no
coinciden.

b) Incorrecta. La proporciéon del negativo y del positivo deben coincidir. En este caso no
coinciden.

6.b

a) Incorrecta. Un rectangulo con la longitud de la base distinta a la de la altura tiene propor-
cién estrictamente mayor que 1.

c) Incorrecta. Un rectdngulo con la longitud de la base distinta a la de la altura tiene propor-
cién estrictamente mayor que 1.

7.b

a) Incorrecta. La proporcion de la imagen es 4/3, mientras que la proporciéon del marco sera
5/4. Comparad estos dos nimeros.

¢) Incorrecta. La proporcién de la imagen es 4/3, mientras que la proporciéon del marco sera
5/4. Comparad estos dos niimeros.

8.a

b) Incorrecta. Al presionar una cuerda por la mitad se obtiene la misma tonalidad, ésta es
justamente la observacién que hizo Pitdgoras. Como la cuerda es més corta, la tonalidad es
una octava mas alta.

c) Incorrecta. Al presionar una cuerda por la mitad se obtiene la misma tonalidad, ésta es
justamente la observacién que hizo Pitdgoras. Como la cuerda es més corta, la tonalidad es
una octava mas alta.

9.b
a) Incorrecta. Al dividir un DIN AO en cuatro partes obtenemos hojas de tamafio DIN A2.
¢) Incorrecta. El doble de un DIN A6 es un DIN AS.

10. ¢

a) Incorrecta. La proporcion de las DIN A se mantiene al dividir por la mitad, no al dividir
en tercios.

b) Incorrecta. La proporcién tiene que ser un namero mayor o igual que 1, y éste no lo es.

11.b

a) Incorrecta. Todas las hojas DIN A tienen proporcién 2. Si las medidas de la hoja son a y
V2 - a, podemos calcular la diagonal utilizando el teorema de Pitagoras.

¢) Incorrecta. Todas las hojas DIN A tienen proporcién y2. Si las medidas de la hoja son a 'y
V2 - a, podemos calcular la diagonal utilizando el teorema de Pitigoras.

12.b

a) Incorrecta. Si x es la proporcion del rectangulo original, 1/x-1 es la proporcién del rectan-
gulo recortado. Igualando obtenemos una ecuacién de segundo grado cuyas soluciones no
son racionales.

c) Incorrecta. Si x es la proporcién del rectdngulo original, 1/x-1 es la proporcién del rectan-
gulo recortado. Igualando obtenemos una ecuaciéon de segundo grado cuyas soluciones no
son V2.
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13.a

b) Incorrecta. Las familias DIN est4n relacionadas con el niimero 2, pero no con el nimero
de oro.

¢) Incorrecta. Las proporciones en la letra Arial no son 4ureas.

14.b
a) Incorrecta. Comparar la proporcién 6,10/3,77 con el nimero V2 = 1,41.
c) Incorrecta. Comparar la proporcién 6,10/3,77 con el nimero nt = 3,14.

15.b

a) Incorrecta. Un cicero se divide en 12 puntos en el sistema europeo continental de unidad
de medidas en tipografia.

¢) Incorrecta. Un cicero se divide en 12 puntos en el sistema europeo continental de unidad
de medidas en tipografia.
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