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El model de regressio simple

1. Introduccio

Després d’estudiar com s’ha d’organitzar, representar graficament i analitzar
un conjunt de dades a partir d’alguns parametres, ens proposem estudiar les
relacions entre variables.

Per exemple, podem estudiar les distribucions dels pesos i de les alcades d'un
conjunt de persones per separat. Ara 1’objectiu és determinar si hi ha alguna
relacié entre aquestes variables.

Volem construir models que descriguin la relacié entre les variables amb el
proposit, principalment, de predir els valors d'una variable a partir dels valors
de l'altra. Aixo ho farem amb el model de regressio lineal simple.

2. Relacions entre dues variables

El model de regressio lineal simple ens permet de construir un model per a ex-

plicar la relaci6 entre dues variables.

L'objectiu és explicar el comportament d'una variable, Y, que denomi-
narem variable explicada (o dependent o endogena), a partir d'una
altra variable X, que anomenarem variable explicativa (o indepen-
dent o exogena).

Exemple de relacié entre dues variables

Si les dues variables son els ingressos mensuals i les despeses en activitats d’oci, aleshores
podriem triar la segona com a variable explicada Y i la primera com a variable explicativa
X, ja que, en principi, les despeses en oci dependran molt dels ingressos: com més diners
guanyem, més gran és la part que gastem en oci.

Es important observar que també podriem escollir les variables a I'inrevés, és a dir, les des-
peses en oci com a variable explicativa X i els ingressos com a variable explicada Y. Com
més diners gastem en oci, voldra dir que tenim més ingressos.

No és facil la decisio de triar quina és la variable explicativa i quina és la variable
explicada. Com veurem més endavant, dependra molt de les caracteristiques de
les dades que tindrem.

Les relacions entre dues variables poden ser de dos tipus:

1) Funcionals (o deterministes): quan hi ha una férmula matematica que per-

met de calcular els valors d'una de les variables a partir dels valors que pren l'altra.

Origen dels models
de regressio

Aquests models van ser utilitzats
per Laplace i Gauss en els seus
treballs d’astronomia i fisica des-
envolupats durant el segle xvi,
perod el nom de models de regres-
si6 té el seu origen en els treballs
de Galton en biologia de final
del segle xix. L'expressié de Gal-
ton:

“regression towards mediocrity”
dona nom a la regressié.

Exemple de relacio
funcional

Podem coneixer I'area d’un
quadrat a partir de la longitud
del seu costat.
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2) Estadistiques (o estocastiques): quan no existeix una expressi6 matemati-

o Exemple de relacio
ca que les relacioni de forma exacta. estadistica

Sabem que hi ha una relacié
Enl lacié ent 1 i Palcada é ident hih lts fact entre I'alcada i el pesd/e Ies.
N la relacClo entre €l pes1 l'al¢ada es evident que ni na molts ractors, com po- persones: en general, és a dir,
com més alcada, més pes. Perd

et e T cs roTs s
den ser factors genetics, 'activitat fisica, 1’alimentacio, etc. que fan que una no hi ha cap férmula matema-

persona d’una determinada al¢ada tingui un pes o un altre. Tots aquests fac- tica que ens en doni una en
funcié de l'altra, ja que, si no,
tors i d’altres que no coneixem fan que la relaci6 entre aquestes dues variables totes les persones que tenen la
o o . mateixa alcada tindrien el ma-
sigui estadistica i no funcional. teix pes i aixd sabem que no
és cert.

3. Diagrames de dispersio i corbes de regressio

A partir d'un conjunt d’observacions de dues variables X i Y sobre una mostra
d’individus, el primer pas en una analisi de regressio €s representar aquestes dades
sobre uns eixos coordenats x-y. Aquesta representaci6 és I’anomenat diagrama de
dispersio. Ens pot ajudar molt en la cerca d'un model que descrigui la relaci6 entre
totes dues variables.

q 9 oz q .. Terminologia
El diagrama de dispersio 'obtenim representant cada observacio (x;, y;) o
com un punt en el pla cartesia XY. El diagrama de dispersio tam-
bé es coneix com a nivol de
punts.

Exemple de diagrames de dispersio

El diagrama de dispersié pot presentar formes diverses:

Exemples de diagrames de dispersio
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En els casos (a) i (b) tenim que les observacions es troben sobre una recta. En el primer
cas, amb pendent negatiu, que ens indica que a mesura que X es fa gran la Y és cada ve-
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gada més petita i el contrari en el segon cas, en que el pendent és positiu. En aquests dos
casos els punts s’ajusten perfectament sobre la recta, de manera que tenim una relacié
funcional entre totes dues variables donada per I’equaci6 de la recta.

En el cas (c) els punts es troben situats en una franja prou estreta que té una forma ben
determinada. No sera una relaci6 funcional, ja que els punts no se situen sobre una corba,
pero si que és possible assegurar 1’existéencia d’una forta relaci6 entre totes dues variables.
De tota manera, veiem que no es tracta d'una relaci6 lineal (el navol de punts té forma
de parabola).

En el cas (d) no tenim cap tipus de relacié entre les variables. El ntvol de punts no
presenta una forma “tubular” ben determinada; els punts es troben absolutament dis-
persos.

En els casos (e) i (f) podem observar que si que existeix algun tipus de relacié entre totes
dues variables. En el cas (e) podem veure una mena de dependéncia lineal amb pendent
negatiu, ja que a mesura que el valor de X augmenta, el valor de Y disminueix. Els punts
no estan sobre una linia recta, pero s’hi acosten bastant, de manera que podem pensar
en una forta relaci6 lineal. En el cas (f), observem una relacio lineal amb pendent positiu,
pero no tan forta com l’anterior.

Exemple de les alcades i els pesos

Considerem les observacions dels pesos i alcades d'un conjunt de 10 persones: 'individu 1
té 161 cm d’alcada i 63 kg de pes, I'individu 2 té 152 cm d’alcada i 56 kg de pes, etc., tal
com es veu en la taula segiient:

Individu 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

XAlgada(cm) | 161 | 152 | 167 | 153 | 161 | 168 | 167 | 153 | 159 | 173

Y Pes (kg) 63 56 77 49 72 62 68 48 57 67

Pesos (kg) 80
L
.
70 —
. .
o .
60 —
L ]
L ]
50 - .
H
| 1 I
150 160 170

Alcades (cm)

El diagrama de dispersi6 també ens pot ajudar a trobar algun valor atipic entre
les dades de la mostra que pugui tenir I’origen en una mala observaci6 o en el
fet de ser una observaci6 corresponent a un individu excepcional dintre la
mostra. Quan tenim un valor atipic, hem de controlar les influéncies que pu-

gui tenir en l’analisi.

Definicio i exemple
de valor atipic

Per valor atipic entenem un va-
lor molt diferent dels altres i
que molt possiblement és erro-
ni. Per exemple, una persona
de 150 cm d’alcadai 150 kg de
pes. En el diagrama de disper-
si6 sortira com un punt solitari
allunyat dels altres.
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4. Recta de regressio

Una vegada hem fet el diagrama de dispersio i després d’observar una
possible relacié lineal entre les dues variables, ens proposem trobar
I’equacio de la recta que millor s’ajusti al navol de punts. Aquesta recta
s’anomena recta de regressio.

4.1. Estimacio dels parametres: Métode dels minims quadrats

Una recta queda ben determinada si el valor del seu pendent (b) i de la seva
ordenada a l’origen (a) sOn coneguts. D’aquesta manera, I’equacio de la recta

ve donada per:

y=a+bx

A partir de la férmula anterior, definim per cada observacio (x;, y;) ’error o re-
sidu com la distancia vertical entre el punt (x;, y;) i la recta, és a dir:

vi—(a+ bx;)

Per cada recta que considerem, tindrem una col-leccié diferent de residus.
Cercarem la recta que doni lloc als residus més petits quant a la suma dels

quadrats.
Interpretacié geométrica del residu
y Observacié
y=a+ bx
(GNP
7/ B (S A L R iy o
Gy lecccocecboaos

T Valor predit
per la recta

Per a determinar una recta de regressio, utilitzarem el metode dels minims

quadrats.
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El metode dels minims quadrats consisteix a cercar els valors dels pa-
rametres a i b de manera que la suma dels quadrats dels residus sigui mi-
nima. Aquesta recta és la recta de regressio per minims quadrats.

Essent la suma dels quadrats 1'expressio:

n

> ()/i*a*bxi)2

i=1

per a trobar els valors de a i b, només cal determinar les derivades parcials res-
pecte dels parametres a i b:

n

6% (Z(yi_a_bxi)zj =-2% (yi—a-bx;)

i=1 i=1

0 ’ 2| _ i
b (z (yi—a-bx)) ] = —Z.Z (yi—a—Dbx)x,
i=1 i=1
ilesigualem a zero. Aixi obtenim el sistema d’equacions segiient, conegut com

a sistema d’equacions normals:

> (yi—a-bx;)) =0

i=1

n

> (yi—a-bx)x;=0

i=1

Les solucions d’aquest sistema d’equacions son:

S (=X (- 7)

S .
=2 =1 = 7_bx
b > - i a=y-bx
X =\2
> (xi—X)
i=1
en que:
n
> Xi=x)(yi=y)
i=1 £ PN . .
* S5 = . p— és la covariancia mostral de les observacions (x;, y;)
n
=\2
> (xi—X)
2 i=1 < N . .
* s, = 'T és la variancia mostral de les observacions x;

Es molt important obsevar que, de totes les rectes, la recta de regressio lineal per
minims quadrats és aquella que fa minima la suma dels quadrats dels residus.

Terminologia

La suma dels quadrats dels re-
sidus també s’anomena suma
dels errors quadratics.

La resolucié d’aquests sistema 0
d’equacions es troba a I'annex 1.
d’aquesta sessio.

En rigor...

... caldria provar que, efectiva-
ment, aquests valors dels para-
metres fan minima la suma
dels quadrats dels residus.
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A partir d’ara, la recta de regressio l’escriurem de la manera segiient:
y = Botpix
en queé els parametres de la recta Bo i f1 vénen donats per:
- o - s

B0=y—B1X i Bl = ;XZZ

D’ara endavant, als residus calculats amb la recta de regressié els anomena-

rem e;, €s a dir:
€ =Yi—Vi

en que y; és el valor estimat per la recta de regressio.

5. Interpretacio dels parametres de la recta de regressio

Un cop determinada la recta de regressio, és molt important interpretar els pa-
rametres de l’equacio en el context del fenomen que s’estudia.

¢ Interpretaci6 de l'ordenada a 'origen, [Aio :

Aquest parametre representa 1’estimaci6 del valor de Y quan X és igual a zero:
y = Bo+PB10 = Bo

No sempre té una interpretaci6 practica. Perque sigui possible, cal que:

1. Sigui realment possible que X prengui el valor x =0

2. Es tinguin suficients observacions properes al valor x = 0

e Interpretaci6 del pendent de la recta, [31

Aquest parametre representa l’estimacié de l'increment que experimenta la
variable Y quan X augmenta en una unitat. Aquest parametre ens informa de
com estan relacionades les dues variables en el sentit que ens diu en quina
quantitat (i si és positiva o negativa) varien els valors de Y quan varien els va-
lors de la X en una unitat.

6. Construccio de la taula per a determinar els parametres

Vegem ara com hem de determinar, a la practica, la recta de regressi6. Ho il--
lustrarem a partir de les dades de l'exemple dels pesos i les alcades.

Exemple de les alcades i els pesos

Continuem amb l’exemple de les alcades i pesos d'un grup de deu persones anterior. Per
a detezrminar la recta de regressio, calculem la covariancia mostral Sy la variancia mos-
tral s} iles mitjanes X i j.

Notacio

Hem fet un canvi en la notacié
per a distingir de manera clara
entre una recta qualsevol:

y=a+ bx

i la recta de regressi6 per mi-
nims quadrats:

y = l§o+l31x

obtinguda en determinar ai b.

fio en I'exemple dels pesos
i les alcades

En I'exemple dels pesos i les
alcades, el valor de |'ordenada
a I'origen no tindra sentit, ja
que correspondria al pes que
tindrien les persones d’alcada
nul-la.

Pendent en I'exemple
dels pesos i les alcades

En I'exemple dels pesos i les
alcades haviem observat en el
diagrama de dispersi6é que, en
general, augmenta el pes de
les persones a mesura que
augmenta l'algada.
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Podem calcular totes aquestes quantitats a partir de la taula de calculs de la recta de regressio.

i X Yi X—X yi-¥ (x-%)° (Xi-X)(yi—¥)
1 161 63 -0,4 1,1 0,16 -0,44
2 152 56 -9,4 -5,9 88,36 55,46
3 167 77 5,6 15,1 31,36 84,56
4 153 49 -8,4 -12,9 70,56 108,36
5 161 72 -0,4 10,1 0,16 -4,04
6 168 62 6,6 0,1 43,56 0,66
7 167 68 5,6 6,1 31,36 34,16
8 153 48 -8,4 -13,9 70,56 116,76
9 159 57 -2,4 -4,9 5,76 11,76
10 173 67 11,6 5,1 134,56 59,16
z 1.614 619 476,40 466,40

» o l n ~ o l n -
Mitjanes mostrals: X = nZX,» =161,4iy= nZy,- = 61,9
i=1 i=1

n

3 (x-%)°
N, L2 _ 476,40 _
Variancia mostral: s} 7 101 52,933
3 (=X (- P)

s . _is1 _ 466,40 _
Covariancia mostral: s,, ] 101 51,822
Els parametres son:

. S 51,822
- XY _ 2 -
B1 2 = 52933 0,979009

SX
Bo = j—PB1X = 61,9-0,979009 - 161,4 = 96,1121
Tenim la recta de regressio seglient:

y =-96,1121+0,979009x

Podem representar la recta de regressio en el diagrama de dispersio:

Recta de regressié corresponent a I'exemple dels pesos i les alcades

Pesos (kg) 80

70 4

60

50 4

150 160 170

Alcades (cm)
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Interpretem els parametres obtinguts:
¢ Ordenada a l’origen: evidentment, no té sentit pensar que el pes d’'una persona d’alca-
da zero és -96,1121 kg. Ja hem comentat abans que moltes vegades no té sentit la in-

terpretacié d’aquest parametre.

e Pendent: tenim un pendent de 0,979009. Un valor positiu que ens informa que el pes
augmenta amb l'alcada a rad de 0,979 kg per cada centimetre.

7. Interpolacio i extrapolacio

Un dels objectius més importants de la regressio és I’aplicacié del model per al
pronostic del valor de la variable dependent (Y) per a un valor de la variable

independent (X) no observat en la mostra.

Exemple de les alcades i els pesos

En el nostre problema dels pesos i les alcades, podriem estar interessats a coneixer el pes
d'una persona d’al¢cada 1,60 m. A partir de la nostra recta de regressio:

y =-96,1121+0,979009x
Per a un valor de X de 160 cm, tenim un valor estimat per a la Y de 60,53 kg:

y =-96,1121+0,979009 - 160 = 60,53

Interpolacié d’un valor a partir de la recta de regressié

Pesos (kg) 80
.
70
¥ = 60,53
60
° .
50 4 s
1 1 1
150 160 170

Alcades (cm)

Un aspecte important a 1’hora d’aplicar el model de regressi6 obtingut és el
risc de ’extrapolacié. Es a dir, quan volem coneixer el valor que presentara
la variable Y per a un determinat valor de X que es trobi fora de l'interval de

valors que pren la mostra. Aleshores hem d’anar amb molt de compte:

1) Hem determinat el model amb la informacié continguda en la mostra, de
manera que no hem tingut cap informacio del comportament de la variable Y

per a valors de X de fora del rang de la mostra.

2) Es possible que no tingui sentit I’extrapolacié que volem fer. Abans de fer

servir el model de regressio, ens hem de preguntar per allo que estem fent.

Extrapolacio fora de rang

Si volem saber el pes d’un na-
dé que només mesura quaran-
ta centimetres, no podrem fer
servir la recta de regressié ob-
tinguda. Les caracteristiques
biologiques del nadé, molt
diferents a les de les persones
adultes, faran que la relacié
entre el pes i I'alcada sigui dife-
rent. Haurfem de fer una analisi
de regressi6 a partir d’'una
mostra de nadons.

Sentit de I’extrapolacié

No té cap sentit fer servir el
model de regressi6 per a calcu-
lar el pes de persones de deu
centimetres o tres metres d’al-
cada. El model ens donara un
resultat numeric, que, en tot
cas, cal interpretar.




© FUOC  P08/05057/02311 13

Regressi6 lineal simple

8. Models de regressié no lineals

A banda dels models lineals, se'n poden establir d’altres, entre els quals desta-

ca I'exponencial.

El model exponencial és del tipus:
y=ka*amba>0,k>0

on k i a s6n valors constants.

Aixi com en el cas lineal és molt facil veure si hi pot haver una relacio lineal
entre les variables a partir del diagrama de dispersio, en el cas exponencial és

una mica més dificil.

Per a tractar-lo, linealitzem el problema, és a dir, transformem les variables de
manera que el problema esdevingui lineal. Si a ’equaci6 y = ka* prenem loga-

ritmes In y = In(ka*) obtenim, per aplicacié de les propietats dels logaritmes:

Iny=Ink+xIna

Aquesta tltima equacio ens mostra un model lineal entre les variables X iln Y.
Aixi, si representem el diagrama de dispersio dels punts (x; In y;) i el navol de
punts presenta una estructura lineal, podem pensar que entre les variables X i Y

hi ha una relacié exponencial.

Exemple de la propagacidé d’un virus informatic

La taula registra el nombre de dies que han passat des que s’ha detectat un nou virus in-
formatic i el nombre d’ordinadors infectats en un pais.

Nombre Nombre d’ordinadors 2
. . Transformacio de Y
de dies infectats
Iny;

Xi Yi
1 255 5,5413
2 1.500 7,3132
4 2.105 7,6521
5 5.050 8,5271
8 16.300 9,6989
10 45.320 10,7215
11 58.570 10,9780
14 375.800 12,8368
16 1.525.640 14,2379
20 2.577.000 14,7621

Corba en un model
exponencial

En el model lineal hem ajustat
el navol de punts a una recta
d’equacié:
y=a+ bx

En el model exponencial volem
ajustar als punts una corba
d’equacié:

y=ka* amb a>0ik>0

Exemples de relacions
exponencial

Les relacions entre la variable
temps (X) i altres variables (Y)
com la poblacié, el nombre
d’ordinadors infectats per un
virus en els primer dies de con-
taminacio, els preus d’alguns
productes, etc., sén exponen-
cials.

Propietats dels logaritmes

Inab=Ina+Inb
Inad*=xlna
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El diagrama de dispersié dels punts segiients ens fa pensar en l'existéncia d’alguna
mena de relaci6 entre les variables que no és lineal. Estudiarem si es tracta d’'una relacié
exponencial.

Diagrama de dispersié dels punts (x, y)

¥
2.400.000

1.800.000

1.200.000 -

600.000

& _1_.’_’.| |. |..| T T T T
0 2 4 6 81012141618 20
X

Calculem el logaritme de les dades de la variable Y i representem el diagrama de dispersi6é
corresponent.

Diagrama de dispersio dels punts (x; Iny;)

Iny 15,0 + N
12,5 .
..
10,0 .
L ]
757 o ®
S!O_I.l 1 1 L] L 1 Ll L] Ll 1
0 24 6 81012141618 20

X

Podem observar que entre les variables X i In Y hi ha una relaci6 lineal; per tant, entre
les variables originals X i Y hi haura una relaci6 exponencial.

Si calculem la recta de regressi6 de In y sobre x: Iny = [30 + [élx .
5,84 +0,482x

Obtenim: lnf/ = 5,84+0,482x, és a dir, y =e

De manera que, si volem estimar el nombre d’ordinadors infectats al cap de dotze dies,
farem el segiient:

Perax=12: Iny = 5,84+0,482-12 = 11,624.
I prenent exponencials, podem aillar  :
y =exp(11,624) = 111.747,8195

Per tant, al cap de dotze dies el nombre estimat d’ordinadors infectats ha estat de 111.748
unitats.

9. Resum

En aquesta primera sessié hem introduit els conceptes de relacions funcionals
i estadistiques i també els de variables dependents (o explicades) i el de varia-
bles independents (o explicatives). A continuacid, s’ha comentat la construccio

d'un diagrama de dispersié com a pas inicial a I'hora de cercar alguna mena de
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relaci6 entre dues variables. Si el diagrama ens mostra una estructura lineal, lla-
vors busquem la linia recta que millor s’ajusta a les nostres observacions. Ho
fem mitjancant el metode dels minims quadrats. Hem posat de manifest la im-
portancia d’interpretar correctament els parametres de la recta. També hem vist
com hem d’utilitzar la recta de regressié per a fer interpolacions. Finalment,
hem comentat una relaci6é no lineal molt important com és la relacié exponen-
cial i la manera en que la podem transformar en una de lineal.
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Exercicis

1.

El departament de personal d'una empresa informatica dedicada a la introduccio
de dades ha fet un programa de formacio6 inicial del personal. La taula segiient in-
dica el progrés en pulsacions per minut (p.p.m.) obtingut en mecanografia de vuit
estudiants que van seguir el programa i el nombre de setmanes que fa que el se-

gueixen:

Nombre de setmanes Guany en velocitat (p.p.m.)
3 87
5 119
2 47
8 195
6 162
9 234
3 72
4 110

a) Representeu el diagrama de dispersid. Creieu que és raonable suposar que

hi ha una relaci6 lineal entre el nombre de setmanes i el guany de velocitat?
b) Busqueu la recta de regressio. Interpreteu els parametres obtinguts.

¢) Quin guany de velocitat podem esperar d’'una persona que fa set setmanes

que va a classe?

2.

Ha sortit al mercat un nou model de gravador de DVD, una mica més car que
els anteriors, perd amb unes prestacions molt superiors, de manera que la fei-
na dels técnics dels grans centres comercials és molt important a I’hora de pre-
sentar aquest producte al client. Amb 1’objectiu de saber si el “nombre de
tecnics comercials presents en una botiga” (X) pot tenir alguna incideéncia en
el “nombre d’aparells venuts durant una setmana” (Y), es van observar quinze

centres comercials amb els resultats que es mostren a continuacio:

15 15 15 15
S X = 215; Y x{ =3.567; Yy, = 1.700; ¥ xy; = 28.300

i=1 i=1 i=1 i=1
a) Busqueu la recta de regressio.

b) Quin és el nombre d’aparells que es pot estimar que es vendran en un cen-

tre amb disset comercials?
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Solucionari

1.

Diagrama de dispersio:

Guany de
velocitat

(p-p-m.)

240 —
220 —
200 —
180 —|
160 —| .
140 |
120 o
100
80 —
60 —
40 —

Setmanes

El diagrama de dispersi6 ens mostra que la relaci6 entre totes dues variables és

lineal amb pendent positiu, de manera que com més setmanes passen, més

gran és el guany de velocitat. Per tant, té sentit buscar la recta de regressio. A

partir de la taula de calculs segiient:

2

i X; Yi Xx—x | y-y | (%% (X=X~ ¥)
1 3 87 -2 -41,25 4 82,5
2 5 119 0 -9,25 0 0
3 2 47 -3 -81,25 9 243,75
4 8 195 3 66,75 9 200,25
5 6 162 1 33,75 1 33,75
6 9 234 4 105,75 16 423
7 3 72 -2 -56,25 4 112,5
8 4 110 -1 -18,25 1 18,25
z 40 1.026 44 1.114
1. 40
Mitjanes mostrals: x = SXXiT g " 5,01
i=1
1 1.206
y = ﬁzy' = T = 128,250
i=1
3 (x-%)°
Variancia mostral: s> = =1 _ 44,00 _ 6,286
n-1 7
> xi=X)(yi—))
Covariancia mostral: s,, = =L - L114,00 _ 159,143

Y n-1 7
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Ja podem calcular els coeficients de la recta de regressio:

B - Su 159,143
L2 6,286

= 25,318 i

Bo = 7 Pix = 128,250 25,318 -5 = 1,659
La recta de regressié obtinguda és:
= Bo+Bix = 1,659 +25,318x

En aquest cas, 'ordenada a l’origen no té cap interpretacié amb sentit, ja que
correspondria al guany de velocitat per zero setmanes de classes. Evidentment,
no té sentit pensar que sense fer classes es té un guany de velocitat de 1,659 p.p.m.
El pendent de la recta si ens doéna una informaci6 til: per cada setmana de classe,

és te un guany de velocitat d’aproximadament vint-i-cinc p.p.m.

Per a una persona que fa set setmanes que va a classe, podem calcular el guany

de velocitat a partir de la recta de regressio, considerant x = 7:
y =1,659+25,318-7 = 178,885

Es a dir, aproximadament un guany de 179 pulsacions per minut.

e d 240
uan e

velocitat 220
(p.p-m.) 200

180
160
140
120
100
80
60
40

8 9

Setmanes

2.
a) Per a trobar la recta de regressio, hem de trobar abans les mitjanes i covarian-
cies mostrals de les variables X i Y i també la variancia mostral de X. A partir de
les dades que ens dona I'enunciat:
1.0 215
¢ Mitjanes mostrals: x = = ; = == = 14,333
itj I X p > X 15 ,

i=1

3y = 2220 - 113,333
i=1

S

}_/:
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e Variancia mostral:

Per a calcular la variancia mostral a partir de les dades de I’enunciat, farem ser-

vir I’expressio equivalent:

De manera que:

e
i1 _ 3.567-15.- 14,3332
n-1 14

2
X

N

= 34,667

e (Covariancia mostral:

També ara farem servir una nova expressio per a calcular la covariancia mostral:

[ixiyijm?)?
i1

Y n-1

De manera que:

(z Xiyi] —-nxy
S i=1 _ 28.300-15-14,333-113,333
Xy n-—1 14

= 280,952

Els parametres de la recta de regressio son:

3, = Sw _ 280,952

&2 34,667 8,104

Bo = 71X = 113,333 -8,104 - 14,333 = 2,829

La recta de regressio obtinguda és:

A

V= Bo+Pix = —2,829+8,104x

b) Per a un centre amb disset comercials, podem estimar les vendes d’aparells
de DVD mitjancant la recta de regressi6 obtinguda:

V= Bo+Pix = —2,829+8,104- 17 = 134,939

Per tant, en un centre amb disset comercials s’hauran venut aproximadament
uns 135 aparells.

La deduccié d’aquesta férmula
es mostra en I'annex 2 d'aquesta
sessio.

?

La deduccié d’aquesta férmula
es mostra en I'annex 3 d'aquesta
sessio.
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Annexos

Annex 1

Resoluci6 del sistema d’equacions normals:

> (yi—Bo—B1x)=0

i=1

> (Vi—Bo—B1x)x; =0

i=1

A partir de la primera equaci6 del sistema:

S Vi—Bo—Bixi = X yi— > Bo— Y. P1xi = ny—nPo—nP,x =0

i=1 i=1 i=1 i=1
Dividint per n: y = B,+p,X iaillantla By: By =y —p1X
De la segona equaci6 del sistema:

n n

S (Vi—Bo—Bix)xi = Y x> BoXi— Y leiz = zxiyi*”ﬁoi*ﬁlzxiz =0

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n n
Xy = nPox By x,~2, pero tenim en compte que: By =y — ;X

i=1 i=1

aleshores Y x;y; = n(y— P X)X+ B, 3 X; = nxj—Pnx’ + B, Y 1/
i=1 i-1 i=1
Aillant B, :
> Xy —nXxy
B, = i—:nl
> x,-zfn)"(z

i=1

podem donar una expressio equivalent a partir de la definicié de variancia

mostral:

n n
sf(n—l) = z(x,»—)’c)z = z(x,-Z—ZX,-)"H)‘cZ) = ZX,-Z—Zn)_(2+n)’c2 = ZX,-Z—VI)_(Z
i=1 i=1 i=1 i=1
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i de la definici6 de covariancia mostral:

n

> xi=x)(yi=y)
_ i=1
Say n-1
Sy(M=1)= > (X;=X)(yi=p)= X Xyi=X> yi=y > x;tnxy =
i=1 i=1 i=1 i=1
= Y Xyi—NXy—npxX+nxy = 3 X;y;—nxy
i=1 i=1

Tenint en compte la variancia i covariancia, podem expressar els parametres

de la recta de regressié de la manera segiient:

o N . _ _
BIZ;XZZ i Bo=py-B1x
X

Annex 2

Variancia mostral:
Podem deduir a partir de la férmula de la seva definicio:
n
—\2
> (Xi—X)
2 _i=1
* n-1
una expressié equivalent desenvolupant el quadrat del numerador:

n n

S (-%)7 = Y (X -2xX+X°) = Y ai- Y 2%+ Y (%) =

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

= Y X -2XY x+n(®)’ = 3 X - 2%nx+n(x)’ = [zx?]n(i)z

i=1 i=1 i=1 i=1

De manera que:

Annex 3
Covariancia mostral:
A partir de la definici6 de la covariancia:

> xi=x)(yi=y)

— i=1
Sw = n-1
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si desenvolupem el producte de dins el sumatori del numerador:

n n

SX=X)Yi=V) = Y XY= XY =Xyt XP) =Y XYi— Y XY - Y Xyt Y XY=

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

= 3 XYi—Y Y X=X yitXyn = [in)’ij—”)_‘)_’

i=1 i=1 i=1 i=1

De manera que:

[i x,-y,-] —-nxy

i=1

y n-1
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La qualitat de I'ajust

1. Introduccio

La recta de regressié per minims quadrats minimitza la suma dels quadrats
dels residus. Ara ens preguntem si aquest ajust és prou bo. Mirant si en el dia-
grama de dispersio els punts experimentals queden molt a prop de la recta de
regressio obtinguda, podem tenir una idea de si la recta s’ajusta o no a les da-

des, pero ens fa falta un valor numeric que ens ajudi a precisar-ho.

2. El coeficient de determinaci6, R?
Volem avaluar en quin grau el model de regressio lineal que hem trobat a par-

tir d'un conjunt d’observacions explica les variacions que es produeixen en la

variable dependent d’aquestes.

La mesura més important de la bondat de 1’ajust és el coeficient de de-

terminaci6é R%. Aquest coeficient ens indica el grau d’ajust de la recta Notacié

de regressio als valors de la mostra, i es defineix com la proporcio de va-

La variancia explicada per la
recta de regressio és la varian-
cia dels valors estimats y;.

riancia explicada per la recta de regressio, és a dir:

R = Variancia explicada per la recta de regressio La variancia total de les dades
- Variancia total de les dades és la variancia dels valors ob-
servats y;.
Buscarem una expressié que ens permeti de calcular el coeficient de determi-
naci6. Veurem que la variancia de les observacions es pot descompondre en
dos termes: la variancia que queda explicada pel model de regressi6 lineal i
una variancia deguda als residus.
A partir de la definici6 de residus (e;) de la regressié com la diferencia entre els
R Notacio

valor observats (y;) i els valors estimats (y;) per la recta de regressio:

Anomenarem indistintament

valors estimats o valors predits
_ - (y;) els obtinguts mitjancant la

e=Yi— Vi recta de regressié.

podem escriure:

Vi= Vi +e

Si ara restem al dos membres d’aquesta igualtat la mitjana de les observa-

cions y;, obtenim una expressié que ens relaciona les desviacions respecte
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de la mitjana de les observacions amb les desviacions respecte la mitjana
dels valors estimats.

vi-v=i-pte

Representarem graficament les desviacions respecte de la mitjana, les observa-

cions i els valors estimats amb la recta de regressio.

Elevant al quadrat i sumant tots els valors, es pot demostrar que:

n n n
—\2 ~ —\2 2
G-y =Syt Ye
i-1 i-1 i-1
Donant noms a aquestes quantitats, podem escriure d’'una manera més com-
pacta aquesta expressio:

> (yi— 7)2 = 8SQT Suma de quadrats totals.

i=1

> (i-7)° = SQR Suma de quadrats de la regressio.
i=1

> e = SQE Suma de quadrats dels errors.

i=1

Observacié

La recta de regressi6 passa
per (X, 7).

Aquesta deduccié matematica
es troba desenvolupada en
I'annex 1 d’aquesta sessié.
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Aixi, tenim que:

SQT = SQR + SQE.

Podem interpretar aquesta altima expressio en el sentit que la variancia total ob-
servada (SQT) en la variable Y es descompon en dos termes: la variancia expli-
cada pel model de regressio lineal (SQR) més la variancia que no queda explicada
pel model, és a dir, la variancia dels residus (SQE).

Aleshores, podem escriure la definici6 del coeficient de determinaci6
d’aquesta manera:

S G- )
R2 - SQR _ o)
SQT n 5
> i—Y)
=il
o també:
n ez
2 — _@: _ i=1
R*=1 SGT - —
> Wiy

Mirant aquestes expressions, és facil veure les caracteristiques d’aquest coefi-
. N 2
cient. Sempre sera: 0 <R“<1, de manera que:

e R%=1 quan l'ajust és perfecte, és a dir, quan tots els punts es troben sobre
la recta de regressio. En aquest cas, els residus son zero i la suma dels seus
quadrats tambe i, per tant, SQR = SQT.

e R?=0 denota la inexisténcia de relacié entre les variables X i Y. En aquest
cas, la suma de residus és maxima i tenim que SQE = SQT.

e Com que R? ens explica la proporcié de variabilitat de les dades que queda
explicada pel model de regressié, com més proper a la unitat sigui, millor
és l'ajust.

Exemple de les alcades i els pesos
Considerem les observacions dels pesos (kg) i les alcades (cm) d’un conjunt de deu per-

sones: I'individu 1 té 161 cm d’al¢ada i 63 kg de pes, I'individu 2 té 152 cm d’alcada i
56 kg de pes, etc.

Individus (i) | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Alcada (x;) | 161 | 152 | 167 | 153 | 161 | 168 | 167 | 153 | 159 | 173

Pes (y;) | 63 56 77 49 72 62 68 48 57 67

Observacié

Un coeficient de determinacié
diferent de zero no vol dir
que hi hagi relacié lineal entre
les variables. Per exemple,

R? = 0,5 només ens diu que

el 50% de la variancia de les
observacions queda explicada
pel model lineal.
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A partir de la recta de regressio:
y =-96,1121 + 0,979009x

podem calcular els valors estimats i els residus. Es molt convenient, per comoditat, dis-
posar de les dades i els calculs en forma de taula; en concret, construirem una taula de
calculs del coeficient de determinacio:

~ . _\2

. — ~ .2
I Xi Yi Yi Yi-y | (Yi—=y) Yi=y | vi=y) € €;
1 161 63 61,51 1,10 1,21 -0,39 0,15 1,49 2,23

2 152 | 56 | 52,70 | -5,90 34,81 -9,20 84,69 3,30 10,91

3 167 | 77 | 67,38 15,10 | 228,01 5,48 30,06 9,62 92,50

4 153 | 49 | 53,68 | -12,90 | 166,41 -8,22 67,63 —4,68 21,87

5 161 72 | 61,51 10,10 102,01 -0,39 0,15 10,49 | 110,07

6 168 | 62 | 68,36 0,10 0,01 6,46 41,75 -6,36 40,47

7 167 | 68 | 67,38 6,10 37,21 5,48 30,06 0,62 0,38

8 153 | 48 | 53,68 | 13,90 | 193,21 -8,22 67,63 -5,68 32,22

9 159 | 57 | 59,55 | 4,90 24,01 -2,35 5,52 -2,55 6,50

10 | 173 | 67 | 73,26 510 26,01 11,36 | 128,97 | —6,26 39,14

P 619 812,90 456,61 356,29
Tenim que:
SQR = 456,61
SQT =812,90

Per tant, tenim un coeficient de determinacio:
R? = 456,61/ 812,90 = 0,5617

Amb aquest exemple, podem comprovar l’equivaléncia entre les dues expressions obtin-
gudes abans pel coeficient de determinacié. A partir de la suma dels quadrats dels residus:

SQE = 356,29
tenim per al coeficient de determinaci6:
R?=1-(356,29/812,90)=1-0,4383=0,5617
Evidentment, coincideixen els resultats.

Hem obtingut un coeficient de determinacié R? = 0,5617 que ens informa que el model
de regressi6 lineal només ens explica el 56,17% de la variancia de les observacions.

3. El coeficient de correlacio mostral, r

A partir del diagrama de dispersié podem veure si hi ha algun tipus de relacio

entre dues variables X i Y.

S’acostuma a dir que X i Y tenen una relacio positiva si els valors grans
de X estan aparellats amb valors grans de Y i valors petits de X, amb va-
lors petits de Y. De manera analoga, es diu que X i Y tenen una relacio
negativa si els valors grans de X estan aparellats amb els valors petits de
Yi els petits de X, amb grans de Y.
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Ara volem mesurar aquestes relacions de forma numerica. La covariancia mos-
tral entre dues variables X i Y:

S (= D))

_ i=1
Sy n-1

ens pot servir per a mesurar aquestes relacions positives i negatives entre les
variables XiY.

¢ Sitenim una relaci6 positiva, aleshores la majoria dels punts de coordena- Vegeu Ia figura dels exemples 0

de diagrames de dispersi6 en la
seccié 3 de la sessi6 “El médul de

des ((x;—x ;—y)) estaran en el primer i tercer quadrant en que
(( ! )' (y' y)) p q q regressi6 simple” d’aquesta assignatura.

(x;—Xx)(y;—y) 20, de manera que contribuiran positivament a la suma.

Esquema de relacions
entre Xi VY

e Si tenim una relaci6 negativa, aleshores la majoria dels punts de coorde-

nades ((x;—X), (y;—y)) estaran en el segon i quart quadrant en que

(x;—Xx)(¥;—y) <0, de manera que contribuiran negativament a la suma.

Si al contrari, no hi ha cap tipus de relaci6 positiva o negativa, la covarian-
cia sera una quantitat petita en trobar-se tots els punts aproximadament
igual repartits pels quatre quadrants, cosa que compensa de forma aproxi-

Relacions positives i negatives
entre les variables X i Y

2n. quadrant| 1r. quadrant

(x-X)<0
(y-¥)=0

(x-%)=0
(y—¥)=0

¥ 3r. quadrant |4t quadrant
(x—%)<0 (-

%
(y—y)=<0 (¥,
mada les quantitats positives i negatives del sumatori.

La covariancia té el gran inconvenient de dependre de les unitats de les varia-

bles que estudiem.

Unitats del coeficient

Definim el coeficient de correlacié mostral com a: de correlacié mostral

En dividir la covariancia per les
desviacions tipiques de X i de
Y, hem aconseguit una mesura

> (Xi=X)(i=Y)

Sy =1 adimensional que no depén
PE =5 = — de les unitats de les variables.
Sy y n n
=2 )
Sxi=X)"Y (Vi—¥)
i=1 i=1

El coeficient de correlaci6 es caracteritza per -1 <r<1, de manera que:

e r=1o0r=-1quan hi hagi una associacio lineal exacta entre les variables

(en el primer cas positiva i en el segon negativa).

e -1<r<1 quanlarelacio entre les variables no sigui lineal de forma exacta.

e Der als altres valors sempre es formula la mateixa pregunta: a partir de quin
valor de r podem dir que la relaci6 entre les variables és forta? Una regla ra-
onable és dir que la relaci6 és feblesi 0 < 1 71 < 0,5; fortasi 0,8 <1rl<1;i

moderada si té un altre valor.
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Per a calcular el coeficient de correlacié mostral, podem fer servir la mateixa
taula de calculs que per a obtenir la recta de regressi6. Ho il-lustrarem amb
I’exemple de les alcades i els pesos.

Exemple de les alcades i els pesos

Considerem de nou l’exemple dels pesos i alcades. Buscarem el coeficient de correlaci6.
Abans haurem de calcular la covariancia i les variancies mostrals.

i Xi vi | Xx | ¥y | Gex)’ | G-t G-y
1 161 63 0,4 1,1 0,16 1,21 -0,44
2 152 56 9,4 5,9 88,36 34,81 55,46
3 167 77 -5,6 -15,1 31,36 | 228,01 84,56
4 153 49 8,4 12,9 70,56 | 166,41 108,36
5 161 72 0,4 -10,1 0,16 | 102,01 —4,04
6 168 62 -6,6 -0,1 43,56 0,01 0,66
7 167 68 -5,6 -6,1 31,36 37,21 34,16
8 153 48 8,4 13,9 70,56 | 193,21 116,76
9 159 57 2,4 4,9 5,76 24,01 11,76
10 173 67 | -11,6 -5,1 | 134,56 26,01 59,16
2 1.614 619 476,40 812,90 466,40
> xi=X)(yi-y)
e — = 41606L410 = 51,822
-
s2 = izln_ T = 41706L410 = 52,933 de manera que s, = 7,276
>y’
55 = iz 1n— T = 81102i910 = 90,322 de manera que s, = 9,504
po e o o822 54

5, 7,276-9,504

El coeficient de correlaci6 lineal obtingut pel nostre exemple del pes i 'alcada és r= 0,749,
que ens informa de l’existéncia d’'una moderada relaci6 entre aquestes dues variables. I
també que a mesura que l'alcada creix, el pes també ho fa (ja que és positiu).

4. Relacio entre R%ir

Es molt important tenir clara la diferéncia entre el coeficient de correlacio i el

coeficient de determinacio:

* R’ mesura la proporci6 de variaci de la variable dependent explicada per
la variable independent.
e r:mesura el grau d’associaci6 entre les dues variables.
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No obstant aixo, en la regressi6 lineal simple tenim que R? = 1, com molt fa-
cilment podem comprovar.

Comprovacié que en regressié lineal simple, R? = 2

A partir de 1’equaci6 del coeficient de correlacio:

‘
[
PSRk
(’)X
~

i de I’equacio del pendent de la recta de regressio:

>
|
sl

tenim la relaci6 segiient:

Br=r

k%

Sx

D’altra banda, tenim l’altre parametre de la recta de regressio: [30 =jy- [31)7 i I'equacio
dels valores estimats: y; = Bo + B1X; . D’aquestes dues expressions podem escriure:

yi—y = f30+|§1Xi*}7 = }_'*lgliﬂélxr? = Bi(x,-X) .

Aplicant totes aquestes relacions a ’equaci6 del coeficient de determinacid, i a partir de
la definici6 de variancia mostral, tenim:

=\2
2 %Z(X,‘*X)
= SY0n =

1

2

, S LY =%’
R = 2 = ﬁl 2
Z(Yi*)_’) Z(Yi*}_’)

Aquesta relaci6 ens ajuda a comprendre per que abans hem considerat que un
valor de r = 0,5 el consideravem débil. Aquest valor representara un R2=0,25,
és a dir, que el model de regressié nomeés ens explica un 25% de la variabilitat
total de les observacions.

També és important tenir present que r ens déna més informacié que R2. El
signe de r ens informa de si la relacié és positiva o negativa. Aixi, doncs, amb
el valor de r sempre podrem calcular el valor de R?, pero al revés sempre ens
quedara indeterminat el valor del signe llevat que coneguem el pendent de la
recta. Per exemple, donat un R? = 0,81, si sabem que el pendent de la recta de
regressio és negatiu, aleshores podrem afirmar que el coeficient de correlacié
sera r=-0,9.

Exemple de les alcades i els pesos

Podem comprovar la relacio entre el coeficient de determinaci6 i el coeficient de correla-
ci6 amb els resultats del nostre exemple.

Hem obtingut: RZ = 0,5617 i = 0,749.

De manera que 1% = 0,749% = 0,561.

Observacié

En la regressié lineal multipl
no tindrem la igualtat R% =

i
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5. Diagnostic de la regressio: analisi dels residus

Una vegada fet 1’ajust d'un model de regressi6 lineal a les nostres dades mos-
trals, cal fer I’analisi dels residus.

Aquesta analisi, que a continuacié comentarem de forma breu i molt intuitiva,

ens servira per a fer un diagnostic del nostre model de regressio.

L'analisi dels residus consisteix a veure la distribucio dels residus. Aixo ho fa-
rem graficament representant un diagrama de dispersi6 dels punts (y;, e;), és
a dir, sobre I’eix de les abscisses representem el valor estimat y; i sobre 1'eix
d’ordenades el valor corresponent del residu, és a dir, ¢;= y; - ;. Vegem-ne un

exemple:

>

Si el model lineal obtingut s’ajusta prou bé a les dades mostrals, aleshores el
navol de punts ( f/i , €;) no ha de mostrar cap tipus d’estructura.

Ho il-lustrarem amb un exemple ja classic en la bibliografia: I’exemple d’Ans-
combe (1973). A partir de les taules de dades que es mostren a continuacio,

discutirem quatre casos:

Cas (a) Cas (b) Cas () Cas (d)
X(a) Y(a) X(b) Y(b) X(c) Y(c) X(d) Y(d)
10 8,04 10 9,14 10 7,46 8 6,58
8 6,95 8 8,14 8 6,77 8 5,76
13 7,58 13 8,74 13 12,74 8 7,71
9 8,81 9 8,77 9 7,11 8 8,84
11 8,33 11 9,26 1 7,81 8 8,47
14 9,96 14 8,10 14 8,84 8 7,04
6 7,24 6 6,13 6 6,08 8 5,25
4 4,26 4 3,10 4 5,39 19 12,50
12 10,84 12 9,13 12 8,15 8 5,56
7 4,82 7 7,26 7 6,42 8 7,91
5 5,68 5 4,74 5 573 8 6,89

Lectura complementaria

Trobareu 'exemple
d’Anscombe a 'article
segiient:

T.W. Anscombe (1973).
“Graphs in Statistical
Analysis”. The American
Statistician (nam. 27,
pag. 17-21).
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Dibuixarem a continuaci6 el diagrama de dispersio i les rectes de regressié en

I'exemple d’Anscombe.

Si fem la regressi6é de Y sobre X, en els quatre casos obtenim la mateixa recta:
y =3 +0,5x
El coeficient de correlaci6 és el mateix per a les quatre amb valor r = 0,82.

Si ara fem 1'estudi dels residus tal com hem indicat abans, tenim la represen-

tacio dels diagrames dels residus segiients:
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Podem observar que de les quatre, només la primera no presenta cap tipus
d’estructura sobre el navol de punts, de manera que només tindria sentit la
regressio feta sobre la mostra (a).

Considerem a continuacio el cas (b) del diagrama de dispersi6. S'hi observa un
comportament curvilini que ens fa pensar que un ajust lineal no seria el mes
convenient. Aix0 es manifesta de forma molt més evident en el diagrama de re-

sidus.

Si considerem la mostra (c), en el diagrama de dispersi6 podem observar la pre-
sencia del valor atipic (13, 12,74) que ens ha fet ajustar un model erroni a la res-
ta de les observacions, ja que si l'eliminem, aleshores obtenim una recta de

regressio diferent:
y =4,01 +0,345x

i un coeficient de correlacié r = 1. Podem observar tots els punts sobre la recta
de regressio.

El diagrama dels residus també ens suggereix un bon model de regressio per la
mostra resultant d’eliminar el valor atipic. A continuaci6, fem el diagrama de

dispersio i el diagrama de residus.

Influéncia d’un valor atipic
1 2

Resposta Y(c)

9 0,005 .
()
8 LI
.

74 0,000 b .

6 L
||||||||||| _0'005 i X X L T
45678 91011121314 3 6 7 8 9

x(c) Valors estimats

Finalment, en la mostra (d) el pendent esta determinat per un tnic valor. Tam-
poc no és un model gaire fiable.
Exemple de les alcades i els pesos

Un altim exemple que encara podem examinar és el de la relaci6 de les alcades i pesos.
A partir de les dades de la taula ja vista:,

2

yi=y) Yi—y
1 161| 63 | 61,51| 1,10 1,21

. ~ — ~ _.2
i Xj Yi Yi Yi=y =y € €i

0,39 | 0,15 | 1,49 | 2,23

2 | 152| 56 | 52,70 -590 | 34,81 | -9,20 84,69 | 3,30 10,91

3 167 77 | 67,38 1510 | 228,01 | 548 | 30,06 | 9,62 | 92,50
4 | 153 49 | 53,68|-12,90 166,41 @ -822 | 67,63 | 4,68 21,87
5 | 161| 72 | 61,51 10,10 | 102,01 | -0,39 = 0,15 | 10,49 | 110,07

Influéncia d’un valor
atipic

En la mostra (c) hem eliminat
el valor atipic i hem represen-
tat de nou el diagrama de dis-
persi6 i la recta de regressié 1
i el diagrama de residus 2.
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A A S AL e R A e ¢

6 168 62 68,36 0,10 0,01 6,46 41,75 -6,36 40,47
7 167 68 67,38 6,10 37,21 5,48 30,06 0,62 0,38
8 153 48 53,68 | -13,90 | 193,21 -8,22 67,63 -5,68 32,22
9 159 57 59,55 | -4,90 24,01 -2,35 5,52 -2,55 6,50
10 173 67 73,26 5,10 26,01 11,36 128,97 | -6,26 39,14
) 61,9 812,90 456,61 356,29

és facil representar el diagrama de residus:

Residus

Diagrama de residus per al problema
de les algcades i els pesos

10

50

60

Valors estimats

70

No podem observar cap tipus d’estructura en la representacio; per tant, podem concloure
que el model de regressié obtingut és un bon model per a explicar la relaci6 entre totes

dues variables.

6. Resum

En aquesta segona sessio, hem introduit una mesura numerica de la bondat de

I'ajust de la recta de regressio a les observacions. Aquesta mesura la fem amb el

coeficient de determinaci6 R?. $’ha discutit la interpretaci6 dels valors que pot

prendre. A continuacié hem vist el coeficient de correlacié mostral, r, que ens

mesura el grau d’associacio entre dues variables. Hem comprovat que en la re-

gressio lineal simple, R?ir coincideixen. Finalment, hem comentat la importan-

cia de fer una analisi dels residus per a fer un diagnostic del model lineal

obtingut.
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Exercicis

1.
Una botiga d’ordinadors va fer un estudi per a determinar la relaci6 entre les
despeses de publicitat setmanal i les vendes. Es van obtenir les dades segiients:

Despeses en publicitat Vendes
(x 1000 €) (x 100.000 €)
40 380
25 410
20 390
22 370
31 475
52 450
40 500
20 390
55 575
42 520

Amb aquestes dades s’han obtingut les quantitats segiients:

10 10 10

i=1 i=1 i=1

10 10
Y (x-%)" = 1.522,1 S (vi—7)” = 43.590,0

i=1 i=1

10
S (i)’ = 23.793,66

i=1
I la recta de regressio: y = 308,88 + 3,95x

A partir de tota aquesta informacio, calculeu el coeficient de determinacio6 i el
coeficient de correlacio.

2.

El departament de personal d'una empresa informatica dedicada a la introduc-
ci6 de dades ha fet un programa de formacio inicial del personal. La taula se-
glient indica el progrés obtingut en mecanografia de vuit estudiants que van
seguir el programa i el nombre de setmanes que fa que el segueixen:

Nombre de setmanes Guany en velocitat (p.p.m.)
3 87
119

5
2 47
8 195
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Nombre de setmanes Guany en velocitat (p.p.m.)
6 162
9 234
3 72
4 110

La recta de regressio calculada a partir d’aquestes dades és:

y =1,659 + 25,318x

a) Calculeu el coeficient de determinacio.
b) Feu una analisi dels residus i comenteu-lo.

Solucionari

1.
Calculem el coeficient de determinaci6 a partir de 1’expressio:

> _ SQR
R = sar

Aquestes dades ens la proporciona l’enunciat del problema, ja que:

10
* La suma dels quadrats de la regressi6 és: SQR = Y (i 7}7)2 = 23.793,66

i=1

10
* Ila suma dels quadrats totals és: SQT = Y (y,-—}‘/)2 = 43.590,0

i=1

10

> -7’
.p2 - SQR _ -, _ 23.793,66 _
De manera que: R SQTr 1 T 13590, 0,5458
> i—y)

i=1

Que podem interpretar com que el model de regressio lineal explica el 54,58%

de la variabilitat de les vendes.

A partir d’aquest valor, podem calcular el coeficient de correlacié tenint en

compte que:

R*=r

De manera que el coeficient de correlacio és 'arrel quadrada del coeficient de

determinacié amb el mateix signe del pendent de la recta de regressio.

La recta de regressio és: y = 308,8 + 3,95x. El pendent és positiu, de manera
que tenim una relaci6 positiva entre les despeses en publicitat i vendes. Com

més s’inverteix en publicitat, més es ven.

Aixi, doncs, el coeficient de correlacio és:

r = +JR? = +.J0,5458 = 0,7388
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2.

a) El primer que farem sera construir la taula de calculs:

i X Yi i Yi- ¥ vi-v? -7 -y’

1 3 87 77,61 -41,25 1.701,56 -50,64 2.564,11
2 5 119 128,25 -9,25 85,56 0,00 0,00
3 2 47 52,30 -81,25 6.601,56 -75,96 5.769,16
4 8 195 204,20 66,75 4.455,56 75,95 5.768,86
5 6 162 153,57 33,75 1.139,06 25,32 640,95
6 9 234 229,52 105,75 11.183,06 101,27 10.255,82
7 3 72 77,61 -56,25 3.164,06 -50,64 2.564,11
8 4 110 102,93 | -18,25 333,06 -25,32 641,05
z 1.026 28.663,50 28.204,05

SQR =28.204,05 SQT = 28.663,50
R? = 28.204,05 / 28.663,50 = 0,9920

El model de regressio6 lineal explica el 99,20% de la variancia de la mostra. Te-

nim bondat en l'ajust.

b) Per a fer I’analisi dels residus, en primer lloc calcularem els residus i després

farem la representacio grafica.

i Xj Vi yi e =y~ Vi
1 3 87 77,61 9,39
2 5 119 128,25 -9,25
3 2 47 52,30 -5,30
4 8 195 204,20 -9,20
5 6 162 153,57 8,43
6 9 234 229,52 4,48
7 3 72 77,61 -5,61
8 4 110 102,93 7,07

Si representem el valor del residu enfront del valor ajustat, tenim el diagrama

dels residus segiient:

Diagrama de residus

Residus 10 —

-10 —

50

150

Ll
250

Valors estimats
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No observem cap mena de forma determinada en els punts d’aquesta grafica.

Aquest resultat juntament amb el coeficient de determinaci6 tan alt ens fa
concloure que el model lineal és adient per a tractar aquest problema.
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Annexos

Annex 1

Descomposicié de la suma de quadrats total

A continuacio, veurem que la suma de quadrats total de les observacions (SQT)

es pot expressar de la manera segiient:
SQT =SQR + SQE
on:

* SQR és la suma de quadrats de la regressio.
e SQE és la suma de quadrats dels residus.

A partir de la definici6 de residus de la regressié com la diferencia entre els va-
lors observats i els valors estimats per la recta de regressio:

ei=Yi= Vi
Podem escriure:

Vi= Vi +e;

I si ara restem al dos membres d’aquesta igualtat la mitjana de les observacions
y;, obtenim una expressio que ens relaciona les desviacions respecte de la mit-

jana, de les observacions i dels valors estimats:
yvi=¥ = i=yte
Elevant al quadrat i sumant tots els valors:

n n

S0 = SIGi-prel = S G- 2y i-Pe+ Y e

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

X

2y (ni-Pei = Yye-Yyei= Y ye-7Y e=0+0=0

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

T

0 0

n n
Per tant, n’hi ha prou de veure que yie; =0 i >e=0.

i=1 i=1
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Observem que a partir de les equacions normals:

n n

0= Z()/,-—ﬁo—élxi) = Z(Yi_;/i) =>e¢

i=1 i=1 i=1

0= Z(Yi*[%O*[glxi)Xi = > ex;
i=1

i=1 i =

I, per tant:

n n n

Z)A/iei = Z(éO*élxi)ei = éozei+élzeixi =0
i-1 i-1 i-1 i

i= = =1

Hem demostrat aixi que:

S = St Y el

i=1 i=1 i=1
Si anomenem:
; yi— ;T/)2 = 8QT Suma de Quadrats Totals.
i=1
" (-7 = SQR Suma de Quadrats de la Regressio.
i=1
Z”: e; = SQE Suma de Quadrats dels Errors.

i=1

Tenim que: SQT =SQR + SQE.
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Inferéncia en la regressio

1. Introduccio

En altres sessions ens hem preocupat d’estudiar la relaci6 lineal entre dues va-
riables X i Y a partir dels valors observats en una mostra. Si en el diagrama de
dispersi6 observavem una relaci6 lineal, aleshores calculavem la recta que mi-
llor s’ajustava a les nostres dades fent que la suma dels quadrats dels residus

fos minima. Es I’anomenada recta de regressio.

Ara canviarem el punt de vista i pensarem que aquesta mostra d’observacions
prové d’una poblacié. Ens preguntem si aquesta relacio lineal la podem esten-

dre d’alguna manera a tota la poblacio.

2. El model de regressio en la poblacio

Model de regressi6 lineal

Es molt important tenir present que, per a un mateix valor de la variable X, es
poden observar diferents valors de la variable Y, és a dir, associat a cada valor
de X no hi ha un anic valor de Y, sin6 una distribuci6 de freqiiencies de Y. Ai-
x0 es deu al fet que Y no solament depen de X, sin6 també d’altres factors di-
ficilment quantificables o simplement desconeguts. La influéncia d’aquest
conjunt de factors és la que determina que la relacio entre X i Y sigui estadis-
tica i no determinista. Tots aquests factors son els responsables dels errors o

residus.

Donada una mostra d’observacions (x;, y;), i = 1, ... , n d’'individus d'una po-

blacio, ja sabem trobar la recta de regressio lineal y = Bo+ B1x.
Si tenim en compte que anomenavem residu o error la diferencia entre el valor
observat i el valor estimat e¢; = y;— y;, per a una observaci6 y;, podem escriure:
yi = yite;,eésadir

Yi = PBotPix+e

Aix0 mateix ho podem fer amb diverses mostres d’aquesta mateixa poblacio.

Exemple de les alcades i els pesos

Considerem les observacions dels pesos (kg) i alcades (cm) de tres mostres d’alumnes de
la UOC i les rectes de regressié corresponents:

El pes depen de I'alcada
i d’altres factors

Enl’exemple de la relacié entre
el pesil’alcada de les persones,
és evident que hi ha molts fac-
tors, com poden ser aspectes
genetics, I'activitat fisica, I'ali-
mentacid, etc., que fan que
una persona d’una determina-
da alcada tingui un pes o un al-
tre. Per a una alcada fixa, de
per exemple 170 cm, no totes
les persones tenen el mateix
pes.
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Individus i=1|i=2|i=3| i=4|i=5|i=6| i=7| i=8| i=9| i=10

Alcada (x;;) | 161 | 152 | 167 | 153 | 161 | 168 | 167 | 153 | 159 | 173

Pes (y;i) 63 56 77 49 72 62 68 48 57 67

La recta de regressié corresponent és: y =-96,112 + 0,979x.

Individus i=1 | i=2 | i=3 | i=4 | i=5 | i=6 | i=7 | i=8
Alcada  (x;) 161 | 152 | 167 | 153 | 161 | 168 | 167 | 153
Pes (v 63 56 77 | 49 72 62 68 | 48

La recta de regressié corresponent és: y =-82,614 + 1,029x.

Individus i=1 | i=2 | i=3 | i=4|i=5|i=6 | i=7 | i=8 | i=9

Alcada (x;) 161 152 | 167 | 153 | 161 168 | 167 | 153 | 159

Pes (vip) 63 56 77 49 72 62 68 48 57

La recta de regressié corresponent és: y =-98,582 + 0,94x.
Observem que els valors obtinguts per cada coeficient son relativament similars:
Bo:-96,112; -82,614; —98,528

B1:0,979; 1,029; 0,945

Podem pensar que si agafem més mostres de la mateixa poblacid, anirem obtenint coefi-
cients semblants a aquests.

Ara l'objectiu és donar un model per a tots els individus de la poblaci6. Aquest

vindra donat per una expressié analoga a les trobades per les mostres.

Anomenem model de regressio6 lineal per a la poblaci6:

Vi = BotBixte;

Per a trobar aquest model per a la poblaci6, n’hauriem d’estudiar tots els indi-
vidus. Aix0 és practicament impossible, de manera que I’haurem d’estimar a
partir dels resultats calculats per a una mostra. Es a dir, haurem de fer inferén-

cia estadistica.
Abans de continuar, ens calen fer dues suposicions molt importants:

1) Els errors es distribueixen segons una distribucié normal de mitjana zero i

variancia o2.

2) Els errors son independents.

Notacio

No posem els “barrets” sobre
els parametres per a indicar
que ara es tracta de la recta
de regressi6 per a la poblaci6.

Distribucié dels errors
en la realitat

La distribucié dels errors és
diferent per a diferents valors
de X. Perexemple, les persones
que mesuren prop de

160 cm varien menys en pes
que les persones que mesuren
185 cm. De totes formes,
acceptarem la suposicié

que sempre sén iguals.
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Amb aquestes suposicions tenim que:

1) Per cada valor fix x de X obtenim una distribuci6 de valors y de la variable Y.
I per cadascuna d’aquestes distribucions en podem calcular la mitjana o espe-

ranc¢a matematica:

Hy = E(Y|x) = E(Bo+B1x+e) = Bot Prx+E(e) = Pot+Pix
2) També podem calcular la seva variancia:

Var(Y|x) = Var(By+px +e) = Var(B+B,x) + Var(e) = 0+o° = o~

Cada distribuci6 de valors de Y té la mateixa variancia o2, que és la variancia

dels residus.

En el grafic veiem la recta de regressio lineal per a la poblacié.

Recta de regressio lineal per a la poblacio

y:B1|+ le

Es important tenir present que per a tenir ben determinat el model de regressié

per a la poblacid, hem de coneixer tres parametres: fq, By i o2,

Aquests parametres desconeguts els haurem d’estimar a partir d'una mostra de

la poblacio.

Com es veu en la sessi6 “El model de regressio simple”, els parametres de la recta
s’estimem pel metode dels minims quadrats. Aquest metode determina aquells

valors dels parametres que fan minima la suma dels quadrats dels residus:

> Xi=X)(yi—Y)

T .
B0=V—B1X,‘31:f§:’ 1
X

n

Y (- %)

i=1

Distribucio de les mitjanes

El primer resultat ens diu que
aquestes mitjanes es troben si-
tuades sobre una recta.
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De manera que fo i B1 sOn els valors estimats (o “estimadors”) dels parametres

Bo i B; de la poblacié. I la recta que millor s’ajusta a les dades és:
yi= [%0 + [%1)(,'

Encara ens falta estimar la variancia dels errors aleatoris, 2. Aquest terme re-

flecteix la variaci6 aleatoria al voltant de la veritable recta de regressio.

Si considerem els residus de la regressié com a estimacions del valors dels errors
aleatoris, aleshores en podem estimar la variancia a partir de la variancia dels re-

sidus:

(Yi*}A’i)Z

™M =

s =n—2

i=1

S

i

(yi —[;0 - élxi)z

™M =

1

Hem dividit la suma de les desviacions al quadrat per n — 2, no pas per n — 1.
Aix0 és perque estimem la mitjana de Y per a un valor donat de X amb una
féormula que conté dos parametres estimats a partir de les dades de la mostra
(Bo i [Ah ). Direm que “hem perdut dos graus de llibertat”.

Exemple de les alcades i els pesos

Considerem les observacions dels pesos (kg) i alcades (cm) d'un conjunt de deu persones:

Individus (i) | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Alcada (x) 161 | 152 | 167 | 153 | 161 | 168 | 167 | 153 | 159 | 173

Valor mitja

Hem d’interpretar

yi = Bot B
com I'estimacié del valor mitja

de la distribucié Y per a un va-
lor fix X = x;.

Terminologia

Habitualment, s2 es denomina
variancia residual.

Perdua de graus
de llibertat

El raonament és el mateix que
el que fem en justificar la divi-
si6 per (n—1) en la férmula de
la variancia mostral:

n

3 (- %)’
2 _ =1
Sx n-1
Ho fem perque hem perdut un
grau de llibertat en estimar la
mitjana a partir de les dades de
la mostra.

Pes (§7) 63 56 77 49 72 62 68 48 57 67

La recta de regressi6é corresponent és:
y =-96,112 + 0,979x

Per a fer els calculs més comodes, és aconsellable construir la taula de calculs per la varian-
cia dels residus que es mostra tot seguit.

i Xi Yi i X=X (x;-%)* e =Yy e

1 | 161 | 63 61,51 ~0,4 0,16 1,49 2,225
2 | 152 56 52,70 9,4 88,36 3,30 10,908
3 | 167 | 77 67,38 5,6 31,36 9,62 92,498
4 | 153 | 49 53,68 8,4 70,56 4,68 21,868
5 | 161 | 72 61,51 ~0,4 0,16 10,49 110,075
6 | 168 | 62 68,36 6,6 43,56 -6,36 40,468
7 | 167 | 68 67,38 5,6 31,36 0,62 0,381
8 | 153 48 53,68 8,4 70,56 5,68 32,220

A la sessié “El model de regressio 0
simple” es dedueix la recta de

regressio corresponent a aquest

exemple.
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. ~ - =2 2 2
i X; Yi Yi Xi— X (x;—X) e =YV e;
9 159 57 59,55 -2,4 5,76 -2,55 6,504
10 173 67 73,26 11,6 134,56 -6,26 39,143
1.6
) 14 619 476,4 356,290

La vuitena columna té els quadrats dels residus. Sumant totes les dades i dividint pel
nombre d’observacions menys 2, és a dir, per 10 — 2 =8, obtenim la variancia dels residus:

2 1w, s 356290
s° = nfzz(y" Vi) 102 44,536
i-1

3. Distribucié probabilistica del pendent ([%1)

L'ordenada a l'origen B, ens informa del valor mitjana de la variable Y per a
un valor de X igual a zero. No sempre té interpretacio realista en el context del
problema: per aquest motiu, inicament considerarem fer inferéncia estadisti-
ca sobre el pendent.

Per a poder fer inferéncia estadistica (fer contrastos d’hipotesis i cercar inter-
vals de confianca), sera necessari coneixer la distribuci6 de probabilitat de B .

Del model de regressio lineal, tenim que [31 és una combinaci6 lineal de les
observacions y;; i si aquestes tenen una distribucié normal i sén independents
(tal com hem suposat en establir el model de regressi6), aleshores [%1 també
tindra una distribucié normal. Tindrem ben determinada aquesta distribuci6
quan en coneguem l’esperanca i la variancia.

A partir de 'expressioé de 31 podem trobar el valor esperat i la variancia. Els desenvolupaments matematics 0

es mostren en I'annex d’aquesta
sessio.

e Valor esperat de [31 :

EB) = B

El pendent estimat de la recta esta distribuit segons una distribuci6é normal
amb una mitjana igual al valor d’aquest parametre per a la poblaci6. Encara
que aquest valor és desconegut, aquest resultat ens sera molt atil per a tenir
informacio6 de la poblaci6 fent infereéncia estadistica. Aixo ho veurem una

mica més endavant en aquesta sessio.

e Variancia de B :



© FUOC » P08/05057/02311 45 Regressi6 lineal simple

A continuaci6, veurem que ens fara falta la informaci6 de la mostra, ja que o>

és un valor desconegut que haurem d’estimar.

4. L’interval de confianca per al pendent

Acabem de veure que les suposicions del model de regressio6 lineal simple impli-

quen que el parametre 1 ésuna variable aleatoria distribuida normalment amb:

— Mitjana: B,

2

~ Variancia: ¢} = —>—;
> (xi—X)
Com que aquesta variancia o2 és desconeguda, I’haurem d’estimar a partir de
la variancia mostral que ja hem calculat anteriorment:
n A ~
= o3 (i Bo - B’
i=1

sT =
n

Definim I'error estandard del pendent com a:

Sé = + 5—22
! N (Xi—X)

Com que B1 segueix una distribuci6 normal amb variancia desconeguda (ja

que no es coneix o), aleshores la variable tipificada:

551

[31—31

té una distribuci6 t de Student amb n — 2 graus de llibertat.

Interval de confianca pel pendent
Amb tot aix0, tenim que un interval de confianc¢a de 100 (1 — a))% pel amb un nivell significatiu c.

pendent B, de la recta de regressié poblacional ve donat per:

[B1— Las2.n-285, < Bi<Pi+ tas2,n-253,1

ja que:

P(ta/z, n-2 =

Aquest interval esta centrat en l'estimaci6 puntual del parametre, és a dir, a [%1
ila quantitat en que s’allarga a cada costat de I'estimacio depen del nivell de-
sitjat de confianga, o (mitjang¢ant el valor critic £, ,_,) i de la variabilitat de

I'estimador B: (mitjancant Sfil)'
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Exemple de les alcades i els pesos

Considerem una vegada més I'exemple dels pesos i les alcades d’una mostra de deu
persones. La recta de regressié corresponent era: y =-96,112 + 0,979x, de manera que
B1 =0,979.

Calcularem un interval de confianca del 95% per al pendent. Per tant, o = 0,05 i mirant
la taula de la t de Student tenim un valor critic de t Join—z = to,0258 = 2,3060.

Per a calcular 'interval de confianca: [fh -t/ w253 <B; < ﬁl + tm/2 w25 ], abans
hem de calcular: ’ ! ’ !

2

. 2 _ S
B1 Z(XI*X)
on:
- Ly g’

Anteriorment, ja hem calculat la variancia dels residus:

n

» 1 -2 356,290 _

ST 5 2 Wiyt = gty T 44,536
i=1

1
De manera que:

2
2 S _ 44,536 _ 0,093

SA =
By Z(Xi—)?)z 476, 4

Per tant, l’error estandard del pendent sera: S, = 40,093 = 0,306 .
I l'interval de confianca és: [0,979 - 2,3060 - 0,306; 0,979 + 2,3060 - 0,306].

Finalment tenim, [0,274; 1,684]. Aixi, doncs, tenim un 95% de probabilitat que el pen-
dent de la recta de regressio per a la poblaci6 es trobi en aquest interval.

5. El contrast d’hipotesis sobre el pendent

Observem que si en el model de regressio lineal el pendent és zero, aleshores
la variable X no té cap efecte sobre la variable Y. En aquest cas, direm que X
no és una variable explicativa del model.

En aquest apartat farem un contrast d’hipotesi sobre el pendent de la recta de
regressio per a saber si podem afirmar o no que aquest és igual a zero.

Com en tots els contrastos d’hipotesis, seguirem els passos segiients:

1) Establim les hipotesis nul-la i alternativa:

e Hipotesi nul-la: Hy: B1 =0, és a dir, la variable X no és explicativa
e Hipotesi alternativa: H;: By # 0, és a dir, la variable X és explicativa
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No rebutjar la hipotesi nul-la vol dir que no es pot considerar el parametre
B; significativament diferent de zero. Es a dir, la variable X no té influéncia
sobre la variable Y i, per tant, no hi ha una relaci6 lineal entre totes dues va-

riables.
2) Fixem un nivell significatiu o.

3) Sota el suposit de la hipotesi nul-la certa (§; = 0), tenim l'estadistic de con-

trast:

que correspon a una observacio d'una distribucio t de Student amb n — 2 graus
de llibertat.

4) Finalment, podem actuar de dues maneres:
a) A partir del p-valor. Aquest valor és: p = 2P(t,,_, > It).

e Sip < aesrebutja la hipotesi nul-la Hy
e Sip>ano esrebutja la hipotesi nul-la Hj

b) A partir dels valors critics +t, ,,_», de manera que:

* Siltl >t,p 4,2 esrebutjala hipotesi nul-la Hy; per tant, hi ha una relacio
lineal entre les variables X i Y.
e Siltl <typ ,p no esrebutja la hipotesi nul-la Hy, per tant, no hi ha una

relacio lineal entre X i Y. Diem que la variable X és no explicativa.

Exemple de les alcades i els pesos

Continuant amb "exemple de les alcades i els pesos, volem contrastar la hipotesi nul-la
que la variable X no és explicativa de la variable Y, és a dir, que el pendent de la recta de
regressio és zero.

1) Establim les hipotesis nul-la i alternativa:

Hipotesi nul-la: Hy: ;=0
Hipotesi alternativa: Hy: B #0

2) Calculem l’estadistic de contrast: t = By _ 3,202

B1
Segueix una distribuci6 t de Student amb n - 2 = 10 — 2 = 8 graus de llibertat.

3) Establim un criteri de decisi6 a partir d'un nivell significatiu a fixat: si escollim un ni-
vell significatiu de o = 0,05:

a) A partir del p-valor: P(Itl > 3,202) = 2P(t > 3,202) = 2 - 0,0063 = 0,0126 < 0,05; per tant,
rebutgem la hipotesi nul-la.

b) A partir del valor critic que €s £ 9255 = 2,3060, com que 3,202 > 2,306 tenim la mateixa
conclusioé: rebutgem la hipotesi nul-la i podem concloure que la variable alcada és expli-
cativa del pes de les persones amb un 95% de confianca.

Interpretacié geometrica

No rebutjar Hy vol dir que la
recta estimada té un pendent
nul i, per tant, per a qualsevol
valor de X la variable Y pren un
mateix valor.

Recordem que...

... €l p-valor és la probabilitat
del resultat observat o d’un
de més allunyat si la hipotesi
nul-la és certa.
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6. Resum

En aquesta sessié dedicada a la regressio lineal simple hem considerat que les
nostres observacions sobre dues variables X i Y sé6n una mostra aleatoria d’'una
poblacio i que les fem servir per a extreure algunes conclusions del comporta-
ment de les variables sobre la poblaci6. Hem establert el model de regressio lineal
amb les seves hipotesis basiques més importants i hem vist com fer inferéncia so-
bre el pendent de la recta obtinguda a partir de la mostra i, en particular, com
calcular un interval de confianca i com fer un contrast d’hipotesi per a decidir si
la variable X ens explica realment el comportament de la variable Y.
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Exercicis

1.

El departament de personal d'una empresa informatica dedicada a la introduc-
ci6 de dades ha fet un programa de formaci6 inicial del personal. La taula se-
glient indica el progrés obtingut en mecanografia de vuit estudiants que van

seguir el programa, i el nombre de setmanes que fa que el segueixen:

Nombre de Guany en velocitat
setmanes (p.p-m.)

3 87

5 119

2 47

8 195

6 162

9 234

3 72

4 110

La recta de regressio calculada a partir d’aquestes dades és:

i =1,659 + 25,318y,

a) Calculeu un interval de confianca del 95% pel pendent de la recta de re-
gressio.

b) Feu un contrast d’hipotesi amb un nivell de significaci6é a = 0,05, per saber
si la variable “nombre de setmanes” és explicativa de la variable “guany de ve-

locitat”.

2.
Una botiga d’ordinadors va fer un estudi per a determinar la relacié entre les

despeses de publicitat setmanal i les vendes. Es van obtenir les dades segiients:

Despeses en publicitat Vendes
(x 1.000 €) (x 1.000 €)
40 380
25 410
20 390
22 370
31 475
52 450
40 500
20 390
55 575
42 520
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Amb aquestes dades s’han obtingut les quantitats segiients:

10 10 10

i=1 i=1 i=1

10 10

3 (x-%) = 1.522,1 S (y;i-7)° = 43.590,0
i=1 i=1

10 10

S (i)’ = 23.793,66 S (i—y)° = 19.796,34

i=1 i=1
I la recta de regressio: y = 308,8 + 3,95 x.

A partir de tota aquesta informacio, calculeu un interval de confianca del 95%
per al pendent.

Solucionari

1.
a) Interval de confianca:

Volem un interval de confianca del 95%, per tant, o = 0,05 i mirant la taula
de la t de Student per 6 graus de llibertat, tenim un valor critic de t,/5., 5 =
= 10,025;6 = 2,4469.

Com sempre, el primer que farem és una taula de calculs adient amb el que
ens demanen en aquest problema:

i Xi Yi x-% | (x-%7 i e = yi—yi e

1 3 87 -2 4 77,61 9,39 88,116
2 5 119 0 0 128,25 9,25 85,544
3 2 47 3 9 52,30 5,30 28,037
4 8 195 3 9 204,20 -9,20 84,695

5 6 162 1 1 153,57 8,43 71,115

6 9 234 4 16 229,52 4,48 20,061

7 3 72 -2 4 77,61 -5,61 31,506
8 4 110 -1 1 102,93 7,07 49,971

z 40 1.026 35 44 459,045

L'interval de confianca ve donat per:
[B1—tosz,n-285 <B1<P1+ Loz n 28]
I ja estem en condicions de calcular cadascun d’aquests termes:

2
2 s _ 76,507 _ | a9

oy-n? 440
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S W Ly - 459,045 _
on s _n—Z; T 76,507

Per tant: s; = J1,739 = 1,319
I I'interval de confianca és:
[25,318 — 2,4469 - 1,319; 25,318 + 2,4469 - 1,319]
Es a dir,
[22,092; 28,545]
b) Contrast d’hipotesi per a = 0,05:
1) Establim les hipotesis nul-la i alternativa:

Hipotesi nul-la: Hy:B1=0
Hipotesi alternativa: ~ Hq: 7 #0

2) Calculem l'estadistic de contrast:

t =B~ 19 200
Shy

Segueix una distribuci6 t de Student amb n — 2 = 6 graus de llibertat.

3) Conclusi6: com que per a a = 0,05 tenim un valor critic fy g25,6 = 2,4469
més petit que 'estadistic de contrast t = 19,200, aleshores rebutgem la hipotesi
nul-la, de manera que el pendent és diferent de zero i la variable “nombre de
setmanes” és explicativa del “guany de velocitat”.

2.
L'interval de confianca ve donat per:

[Bi—tosz,n255 <B1<P1t Loz 0 25]
Ens fa falta calcular l'error estandard del pendent i trobar els valors critics.
1) Error estandard del pendent:

Primer calculem:

5t - 19.796,34

s? = Lzz = =220 = 2.474,54

10-2
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de manera que:

2 s> _2.474,54

Sp T Snox) 15221

- 1,626

Per tant, I'error estandard del pendent val: 5; = J1,626 = 1,275
2) Un interval de confianca del 95% amb n = 10, tenim uns valor critics:
t0,025:8 = £2,3060
3) Per tant, 'interval de confianca és:
[3,953 - 2,3060 - 1,275; 3,953 + 2,3060 - 1,275]
Es a dir:
[1,013; 6,894]

Aquest interval de confianca no conté el valor zero, per tant, aquest resultat
ens diu que la despesa en publicitat és explicativa de les vendes amb una con-
fianca del 95%.
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Annexos
Annex 1
a) Valor esperat de [31 :
EBr) = B,
Manipulant una mica l'expressié que tenim per a ﬁl :

n

> Xi=0)yi=y) o,

~ S . (x;—X)
B1 = ;XZX = i=1 - _ Z . i i
X =\2 i= =\2
> (x;—X) =l (xj—%)
j=1 j=1
. (-1 e B s
Sifem: w; = ————— podem escriure: f1 = 3 wy;.
DGR
j=1

Si ara en calculem el valor esperat:

n n

E(B1) = E(z w,-y,-] = Y Ewy) = Y wEQ) =

i=1 i=1 i=1

= Y WiBotBixi) = Y WiBot Biwix; =

i=1 i=1

n

= Y WiBot Y Bawix; = Bo X Wit By Y wix;

i=1 i=1 i=1 i=1
Veiem que: Y w; = 0 ique Y wix; =1
i=1 i=1
Sw= Y - 5 (-9 = 0
e D M o N
i=1 i=1

n

Per a calcular el terme ) w;x;, farem servir la igualtat segtient:
i=1

n n n n n n
ZW,(X;—)_() = ZW,'XI'— ZW,)_( = zWiX,'—)_(ZW,' = ZW,'Xi

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Propietat de la linealitat

La propietat de la linealitat
de I'esperanca d’una variable

ECkX) = KE(X).

Observacio

Com que:

és facil veure que:

n

> (%) =0

i=1
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n

Jaque: > w; =0

i=1

De manera que:

) . i > (x;— %)’
Sw %) =y oy — sl
- Y (%) > (x-%)

i=1

n
Aixi, doncs: Y wix; = 1
i=1

[, finalment, tenim que: E(lf’n) = B

b) Variancia de [%1:

oh = Var(fh) = Var(z wiy,]

i=1

n

= 3 Var(wy,) = ¥ wiVar(y) =

i-1 i=1 i-1
2
n n ( _) 1
2 2 2 X;—X 2
=oc YW =0) ——" L =c -
. S _ _.2
o Uy (y-®)? > (% -X)
i=1 i=1
2
c

. ix hooz 2
Tenim que la variancia de B és: o}

n

Y (x-%)

i=1

Propietat de la variancia

Var(kX) = k2Var (X)




