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Introduccio a les variables aleatories.
Variables aleatories discretes

En el modul anterior hem vist el concepte de probabilitat i com podiem utilit-
zar-lo per a modelar el resultat d'un experiment.

Considerem, per exemple, 1'espai mostral que obtenim si llancem una mone-
da 3 vegades. En aquest cas l'espai mostral té 8 elements i és el segiient:

Q ={(C,C,C),(C,CH),+,C,O),(C,+,C), (C,+,+),(+,C,+),(++C), (+++)}

on C indica que ha sortit una “cara” i + indica que ha sortit una “creu”. Tenim
també una probabilitat sobre aquest espai mostral, en concret sabem que la
probabilitat de cadascun dels elements de ’espai mostral és d'1/8.

1. Introduccio a les variables aleatories

Ens podria, pero, interessar estudiar el nombre de cares que han sortit. Obte-
nim aixi una funci6, que anomenarem X, que a cada element de 1’espai mos-
tral li fa correspondre un valor numeric, el corresponent al nombre de cares,

per exemple, X((C,C,+)) =2.

Un cop tenim definida aquesta funci6 X, ens podem plantejar preguntes com
“quina és la probabilitat que surtin dues cares?” que podem formalitzar com
el calcul de la probabilitat del succés {X = 2}. Fixeu-vos que:

{X = 2} = {(CICI+)I (CI+IC)I (+ICiC)}
Aixi,

P(X=2)=

ol

Aquesta funci6 X sera el que anomenarem una variable aleatoria.

Una variable aleatoria és una funcié que associa un valor numeric a
cada element de 1’espai mostral.

Altres exemples de variables aleatories

Si considerem com a espai mostral els estudiants d’aquesta assignatura, la funci6 que as-
socia a cada individu el seu pes és una variable aleatoria.

Si considerem com a espai mostral el resultat del llancament de 5 daus, podem considerar
diverses variables aleatories com: el maxim dels 5 daus, el minim dels 5 daus o la suma
dels 5 daus.

Espai mostral

Es I'espai amb tots els possibles
resultats del nostre experiment.

Alea jacta est

El mot aleatori prové del fet
que utilitzem les variables alea-
tories per a formalitzar feno-
mens en qué intervé |'atzar.
Recordeu que a les pel-licules
de romans diuen alea jacta est,
que en catala seria la sort ja es-
ta tirada.
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Estudiarem basicament dos tipus de variables aleatories, les variables aleatories
El nostre entorn...

discretes i les variables aleatories continues (n’hi ha d’altres tipus que no estu-

... esta ple de variales
aleatories. Només un exemple,

una variable aleatoria pren valors només sobre un conjunt finit és una variable el nombre de lletres de cada
pagina d’aquestes notes.

diarem). Com a idea basica les podem diferenciar de la manera segiient: quan

aleatoria discreta i quan pren valors sobre tot un interval dels nombres reals

és una variable aleatoria continua. Aquesta definicid no €s rigorosa, pero ens

serveix per a fer-ne una primera aproximacio.

2. Variables aleatories discretes

. < . . , . .. Conjunt numerable
Una variable aleatoria discreta és una variable aleatoria que pot pren- de valors

. ) -
dre un nombre finit 0 numerable de valors, on cadascun d’aquests va- Es aquell que podem numerar

lors té una probabilitat més gran de zero de ser observat. utilitzant els nombres naturals.

Fixeu-vos en els exemples que hem donat de variables aleatories. N'hi ha de va-
riables aleatories discretes i n’hi ha que no ho sén. L'exemple dels daus és un cas
clarament discret, on la variable aleatoria que ens dona el maxim dels 5 resultats
només pot assolir un dels 6 valors segiients: 1, 2, 3, 4, 5 i 6. Som, a més, capagos

de calcular la probabilitat que la variable prengui cadascun d’aquests valors.

Exemple de les tres monedes

Si llancem tres vegades una moneda, el conjunt de resultats possibles és:

Q = {(c,6,0),(c,c,4),(+,,0),(c+,0), (¢,4,+),(+,c,+),(++,0), (++,+))

on ¢ indica una “cara” i + indica una “creu”. En aquest espai mostral podem definir mol-

tes variables aleatories diferents. Anomenarem X el nombre de cares que han sortit.
Aquesta variable pot prendre els valors segiients:

Vel F))(OSSIbles Resultats del llancament del dau
0 (+++)
1 (6++),(+,64),(+,+,0)
2 (6.6 +),(+,6,0,(¢+.0)
3 (¢c0

Podem veure quina és la probabilitat associada a cadascun dels possibles valors
de la variable X. De la taula anterior i sabent que els resultats son equiproba-
bles, és ben clar que obtenim les probabilitats segiients:

Valors possibles

e x P(X = x)
0 1/8
1 3/8
2 3/8

3 1/8
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Utilitzant aquesta taula, és facil calcular la probabilitat de qualsevol esdeveniment que es
pugui escriure en termes de la variable X. Per exemple, podem contestar la pregunta,
“quina és la probabilitat que surti més d’una cara?”

P(X>1) = P({X=2}U{X=3)) = P(X=2)+P(X=3) =

QoI

Fixeu-vos que podem tenir successos amb probabilitat zero. Per exemple, “quina és la
probabilitat que surtin 4 cares?” Es clar que la probabilitat és zero!

2.1. Funcid de massa de probabilitat i funcié de distribucid

Una variable aleatoria discreta quedara determinada si coneixem quina és
la probabilitat que prengui cadascun dels possibles valors. La funcié que
ens dona la probabilitat de cada valor es coneix com la funcié de massa de
probabilitat.

La funci6 de massa de probabilitat d’'una variable aleatoria és la funcié
que ens dona, per a cada valor x, la probabilitat que la variable tingui
aquest valor, P(X = x).

Una propietat fonamental d’aquesta funcio6 és que la suma de la fun-
ci6 de massa de probabilitat en tots els possibles valors val sempre 1,
és a dir:

YP(X=1x) =1

Recordeu que la probabilitat del conjunt total era 1. Fixeu-vos, per tant, que
en la propietat anterior només recordem aquest resultat, ja que quan sumem
les probabilitats de tots els valors possibles obtenim la probabilitat del conjunt
total.

En definitiva, la funcié de massa de probabilitat ens explica com es distribueix

una probabilitat total igual a la unitat en els resultats que pren la variable X.

Una altra eina fonamental per a l'estudi de les variables aleatories es ’anome-

nada funcié de distribucio.

La funcié de distribuci6 d’una variable aleatoria és la funcié que ens
doéna, per a cada valor x, la probabilitat que la variable tingui un valor
inferior o igual a x, és a dir:

F(x) =P(X <Xx)

Sumatoris

El simbol Zf(x) indica fer un

X
sumatori dels valors de f{(x) per
tots els possibles valors de la x.

CDF

En anglés la funcié de distribu-
cié s'anomena Cumulative
Distribution Function. Aixo fa
gue en el programari estadistic
s’anomeni usualment CDF.




© FUOC » P08/05057/02305 8

Variables aleatories

Per a les variables discretes tenim:

F) = Y P(X=y)

y<x

Aquesta funci6 a vegades és molt atil. Coneixent la funcié de massa de proba-
bilitat podem calcular la funcié de distribuci6 i és facil comprovar que conei-
xent la funci6 de distribucié podem calcular la funci6é de massa de probabilitat.
Quan coneixem una d’aquestes dues funcions direm que coneixem la llei o la
distribuci6 de la variable aleatoria discreta.

Coneixer la llei o la distribucié d’una variable aleatoria X vol dir ser ca-
pacos de calcular qualsevol probabilitat que faci referéncia al compor-
tament de la variable aleatoria X.

Direm aixi que tant la funcié de massa de probabilitat com la funci6 de distri-
bucié determinen la llei de la variable aleatoria. Observeu que dues variables
diferents poden tenir la mateixa llei. Per exemple, si llancem dos daus i consi-
derem les dues variables que ens donen el resultat de cada dau, aquestes dues
variables aleatories tenen la mateixa llei pero no son la mateixa (corresponen
a dos llancaments diferents; en el primer ha pogut sortir un 1 i en el segon ha
pogut sortir un 2).

Exemple de les tres monedes

Reprenem 1’exemple anterior de les tres monedes. A partir de la funci6é de massa de pro-
babilitat podem calcular facilment la funci6 de distribuci6. Per exemple:

P(X<1) = P(X=0)+P(X=1) =

el N

Podem recollir la funci6 de distribucié en la taula segtient:

Valors x P(X < x)
0 1/8
1 4/8
2 7/8
3 1

Fixeu-vos que podem calcular la funcié de distribuci6é per a qualsevol valor de la x. Per
exemple:

F(2,7) = P(X<2,7) = P(X<2) =

[e ] N

Podem dibuixar també els grafics de la funcié de massa de probabilitat i de la funcié de
distribucio.
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Funcié de massa de probabilitat Funcio de distribucio de probabilitat
0,5 - 1,0
0,9
0,4 0,8+
0,7 1
0,3 0,6
0,5
0725 0,4
0,3
0,1 - 0,2
0,1
0,0 T T T T 0,0 - 4 ' } 3 ' ¢
0 1 2 3 -1 0 1 2 3 4 5
Histograma
La funci6 de distribuci6 té algunes propietats importants que cal que de freqiiéncies
coneguem: Si repetim un experiment mol-

tes vegades, I'histograma de
les freqiiencies relatives per a
cada valor s’assembla al grafic
de la funcié de massa de pro-
babilitat.

— Arrenca sempre des de zero i arriba fins a u.

— Es sempre una funcio6 creixent.

La funcié de distribucié...

... esta ben definida en qualse-
vol punt, no sols en els valors x
gue pot prendre la variable
aleatoria.

2.2. Independéncia

Per a finalitzar aquesta sessio, introduim el concepte d’independéncia.

En I’exemple de les tres monedes, la variable X ens donava el nombre de cares
que han sortit. Considerem també la variable Y que valdra 1 si en tirar la mo-
neda la primera vegada surt una cara i valdra O si surt una creu. Finalment de-
finim la Z que valdra 1 si en tirar la moneda la segona vegada surt una cara i

valdra O si surt una creu.

Es clar que si coneixem el valor de la variable Y, ja tenim certa informaci6 so-
bre els valors que pot prendre la variable X. Per exemple, si Y =1, ja sabem que

X no pot ser zero. Aixo ens indica que X i Y no s6n independents.

En canvi, encara que coneguem el valor que pren Y, no tenim cap informacio
sobre qué pot passar amb la variable Z. En aquest cas direm que Yi Z son in-

dependents.

La definici6 rigorosa d’independeéncia entre variables aleatories, que ens per-
metra de tractar facilment amb parelles de variables aleatories, és molt sem-
blant al concepte de successos independents que vam veure en el modul de
“Calcul de probabilitats”.
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Notacio

Les variables aleatories discretes X i Y son independents si:

Obsgrveu que utilitzem la no-
P(X=xY=y)=P(X = x)P(Y = tacio:

( ) =P )P(Y =) P = (=) =
=PX=x,Y=y).
I recordeu que: P(X =x Y =y)
indica la probabilitat que X = x
La definici6 d’independéncia implica que per a tot y amb P(Y =y) > O: si sabem que ¥ =y.

per a tota possible parella de valors x i y.

PX=x1Y=y)=PX =x)

per a tot x.

Exemple de les tres monedes
Recordeu que hem definit les variables X, Yi Z (inici de la subsecci6 1.2.2). Observeu que:
P(X=0,Y=1)=0iP(X=0)= %,P(Y: 1) = %
Per tant, és clar que X i Y no so6n independents, ja que:
PX=0Y=1)#PX=0)PY=1)
D’altra banda, siziyséno 0o 1:
P(Y=y, Z=2)= %,iP(Z:Z):P(Y:y): %
Per tant, és clar que Z i Y soén independents ja que sempre es compleix:

P(Z=2Y=y)=P(Z= 2)P(Y=}).

3. Resum

En aquesta seccié hem apres el concepte de variable aleatoria i n’hem estudiat
un tipus particular: les variables aleatories discretes. Hem presentat els concep-
tes de funci6 de massa de probabilitat i funci6 de distribuci6. Finalment, hem
estes el concepte d’independéncia de successos a variables aleatories.
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Exercicis

1. Tirem 2 vegades un dau i considerem les variables aleatories segiients: Y és
el resultat del primer dau, Z és el resultat del segon dau i X és la suma dels dos
daus.

a) Determineu l'espai mostral associat a I’experiment.

b) Determineu les funcions de massa de probabilitat i de distribuci6 de X. Di-
buixeu-les.

c) Calculeu P(X=2,Y=3),P(X= 8),P(X=7,5), P(X>7),PX<7,5).

d) Son independents les variables XiY ? S6n independents les variables Zi Y ?

2. Un estudiant ha de contestar un qiiestionari amb 4 preguntes. Totes les
preguntes tenen dues possibles respostes. L'estudiant que no s’ha preparat per
al qiiestionari contesta les preguntes a l'atzar. Sigui X el nombre total de res-
postes correctes de l'estudiant i Y el nombre de respostes incorrectes a les tres
primeres preguntes.

a) Calculeu la funci6é de massa de probabilitat de X.

b) Calculeu la probabilitat que I'estudiant contesti almenys una pregunta bé.
c¢) Calculeu P(X =2,Y = 3).

d) S6n independents les variables X i Y ?

Solucionari

1.
a) Sillancem dues vegades un dau, els resultats possibles son totes les parelles
de nombres de 1’1 al 6. Fixeu-vos que el conjunt d’aquestes parelles forma 1’es-

pai mostral i té 36 elements (tenim en compte 1'ordre):

Q={1,1), 1,2, 1,3), .., (6,5), (6,6)}

b) Per a la variable X tenim

Valors possibles X Resultats llancament del dau
2 amn
3 1,2), 2,1
4 1,3), 2,2), 3,1
5 (1,4), 2,3), (3,2), (4,1)
6 (1,5), (2,4), 3,3), (4,2), (5,1)
7 (1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6,1)
8 2,6), (3,5), (4,4), (5,3), (6,2)
9 (3,6), (4,5), (5,4), (6,3)
10 (4,6), (5,5), (6,4)
11 (5,6), (6,5)
12 (6,6)
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La funci6 de massa de probabilitat és, per tant:

2 1/36
3 2/36
4 3/36
5 4/36
6 5/36
7 6/36
8 5/36
9 4/36
10 3/36
11 2/36
12 1/36

I la funci6 de distribucio:

2 1/36
3 3/36
4 6/36
5 10/36
6 15/36
7 21/36
8 26/36
9 30/36
10 33/36
11 35/36
12 36/36
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c) Utilitzant aquestes taules és facil calcular la probabilitat dels esdeveni-
ments que es poden escriure en termes de la variable X. Aixi:

_g) - >

PX=8)= 2~

P(X=7,5=0
21 15
PX>7)=1-PX<7)=1-F7)=1-3z =32

HX£Z$=HXSD:%%

També és clar que el succes {X =2, Y = 3} és el succés buit, aixi que:
PX=2,Y=3)=0
d) Observeu:
PX=8,Y=1)=0
i en canvi:
P@:&:%imy=n=%
En aquest cas és clar que X i Y no sén independents.

D’altra banda, si z i y son dos valors entre 1 i 6:

P(Y=y, Z=2)= 32, iPZ=2)=P(Y=)) =

[

Per tant, Z i Y sén independents.

2.
a) Sidiem que la resposta a cada pregunta és independent de les altres podem

calcular facilment:
1 4

P(X=0)= )
1 4

PX=1)=4 zj

P(X=2)=6

[
\S]}
'S

P(X=3)=4

—_
NI
'S

14
HX:Q:[ﬂ
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Els coeficients 4, 6 i 4 surten del nombre de combinacions en qué podem fer
1, 2 o 3 respostes correctes respectivament. Aquest calcul esta relacionat amb
I’'anomenada distribucio binomial que s’explica a la sessié “Algunes distribuci-
ons discretes”.

b) L’esdeveniment “contestar almenys alguna pregunta bé” és l’esdeveni-
ment “contestar una pregunta o més bé”. Aixi hem de calcular:

P(X>1)=1-P(X<1)=1-P(X=0)=1- 1—16
c) Esclar que 'esdeveniment {X = 2, Y = 3} no es pot donar mai. Per tant:

P(X=2,Y=3)=0

d) Ja hem vist que la P(X = 2) = 6/16. Amb un raonament analeg és facil com-

1 3
.

provar que:

Q|

Per tant,

P(X=2Y=3)2P(X= 2)P(Y=3)

i les variables no son independents.
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Esperanca i variancia

En aquesta sessi6 estudiarem un parell de caracteristiques importants de les
lleis de les variables aleatories discretes: 1'esperanca i la variancia. Es tracta
d’una mesura numerica pel centre i una per la dispersio, respectivament, de la
distribuci6é de la variable aleatoria. Dues variables aleatories amb la mateixa

llei tindran, per tant, la mateixa esperanca i la mateixa variancia.

No seran conceptes radicalment nous, ja que estan relacionats amb els con-
ceptes de mitjana mostral i de variancia mostral que vam estudiar anterior-
ment. Les mesures de centralitat i de dispersi6é d'un conjunt de dades tenen el

seu equivalent a les distribucions de probabilitat.

1. Definicions

Suposeu que llancem un dau 20 vegades i obtenim els valors segiients:
2,2,61,1,6,2,5,3,2,4,6,4,4,5,2,6,6,5,4

La mitjana d’aquestes dades, utilitzant les freqiiéncies relatives tal com hem

vist en el modul “Estadistica descriptiva”, es pot calcular com:

6
N AT A TN G AT AR A A
X=3ifi = 1(20) * 2(20) " 3(20) " 4(20) * 5(20) * 6(20) 3,8
i=1
on cada f; indica la freqiiéncia relativa d’i. De la mateixa manera podriem cal-
cular la variancia mostral de les dades com:

6
§2 = 3 (i-X)*f;=3,06
i=1
D’altra banda, podem pensar que si tenim un dau (no trucat) i el llancem mol-
tes vegades, les freqiiencies esperades de cadascun dels 6 possibles valors s’ani-
ra acostant cada vegada més cap a 1/6 (que és la probabilitat de cada valor).
Aixi, la mitjana de les dades quan féssim molts llancaments seria:
6
¥ z% - % =35
i=1
i la variancia mostral:
6
T (- 3,5)2% ~2,916
i=1
Aquests dos valors, equivalents a la mitjana i la variancia mostral, seran 1’es-
peranca i la variancia de la variable aleatoria que ens dona el resultat del llan-
cament d'un dau. Hem substituit les freqiiencies relatives de cada valor per la

probabilitat que es doni aquest valor.

Representabilitat de
I'esperanca i la variancia

L’esperanca i la variancia ens
permeten de conéixer una
mica com és una variable
aleatoria.

Recordeu com...

... calculavem la mitjana
i la variancia mostral.

Que esperem?

Com indica el seu propi nom,
I'esperanca d’una variable ale-
atoria és el valor que “espe-
rem” que surti. Pero qué vol dir
que “esperem” que surti? Pen-
seu en I'exemple del dau.
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Notacio

L'esperanca d’una variable aleatoria discreta X, que denotarem per

En alguns llibres I'esperanca

E(X), es defineix com: !
s'anomena valor esperat.

E(X) = TXP(X = x)

L’esperanca d'una variable aleatoria X es pot mirar també com la mitjana pon-

derada del valors que pren la variable aleatoria.

Exemple de la ruleta

Un exemple molt facil és el de la ruleta. Ens podem plantejar la pregunta segiient. Si
anem al casino a jugar a la ruleta a vermell o negre, quins guanys esperem tenir?

Per a aquells que no tingueu aquest vici, recordem com funciona una ruleta. La ruleta té
18 caselles vermelles, 18 de negres i 2 de blanques. Si juguem 1.000 u.m. a vermell i la
bola cau a una casella vermella guanyem 1.000 u.m., i si cau en una de negra o en una
de blanca perdem les 1.000 u.m. que hem jugat. Si diem X als guanys que esperem obte-
nir, tenim la taula segiient:

Val ibl
alors possibles P(X = x)

X=x
1.000 18/38

-1.000 20/38

I podem calcular I'esperanca:
18 20
EX) = 1.000§§ - 1.0003—5 =-52,63

Es a dir, en cada jugada “esperem” perdre 52,63 u.m. A llarg termini, un mal negoci per
al jugador i un bon negoci per al casino.

Exemple de la borsa

Vegem, ara, un exemple en els mercats financers. Comprem una acci6é en borsa de la
companyia A per 1.000 u.m. i creiem que amb probabilitat 1/3 la setmana segiient valdra
1.200 u.m., amb probabilitat 1/2 el preu no variara i amb probabilitat 1/6 valdra només
900 u.m. Us sembla que hem fet una bona inversi6?

Per a decidir-ho, hauriem de calcular el valor que “esperem” que tindra la setmana vi-
nent. Podem considerar que tenim una variable aleatoria X que és el preu de 1'acci6 la
propera setmana i que sabem que té funcié de massa de probabilitat:

Valors possibles
P P(X = x)
X=x
1.200 1/3
1.000 1/2
900 1/6
I podem calcular I'esperanca:
1 1 1
EX) = 1.200§ + 1.0002 + 9008 =1.050

Per tant, esperem obtenir uns beneficis de 50 u.m.

Considerem també la companyia B. Podem comprar les seves accions també per 1.000 u.m.
i sabem que amb probabilitat 1/3 la setmana segiient valdran 1.500 u.m., amb probabilitat
1/2 el preu no variara i amb probabilitat 1/6 valdra només 300 u.m. (quin desastre!).
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Podem calcular 'esperanca de la variable Y, que ens donara el preu de 1’acci6 la setmana
seglient:

E(X) = 1.500% + 1.000% + 300% ~1.050

que és la mateixa que teniem si compravem una acci6é de la companyia A.

Per tant, sembla que és indiferent comprar accions de la companyia A o de la companyia B.
Pero ja veurem que aixo no és veritat.

Un cop calculada I'esperanca podem calcular la dispersi6 per cada valor x que
pot prendre la variable aleatoria X, com la distancia entre el valor x i I'esperan-
ca E(X), és a dir, x — E(X). La variancia, mesura de la dispersio, €s en realitat el
valor esperat de les desviacions al quadrat. El fet que les elevem al quadrat és
per a evitar que si tenim desviacions de diferents signes aquestes es poguessin

cancel-lar.

La variancia d’una variable aleatoria X, que denotarem per Var(X), es
defineix com:

Var(X) = E[(X - E(X))?]

Si es fa servir la definicié d’esperanca que hem donat, és facil comprovar que

per a una variable aleatoria discreta podem calcular la variancia com:

Var(X) = ¥ (x - E(X))? P(X = x)

X
Tenim també una expressio alternativa de la variancia:

Var(X) = E[X?] - (E[X])?

Com en l'estudi poblacional (estadistica descriptiva) podem definir també la
desviaci6 tipica.

o R 1B q . <. Mesura de la dispersjé
La desviacio tipica d'una variable aleatoria X, que denotarem per s(X), d’una variable aleatoria

es defineix com: Com en el cas poblacional, la

desviacié tipica és molt util ja

ue es déna amb les mateixes
s(X) = JVar(x) ﬂnitats que I'esperanca, de ma-
nera que ens pot donar una
idea més clara de la mesura de
la dispersié d’una variable alea-
toria.

Com ja hem comentat, la variancia és una mesura de dispersio. Aixi, mentre
que 'esperanca ens dona el centre de la distribucio (fa el paper de la mitjana
mostral a “Estadistica descriptiva”), la variancia ens indica fins a quin punt és
dispersa aquesta distribucio.
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Vegem l'exemple segiient:

Exemple de la borsa

En I’exemple dels mercats financers, per a la companyia A, tenim les dispersions segiients:

VanrsX p:fibles Dispersié x — E(x) P(X = x)
1.200 150 13
1.000 -50 112
900 -150 1/6

I, per tant, la variancia sera aquesta:

Var(x) = 1502% + (—50)2%

+ (—150)2% ~12.500
ila desviacio tipica és de 111,80. En canvi, si calculem la variancia per a la variable Y (com-
panyia B):

Var(Y) = (1.500 1.050)2% +(1.000 — 1.050)2% + (300 - 1.050)2% ~162.500

mentre que la desviacio tipica és de 403,11. Com podem veure, la variancia de la variable
Y és bastant més gran que la de la variable X. Aixi X i Y tenen la mateixa esperanca (el
centre de les dues variables és al mateix punt), pero les variancies son forca diferents. Ho
podem veure en els grafics de les corresponents funcions de massa de probabilitat.

Companyia A Companyia B

0,6 - 0,6 - .
0,5 - a i 0,5 - : i’
0,4 p 04 - ,
03 - | 03 - '
0,2 A : 0,2 - |
1 ]

0,1 - H : 01 - H |
H 1

0,0 - 0,0 :

1 ) I T T T
500 1.000 1.500 500 1.000 1.500

Com ho podem interpretar? El guany que esperem en comprar una accié de la compa-
nyia A o una de la companyia B és el mateix, perd en la companyia B la variancia és més
gran de manera que tant podem guanyar més diners com en podem perdre més. El cas
extrem seria una companyia on compréssim una acci6é per 1.000 u.m. i sabéssim que la
setmana segiient la podrem vendre per 1.050. L’esperanca sera la mateixa pero, en canvi,
la variancia seria zero!

Tenim encara una darrera companyia anomenada C. En aquest cas, el preu és també de
1.000 u.m. i sabem que amb probabilitat 1/3 la setmana segiient valdra 1.300 u.m., amb
probabilitat 1/2 el preu sera de 800 i amb probabilitat 1/6 valdra només 100 u.m.

Podem calcular I’esperanca de la variable Z, indicada per una linia discontinua, que ens
doéna el preu de l'acci6 per a la setmana segiient:

1 1 1
E@Z) = 1.300§ + 8002 + 100 3 =850
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que és més petita que la de les altres companyies. La variancia, en canvi, val:
21 21 21
Var(Z) = (1.300 — 850) 3+ (800 - 850) 5+ (100 - 850) i 162.500

que és la mateixa que per la companyia B. Aixi Zi Y tenen la mateixa variancia i esperan-
ces diferents. Ho podem veure també comparant els grafics de les funcions de massa de
probabilitat.

Companyia B Companyia C
0,6 - . 0,6 - :
0,5 - i 0,5 - i
04 ; 0,4 E
03 | 03 - |
0,2 i 0,2 - i
0,1 - H ' 0,1 - H ;
0,0 : L . 0,0 : - :
500 1.000 1.500 0 500 1.000 1.500

2. Algunes propietats de I’esperanca

La majoria de les propietats de I’esperanca les podem obtenir d'una manera
bastant intuitiva. Si en I'’exemple de la ruleta sabiem que quan jugavem una
vegada “esperavem” perdre 52,63 u.m., si juguem dues vegades “esperarem”
perdre el doble. En termes d’esperances, estem dient que l'esperanca de la

suma de dues variables aleatories és la suma de les esperances.
Ens trobem també amb les propietats seglients:

1) L’esperanca d’una constant és la mateixa constant. Una constant és una va-

riable aleatoria que pren un Unic valor kK amb probabilitat 1. Aixi:
EX)=kP(X=k)=k-1=k

2) L’esperanca de kX, on X és una variable aleatoria i k és una constant, és

igual a I'esperanca de X multiplicada per k:
E(kX) = KE(X)

La demostracié d’aquesta propietat s’obté directament de la definici6 d’espe-

ranca:
E(kX) = > kxP(X = x) = kY xP(X = x) = KE(X)

Observeu que si prenem k = - 1, trobem que E(-X) = —-E(X).
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3) Si tenim dues variables aleatories X i Y, l'esperanca de la suma de les dues

variables aleatories és la suma de les dues esperances. Es a dir:
EX+Y)=EX)+E(Y)

Aquesta propietat no la demostrarem. Veurem nomeés un cas particular: si su-
mem una constant a la variable X, 1’esperanca augmenta també en la mateixa

constant, és a dir:
EX +k)=EX)+k

Per a demostrar-ho només cal utilitzar la definici6é d’esperanca i pensar que la
nova variable X + k pren els valors x + k, on les x sén els valors que pren la
variable X amb probabilitat P(X = x). Vegem-ho:

EX+k) =Y x+k)PX=x)=3YxP(X=x) + YkP(X=x) =

=E(X) + kK3 P(X = x) =EX) +k

3. Algunes propietats de la variancia

Tenint en compte que la variancia és una mesura de dispersié de la variable,

és facil justificar-ne algunes de les seves propietats. D’altres, no. Vegem-les:

1) La variancia d'una constant és zero. Una constant és una variable aleatoria

que pren un dnic valor kK amb probabilitat 1. Aixi:
Var(X) = E((k — E(k))?) = E(0) =0

Aquest resultat és 1’esperat, ja que la variancia és una mesura de la dispersio6 de
la variable de manera que, si la variable és constant, aquesta mesura ha de ser

Zero.

2) La variancia de kX, on X és una variable aleatoria i k és una constant, és
igual a la variancia de X multiplicada per k*:

Var(kX) = k*Var(X)
Per tant, s(kX) = k s(X).

La demostracié d’aquesta propietat s’obté de la definici6 i de les propietats de
I'esperanca:

Var(kX) = E(kX — E(kX))?) = E(k%(X — E(X))?) = k2Var(X)

Observeu que, si agafem k = -1, obtenim Var(-X) = Var(X).

Extensio de n variables

Aquesta propietat s’estén facil-
ment a n variables, de manera
que I'esperanca de la suma de
n variables aleatories és la
suma de les seves esperances.

Recordeu que...

SPX=x) =1
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3) Si sumem una constant a la variable X, la variancia no varia:
Var(k + X) = Var(X)

Aquest resultat és també intuitiu si pensem que la variancia €s una mesura de
dispersio i que, en sumar una constant, la dispersi6é de la variable no es modi-
fica. La demostracio és semblant a la de la propietat anterior:

Var(k + X) = E(k + X - E(k + X))?) = E((k + X - k - E(X))?) =
= E((X - E(X¥))?) = Var(X)

4) Si tenim dues variables aleatories X i Y independents, la variancia de la

suma de les dues variables aleatories és la suma de les variancies. Es a dir:
Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y)

Aquesta propietat no la demostrarem. La independencia entre les dues variables
és fonamental per a obtenir aquesta propietat. Per exemple, si agafem (Y = -X)
sabem que la Var(X + Y) = Var (0) = 0, mentre que si la propietat fos certa tin-
driem Var(X + Y) = Var(X) + Var(-X) = 2Var(X) # 0.

4. La desigualtat de Txebixev

La desigualtat de Txebixev ens permet d’interpretar la informacié conjunta que
ens donen l'esperanca i la variancia d'una variable aleatoria indicant la massa
de probabilitat minima en intervals de longitud 2n./Var(X) centrats en E(X).

Sigui X una variable aleatoria, aleshores la desigualtat de Txebixev ens
diu que per a tot k > 0:

P(IX - E(X)| 2 k) < klZVar(X)

Demostracio de la desigualtat de Txebixev

Per la definici6 de la variancia tenim:

Var(X ) = Z(X—E(X))ZP(X =X)=

= > (x—E(X))?P(X = x)

x,|x—E(X)| >k

(x—E(X))*?P(X =x)+ z

x,|x—E(X)| <k

en que en el darrer pas hem partit el sumatori en dos trossos, en el primer, sumem les x
on |x - E(X)| > k1, en el segon, sumem les que |x — E(X)| <k . Com que el segon sumand
és positiu, obtenim:

Varx)= Y K2P(X = x) = K2P(IX — E(X)| > k)

x,|x-E(X)| 2k

(x-E(X)PX=x) = Y

x,lx—E(X)| 2k

que ens prova la desigualtat de Txebixev.

Obseveu que...

... si tenim dues variables alea-
tories X i Y que no sén inde-
pendents, aleshores en general
Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y).
Encara que dues variables alea-
tories X i Y siguin indepen-
dents, en general:

s(X+Y)=s(X) +s(Y).

Extensié a n variables

Aquesta propietat s’estén facil-
ment a n variables, de manera
que la variancia de la suma de
n variables aleatories indepen-
dents és la suma de les varian-
cies.
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Aquesta desigualtat és important ja que ens diu que si agafem k = n./Var(X),
és a dir, n vegades la desviacio tipica, tindrem:

P(IX ~EX)| = nA/Var(x)) < #

és a dir, que tindrem com a minim una massa de probabilitat de 1 - - en l'in-

terval:

(E(X) —n.Var(x), E(X) + nA/Var(x))

Exemple

Considerem una variable aleatoria X amb esperanca 2 i variancia 4, aleshores:

P(IX-226)<

O =

és dir:

P(—4<X<8)21—é -

Nelfeo]

5. Resum

En aquesta sessio hem apres els conceptes d’esperanca i de variancia d’una va-
riable aleatoria. Hem estudiat les seves propietats basiques i hem vist com cal-
cular-les per a variables aleatories discretes. Per acabar, hem vist com utilitzar
la desigualtat de Txebixev per a relacionar tots dos conceptes.

Probabilitat per an=2

Per a qualsevol variable X, en
I'interval:

(E(X) - 25, E(X) + 25)

es concentra com a minim una
probabilitat de 0,75. Recordeu
que:

s = JVar(X).

Observacié

Fixeu-vos que 6 = 3 J4 .




© FUOC » P08/05057/02305 23

Variables aleatories

Exercicis

1. Tirem 2 vegades un dau i considerem la variable aleatoria que ens déna el

maxim dels dos valors obtinguts.

a) Calculeu la funci6é de massa de probabilitat d’aquesta variable aleatoria.
b) Calculeu la seva esperanga i la seva variancia.

2. A la companyia ACBXX tenen quatre tipus de treballadors: directius amb
un sou de 15.000.000 u.m., especialistes amb un sou de 5.000.000, obrers amb
un sou de 2.000.000 i aprenents amb un sou d’1.000.000. Sabem que la com-
panyia té 4 directius, 40 especialistes, 200 obrers i 100 aprenents. Agafem un
treballador a l'atzar i diem X a la variable aleatoria que ens dona el sou

d’aquest treballador.

a) Calculeu 'esperanca i la variancia d’aquesta variable.
b) Siala companyia es fa un augment lineal de 200.000 a tots els treballadors,
com varia l'esperanca i la variancia de la variable X?

c) Isifem un augment proporcional del 10%?

3. Tenim una variable aleatoria X amb esperanca 10 i variancia 1.

a) Calculeu E(3X), Var(2X + X).
b) Utilitzant la desigualtat de Txebixev, trobeu una fita inferior per a P(8 < X < 12).

Solucionari

1.
a) Per a calcular la funci6 de massa de probabilitat observeu el quadre se-
glient amb tots els possibles resultats (fixeu-vos que hem tingut en compte

I'ordre):

an (en | 6n [@E&H | 6N |6

12 |22 (G2 |[(“2 |52 |(62)

13 @3 [ G3) |[@E3) | (53 |(63)

a4y 124 G @G 64 |64

15 @5 [ G5 |[@&S5 |65 |65

(1,6) |(26) | (B6) |46 |(56) |(66)

Hem marcat la taula amb dos colors per a distingir més bé quins casos ens do-
na cada valor. Per exemple, el maxim igual a 1 només 1’'obtindrem amb el re-
sultat (1,1). En canvi, obtenim que el maxim és igual a 2 en tres situacions
(1,2),(2,2) i (2,1). Si fem servir aquesta taula i els resultats son equiprobables,

podem construir facilment la funcié de massa de probabilitat.
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Valorsxp:o)s(sibles P(X = x)
1 1/36
2 3/36
3 5/36
4 7/36
5 9/36
6 11/36

b) Podem calcular facilment l'esperanca:

161

- 1(3¢) +2(5) + 3(35) +4(35) * 3(3¢) ol
=1l=|+2|=)+3|==|+4| =] +5| =)+ —=
E(X) 1(36 2\36) *3(36) TH36) TO\36) O 36 =447
Per a calcular la variancia, farem una taula amb les desviacions:
Valors possibles 5 Dispersio _ 2
X x P(X = x) X ECK) [x— EX)]
1 1/36 -125/36 15.625/(36)?
2 3/36 -89/36 7.921/(36)?
3 5/36 -53/36 2.809/(36)?
4 7/36 -17/36 289/(36)?
5 9/36 19/36 361/(36)?
6 11/36 55/36 3.025/(36)2

I si fem servir la férmula:

Var(X) = ¥ (x - E(X))? P(X = x)

91.980
363

obtenim facilment Var(X) =

2.

~1,971.

a) Tenim una variable X que té funci6 de massa de probabilitat:

Valorsxpzozsibles P(X = x)
15.000.000 4/344
5.000.000 40/344
2.000.000 200/344
1.000.000 100/344
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Podem calcular 1'esperanca,

E(X) = 15.000.000( 557 +5.000.000( 40) +2.000.000(

344 200)

344) 344

1 00)

+1.000. OOO(344 2.209.302,33

I també la variancia,

Var(X) = (15.000.000 — E(X))Z( ) + (5.000.000 — E(X))Z(3 - 4) +
+ (2.000.000- E(X))ZGEED + (1.000.000 — E(X))@gg) ~3.258.518.117.902

Com podeu veure, la variancia no ens déna una idea clara del nivell de disper-

si6 i, en canvi, si mirem la desviacio tipica, 1.805.137 u.m., ho veiem més clar.

b) No farem calculs. Fixeu-vos que si diem Y a la variable que ens dona el sou
després de 'augment lineal, tenim que Y = X + 200.000. Per les propietats de
I'esperanca, tindrem E(Y) = E(X) + 200.000, mentre que la variancia no variara.

¢) Tampoc no farem calculs. Si diem ara Z a la variable que ens dona el sou
després de I'augment proporcional, tenim que Z = (1,1)X. Per les propietats de
I'esperanca i de la variancia, tindrem E(Z) = 1,1E(X), mentre que la variancia
compleix Var(Z) = (1,1)2Var(X) = (1,21)Var(X), de manera que representa un
increment del 21%.

Com podeu veure en aquest cas, la variancia dels sous augmenta, de manera
que sembla més just fer un augment lineal que no fer-ne un de proporcional.

3.

a) Si fem servir les propietats que hem estudiat obtenim:

E3X)=3EX) =30
Var(2X + X) = Var(3X) =9Var(X) =9

b) Tenim:
PB8<X<12)=P(-2<X-10<2)=P(1X-101<2)=1-P(X -101 =2 2)
Fent servir la desigualtat de Txebyschev, tenim:

P(IX - 10| >2) <2l Var(V) =

=
=

Per tant, la desigualtat demanada quedara:

P(8<X<12)=1-P(X-1022) >1—

»-lklb—*
H~ 1o
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Algunes distribucions discretes

Ara estudiarem algunes de les distribucions discretes més usuals. Imaginem la
situaci6 segilient. Sabem que cada cop que intentem connectar-nos a Internet
utilitzant la linia telefonica hi ha la possibilitat que la connexi6 falli i no ens
puguem connectar. Sabem, a meés, que la probabilitat que aix0 succeeixi, és a
dir, que falli la connexio, és de 0,1. Finalment, suposarem també que el resul-
tat de cada trucada que intentem és independent de les altres trucades que ha-
gim fet. Indicarem finalment amb una C l'esdeveniment “trucada que obté la

i amb C l'esdeveniment complementari, “trucada que no obté la

Al

connexio

connexio”.

1. Distribucio de Bernoulli

Considerem ara una variable aleatoria X que, quan ens intentem connectar
una vegada a Internet, val 1 si ens podem connectar i val O si la connexio6 falla
i no ens podem connectar. Aquesta variable té la funcié de massa de probabi-

litat segiient:

P(X=0)=0,1
P(X=1)=0,9

La llei d’aquesta variable es coneix com una distribucié de Bernoulli de para-

metre 0,9.

Una variable aleatoria X segueix una distribucié de Bernoulli de para-
metre p, p € (0,1), escriurem B(p), si només pren els valors 0 i 1 amb pro-
babilitats:

PX=1)=p, PX=0)=1-p
Podem calcular facilment I'esperanca i la variancia d'una variable X amb una
distribuci6 B(p):

EX)=0Px=0)+1P(x=1)=p
Var(X) = (0 - p)*P(X = 0) + (1 - p)’P(X = 1) = p(1 - p)

Si X és una variable aleatoria amb llei B(p), aleshores E(X) = p i Var(X) =
=p(1-p).

Bernoulli

El nom de Bernoulli prové
d’un important matematic
del segle xvii.

Com podeu veure...

... la distribuci6 de Bernoulli és
la distribucié discreta més sen-
zilla ja que només pot prendre
dos valors: zero i u.
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En general, aquest tipus de distribuci6 es pot utilitzar per a modelar qualsevol
“experiment” en que tinguem una probabilitat p de tenir exit i una probabili-
tat 1 — p de tenir un fracas. Es tracta només de codificar I’éxit com un “1” i el

fracas com un “0”.

Per exemple, quan comprem un bitllet de loteria hi ha una certa probabilitat

P

p que ens toqui el premi (i aixo seria un “exit”) i una probabilitat 1 — p que no
ens toqui res (seria el fracas). Ja deveu sabeu per experiéncia que, en aquest cas,

la probabilitat p d’exit és forca petita!

2. Distribucié binomial

Tornem al nostre exemple de la connexio a Internet. En general no intentem
connectar-nos només una vegada. Imaginem aixi que, durant tot un dia, ens
intentem connectar n vegades i diem Y a la variable aleatoria que compta el
nombre de vegades que ens hem pogut connectar. Els valors que pot prendre
aquesta nova variable aleatoria son els nombres naturals entre zero (si tots els
cops que ens hem intentat connectar la connexi6 ha fallat) i n (si ens hem po-

gut connectar tots els cops que ho hem intentat).

Vegem com podem calcular la funcié de massa de probabilitat associada a la

variable Y:

e La probabilitat, P(Y = 0), que no ens hagim pogut connectar cap vegada es

calcula facilment. L’esdeveniment {Y = 0} és en realitat I’esdeveniment:

CC...

al

Si diem que cada trucada és independent de les altres, hem de calcular el

producte de les probabilitats que cada trucada hagi fallat:

P(Y=0)=(0,1) ... (0,1) = (0,1)"

e La probabilitat, P(Y = 1), que la connexié hagi funcionat bé exactament

una vegada vindra donada per la férmula segiient:
P(Y =1) =n(0,9)(0,1)"!
Vegem-ho: si suposem que la trucada en que ens hem pogut connectar ha

estat la primera, I’esdeveniment que hi hagi exactament una inica conne-

xi6 i que aquesta s’hagi produit en la primera trucada, és I’esdeveniment:

Al

CCC...

Concepte d'”exit”

El concepte d’“exit” és relatiu.
Per exemple, en un procés de
control de qualitat, podem
considerar un “exit” la produc-
ci6 d’una peca defectuosa.

Condicions
de I'experiment

Durant bona part d’aquesta
sessié suposarem que estem
repetint un experiment sota les
condicions segiients: el resultat
de cada prova pot ser exit o
fracas, la probabilitat d’exit
(bé, del que entenem per éxit)
sempre és p i cada repetici6 de
la prova és independent de la
resta.
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Fent un raonament analeg a l'utilitzat per a calcular P(Y = 0), la probabilitat

d’aquest esdeveniment és igual a:
©0,9(0,1) ... (0,1) = (0,9) * (0,1)"

Pero és possible que la connexi6 bona s’hagi produit en el segon intent, o
en el tercer, o en el n—esim. Aix0 fa que per a calcular P(Y = 1), hagim de

multiplicar per n la quantitat anterior.

Ja podem calcular I'expressié general de P(Y = k), on la k sera un nombre
natural entre zero i n. El raonament que farem servir sera semblant al que
hem fet servir per a calcular la P(Y = 1), encara que haurem d’utilitzar tam-
bé algunes nocions de combinatoria que vam veure en el modul dedicat al

calcul de probabilitats.

Si suposem que les k connexions les hem assolit en els primers k intents, la

probabilitat d’aquest resultat particular és:
(0,9)%0,1)"*

Pero les k connexions les hem pogut obtenir de moltes maneres diferents
entre els n intents que hem fet. Tal com vam veure en el modul correspo-
nent, el nombre de maneres que podem triar k elements diferents dins un

grup de n és:

ny n!
k) kl(n—k)

Aixi, tenim que:

P(Y=K) = [’3 (0,9)% (0,1

onk=0,..., n.

La llei de la variable Y es coneix com la distribucié binomial de parametres n
i0,9.

Una variable aleatoria Y segueix una distribuci6 binomial de parame-
tresnip, nnaturalip € (0,1), (escriurem B(n, p)) si pren valors sobre els
naturals entre O i n amb funci6 de massa de probabilitat:

P(Y = k) = (Z] PR - pyr*

onk=0,..,n.

Observacié

Evidentmentsik<0o k>n,
aleshores P(Y = k) = 0.

A I'exemple hem utilitzat
p=09.
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Recordeu que la distribuci6 B(p) es pot interpretar com la realitzaci6é d'un ex-
periment amb probabilitat p de tenir exit i una probabilitat 1 — p de no tenir
exit. Ara el que fem és repetir I’experiment n vegades, de manera independent,
i comptar el nombre d’éxits. Es a dir, obtenim la distribuci6 B(n, p) com a suma

de n Bernouillis independents de parametre p.

Si X3, ..., X,, 6n variables aleatories independents amb distribucio B(p),
aleshores X; + ... + X, segueix una distribucié B(n, p).

El calcul de l'esperanca i la variancia de la binomial s’obté de 'esperanca i la

variancia d’una distribucié de Bernoulli:

EX1+...+X,)) =EXy) +... + E(X,) =np
Var(X; + ... + X,) =Var(Xy) + ... + Var(X,) =np(1 - p)

Si Y és una variable aleatoria amb llei B(n, p), aleshores E(Y) = np i
Var(Y) = np(1 - p).

Com es veu per la seva esperanca i la seva variancia, la forma d’una distribucio
binomial depeén molt dels valors dels parametres. Ho podeu veure també en
els grafics de les funcions de massa de probabilitat d’'una B(10, 0,1) i d’'una
B(20, 0,5).

Obsevacio

En particular la distribuci6 de
Bernoulli B(p) és una binomial

B(1, p).

Valor de p

Observeu que si p és petita la
probabilitat d’assolir pocs exits
és gran.

Simetria

Observeu que la funcié de
massa de probabilitat és sime-
trica quan p =0,5.

Funcio de massa de probabilitat Funcio de massa de probabilitat
binomial de parametres 10i 0,1 binomial de parametres 20i 0,5

041 0,2 7

0,3 - (]

0,2 0,1

i H H H

0.0 H | —— 0.0 = o [ |-| ﬂ [0 o e

& I I | 1 | 1 I | | 1 1 g 1 I I I 1 I 1 1 I 1 I I 1 1 1 1 I 1 I 1 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 12 3456 7 8 91011121314151617 181920

3. Distribucidé geometrica

Tornem a la situacié en qué estavem: continuem intentant connectar-nos a
Internet. El més usual és que ho intentem fins que aconseguim connectar-nos,

de manera que podem comptar el nombre de vegades que cal intentar la con-
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nexi6 fins a aconseguir-la. Es a dir, ara ens mirem el problema des d’una altra
optica. En la situaci6 anterior intentavem n connexions, en que n era un valor
fixat des del principi, i voliem determinar en quants d’aquests intents la con-
nexio6 s’havia pogut establir. Ara ho fem a 1'inrevés, anirem intentant connec-
tar-nos fins que aconseguim la primera connexi6 i comptarem quants cops ho

hem hagut d’intentar per a aconseguir-la.

Anomenem Z la variable aleatoria que compta el nombre de vegades que cal

intentar la connexio6 fins que aconseguim connectar-nos per primer cop.
Podem calcular ara la funcié de massa de probabilitat associada a la variable Z:

e La probabilitat P(Z = 1) que ens puguem connectar al primer intent és cla-
rament la probabilitat de C, que és:

P(Z=1)=0,9

e La probabilitat P(Z = 2) que ens puguem connectar per primera vegada al
segon intent, és la probabilitat que a la primera trucada la connexi6 hagi
fallat i que a la segona trucada I'hagim pogut establir, és a dir, la probabi-
litat de CC. Per tant:

P(Z=2)=(0,1)(0,9)

e ] l'expressié general per a P(Z = k), on k sera un nombre natural més gran
que 1, vindra donada per:

P(Z =k = (0,1} 1(0,9)

Aquesta expressio surt facilment del fet que 'esdeveniment {Z = k} significa
que els k — 1 primers intents la connexi6 ha fallat i que en k-€sim hem acon-

seguit connectar-nos.

La llei de la variable Z es coneix com la distribuci6 geomeétrica de parametre
0,9.

Una variable aleatoria Z segueix una distribucié geomeétrica de parame-
tre p, p € [0,1], (escriurem geom(p)) si pren valors sobre tots els naturals
estrictament positius amb funci6é de massa de probabilitat:

PZ=k=1-pk-lp

on k > 1 natural.

Si tornem a la interpretacié de la variable a partir de la realitzaci6é d'un expe-

riment amb probabilitat p de tenir exit i una probabilitat 1 — p de tenir un fra-

Observacié

Els valors que pot prendre
aquesta nova variable aleatoria
sén els nombres naturals des
d’1 (si ens connectem al pri-
mer intent) en endavant (sense
limit superior).
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cas, ara es tracta de comptar quantes vegades hem repetit I’experiment fins al

primer exit.

Per a aquesta distribucio, el calcul de I'esperanca i la variancia és una mica meés

complicat, aixi que només donarem el resultat.

Si Z és una variable aleatoria amb llei geom(p), aleshores E(Z) =

Var(Z) = %2.

=

Tornant a la situaci6 de la connexi6 a Internet, ens podem demanar la proba-
bilitat que aconseguim la connexi6é amb S intens com a maxim. Hem de cal-

cular:

P(Z<5)= iP(Z:i) = i(0,1)f—10,9

i=1 i=1
que utilitzant la fébrmula per a sumar seéries geometriques és
1-1(0,1)° = 0,99999

Es una probabilitat forca alta! Perd el que ens interessa destacar és que la res-
posta a aquesta pregunta s’obté facilment si coneixem la funcié de distribuci6
de la variable Z. I és facil calcular-la! Si k és un nombre natural, partint que

sabem sumar una serie geometrica tenim:

F(k)=P(Z <k) = ép(zz i = £(0,1)f—10,9 =1-(0,1)F

i=1 i=1

Si Z és una variable aleatoria amb llei geom(p) aleshores la seva funcio
de distribuci6 és F(k) =1 - (1 - p)k, per als k > 1 naturals.

Exemple del control de qualitat

Una de les situacions més usuals en que podem utilitzar aquestes lleis és un procés de
control de qualitat. Imaginem que tenim una maquina que fabrica al dia 100 unitats
d'una determinada peca A i sabem que la probabilitat que una peca sigui defectuosa és
de 0,05. Suposem, a més, que el que passa en una peca és independent de les altres peces.

Si diem X al nombre de peces defectuoses fabricades durant un dia, és clar que segueix
una llei binomial de parametres 100 i 0,05. I podem respondre preguntes del tipus se-

glient:

a) Probabilitat que fabriquem exactament 10 peces defectuoses:

P(X = 10) = (11%0) (0,05)19(0,95)%0

Disparitat d’experiments

Recordeu que el concepte
d’experiment és molt ampli:
potincloure tirar una moneda i
mirar si surt cara, posar en
marxa un cotxe i mirar si
s'engega, etc.




© FUOC » P08/05057/02305 32

Variables aleatories

b) Probabilitat que fabriquem més d’una peca defectuosa:
PX>1)=1-Px<1)=1-[P(x=0)+P(X=1)] =
10 10
-1- ( 0) (0,05)°(0,95)100 _ ( 0) (0,05)1(0,95)%
0 1
=1-(0,95)190_100(0,05)(0,95)%° ~ 0,9629

c) Nombre esperat de peces defectuoses fabricades durant un dia: correspondra a 1’espe-
ranca:

E(X) = 100(0,05) = 5

Sidiem Z a la variable que ens dona el ntimero de la primera pega defectuosa, és clar que
seguira una distribucié geomeétrica de parametre 0,05. Podem també respondre preguntes
del tipus:

a) Probabilitat que abans de 10 peces en surti alguna de defectuosa:
P(Z <10)=P(Z<9) = F(9) =1 - (0,95)° ~ 0,3698
b) Quan esperem que surti la primera peca defectuosa. En aquest cas correspon a l’espe-

ranga que sera:

1
E(Z)= g5 =20

4. Distribucioé de Poisson

La darrera distribucié discreta que estudiarem és I'anomenada distribucio de
Poisson. Aquest tipus de distribuci6 s’utilitza per a modelar diverses classes de
situacions, com el nombre de cotxes que passen per un peatge durant una ho-
ra, el nombre de clients que rep una perruqueria durant un dia, el nombre de
trucades que passen per una centraleta durant una hora o el nombre de terra-

tremols que hi ha durant un any, etc.

Una variable aleatoria X segueix una distribuci6 de Poisson de parame-
tre A, A > 0, (escriurem poiss(L)) si pren valors sobre tots els naturals amb
funci6é de massa de probabilitat:

}\’k
P(X = k) = Frexp(-1)

onk >0.

La distribuci6 de Poisson té la propietat que tant I'esperanca com la variancia

coincideixen amb el valor del parametre.

Si X és una variable aleatoria amb llei poiss(L) aleshores E(X) = A i
Var(X) = \.

Exemple del peatge

Sabem que el nombre de cotxes que passen durant 1 minut per un determinat peatge de
I'autopista segueix una distribuci6 de Poisson de parametre 5. Diem X a la variable alea-

Primeres utilitzacions
de la Poisson

Un dels primers exemples de la
utilitzacié de la distribucié de

Poisson que recull la literatura
(segle xIx) tractava del nombre
de soldats prussians morts per
una guitza de cavall.

Observacié

Fixeu-vos que per a valors de k
grans el valor de la probabilitat
P(X = k) sera petit.

Recordeu exp (1) = e™*
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toria que compta el nombre de cotxes que passen pel peatge. Podem respondre preguntes
del tipus segiient:

a) Probabilitat que passin exactament 3 cotxes pel peatge durant 1 minut:
—ay = -
P(X =3) = 37exp(-5) = 0,1404
b) Probabilitat que passi algun cotxe:
P(X>0)=1-PX=0)=1-exp(-5) = 0,9933
c) Nombre esperat de cotxes que passen pel peatge durant un minut:
EX)=5

La distribuci6 de Poisson s’utilitza en certes condicions com una aproximacio
de la distribucié binomial. Es considera que si tenim una variable aleatoria X

amb distribuci6 B(n, p) amb n gran i p petita la podem aproximar per una va-

riable Y amb distribuci6 de Poisson de parametre np. Per exemple, fixat k > 0,

sota les condicions anteriors, podem aproximar la probabilitat que una bino-
Condicions

mial de parametres n i p prengui el valor k: per a fer I'aproximacié

Per a poder fer I'aproximacio,
en alguns llibres donen la con-
dici6 p<0,1inp<5.

n —
@pk(l —p)k

per la probabilitat corresponent a la llei de Poisson de parametre np, és a dir:

WY g

que és més facil de calcular.

Observeu que estem aproximant una distribucié binomial, que només pot
prendre un nombre finit de valors, per una distribuci6é de Poisson, que pren
valors sobre tots els naturals. Aix0 és possible perque les probabilitats de la dis-
tribuci6 de Poisson per a valors grans son practicament nul-les. Vegem alguns

exemples de la funcié de massa de probabilitats:

Funcio de massa de probabilitat Funcio de massa de probabilitat
de Poisson de parametre 1 de Poisson de parametre 5

0,4 0,2
0,3 ] _ -
0,2 0,1
0,1
OrOIIIIrIITTTTTTTTTTTTTTTI 0rol|:|lIIIIII|:||:|ITI'T|';‘IIIIIII

012 3456 7 8 91011121314151617 181920 012 3456 7 8 91011121314151617181920
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Exemple dels dos daus

Tirem dos daus 60 vegades i diem X a la variable aleatoria que compta el nombre de ve-
gades que han sortit 2 sisos. Tal com hem vist, X segueix una distribuci6:

B(60,51§)

Aixi podem calcular la probabilitat que surtin exactament 2 sisos 15 vegades que sera:

rix-19 - (98 1"

Aquest calcul no és facil de fer. En canvi, si fem servir ’aproximacié per la distribuci6 de
Poisson podem aproximar la probabilitat anterior:

(_169)15 .

s exp(—g)

que és més facil de calcular.

5. Resum

Hem presentat les distribucions discretes més habituals: la de Bernoulli, la bi-
nomial, la geometrica i la de Poisson. Hem aprés a calcular probabilitats ex-
pressades a partir d’aquestes lleis i hem vist quines son les seves esperances i

les seves variancies.
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Exercicis

1. A la carretera C-969 hi ha una anica gasolinera. Els cotxes que hi passen
per davant decideixen fer gasolina amb una probabilitat de 0,1. Sabem que en-
tre les 3 i les 4 de la tarda han passat 10 cotxes per la carretera.

a) Quina és la probabilitat que com a minim hagin decidit fer gasolina 8 cotxes?
b) Quants cotxes esperem que hagin parat a fer gasolina?

Suposem ara que el nombre de cotxes que passen entre les 4 i les 5 de la tarda
per la carretera C-969 segueix una llei de Poisson de parametre 10.

¢) Quina és la probabilitat que no hi passi cap cotxe?
d) Quina és la probabilitat que en passin almenys 3?
e) Quants cotxes esperem que hi passin?

2. Per problemes del nostre servidor de correu sabem que cada cop que rebem
un correu electronic hi ha una probabilitat de 0,05 que no el puguem llegir
correctament.

a) Quina és la probabilitat que no puguem llegir correctament el tercer missatge?
b) Quina és la probabilitat que el tercer missatge sigui el primer que no pu-
guem llegir correctament?

¢) Quina és la probabilitat que puguem llegir correctament més de tres mis-
satges abans que n’arribi algun que no puguem llegir correctament?

d) Quin missatge esperem que sigui el primer que no podem llegir correcta-
ment?

Solucionari
1. Diem X a la variable aleatoria que ens déna el nombre de cotxes que han
parat a la gasolinera entre les 3 i les 4. Segons 1'enunciat, és clar que la variable

X segueix una distribuci6 B(10, 0,1).

a) Aleshores, com que l'esdeveniment {almenys vuit cotxes parin a fer gasoli-
na} és ’esdeveniment {X > 8}, hem de calcular:

P(X>8) = P(X=8)+P(X =9)+P(X = 10) =

_ (10 82 . |10 9ol . |10 10,0 9\O _
= [ 8} (0,1)°(0,9)~ + [9J 0,1)°(0,9)" + [10] (0,1)77(0,9)" =

= 45(0,1)%(0,9)% + 10(0,1)°(0,9)! + (0,1)1°(0,9)° ~

~ 0,0000003736

Com veieu, és molt petita.
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b) El nombre de cotxes que esperen que parin a fer gasolina és I’esperanca de X.
Com que coneixem l'esperanca d'una binomial, tenim:

EX)=100,1)=1
és a dir, un cotxe.
Diem ara Y a la variable aleatOria que ens dona el nombre de cotxes que paren
a la gasolinera entre les 4 i les 5. Es clar que la variable Y segueix una distribu-

ci6 poiss(10).

c) L’esdeveniment {no hi passi cap cotxe} és I'esdeveniment {Y = 0}, aixi que
hem de calcular:

P(Y=0) = 0 Krexp(-10) = exp(-10) = 0,000045

d) D’una manera analoga, calcularem:
P(X23)=1-P(Y<3)=1-[P(Y=0)+P(Y=1)+P(Y=2)] =

=1- [1(3 p(-10) + exp( 10) + exp( 10)}
=1-([1+ 10 + 50]exp(-10)) =~ 0,9973

e) El nombre de cotxes que esperen que passin vindra donat per ’esperanca
de Y. Com que coneixem l’esperan¢a d'una llei de Poisson, tenim:

E(Y) =10
és a dir, deu cotxes.

2.
a) El tercer missatge és com tots els altres i, per tant, hi ha una probabilitat de
0,05 que no el puguem llegir correctament.

Considerarem ara la variable aleatoria X que ens donara el namero del primer
missatge que no podem llegir correctament. La variable X seguira una distri-
bucié geom(0,05).

b) L’esdeveniment {el tercer missatge és el primer que no podem llegir correc-
tament} és I’esdeveniment {X = 3}. Utilitzant la funcié de massa de probabilitat

d'una llei geometrica tenim:

P(X = 3) = (0,95)2 (0,05) ~ 0,0451
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c¢) Ara hem de calcular:
PX>4)=1-PX<4)=1-P(X<3)
[ utilitzant la funci6 de distribuci6 per una llei geometrica tindrem:
P(X>4)=1-[1-(0,957% =(0,95)%3~0,8574

d) El namero del primer missatge que esperem no poder llegir correctament
correspon a l'esperanca de X, que sera:

1
E(X) = (—)-63 =20

és a dir, el vinte.
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Variables aleatories continues

A continuaci6 estudiarem les distribucions continues. Fins ara hem vist les dis-
tribucions discretes que recordem que només podien prendre un nombre finit

o numerable de valors.

Parlant sense gaire rigor, podem dir que les variables aleatories continues se-

ran aquelles que poden prendre qualsevol valor en un interval dels reals. En

podem donar molts exemples:
Terminologia
a) El pes d'una persona adulta: podem pensar que pot prendre qualsevol pes Nosaltres parlem de variables
aleatories continues, perd en
entre 30 kg i 300 kg. A més, si tenim les eines de mesura necessaries, podem molts llibres les anomenen va-
L . riables aleatories absolutament
donar el pes amb tanta precisié6 com calgui. continues.

b) La velocitat a la qual va un cotxe determinat: en aquest cas podra agafar

qualsevol velocitat entre O i 400 km/h.

1. Funcio de densitat

L'eina basica per a ’estudi d’aquest tipus de distribucions és I'anomenada fun-

cio de densitat. Per a poder-la entendre bé, la relacionarem primer amb els his-

togrames de densitats.

Suposem que volem estudiar el temps de vida d'un component determinat dels
Temps de vida

PC. Observem primer els temps de vida d'una mostra de 100 discos durs, després

. . . . lem del t d
de 500 i després de 10.000. Representem les dades en els histogrames de densi- gg:r:j%ar: gri?c (:?uriTsp:ef(frim

tats segiients al temps que durara fins que es
: faci malbé.

Temps de vida d'un
component del PC

Freqiiencies
relatives
1,04
0,5
0,0 T T T T
0 1 2 3 4
Temps
de vida

Mida de la mostra: 100
Amplada dels intervals: 0,25
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Com que cada cop agafem mostres més grans, podem augmentar el nombre
de classes i agafar intervals de longitud més petita, de manera que obtindrem

els histogrames de densitat de probabilitat segiients:

Temps de vida d'un component del PC
b.

Freqiiencies
relatives

1,0 -

0,5

0’0 | | [
0 1 2 3 4
Temps

Mida de la mostra: 500 de vida

Amplada dels intervals: 0,2

C.

Freqiiéncies
relatives
1,0 1
0,9
0,8 ||
0,7
0,61
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
0.0% 1 2 3 4
Temps
de vida

Mida de la mostra: 10.000

Amplada dels intervals: 0,1

Si agafem cada vegada mostres més grans i fem un histograma de densitats amb
un nombre més elevat de classes, el perfil de ’histograma de densitats s’acosta
cada cop més a la corba segiient, que anomenem corba de densitat de probabi-
litat:

Corba de densitat de probabilitat

1,0
0,94\
0,84\
0,741
0l6E
0,5 -
0,4 -
0,3
0,2
0,1
0,0 r

31
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A partir de les propietats de 1'histograma és facil comprovar que aquesta corba

tambeé satisfa les condicions segiients:

1) L'’area total sota la corba de densitat és 1.

2) La probabilitat que el temps de vida d'un component estigui entre dos va-

lors a i b és 1’area sota la corba de densitat entre aquests punts.

3) La funci6 de densitat és sempre positiva.

Podem definir aixi la funci6é de densitat.

Signe de la funcio

La funci6 de densitat d'una variable aleatoria X continua és una funci6é de densitat
fIX) positiva tal que per tot a<b: Observeu que la funcié de den-
b sitat sempre ha de ser positiva.

P(a<X<b) = jf(X)dx

a

De la definici6 és facil deduir que, donada funa funci6 de densitat, f verifica

la propietat segiient:

Recordeu que...

+o0
_ ... 'area sota una corba es po-

If(X)dX =1 dia calcular utilitzant integrals.

Exemples de funcions de densitat

Aqui teniu alguns exemples de funcions de densitat. Es facil comprovar que compleixen
les condicions:

fX) = { 0 <0
exp(-x), x>0
£(X) = x—g, 5<x<6
: —
0, altrament
2 By
fix) =4 % 25X
0, altrament

En tots els casos és facil comprovar que es tracta de funcions positives i que la seva inte-
gral val 1.

Ara, si ens demanem quina és la probabilitat que el nostre disc dur hagi tingut
un temps de vida d’exactament 3 anys (ni un segon més, ni un segon menys),
la resposta haura de ser zero. Pot semblar una paradoxa. El que ens esta dient

és que, com que la mesura teorica del temps pot ser tan precisa com vulguem,
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la possibilitat que un component duri exactament 3 anys és practicament ne-
gligible. Podriem pensar la probabilitat que el temps de vida estigués entre 3
anys menys un segon i 3 anys meés un segon. La probabilitat seria molt petita.
I la podem fer encara més petita. Penseu en una centesima de segon o una mi-

lionésima, etc.

En una variable aleatoria continua X, la probabilitat que X = x és sempre
zero, per a qualsevol x. Per aquest motiu, en aquest tipus de variables,
nomes té sentit parlar de la probabilitat que la X pertanyi a un cert in-

Si X és una variable aleatoria
terval. continua aleshores:

P(X=x) =0, per a tot x.

A partir de la funcio de densitat podem recuperar, per a les variables continues,
alguns conceptes que ja haviem vist per a variables discretes.

2. Relacio entre les funcions de distribucio i de densitat. Calcul

de probabilitats

La definicio de funcio de distribucio és la mateixa que la que vam utilitzar per
a les variables discretes. Fixeu-vos, pero, que utilitzant la funcié de densitat

podem calcular facilment els seus valors.

Recordatori

Donat x real, podem calcular la funci6 de distribucié en aquest punt

La funcié de distribucié es defi-
com: neix com:

F(X) = P(X<x)

X
— i arrenca sempres des de zero i
F(x) .[f(y)dy arriba fins a u. A més, és sem-

_ pre una funcié creixent.

Les propietats de la funci6é de distribuci6é son les mateixes que ja haviem co-

mentat quan vam estudiar les variables discretes.

Ja hem vist com podem obtenir la funcié de distribuci6 a partir de la funci6
de densitat. Podem fer també el procés invers, ja que si calculem la funci6 de
distribuci6 integrant la funcié de densitat, podem obtenir la funci6 de densi-

tat derivant la funcié de distribucio.

Si F és la funcié de distribuci6é d’una variable aleatoria i F és una funcid
derivable, aleshores F és la funci6 de distribuci6é d’una variable continua
amb densitat F’.

Per les variables
discretes...

Evidentment, tant la funcié de distribucié com la funci6 de densitat caracte- .. O es pot derivar la funci6
de distribucié. Aquest tipus de
ritzen la llei d'una variable aleatoria continua, ja que permeten de calcular variables no tenen associada

una funcié de densitat.

qualsevol probabilitat que es pugui descriure amb la variable aleatoria X.
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Acabem aquest apartat veient com podem calcular diverses probabilitats a par-
tir de la funci6 de densitat. També veurem com fer-ho amb la funcié de distri-

buci6 utilitzant la relacié que coneixem entre les dues funcions.

1) Calcul P(X < a).

Observeu que la probabilitat correspon a I’area més fosca. En termes de la fun-

ci6 de densitat o de la funcid de distribuci6 tindrem:

P(X<a) = F(a) = jf(x)dx

—0

A més, com que la probabilitat que la variable prengui un valor concret és ze-

ro, tenim:

P(X<a)=PX<a)
2) Calcul P(b < X).
Ara en termes de la funci6 de densitat:

©

P(b<X) = jf(x)dx
b
A meés:
b
P(b<X)=1-P(X<b)=1- jf(x)dx = 1-F(b)

I com abans:

P(b<X)=Pb<X)
3) Calcul de P(a< X <b).
Fixeu-vos que, utilitzant:

{a<X<blu{X<a} = {X<b}

tenim:
b
P(a<X<b) =P(X<b)-P(X<a) = F(b)-F(a) = If(x)dx

A més, tenim:
Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pa<X<b)=Pa<X<b)

Exemple del temps de processament

El temps que tarda (en minuts) el nostre ordinador a processar una determinada quanti-

tat de dades segueix una variable aleatoria amb funci6 de densitat

P(X < q)

A vegades no és facil o no és
possible calcular una integral.

P(b<X)

Pla<X=<b)
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fx) = { exp(—(x—-2)), x>2
0

x<2

Anomenem X aquesta variable aleatoria. Aleshores, utilitzant la funci6 de densitat, po-
dem calcular la probabilitat de tota una serie d’esdeveniments:

a) probabilitat que tardi com a molt 5 minuts,

b) probabilitat que tardi més de 8 minuts i menys de 10,

c) probabilitat que tardi com a minim 8 minuts,

d) probabilitat que tardi més de 4 minuts i menys de 10 si sabem que com a minim en
tarda 8.

5 5
a) P(X<5) = jexp(—(x—Z))dx - exp(Z)J‘exp(fx)dx -
2 2

= exp(Z)[—exp(—x)]g = exp(2)(—exp(-S) +exp(-2)) = 1-exp(-3)

10 10
b) P(8<X<10) = jexp(—(x -2))dx = exp(Z)J‘eXp(—x)dx =
8 8

= exp(2)[-exp(-x)]s’ = exp(2)(~exp(~10) + exp(-8)) = exp(-6) - exp(-8)

¢) P(X>8) = Iexp(—(x—Z))dx - exp(Z)J‘exp(fx)dx -
8 8

= exp(2)[-exp(-x)]s = exp(2)(exp(-8)) = exp(-6)

d) P(4<X<10[X>8) = P(?’(SXXZ<8§O) - exP(;i)pf(fgf(*& -

= 1-exp(-2)

Fixeu-vos que hi ha alguns esdeveniments que tenen clarament probabilitat zero, com:
probabilitat que tardi com a molt -4 minuts ( fixeu-vos que no té sentit) o la probabilitat
que tardi exactament 10 minuts.

Podem fer també els calculs anteriors utilitzant la funcié de distribuci6. Calculem-la:

F(x) = J’ f()dy = J’ exp(—(y —2))dy = J‘ 0Dy = J‘ ey = & J‘ erdy=—¢*[e7] =
—0 2 2 2 2
=—¢ [e’y ]: =& (e -e?)=¢ (—e " +e? )=+ == +1=
=1-e*?
si x>2 iF(x)=0si x<2.
Observeu que si derivem la funcié de distribucié recuperem la funcié de densitat.
Donem ara les respostes utilitzant la funci6 de distribuci6:
a) P(X<-4) = F(-4) = 0
b) P(X<5) = F(5) = 1-exp(-3)

©) P(8<X<10) = P(X<10)-P(X <8) = F(10)—F(8) = exp(~6)— exp(-8)
d) P(X28) = 1-P(X<8) = 1-P(X<8) = exp(-6)

3. Independéncia

El concepte d'independéncia s’estén també a les variables continues. Encara
que la idea és la mateixa que per a les variables discretes, hem de donar una
altra caracteritzaci6 ja que ara la condicié P(X =x,Y=y) =P(X =x)P(Y =y) no
té sentit.



© FUOC » P08/05057/02305 44

Variables aleatories

Les variables aleatories continues X i Y sén independents si:
PX<x,Y<y)=PX<x)P(Y<y)

per a tota possible parella de valors x i y.

Aquesta caracteritzacio és equivalent a la que vam veure per a les variables ale-
atories discretes. En tot cas, ’estudi en profunditat de la independéncia per a

aquest tipus de variable supera els objectius d’aquest curs.

4. Esperanca i variancia

L’esperanca i la variancia es poden calcular també utilitzant la funci6é de den-

sitat.

Recordem que per a calcular la funci6 de distribuci6 per a una variable aleato-

ria discreta X, haviem de calcular el sumatori:
F(x) = Y P(X=y)
y<x

mentre que en el cas continu hem de calcular una integral de la funci6 de den-

sitat del tipus:

F(x) = [ fiy)dy

Aixi, sempre que passem a treballar amb variables aleatories absolutament

continues el que hem de fer es convertir els sumatoris en integrals.

Per a les variables discretes, podiem calcular I'esperanca i la variancia:
E(X) = Y xP(X =Xx)

Var(X) = ¥ (x-E(X))’P(X = x)

X

Les definicions per al cas continu sén les segiients.

L'esperanca d’una variable aleatoria continua X, que denotarem per
E(X), es defineix com:

©

E(X) = J’xf(x)dx

—0

Per a passar de variables
discretes a continues...

... haurem de convertir els su-
matoris en integrals.
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La variancia d’una variable aleatoria continua X, que denotarem per
Var(X), es defineix com:

Var(X) = J’ (x — E(X))*f(x)dx

Les propietats de 'esperanca i la variancia i la desigualtat de Txebivev que vam
veure per a variables discretes en la sessi6 “Esperanca i variancia” (apartats 2,
3i4) continuen essent certes.

Exemple del temps de processament

Tornem a l’exemple del temps de processament. Volem calcular ara el temps que esperem
que tardi el procés. Ens caldra, per tant, calcular I’esperanca de la variable X. Si utilitzem
la férmula i fem integraci6 per parts tindrem:

E(X) = Ix exp(—(x—2))dx = exp(Z)Ix exp(—x)dx =
2 2

o

= exp(2)4 [-x exp(fx)];‘JrJ.exp(fx)dx =

2

= exp(2){2exp(-2)+exp(-2)} = 3
Per tant, esperem que tardi 3 minuts.

Considerem, ara, una variable amb funci6 de densitat:

)—C,0<x<2

fx) =4 2
0 altrament

Volem calcular l'esperanca i la variancia d’aquesta variable que anomenarem X:

2
3.2

E(X) = jxgdx - %[X?L _ %1

I com que:
2 : 2X 1rx*?
E(X )= |x de = E[Z}o =2
0
tenim:
Var(X) = E(X*)-(E(X))* = 2-19—6 = %
5. Resum

En aquesta sessi6 hem apres el concepte de variable aleatoria continua. Hem
estudiat la funcié de densitat i hem estes a aquesta classe de variables els con-
ceptes de funci6 de distribucid, independeéncia, esperanca i variancia que ha-
viem estudiat per a les variables discretes.

Recordatori

La variancia es podia calcular
com:

E(X?) - (E(X)?
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Exercicis

1.
Sigui X una variable aleatoria continua amb funcié de densitat f(x) =

0<x<3.

1.2

§X , Si

a) Comproveu que és una funcié de densitat.
b) Calculeu la funci6 de distribuci6.

c¢) Calculeu: P(X > 2)i P(X =5).

d) Calculeu 'esperanca i la variancia de X.

2.
Sigui X una variable aleatoria continua amb funcié de distribucio:

0, x<1
RO = ol g ey
1 4<x
a) Calculeu la funci6 de densitat.

b) Calculeu: P(X < 2), P2 <X <3),P(X<5)iPX>5).
c) Calculeu l'esperanca i la variancia de X.

Solucionari

1.
a) Clarament és una funci6 de densitat, ja que es tracta d’una funcio positiva i

+0 3
3.3
X

If(x)dx = J%xzdx = [zﬂo =1
—0 0

b) Per a calcular la seva funcié de distribucio, per x  (0,3) hem de fer la integral:

Xl 2 B Xi X B X3
[gdy = [27}0 T 27
0

Per tant, la funcié de distribucio6 és:

0, x<0
3
F(x) = %— 0<x<3

’

1 3<x

c) La probabilitat P(X = 5) és zero.

L’altra la podem calcular utilitzant la funcio de densitat:

+o0 3

1.2 ik 8 _ 19

P(X>2) = [ foodx = [gx dx = [%L =1-2 =32
2 2

o la funcié de distribucio:

_ _1_ _ 1.8 _19
P(X>2) = 1-P(X<2) = 1-F(2) = 1-55 = >
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d) Primer calculem l'esperanca:

3

XZ 1 4_3 9
BOO = [igdx = 5% - 3
0
I com que:
B(X) = j_d ey -7
9 9LS1 S
0
tenim:

_rx? 2 _ 27 81 _ 432-405 _ 27
Var(X) = E(X*) - (EX))" = %~ 72 - %

2.

a) Per a obtenir la funci6é de densitat hem de derivar la funci6é de distribucio6.

Fixeu-vos que la derivada de la funci6:

(x=1)°
9
és:
2(x-1)
9
Per tant, la funci6 de densitat és:
2(x-1) <
fx) = 5 1<x<4
0 altrament

Com abans, és facil comprovar que es tracta d'una funcié de densitat.

b) La probabilitat P(X > 5) és clarament zero.
La probabilitat P(X <5) és clarament u.
La probabilitat P(X < 2) la podem calcular utilitzant la funci6 de densitat:

2

2 2
P(X<2)= jf(x)dx = jz(x9_l)dx = [(X_gl)zl = %,0 =

Ol

—0 1

o la funcié de distribucio:

P(X<2) = P(X<2) = F2) =

Nel i

La probabilitat P(2 < X <3) la podem calcular també utilitzant la funci6é de
densitat:

3 3

_ _2x-l) _Tx=DT 4 11
P2 <X<3) = [fodx = [=H—dax [ 5 L 5-5 = 3
2 2
o la funci6 de distribuci6:
_ _ 401 1
P(2<X<3) = P(X<3)-P(X<2) = F3)-F(2) = 5-5 = 3



© FUOC » P08/05057/02305 48

Variables aleatories

c¢) Una vegada coneguda la funci6é de densitat de probabilitat, calculem l’es-
peranca i la variancia de X seguint el mateix procediment que en l'exercici 1:

4 4
E(X) = j x@dx = (2—27)(37%)(2) =3
1 1

4 4
RO - [ 20D (L 2 519
I com que: E(X") jx 5 dx (ISX 27x)1 >

1

Var(X) = E(X%) —(E(X))* = 1—29 —9 =
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Algunes lleis continues. La llei normal

Ara estudiarem algunes distribucions continues. La llei continua més impor-
tant i que apareix constantment en diferents contextos és ’lanomenada Ilei
normal. En aquesta sessio la presentarem i l’estudiarem a fons. Comencem, pe-
r0, per 'estudi d’altres distribucions importants, com sén la distribucié uni-
forme i la distribucié exponencial.

1. Distribucié uniforme
Comencem amb un exemple senzill. Imagineu que tenim una mena de ru-

leta i la fem girar al voltant del seu eix. Mesurem després ’angle que hem
recorregut.

Situacio inicial Angle final

Suposem que en fer girar la nostra “ruleta” aquesta pot parar en qualsevol
Com ja sabeu...

punt de la circumfereéncia i que no hi ha punts on tingui meés tendencia a pa-

... 'angle pot prendre un valor

rar. Si diem X a la variable que ens dona l'angle, tindrem que prendra valors entre 0i 21,

entre 0 i 2xn. Sota les nostres hipotesis, si ens demanen quina és la probabilitat

. . . T .
que l'angle estigui entre zero i =, tenim:

7 1
P(0<X<2) -1

ja que I’angle que hem demanat correspon a una quarta part dels angles pos-
sibles i hem suposat que la probabilitat esta distribuida d’'una manera “uni-
forme”.

Tenim aixi un primer exemple d’una distribucié uniforme, en aquest cas a I'in-
terval (0,2m).

Es habitual, perd, prendre una variable uniforme amb valors entre 0 i 1. Com
que la probabilitat de qualsevol nombre ha de ser 1a mateixa, la funci6 de den-
sitat haura de ser constant. Imposant que la integral de la funci6 de densitat
ha de valer 1, obtenim que la funci6 de densitat ha de ser constant a 1.
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La funci6 de densitat de la distribucié uniforme (0,1) és:

) :{ 1,0<x<1

0 altrament

En general, podem definir una distribuci6é uniforme en un interval (a,b). Seguint
el mateix raonament anterior, podem obtenir ara la seva funci6é de densitat.

La funci6 de densitat de la distribucié uniforme (a,b) és:

f(x) =4 b-a’
0 altrament

La funci6 de densitat té la forma segiient.

Funcié de densitat de probabilitat
de la distribucio uniforme en (a,b)

s]
Ol

Com ja hem vist en la sessi6 anterior, a partir de la funci6 de densitat podem
calcular les probabilitats que vulguem, la funci6 de distribuci6, I'esperanca i la
variancia. Vegem aquests calculs per a la distribucié uniforme.

Considerem X una variable aleatoria amb distribucié uniforme (0,1).

Calculem primer la probabilitat que X prengui valors entre 0,4 i 0,6. Utilitzant
la funci6 de densitat:

0,6

P(0,4<X<0,6) = j 1ldx = 0,6-0,4 = 0,2

0,4
Fixeu-vos que la probabilitat depén només de I'amplada de l'interval. Aixi,
aquesta probabilitat sera la mateixa que la probabilitat d’obtenir un valor en-
tre 0,110,3.

La funcié de distribucio és:
F(x) = j ldy = x

0
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Aixi, podem calcular la probabilitat anterior utilitzant la funci6 de distribucio:
P(0,4<X<0,6) = F(0,6)-F(0,4) =0,6-0,4 =0,2

Finalment, mitjancant integrals, obtenim la mitjana i la variancia de la distri-
buci6:
1
E(X) = '[xdx = =X

0

1

Var(X) = E[(X~0,5)°) = [(x~0,5Ydx = 3(x~0,5)'], = 75

0
Amb calculs similars podem obtenir la funcié de distribuci6, 1'esperanca i la
variancia d'una uniforme (a,b). Per exemple, la funci6 de distribuci6 sera:
X
1 X—a
F = | —— =
) .[ b- ady b-a
a
si a < x < b. Podem calcular també I’esperanca,
b bZ 2

_ b —a _ 1
“ 2o 2Pt

_ 1 2
T 2(-a)"

a

b
E(x) = be 1 adx

mentre que el calcul de la variancia es fa d'una manera semblant.

Si X és una variable aleatoria amb distribucié uniforme, aleshores la
seva funci6 de distribucio6 és:

o, x<a
Fx) =3 X249 5 y<p

b-a

1, b<x

A més, E(X) = %(b+a) i Var(X) = %(b—a)z

2. Distribucié exponencial
Una distribuci6 continua molt important és ’anomenada distribucio exponencial.

Moltes vegades esta relacionada amb la distribuci6é de Poisson que vam veure
fa dues sessions. Recordem que la distribuci6 de Poisson s’utilitza per a mo-
delar el nombre de successos que es donen en una unitat de temps. Per exemple,
consideravem que podiem modelar amb una Poisson el nombre de peticions
que rep un servidor d’'Internet durant una hora o el nombre de clients que en-
tren en una oficina d’'una caixa d’estalvis durant un dia. En aquestes circums-

tancies, la distribucié exponencial serveix per a determinar la distribucio6 de
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probabilitat del temps entre dos successos consecutius. Per exemple, en el
cas del servidor d’Internet comentat abans, utilitzarem la distribuci6 expo-
nencial per a modelar el temps entre dues peticions. Com en el cas de la
Poisson la distribuci6 exponencial dependra també d’un parametre que

anomenarem A.

La funci6 de densitat de la distribucié exponencial de parametre A €s:

0, x<0
re’, 0<x

fx) = {

Hi ha una altra situaci6 en queé apareix sovint la distribuci6é exponencial. A la
sessio anterior hem estudiat els temps de vida del disc dur dels PC. A copia
d’anar recollint cada cop més dades arribavem a veure que el perfil de I’histo-

grama de freqiiencies tenia la forma segtient.

Corba de densitat de probabilitat

1,0
0,91\
0,8 | N
0,741
0,6 -
0,5 -
0,4 -
0,3
0,2
0,1-
0,0 r . .

31

Per a modelitzar els temps de vida també s’utilitza la distribuci6 exponencial.
Fixeu-vos que, en una distribucié exponencial, com més temps passa menys

probable és que es doni el succés.

Calculem-ne ara la funci6 de distribuci6, 1’esperanga i la variancia. La funcio
de distribuci6 sera aquesta:
X
F(x) = Ike’” dy = —e”‘y|; =1-¢™

0

si 0 <x Calculem també I’esperanca, on ens caldra fer una integral per parts:

©

E(X) = J‘xke’mdx = —xe’“|Z+J‘e’“dx = —%e’“ﬁj = %
0 0

Considerem el peatge
d’una autopista

El nombre de cotxes que pas-
sen pel peatge durant 1 minut
hem vist que es pot represen-
tar amb una variable aleatoria
Poisson. En canvi, utilitzem
una exponencial per amodelar
el temps que passa entre el pri-
mer i el segon cotxe (i entre el
segon i el tercer, i entre el ter-
ceriel quart i etc.).

Valors de la variable

Aquesta distribucié permet
que la variable prengui qualse-
vol valor positiu. En realitat, a
la practica, hi haura un valor de
manera que la probabilitat que
la variable sigui més gran sera
negligible.
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Si X és una variable aleatoria amb distribucié exponencial de parametre
A aleshores la seva funci6 de distribuci6 és:

0, x<0
F(x) = { s

1-e™,0<x
1

A més, E(X) = e

% i Var(X) =

Fixeu-vos que tant l’esperanca com la variancia es poden donar en termes del

parametre de l’exponencial.

Exemple del temps de vida

El temps de vida d'una bombeta (en anys) segueix una exponencial de parametre 3. Diem
X ala variable aleatoria que ens dona aquest temps de vida. Aleshores tenim que la seva
funci6 de densitat sera:

fix) = { 0,73)‘ x<0
3e7,0<x
La seva funci6 de distribuci6 sera:
0, x<0

Notacio

F(x) 2{

3
1-¢%, 0<x

El temps de vida esperat de la bombeta sera de 1/3 i la seva variancia de 1/9.
A partir d’aqui també podem calcular qualsevol probabilitat:

exp(—x).
a) probabilitat que duri menys d'un any; si ho resolem amb la funci6é de densitat: PE)

Recordeu que a vegades utilit-
zem la notaci6 e i a vegades

1
P(X<1) = I3exp(—3x)dx = [-exp(-3x)] = 1-exp(-3) = 0,9502

0
b) probabilitat que duri més de 2 anys; si ho resolem amb la funcié de distribucio:

P(X>2) = 1-F(2) = exp(-6) = 0,0025

3. Distribucio normal

La llei més utilitzada en estadistica és 'anomenada llei normal. La corba nor-
mal apareix en molts fenomens naturals: en 1’alcada d’una espécie d’arbres, en
el nombre de globuls vermells a la sang i en la majoria de caracteristiques biolo-
giques que es poden determinar. També la distribuci6 dels errors en un procés
de fabricaci6 s’acosta a una llei normal, la qual cosa fa que sigui una eina fona-
mental en els processos de control de qualitat.

El nom de normal...

Una variable aleatoria X segueix una llei normal amb mitjana p i varian-
cia 62, que denotarem per N(y1, 62), si la seva funci6 de densitat és:

... prové del fet que es pensava
que era el patré natural de les
distribucions.

csJlﬂexp(—z%yzu )

fx) =

per a tot x real.
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A primer cop d'ull, fixeu-vos en dues coses importants:

e la funci6 de densitat és una mica complicada.
e lallei normal queda determinada per dos parametres, p (sera l’esperanca) i

o2 (sera la variancia).

Parlem primer de 'expressié de la funci6 de densitat. Segurament no us dira
res, pero si la dibuixem, ens trobem amb la forma segiient:

Campana de Gauss

Aquesta forma és coneguda
amb el nom de la campana de
Gauss. El nom de Gauss prové
del fet que ell va ser un dels pri-
mers a deduir-la quan estudia-

T va els errors en observacions
Mitjana astronomiques. Gauss va ser

un famés matematic alemany

del segle xvi.

En aquest cas no tenim una expressio explicita per a la funci6 de distribucio.
Evidentment la podem donar com la integral de la densitat, és a dir, si X és
una variable aleatoria amb llei N(11, 6?) la seva funcio de distribucio és:

1 e
o271

RO = [ —=exp(—5ty-w)’)dy

pero com que no sabem calcular aquesta integral, aquesta expressié no ens ser-
veix de gaire i haurem d’utilitzar les anomenades taules de la normal.
3.1. El paper dels parametres

Com ja hem comentat, la llei normal queda determinada pels dos parametres:

nic2

El calcul de I'esperancai la variancia

Si X és una variable aleatoria N(u, c?), aleshores E(X) = u i Var(X) = 62 requereix resoldre unes integrals
forca complicades.

El valor de la p ens dona el punt on hi ha el centre de la corba. En canvi, la 62
afecta la forma de la corba: si la o2 és petita, la corba serd més punxeguda i, per
tant, es concentrara més massa en un entorn de la p (b¢€, aix0 ja ho sabiem, ja
que precisament la 2 ens dona la variancia), mentre que si la ¢? és gran, la

dispersio sera més gran i la corba sera més plana.
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En alguns llibres (o programari), en lloc de donar la variancia ens donen la des-
viacio tipica i, per tant, tindrem lleis normals N(y, o). Aixi, si ens diuen que
tenim una N(0,4), hem de saber si el 4 es refereix a la desviacio tipica o a la

variancia. Nosaltres fem referéncia sempre a la variancia.

Vegem el paper de la desviacio en els grafics segiients (dibuixem la densitat de
lleis normals N(0, 0,25) N(0,1)i N(0,4), en l'interval [-5,5]).

Exemples de diferents desviacions tipiques

a. Funcié de densitat de probabilitat N(0, 0,25)

1,0
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

0,0
5 4 -3-2-10 1 2

w-
A
W

b. Funcié de densitat de probabilitat N(0, 1)

1,0
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
0,0

-5 4 -3 -2 -1 0 1 2

u.a-
N
wn

c. Funcié de densitat de probabilitat N(0, 4)

1,0
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2

0,1 — —_

Alerta

Aneu sempre en compte quan
us donen una llei normal. Cal
saber si us estan donant la

variancia o la desviacié tipica.
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Com podeu veure, les formes son diferents. Per tal que veieu bé la darrera potser

sera millor veure-la amb una altra escala:

Funcio de densitat de probabilitat N(0, 4)

1,0
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2

0,1 L
0,0 T T T T T

En les representacions grafiques hem vist dibuixat queé passa quan varia la o.
Quan varia la p "dnic que hem de fer és una translacié i moure la corba cap
a la dreta o cap a l'esquerra.

3.2. Estandarditzar

Una propietat especial de la llei normal ens permet de reduir 'estudi de qual-
sevol probabilitat de qualsevol variable normal a ’estudi d'una llei N(O,1).
Aquesta llei 'anomenarem una distribucié normal estandard.

La distribuci6é normal estandard és la distribuci6 normal amb esperan-
¢a 0 i variancia 1. La seva funci6 de densitat és:

fx) = ﬁexp(—%xz)

Normalment la denotarem amb la lletra Z.

Suposeu que teniu X una variable aleatoria amb distribucié N(u1, 6?), si utilit-
zem la funci6 de densitat tenim:

X2
P(x;<X<x,) = j

X1

1
c2n

exp(fzicz(x - p)z) dx
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< . . x— . .
Perd, si fem el canvi de variable z = 2=, podem escriure aquesta darrera in-
[}

tegra] com: Repasseu com es feia un canvi 0
. de variable. |
Xy —p
[e2
1 2
j —1—exp(f§z dz
J2T
X p
[e2
. , s
Fixeu-vos que d’aquesta manera podem escriure: Normal estandard
X La llei normal estandard és im-
2~ K N .
— portant perqueé ppdem reduir
X, — X, — qualsevol altra llei normal a
P( b <Z<=2 H) = I LeXp(—lZZ) dz una llei normal estandard.
c c o 2
X;—p

on la Z indica la variable x—;E .

Aixi, la probabilitat que la variable Z = X%‘“ prengui valors en l'interval

X — U Xp— ,
(—10—”, —20—”) ve donada per la integral entre aquests punts de la funci6 de
densitat d’una distribucié normal estandard. Per tant, Z haura de ser una llei

normal estandard.

Si X és una variable aleatoria amb distribucio N(u, 62), aleshores la varia-
ble Z = X—;E seguira una distribucié normal estandard, és a dir, sera una
N(0,1).

La conseqiiencia fonamental d’aquesta propietat és que els calculs de 1'area
sota la corba en termes de la desviacio son els mateixos per a totes les densitats

normals.

Si X és una variable aleatoria amb distribuci6 N(11, 62) i Z una distribuci6
N(0,1), aleshores per a tota parella k;,k, de nombres positius:

P(u-kc <X <p+kio) = P(-k,<Z<Kky)
En particular, per a tot k:
P(u—ko<X<pu+ko) = P(-k<Z<k)

on k no ha de ser necessariament enter.

Aixi, trobem:

¢ la probabilitat de l'interval donat per una desviacio estandard a una banda
il’altra de la mitjana és sempre la mateixa i és de 0,68. Podem dir, per tant,
que en una distribucié normal, el 68% dels individus prenen valors entre



© FUOC » P08/05057/02305 58

Variables aleatories

la mitjana menys una desviaci6é estandard i la mitjana més una desviacio
estandard

si agafem dues desviacions estandard, la probabilitat és de 0,95

si en considerem tres, la probabilitat és de 0,997

Funcio de densitat d'una llei normal

0,68

0,95

podem fer també el procés invers: si volem tenir una probabilitat del 0,90,
hem d’agafar I'interval donat per la mitjana menys 1,645 desviacions es-

tandard i la mitjana més 1,645 desviacions estandard, és a dir:

P(n—1,6456<X <p+1,6455) = 0,90

Exemple de les resisténcies

La fabrica XSE fabrica unes resisténcies amb un valor nominal de 100 Q (Q és el simbol
de I'ohm, unitat de resisténcia), perd en realitat la resisténcia de les resisténcies segueix
una distribucié normal amb mitjana 100,6 i desviaci6 estandard 3. Per tant, tindrem:

a) el 68% de les resistencies tindran un valor real entre 97,6 Qi 103,6 Q

b) el 95% de les resistéencies tindran un valor real entre 94,6 Qi 106,6 Q

c) el 99,7% de les resistencies tindran un valor real entre 91,6 Qi 109,6 Q

d) si volem un interval que contingui el valor real del 90% de les resisténcies, hem de
considerar l'interval 95,6650 Qi 105,5350 Q

Tot aix0 ens permet de:

comparar valors de diferents lleis normals per veure quins sén més proba-
bles.
reduir els calculs de probabilitats de qualsevol variable normal a 'estudi de

la distribucié normal estandard.

Vegem primer com comparar diversos valors de diferents poblacions normals.

Per exemple, imagineu que les alcades dels homes d'una determinada tribu de

la selva de I’Amazonia segueixen una distribucié normal amb mitjana 167 cm
i desviaci6 estandard 3, mentre que les alcades de les dones segueixen també
una distribucié normal perd ara amb mitjana 162 cm i desviaci6 estandard 2.
Agafem un home i una dona d’aquesta tribu i els mesurem: I'’home fa 168 cm

i la dona 163 cm. Es clar que la dona és més baixa que I’home pero dins dels

seus sexes, quin dels dos es pot considerar més alt?
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Per a respondre aquesta pregunta, el que fem és estandarditzar els dos valors,
és a dir, passar-los a observacions d’'una normal estandard i després comparar-
los. Aixi, el valor estandarditzat per a I’home és:

168 - 167

3 = 0,333

i per a la dona:

163 -162 _

> 0,5

Com que 0,333 < 0,5 i les dades fan referéncia a la mateixa distribucio, la dona

és, dintre del seu sexe, més alta que I’home.

Donada x una observacié d'una llei normal amb mitjana p i variancia
. Lo X—
o2, el seu valor estandarditzat és I-u
(¢

Exemple de les resisténcies

Sabem que la fabrica XSE fabrica unes resisténcies amb un valor nominal de 100 Q, pero
en realitat segueixen una distribucié normal amb mitjana 100,6 i desviaci6 estandard 3.
D’altra banda, la SXX fabrica també resistencies amb un valor nominal de 100 Q, pero
ara en realitat segueixen una distribuci6 normal amb mitjana 100,2 i desviaci6 estan-
dard 4.

Comprem una resisténcia a la fabrica SXX i el seu valor real és de 106 i una resisténcia a
la fabrica XSE amb un valor real també de 106. Aixi, els seus valors estandarditzats son:

106 -100,6/3 = 1,8
per la resistencia comprada a XSE i de:
106 -100,2/4 = 1,45

per la comprada a la fabrica SXX. Per tant, la de XSE esta en una banda alta si la compa-
rem amb la de SXX.

3.3. Calcul de probabilitats usant la llei normal estandard

Mitjancant el procés d’estandarditzacio, el calcul de probabilitats per una llei
normal N(1, 62) es redueix a ’avaluacio de la funci6 de distribuci6é d'una nor-
mal estandard. Com ja hem vist abans, si X és una variable aleatoria N(u, 62),
aleshores:

P(X<x) = P(ZSX%‘“)

on Z és una distribuci6é normal estandard. També podem escriure: Observacié

Com que es tracta d’una llei
continua és el mateix P(X < x)

P(X<x) = @(’%‘) que P(X < x).

on & denota la funci6 de distribucié d’una distribucié normal estandard.
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Per a la normal estandard fins fa poc s’utilitzaven unes taules estadistiques, pero
actualment és molt més senzill i potent utilitzar eines informatiques. De tota ma-
nera, per acabar la sessio calculem algunes probabilitats utilitzant les taules (po-
deu repetir els exemples amb el programari estadistic que utilitzeu). Fixeu-vos
primer que en la taula que utilitzarem ens donen la cua superior de la distribuci6,
és a dir, per cada a, ens donen:

P(Z > a)
i tenim:
P(Zz2a) = 1-P(Z<a) = 1-J(a)

on recordem que & és la funci6 de distribucié d'una distribuci6 normal estan-
dard.

Fixeu-vos també que la funci6 de densitat de la distribucié normal estandard
és simetrica. Aixo fa que tinguem les propietats segiients:

Si Z és una variable aleatoria amb distribucié normal estandardi x>0,
aleshores P(Z<—x) = P(Z>x) i P(Z>-x) = P(Z<x).

Aquesta darrera propietat de simetria ens sera molt atil per a calcular probabi-
litats mitjancant les taules.

Exemple del calcul de probabilitats

Suposem que tenim una variable aleatoria X amb distribucié normal de mitjana 6 i varian-
cia 4; calculem el segiient:

a) probabilitat que X prengui valors més petits que 8:

Mirant la taula, trobem pel punt 1,00 (la fila ens déna les unitats i les décimes —agafem
1,0- i la columna la centeésima —agafem 0,00) el valor 0,1587. Aixi:

X-6 _
P[ 2> 1) - 0,1587
i, per tant:
P(X<8)=1-0,1587 = 0,8413
b) probabilitat que X prengui valors més grans que 3:

pa<x) - H350<X-6)

7 <73 P(’l'sg)ﬂ)

2

i per simetria de la normal:

X-6) _ X-6\ _
P(—l,s <& j - P(Ls > 2 ) - 1-0,0668
c) valor a tal que la probabilitat que X sigui més gran que a sigui 0,22:

Programari
i fulls de calcul

A part del programari estadis-
tic els fulls de calcul també ens
permeten de calcular probabi-
litats, i no sols per les lleis nor-
mals.

Repasseu el calcul de probabilitats 0
de la sessié “Variables aleatories
continues”.

Simplificacio

Reduim tots els calculs a ex-
pressions del tipus P(Z > a) que
sén els que surten a les taules.

Consulteu les taules de la distribucié 0
normal.
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A la taula no trobem la probabilitat 0,22. Trobem la 0,2207 (correspon al punt 0,77) i la
0,2177 (correspon al punt 0,78). Agafarem aleshores el punt intermedi, és a dir, 0,775
(amb un ordinador trobariem el valor exacte). Per tant:

a-6 _
= - 0,775

i tindrem a = 7,55.

4. Resum

Hem vist les distribucions continues més habituals: la uniforme, I’exponencial
i la normal. Hem fet un estudi a fons d’aquesta darrera i hem vist el procés
d’estandarditzacio i la reduccié de qualsevol calcul amb una llei normal a un
calcul amb una llei normal estandard. Hem vist també com utilitzar les taules

de la distribucié normal.
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Exercicis

1. Sabem que el temps que passa entre que obrim la nostra botiga d’ordina-
dors i 'arribada del primer client segueix una distribucié exponencial de pa-
rametre 0,1 (en minuts). Si obrim a dos quarts de deu, calculeu:

a) la probabilitat que arribi després de tres quarts de deu.

b) la probabilitat que arribi exactament a les 9.42 h.

c) la probabilitat que no ens deixi ni els cinc minuts necessaris per a fumar
una cigarreta.

d) 1'hora que esperem que arribi.

2. L’any 1972 l'al¢ada dels homes en edat militar a 1'Estat espanyol seguia una
distribuci6 normal amb mitjana 169 cm i desviaci6 estandard de 6 cm. Calculeu:
a) Si eren rebutjats els més baixos de 150 cm i els més alts de 200 cm, quina
proporcié d’homes tenien la sort de ser rebutjats?

b) Si un home en edat militar mesurava 175 cm i es trobava, per exemple en
un bar, un altre home en edat militar, quina és la probabilitat que el primer
fos més alt que el segon? I que fossin exactament iguals?

c) Calculeu el valor estandarditzat de la vostra alcada i la probabilitat que un
home en edat militar de I'any 1972 fos més alt que vosaltres. Creieu que
aquest resultat encara és cert?

d) Determineu un interval en qué es trobin les alcades del 90% dels homes en

edat militar.
Solucionari

1. Direm X a la variable que ens doéna el temps entre que obrim i l'arribada

del primer client. Aleshores haurem de calcular:

a) Farem aquest apartat utilitzant la funci6 de densitat:

o

P(X>15) = J.(O,l)exp(—O,lx)dx = [—exp(-0,1x)]s = exp(-1,5) = 0,2231

15
b) Com que es tracta d'una llei continua la probabilitat que prengui un valor

concret sera zero, és a dir:
PX=12)=0
c) Farem aquest apartat utilitzant la funcié de distribuci6:
P(X<5) = P(X<5) =F(5) = 1-exp(-0,5) = 0,3935

d) L’esperanca de la variable aleatoria X és 1/0,1 = 10. Esperem, per tant, que

el primer client arribi a les 9.40 h.

2. Aquest problema el farem utilitzant la taula de la distribucié normal estan-
dard. De totes maneres, si després el repetiu usant un programari estadistic,

trobareu uns resultats més precisos i més rapidament.
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Diem Y a la variable que ens déna l'alcada d’'un home en edat militar I’any
1972.

a) Hem de calcular:

P(Y < 150) + P(Y > 200)

Tenim:

P(Y <150) = P(Y7 169 1507169) _ P(Yﬁ 169

S . 23,1667):0,00081

P(Y > 200) = P(Yf 169 2007169) _ P(Yﬁ 169

S22 . 25,1667)

que mirant a la taula és negligible. Per tant, ens surt una probabilitat de
0,0008.

b) Ens demanen primer:

P(Y>175) = P(Y<175) = P(Y‘169 175‘169) - P(Y‘169 < 1) -

6 6 6
=P(Z<1)=1-P(Z>21)=1-0,1587 = 0,8413
i la probabilitat que mesurin exactament igual sera:
P(Y=175)=0
ja que la normal és una distribucié continua.

¢) Suposem que un home fa 181 cm d’alt. El seu valor estandarditzat sera:

181-169 _

¢ 2

i si mirem la taula de la normal tenim que només el 2,28% dels homes en edat
militar eren més alts que el nostre home. Creiem que avui en dia aixo no és

cert!

d) Hem d’agafar l'interval donat per la mitjana menys 1,645 desviacions es-
tandard i la mitjana més 1,645 desviacions estandard, és a dir:

(169 — (1,645 - 6);169 + (1,645 - 6)) = (159,13;178,870)
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Processos estocastics

Acabarem aquest modul amb una darrera sessi6 dedicada a introduir, de ma-
nera basicament descriptiva, el concepte de procés estocastic. Encara que la
utilitzacié de processos estocastics depassa ampliament l’objectiu d’aquest
curs, a causa de la seva importancia (per exemple, s'utilitzen processos estocas-
tics en el tractament d’'imatges, el reconeixement de la veu o 'estudi de cues)
és interessant que en conegueu algunes idees. Veureu, pero, que el tractament
d’aquesta sessi0é és una mica diferent de les altres, és forca més curta i no hi

trobareu exercicis per a fer.

1. Definicions

En certs experiments aleatoris el resultat que obtenim no és un valor numeric
Estocastic o aleatori

concret, sind que €s una funcié que depen del temps. Aquestes situacions no

les podem modelar utilitzant variables aleatories, haurem de fer servir els ano- Podem usar indistintament
els termes processos estocastics
menats processos estocastics. o processos aleatoris.

Exemples de situacions que no podem modelar amb una variable aleatoria

N’hi ha moltes. Vegem-ne alguns exemples: la temperatura al Tibidabo al llarg d"un dia
(temperatura cada 15 minuts), el comportament del consum d’electricitat a Palau de Ple-
gamans durant un dia (consum a cada moment) o els correus electronics que ens arriben
al llarg d’un dia.

Considerem, per exemple, el consum d’electricitat a la ciutat de Barcelona du-
rant un dia. Suposem que a cada instant ¢ (¢t = O indicara el principi del dia)
sabem que el consum d’electricitat segueix una distribucié normal amb mitja-
na y, ivariancia o~ (logicament el consum depen de 'hora en que estem de
manera que hem suposat que la mitjana i la variancia depenen de ). Aquest
consum és una variable aleatoria que denotarem per X(£). Es a dir, definim

X(t) com el consum d’electricitat de la ciutat de Barcelona a l'instant ¢.

Pero el més probable és que a nosaltres no ens interessi especialment el con-
Unitat de temps

sum en un instant concret, sindé que vulguem estudiar com es comporta el

consum d’electricitat al llarg de tot el dia. Aixi, en realitat, ens interessa con- Donarem el temps
en segons: 24 hores = 86.400
siderar la familia de variables aleatories: segons.

(X(f), 0 < t < 86400}

Aquesta familia de variables aleatories €s un procés estocastic.
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Observacié

Un procés estocastic és una familia de variables aleatories

Per cada instant t fixat, X(¢)
(X®),0<t< T és una variable aleatoria.

indexades pel temps.

Com ja hem comentat, el resultat de la realitzacié d'una variable aleatoria és
un valor numeric. En canvi, el resultat de la realitzaci6 d'un procés estocastic

és una funcidé que depen del temps i que anomenarem trajectoria.

Una trajectoria és el resultat de la realitzacié d'un procés estocastic.

En el cas anterior, en qué estudiavem el consum d’electricitat a Barcelona, si

agafem un dia determinat podem obtenir la trajectoria (realitzacid) segiient:

X(9

(Consum)

0 86.400 t

mentre que per un altre dia en podem obtenir una altra (realitzacid) diferent,

com per exemple:

X(t)
(Consum)

0 86.400 t

Veurem dues classes de processos estocastics: els processos a temps discret i

els processos a temps continu.

Notacio

En un procés a temps discret tenim una familia de variables aleatories
En els processos a temps

indexada nomeés sobre els naturals: giSC)E(et) utilitzem X(n) en lloc
e X(b).
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Principalment n’estudiarem un de cada tipus: el passeig aleatori (procés a temps
discret) i el procés de Poisson (procés a temps continu). Per la seva importancia,

farem també una petita referéncia al procés de Wiener.

2. Processos aleatoris a temps discret: el passeig aleatori

El passeig aleatori és un dels processos aleatoris més senzills. Explicarem com

el podem construir.

Comencarem (17 = 0) a I'inici (punt (0,0). Aleshores, llancem una moneda i, si
surt cara “C”, pugem un nivell i, si surt creu “+”, en baixem un. Diem X(1) a la
variable aleatoria que ens dona el nimero de nivell on anem a parar després del

primer llancament. Aixi, tenim, en el primer pas, dues possibles trajectories:
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Podem repetir aquest procés indefinidament. A I'instant n llancem de nou una
moneda i segons el resultat pugem (cara) o baixem (creu). Diem ara X(n) a la

variable que ens dona el nivell on hem anat a parar a I'instant n.

Per exemple, si amb el resultat dels cinc primers llancaments és (C,C,+,+,C) te-
nim la trajectoria

i clarament X(5) val 1 en aquesta trajectoria, mentre que si el resultat dels cinc
llancaments és (+,+,C,C,C), arribem al mateix punt perd amb una trajectoria
diferent.

Aleshores, el procés {X(n), n>0} ésun passeig aleatori.

Estudiarem algunes propietats del passeig aleatori. Diem I(k) a la variable alea-
toria que val 1 si ens surt una cara quan fem el k-eésim llancament de la moneda _

i que val -1 si ens surt una creu. Aleshores:

X(n) = Y I(k)
k=1
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Aquesta manera d’expressar cada X(n) ens permet d’estudiar algunes de les se-

ves propietats. Observeu, primer, que és molt facil comprovar:
E(I(k)) =P(I(k)=1)-P(I(k)=-1)=0
Var(I(k)) = 12P(I(k) = 1) + (-1)?PU(k) =-1) = 1

Aleshores, com que les I(k) son variables aleatories independents (el resultat
d’un llancament de la moneda no afecta els altres llancaments), utilitzant les

propietats de 1’esperanca i de la variancia que hem estudiat, tenim:

E(X(n)) = E [Z I(k)J = Y EUI(k) = 0
k=1 k=1

Var(X(n)) = Var [Zn‘ll(k)J = i Var(I(k)) = n
k=1 k=1

Es a dir, en qualsevol pas, I'esperanca ens indica que hauriem d’estar al nivell

zero, pero amb una variancia cada cop més gran.

3. Processos a temps continu
3.1. El procés de Poisson

El procés de Poisson s’utilitza basicament per a modelar els anomenats proces-
sos de cues. S'hi poden incloure molts processos: cotxes que arriben al peatge
d'una autopista, clients que arriben a un banc, peticions que arriben a un ser-

vidor d’Internet, trucades que passen per una centraleta, etc.

Considerem, per exemple, el cas d'un servidor d’'Internet. Volem estudiar les pe-
ticions que va rebent aquest servidor. Podem suposar que les peticions arriben
d’una en una. Si diem X(t) al nombre de peticions que ha rebut el servidor fins

a l'instant ¢, trobem que una possible realitzaci6 d’aquest procés sera del tipus:

Procés de Poisson

—_

S S S3) S(4)

Observacié

No s’ha de confondre el procés
de Poisson amb la distribuci6 de
Poisson.
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on $(1) indica l'instant en que arriba la primera petici6, $(2) indica l'instant

en que arriba la segona i en general S(i) indica I'instant en qué arriba la i-esima.

Aquest és un exemple d'un procés que es pot representar utilitzant el proces

de Poisson. Té algunes caracteristiques fonamentals:

e Der a cada instant t, X(f) seguira una distribuci6 de Poisson de parametre

At, on A és un parametre que depen del procés.

e Les diferencies entre els temps d’arribada segueixen una distribucié expo-
nencial de parametre XA, és a dir, S(i + 1) — S(i) segueixen una exponencial

de parametre X .

Tenim, aixi, la propietat segiient:

Si {X(¢), t = O} segueix un procés de Poisson de parametre A aleshores
X(t) segueix una distribucié de Poisson de parametre At.

Evidentment, la definici6 rigorosa del procés de Poisson és forca més compli-
cada i de I'estudi de les seves propietats se n’han fet llibres sencers. En tot cas,

hem vist una petita introduccio a algunes idees basiques.

Exemple de la centraleta

Les trucades que arriben a una centraleta segueixen un procés de Poisson de parametre 2
(donarem el temps en minuts). Podem calcular les probabilitats seglients:

a) Probabilitat que en els 5 primers minuts arribin exactament 4 trucades.

La variable X(5), que correspon al nombre de trucades que hem rebut fins al minut 5, sa-
bem que seguira una distribucié de Poisson de parametre 2 - 5 = 10, per tant:

10)*

PX(5)=4) = 7~

exp(~10) = 0,0189

b) Probabilitat que entre la primera i la segona trucada passin més de 3 minuts.

Si diem Y a la variable que ens déna el temps que passa entre la primera i la segona tru-
cada, per la definici6 del procés de Poisson, sabem que seguira una distribucié exponen-
cial de parametre 2.

Aixi hem de calcular:

o

P(Y>3) = J.Z exp(-2x)dx = [-exp(-2x)]; = exp(-6) = 0,0025

Hi ha un procés important que és una derivacié del procés de Poisson. Es
I'anomenat procés del senyal telegrafic aleatori. Considerem un procés X(f) que
només pot prendre els valors 1 o -1 i que a l'inici val 1 o -1 amb probabilitat

0,5. El procés X () canvia de polaritat (passa d’l a —1 o a I'inrevés) en els punts

Procés de comptatge

El procés de Poisson és un pro-
cés de comptatge, ja que ens
dediquem a comptar el nom-
bre de vegades que succeeix
un esdeveniment. El nom de
procés de Poisson prové del fet
que les lleis que apareixen sén
del tipus Poisson.




© FUOC » P08/05057/02305 70

Variables aleatories

de salt del procés de Poisson, de manera que obtindrem trajectories del tipus

seguent:

Procés del senyal telegrafic aleatori

o

3.2. El procés de Wiener o0 moviment brownia

El procés de Wiener o moviment brownia és potser el procés que més s’ha es-
tudiat. El 1827, el botanic Robert Brown va observar el moviment erratic de
grans de pol-len quan estaven en suspensi6 en un liquid (el seu moviment és
molt rapid i irregular). Ara sabem que aquest tipus de moviment esta provocat
per 'impacte de les molecules del fluid en el gra de pol-len. Com podeu ima-
ginar, el moviment que es produeix és forca caotic, de manera que s’obtenen

trajectories molt irregulars, amb un aspecte com el segiient:

Moviment brownia

Aquest tipus de procés s’utilitza també per a donar un model al moviment
d'una molecula dins un gas, moviment provocat i modificat continuament a

causa de l'impacte de la molécula amb les altres molécules del gas.

Entre moltes altres caracteristiques, en té una que el fa molt atil: les lleis que

apareixen son distribucions normals.

Procés del senyal telegrafic

A partir del procés de Poisson
podem construir facilment el
procés del senyal telegrafic.

Terminologia

Com podeu suposar, el nom
de moviment brownid prové del
Sr. Brown. El nom de Wiener
és el del matematic que va fer
la primera construccié rigorosa
del procés.

Finances

Darrerament han aparegut apli-
cacions del moviment brownia
ales finances, especialment a la
borsa per a modelar els preus
de les accions.
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Si {X(¥), t > 0} segueix un procés de Wiener, aleshores X(f) segueix una
distribucié normal amb mitjana 0 i variancia t2.

Com ja hem dit per al procés de Poisson, la definici6 rigorosa de I’estudi de les
seves propietats no és I'objecte d’aquesta sessio.

4. Resum

Hem presentat el concepte de procés estocastic per a estudiar situacions en que
no podem utilitzar una tnica variable aleatoria. Hem presentat alguns dels
processos més habituals: el passeig aleatori, el procés de Poisson i el procés de
Wiener.






