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Contrast de la variancia

1. Introduccio

En aquesta sessio estudiarem com hem de fer inferencia estadistica sobre la va-

riancia d'una poblacio a partir de les dades d'una mostra.

Control de la variancia

Considerem que una inddstria fabrica cargols per a les rodes d'una marca de cotxes. Aquest
cargols han de tenir un diametre de 2,5 cm. Imaginem que en el procés de fabricaci6 s'ha in-
troduit un canvi i volem tenir informaci6 sobre la qualitat del procés.

Establir meétodes per a controlar la variabilitat d'un procés industrial és fonamental per a la
qualitat d’aquest. Amb aquest objectiu, prenem una mostra de cargols i mesurem el diametre
de cada cargol. Podem fer un contrast d’hipotesi sobre la mitjana dels diametres per saber si
aquesta ha variat després d’introduir els canvis a la fibrica. £s important veure que encara
que la mitjana dels diametres estigui a prop de 2,5 cm, és possible que el procés no sigui sa-
tisfactori, en cas de tenir una variancia molt alta. Es possible que la mitjana es mantingui,
compensant diametres molt grans (cargols que no podrem cargolar) amb diametres molt pe-
tits (que rodin dintre el forat). Es evident que tots dos casos sén terriblement negatius per a
I'empresa. Aixi, doncs, a més de tenir controlada la mitjana, també és necessari un control
sobre la variancia. Com més petita sigui la variancia, de més qualitat sera la producci6.

A continuaci6é aprendrem a fer contrastos d’hipotesis i a buscar intervals de
confianga per a la variancia. Per a poder fer tot aixo, abans pero, haurem d’in-

troduir la distribucié x? i conéixer-ne les propietats més importants.

2. La distribucié 2

Notacio

Si Z4, Z,, ..., Z, sOn variables aleatories normals estandard indepen-

. z La distribucié %2 també és co-
’ ’
dents, aleshores la variable que s’obté en sumar els quadrats d’aquestes neix per la seva forma de ser

distribucions: llegida, és a dir, distribuci6
khi quadrat.

2 2, 2
Ry

es distribueix segons una distribucié y? amb n graus de llibertat, x,%

%2 amb 1 grau de llibertat

Algunes caracteristiques importants d’aquesta distribucio6 son les segiients:

En el cas que considerem no-

més una variable normal

) est?andardﬁ Z, tindrem que Ia2

1) Les distribucions y;, no soén simeétriques. Tenen asimetria cap a la dreta, variable Z* segueix una llei y,
amb 1 grau de llibertat.

que disminueix a mesura que n augmenta. Ho podem veure en la figura:
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Distribucions 72

50

A l'hora de calcular probabilitats amb les distribucions x,%, és molt important

tenir present que aquestes no s6n simetriques.

2) Per a cada valor enter positiu del nombre de graus de llibertat (77) hi ha una
distribuci6 x,% Aixi, doncs, n’existeix un nombre infinit. Atés que no podem
disposar d’infinites taules, només en tenim per a uns determinats graus de lli-
bertat. A cada taula, tenim en la primera columna els graus de llibertat n i en
la primera fila la probabilitat, o, que la variable x> amb n graus de llibertat
prengui un valor superior a un valor a. La intersecci6 d’aquestes fila i columna

dona aquest valor g, és a dir:

2 Trobareu les taules de la distribucié 0
P( An > (Z) = Xz a la web de I'assignatura. |

Exemple d’utilitzacié de les taules

1) Si volem trobar aquell valor a que fa que P(ﬁ >a) = 0,025, cercarem en la taula, la fila
corresponent a n = 7 graus de llibertat i la columna corresponent a o = 0,025, i en la inter-
secci6 tenim que a = 16,013.

2) També podem fer servir aquestes taules per a trobar probabilitats acumulades. Si volem
trobar aquell valor b tal que P(Xlé <b) = 0,05, haurem de tenir en compte que si b deixa a
la seva esquerra una area igual a 0,05, a la seva dreta deixara una areaiguala 1l — 0,05 = 0,95;
per tant, hem de trobar el valor de b tal que P(xl?, >b) = 0,95 . I mirant la taula, tenim que
b=7,962.

3) L’esperanca d’'una variable x,% és E(X,Z7 ) = n. Aquesta propietat es demos-

tra facilment, ja que v2 = (Z% +..+Z%), aleshores:

E(x, )= E(Z% +...+z2) = E(Z3 )+ ..+ E(Z3) = n E(Z%)
Com que Var(Z;) = 11, d’altra banda, Var(Z;) = E(Zzi) - (E(Zi))z, tenim que
E(Zzl) = Var(Z;) = 1, ja que l'esperanca d'una normal estandard és zero, E(Z;) = 0.

Finalment, tenim que:

E(x,) )=nEZ})=nl=n
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4) La variancia d’una variable y> és Var(y>) = 2n. Per a demostrar aquesta
propietat, hem de tenir en compte que x,f =(Z 12 +..+Z7 ,f ), i que les varia-

bles Z; sobn independents; per tant, tenim que:

2. 2 2. 2 2. 2
Var(y, )= Var(Zi+...+Z,) = Var(Zy) +...+Var(Z,;) = n Var(Z;)
Aleshores: Var(Z2) = E(Z}) —(E(Z2))’.
D’una banda, abans hem vist que E(Z,~2) = 1 i, de l'altra, podem demostrar,
tot i que no ho farem, que E(Z}) = 3, de manera que Var(Z,-Z) =3-1=2;

i finalment obtenim que:

Var(x,f)=n-2=2-n

3. El contrast de la variancia

Suposem que tenim una mostra aleatoria de grandaria n obtinguda d'una po-
blaci6 normal de mitjana p i variancia o2 desconegudes. Volem contrastar la
hipotesi nul-la que la variancia de la poblacio és igual a un valor og. Com en

tots els contrastos d’hipotesis, farem servir el procediment segiient:
1) Establirem les hipotesis nul-la i alternativa:

a) Hipotesi nul-la: Hy: o’ = of

b) Hipotesi alternativa. La hipotesi alternativa (H;) pot ser bilateral (la varian-
cia de la poblaci6 és diferent d’aquest valor 60) o unilateral (la variancia de la

c 2 2 £ z . 2
poblacid és més gran o més petita que c;):

e Bilateral: Hi: %o
¢ Unilateral: Hi: o’ >op
¢ Unilateral: Hy: o’ <op

2) Calcularem l'estadistic de contrast. Considerem una mostra amb variancia

mostral s2, extreta d’'una poblacié N(u, c2).
Sota el suposit de la hipotesi nul-la certa (H: o’ = of), tenim que l'es-

tadistic de contrast

on s? és la variancia d’'una mostra de grandaria 1, és una observaci6
. 2
d’una variable y;,_;.
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Aquest resultat no el demostrem perque és molt lluny dels objectius d’aquest
curs d’Estadistica. 0

3) Fixatun nivell de significacio6 o, determinem un criteri de decisi6. Per a pren-
dre una decisi6, tindrem dos criteris: un a partir de 1’estadistic de contrast i els
valors critics i l'altre a partir del p-valor. Donat un nivell de significacio o i se-
gons quina sigui la hipotesi alternativa, tenim tres casos possibles:

. . 2 2 P Lo . oz
a) En cas que H; sigui 6" >oc, , escrivim el valor critic com x; _,, _11iés

aquell valor que fa que P(y. | >Xxq_ an-1) = o. Graficament:

Cas &’> o}

1-a o

. . 2 2 P e . 2
b) En cas que H; sigui o” <o , escrivim el valor critic com a x a,n-118€s

aquell valor que fa que P( e < Xq,n-1) = o. Graficament:

Cas o’< cr(z)

o 1- o

Xo,n-1
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¢) En cas que H; sigui o’ # o, aleshores tenim dos valors critics (un per cada
cua) que escriurem com X3 , _1 i X1_¢/2,,-1 1 que fan que: P(xr | < Xa/2,n-1) =

=a/21P(x} >X1_ q/2,n-1) = @/2. Graficament:

Cas o’ = oﬁ

/2 1- o /2

w2,n-1

A partir del valor calculat de l'estadistic de contrast:

2
¥ = (n —21 )s
Co
i a partir dels valors critics corresponents a la hipotesi alternativa i al nivell de sig-

nificaci6 o, rebutjarem la hipotesi nul-la en favor de la hipotesi alternativa si:

e Enelcas Hy: >0 es compleix que X >Xj_g 51
e Enelcas Hy: c’<og es compleix que X <X ;1
e Enelcas Hy: c”#og es compleix que X< Xy/2 51 0 X > X1_g/2 -1

L’altre opci6é que tenim per a prendre una decisié és, com ja hem dit abans,

per mitja del p-valor.

El p-valor depén de la hipotesi alternativa plantejada, de manera que si

2
= (n—zl)s
Go

és el valor de 'estadistic de contrast:

e Enelcas Hy: o> csé , aleshores p = P(x,f,1 > X)

e Enelcas Hy: o’ < cg , aleshores p = P( x,f,l < X)

e Enelcas Hi: 6°#c; no és facil calcular el p-valor, atés que la distribucié
x> no és simétrica. Aquest cas sempre 'estudiarem amb l'estadistic de contrast

i els valors critics.

Direm que aquest p-valor és significatiu i rebutjarem la hipotesi nul-la si és

més petit que el nivell significatiu a escollit.

Rebuig o no-rebuig
de la hipotesi nul-la

Considerant els grafics anteriors,
si l'estadistic de contrast es troba
en la regié ombrejada, aleshores
rebutgem la hipotesi nul-la. En
cas contrari, no la rebutgem.

Recordatori

El p-valor és la probabilitat que
un resultat sigui “al menys tan
extrem” com I'estadistic de
contrast obtingut.
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Exemple de la variabilitat d’'unes peces

La longitud de les peces fabricades en un procés industrial segueix una distribuci6
N(5; 0,0625). Es considera que la mida de les peces és massa variable i s'implanta una
nova tecnica per a evitar-ho. Una mostra de dotze peces ha donat, després d’aquest
canvi, les mides: 5,02, 4,87, 4,95, 4,88, 5,01, 4,93, 4,91, 5,09, 4,96, 4,89, 5,06, 4,85.

Amb un nivell de significaci6é o= 0,05, podem afirmar que hi ha hagut, efectivament, reduc-
ci6 en la variabilitat de la mida de les peces?

A partir de les observacions, calculem la variancia mostral:
n

s = Lo 5 (x-x)* = 0,006106

i=1

1) Establim les hipotesis nul-la, H, : ° = o5 = 0,0625,ialternativa: H, : 6° <oy = 0,0625 .

La hipotesi alternativa és unilateral, ja que el que ens demanen és si podem afirmar que la
variabilitat de les peces s’ha reduit, és a dir, si ara la variancia és més petita que la que es tenia
abans.

2) Calculem l'estadistic de contrast:

_(n-1)s* _(12-1) 0,006106 _
X 22 50655 1,07467

Sota la hipotesi nul-la, és a dir, suposant que o; = 0,0625 és una observaci6 d’una variable
aleatoria 2 amb 12 — 1 = 11 graus de llibertat.

3) Fixat un nivell de significacié a = 0,05, amb ajuda de l'ordinador, calcularem el p-valor i
veurem si esta o no per sota:

p =P(x%<1,0767) = 0,00007257510

Tenim un p-valor molt més petit que 0,05 (és prou significatiu); per tant, rebutgem la hipo-
tesi nul-la i podem afirmar que la variabilitat s’ha reduit.

Si ho volem fer a partir de I'estadistic de contrast, hem de buscar en les taules el valor critic
Xgu-1= X0,0s;11 = 4,5748. Com que 1,07467 < 4,5748, acceptem Hj; per tant, la variabilitat
s’ha reduit.

4. Interval de confianca de la variancia

Suposem que a partir d'una mostra de grandaria n hem obtingut el valor de la
variancia s2. Com podem construir un interval de confianca de la variancia

poblacional?

Sabem que si s? és la varidncia mostral d’una mostra aleatoria de grandaria n

presa d’una poblaci6 normal de variancia o2, l’estadistic:

(n—l)s2
2

(¢

és una observacié d’una variable aleatoria x> amb 1 — 1 graus de llibertat.
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D’altra banda, la probabilitat que una variable aleatoria x> amb 1 — 1 graus de
llibertat, . ,, es trobi compresa entre els valors critics Xa/2,n-1 1 X1-g)2,n-1 €S:

2
P(Xoy2,n-1 < An-1 <X1—q/2n-1) = 1-a

(n— 1)52

> es trobi

Per tant, tenim una probabilitat de 1'(1 — o) que l'estadistic

compres entre els valors critics X, 2 ;1 1 X1_¢/2,4-1, € a dir:

(n-1)s’
2

Xaszn-1 < <X1_a/2,n-1

Xaszn-1 _ _15 Kiwznod

Manipulant aquesta expressio:
P d P (n-1)s> & (n-1)s°

i invertint les fraccions de la desigualtat anterior, finalment obtenim:

2 2
(n—1)s <s? <(n—l)s
X1 a/2,n-1 Xas2,n-1

Per a determinar un interval de confianca per a la variancia a partir d'una

mostra de grandaria 7 i variancia mostral s?:
1) Fixem el nivell de confianca, que escrivim com a 1 - a.

2) Trobem els valors de la distribuci6 x,f,l que tallen una probabilitat de
a/2 ales dues cues, €s a dir, els punts critics xq/2 -1 1 X1_¢/2,n-1-

2 2
3) Linterval de confianca ve donat per: [ (n—_1)s ; (n—1)s } .
X1-as2,n-1  Xas2,n-1

Exemple de la variabilitat d’unes peces (II)

Volem determinar un interval de confianca del 95% per a la variancia de les peces de I’exem-
ple anterior. La variancia mostral és:

2 1 L 2 _
S = Z(xfx,-) = 0,006106
i=1

A partir de les taules podem trobar els punts critics xq/3 51 = X0,025;11 | X1-a/2,1-1 = X0,975;11
que tallen una probabilitat de a,/2 a les dues cues:

XO,OZS;ll = 3,8157 i X0'975;11 = 21,920

L'interval de confianga ve donat per:

[(12 —-1)0,006106 (12— 1)0,006106}
21,920 ! 3,8157

Procediment

Donada la desigualtat,
1
a <t <cC
b
es té que:
- >b >-,
a c
o el que és el mateix:

1 <b<1—
c a
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0,025
0,95 0,025
0
5 10 115 20 25 30
Xo,02511=3,8157 Xos75:11=21,920

Finalment, obtenim: [0,003064; 0,01760].

Podem observar que l'interval de confianga per a la variancia de la poblacié ens mostra que
aquesta sera major que 0,003064 i menor que 0,01760. Comparant amb el resultat del con-
trast d’hipotesis de 'exemple anterior, observem que el valor 0,0625 no es troba dintre 'in-
terval. Resultat coherent amb el del contrast, en qué hem rebutjat la hipotesi nul-la en favor
de la hipotesi alternativa de reducci6 de la variancia.

5. Resum

En aquesta sessi6 hem apres a fer inferéncia estadistica sobre la variancia d'una
poblacié normal. Abans, perod, hem introduit la distribuci6 x2 i estudiat les se-
ves propietats més importants. Després, hem definit 1’estadistic de contrast i
hem vist la forma de fer un contrast d’hipotesis i com podem trobar un inter-

val de confianca per a la variancia.
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Exercicis

1. En un taller funcionen dues maquines A i B per a la produccié d'unes de-
terminades peces. L’experiéncia demostra que el pes mitja de les peces fabrica-
des per A és de 1.189 g, amb una desviacio6 tipica de 90 g. L'encarregat del taller
creu que, si bé el pes mitja de les peces fabricades per B és el mateix que el de
les fabricades per A, la maquina B funciona amb una regularitat diferent. Per
a confirmar-ho, trieu a l’atzar una mostra de 101 peces fabricades per la ma-
quina B i obtingueu una desviaci6 tipica mostral de 80 g. Suposem que el pes

de les peces de totes dues maquines esta normalment distribuit.

a) Feu un contrast d’hipotesi amb a = 0,1 per provar si I’encarregat te rad.
b) Trobeu un interval de confianca del 95% per a la desviaci6 tipica.

2. El responsable de seguretat d'una industria creu que el temps que triga un
vigilant nou a completar la seva ronda té una desviacio tipica inferior a dos
minuts. En una mostra aleatoria de grandaria 12 de temps (en minuts), que és
el que el vigilant va trigar a fer una ronda, es van obtenir els resultats segiients:
20, 23, 18, 22, 18, 17, 20, 21, 21, 18, 21, 19. Suposarem que el temps d'una

ronda es distribueix segons una llei normal.

a) Feuun contrast d’hipotesi amb o = 0,05 per determinar si el responsable de

seguretat té rao.

b) Trobeu un interval de confianca del 90% per a la desviaci6 tipica.

Solucionari
1.
a) Per a fer el contrast d’hipotesis, seguirem el procediment mostrat en aques-

ta sessio:

1. Establim les hipotesis nul-la i alternativa:
e Hipotesi nul-la: H, : o’ = cé = 90°

PN . . 2 2 2 . .
e Hipotesi alternativa: H, : ¢° #0; = 907, ja que segons l’enunciat l'encar-

regat inicament suposa que la maquina B funciona amb regularitat diferent.

2. Calculem l'estadistic de contrast:

(n-1)s> _ (101 -1)80°
oo 90°

= 79,012
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3. Fixem el nivell de significaci6é que ens indica I'enunciat del problema o = 0,1.
A continuacio, busquem els valors critics corresponents tenint en compte que la
hipotesi alternativa és bilateral, de manera que o/2 = 0,05.

De les taules de la ° tenim els valors critics seglients: xg 95,100 = 124,342 i
X0,05:100 = 77,929. Com que l'estadistic de contrast 79,012 pertany a l'interval
[77,929; 124,342], es conclou que no hi ha evidéncia suficient per a rebutjar
H,. 1, per tant, les sospites de I'encarregat no estan justificades.

b) L’interval de confianca per a la desviacio6 tipica ve donat per l’expressio:

’
X1 a2 Xos2

[(n— 1)s2 (n- 1)52J

Ara tenim que o = 0,05, per tant, a/2 = 0,025i1- o/2 = 0,975. De les
taules podem treure els valors critics corresponents: Xg 975,100 = 129,561 i
X0,025;100 = 74,222. Aixi, tenim l'interval de confianga per a la variancia segtient:

[ 4939,758; 8622,780 ]

I traient l’arrel quadrada obtenim l'interval de confianga per a la desviaci6
tipica:

[ 70,283; 92,859]

Podem observar que una desviaci6 tipica igual a 90 es troba dintre d’aquests
intervals de confianca. Resultat que esta d’acord amb 1’obtingut en el contrast
d’hipotesi.

2. El primer que fem és calcular la mitjana i la variancia del temps que es triga

a fer una ronda:

1o
o Mlt]ana.xflzzx,- 19,83

i=1

R - o 2 _
e Variancia: s 117 > (x;—19,83) 3,42

i=1

a) Una vegada més, seguirem els passos segiients per fer un contrast d’hipote-
sis de la variancia:

1. Establim les hipotesis:

e Hipotesi nul-la: Hy: o’ = ¢° = 2°.

N . . 2 2 2 e N . .
e Hipotesi alternativa: H, : 6" <oy = 2°. En aquest cas, la hipotesi alternati-
va €s unilateral, ja que es vol contrastar si la variancia és menor que un de-

terminat valor.

Notacio

Hem d’anar molt amb compte
amb la notacid. Fixeu-vos que
X0,975;-| 00 = 129,561
és el valor critic de la cua dreta,
de manera que I'area que dei-
xa a la seva dreta és 0,025. | és

per aquesta probabilitat on

el buscarem en les taules. El

subindex 0,975 no ens ha

de despistar.

De la mateixa manera:
X0,025;100 = 74,222

és el valor critic de la cua es-

querra, és a dir, el valor que

deixa a la seva dreta una area

igual a 0,975. | amb aquesta

probabilitat el busquem en
les taules.
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2. Determinem un nivell de significacié a = 0,05 i calculem l'estadistic de

contrast a partir de les dades de la mostra d'observacions:

2
(-1 _ (12-1)342 _ g 4.

o’ 2

3. Amb l'ajuda de l'ordinador, calculem el p-valor corresponentaun o = 0,05

per a una hipotesi alternativa unilateral de cua esquerra, és a dir:

p = P(y; <9,40) = 0,4150
Com que aquest valor és major que o, 0,4150 > 0,05, no podem rebutjar la hi-
potesi nul-la i concloem que la variancia del vigilant no és significativament
diferent de 4 s.
b) Aratrobarem un interval de confianca per a la variancia del temps de ronda
del vigilant. Ara tenim que o = 0,10 i, per tant, /2 =0,051 1 - a/2 = 0,95. De
les taules tenim els valors critics corresponents:

X0,05;11 = 4,975 1 X9 95,11 = 19,675

De manera que, substituint aquest valors en 1’expressi6 corresponent a l'inter-

val de confianca

(n-1)s> (n-1)s]_ r(12-1)3,42 (12-1)3,42
[ } [ 19,675 ' 4,575 }

X1a2  Xap
tenim un interval de confianca del 95% igual a [1,91; 8,22]. Observem que 4
es troba dintre d’aquest interval, de manera que no tenim cap evidencia per a

pensar que la variancia és diferent de 4.
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Comparacid de variancies

1. Introduccio

Aquesta sessio esta dedicada a la comparacio6 de les variancies de dues pobla-
cions normals, a partir de les dades obtingudes en dues mostres, una de cada

poblacio.

Comparacio de la variabilitat dels errors de mesura de dos aparells

Suposem que volem comparar la precisioé de dos aparells de mesura. La precisié d'un aparell
de mesura ve determinat per la variabilitat dels seus errors: quan més petita sigui aquesta va-
riabilitat més precis és. Per tant, haurem de comparar la variabilitat dels errors de mesura dels
dos aparells, és a dir, haurem de comparar les seves variancies.

Abans de comencar amb el contrast d’igualtat de variancies haurem d’intro-
duir una nova variable aleatoria: la distribuci6 F de Snedecor.

2. La distribucio F de Snedecor

Si Ui V so6n dues variables independents que segueixen distribucions y?
amb m i n graus de llibertat, respectivament, llavors la variable que s’ob-
té en fer el quocient:

té una distribucio F de Snedecor amb m graus de llibertat al numerador
i n graus de llibertat al denominador, F,, ;.

A continuaci6, comentarem molt breument les principals caracteristiques de

la distribucio F.

1) Les distribucions F no sén simetriques. Totes presenten asimetria cap a la

dreta que decreix a mesura que augmenten m i n.

m=5,n=10
0,8

m=2,n=5
0,6

m=30,n=15
0,4

0,2

Suposit de variancies
iguals

Moltes vegades, quan fem un
contrast d’hipotesis sobre la
diferencia de mitjanes de dues
poblacions, suposem que les
variancies d’aquestes pobla-
cions s6n iguals. No hi ha cap
motiu per que aixo sigui veri-
tat. Hauriem de comencar
per provar si les variancies
s6n iguals.
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2) Per a cada parella de valors enters positius de m i », hi ha una distribucio F.
Trobareu les taules de la distribucié F 0

a la web de I'assignatura. |

Aixi, doncs, també en aquest cas tenim un nombre infinit de distribucions. No-
meés es disposa de taules per a uns determinats valors dels graus de llibertat m i n.

Donada una probabilitat o, cada taula ens dona el valor b, que fa que o sigui la
probabilitat que la variable F amb m graus de llibertat al numerador i n graus de
llibertat al denominador, sigui major que b. La primera fila indica els graus de 1li-
bertat del numerador (m) i la primera columna indica els graus de llibertat del de-
nominador (). El valor b el trobem en la interseccié d’aquesta fila i aquesta

columna.

Exemple d’utilitzacioé de les taules

Volem saber el valor a que fa que P(Fs,1o > b) = 0,0S. En la taula corresponent a a. = 0,05, pri-
mer buscarem la columna de graus de llibertat del numerador m = 5 i després la fila de graus

de llibertat del denominador # = 10.

0,7
061 |

05]{ |

0,4

03] | PF; 23,33)=0,05

024/

011

El valor b es troba en la interseccié d’aquestes files i columnes. Tenim que b = 3,33.

3) Propietat reciproca: Si U és una variable aleatoria F,,, ,,, aleshores V = 1/U
és una variable aleatoria F,, ,,. Aquesta propietat és de gran utilitat per a trobar
valors que determinin probabilitats en la cua esquerra de la distribucié.

Exemple d’ utilitzacié de les taules mitjancant la propietat reciproca

Volem determinar el valor a que fa que P(Fs;1o < a) = 0,05, és a dir, el valor que acumula una
probabilitat de 0,05 i, per tant, que determina una area de 0,05 en la cua esquerra de la dis-

tribucié.

0,7 /

0,6 ,'

P(F, 1,<a)=0,05
0,5 e

0,4
0,3

0,2

0,1
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Com ja s’ha comentat abans, no es disposa de totes les taules per a totes les probabilitats. En
aquest exemple, ens faria falta la taula corresponent a a = 0,95. Aquesta taula no la tenim.
El que farem sera utilitzar la propietat reciproca per a determinar aquesta probabilitat.

Volem trobar el valor de a que fa que P(Fs;;o < a) = 0,05. Aplicant la propietat reciproca a
aquesta expressio, tenim que:

P( 1 <a) - 0,05

FlO;S

Manipulant una mica la desigualtat de dintre el parentesi, tenim que:
1
P(Fis> o) = 0,05

Si ara, per a simplificar una mica l'escriptura, anomenem b = 1/a, el nostre problema s’ha re-
duit a trobar el valor b que fa que P(Fy(,5 > b) = 0,05. T aix0 ho farem de la manera que s’ha
mostrat en l'apartat anterior. Buscarem en la taula de o = 0,05 el valor intersecci6 de la fila
corresponent a m = 10 graus de llibertat del numerador i n = S graus de llibertat del denomi-
nador. Tenim que b = 4,74 i, per tant:

4) L'esperanga d’una variable F,, ,, és:

E(F, ) = E%E’ peran>2

ila variancia és:

2n’(m+n-2)

, peran>4
m(n—2)>(n-4) P

Var(F, ,) =

3. Comparacio de dues variancies

Considerem que tenim dues mostres aleatories de dues poblacions normals di-
ferents: una mostra de grandaria m obtinguda de la poblaci6 1, que segueix
una llei normal de mitjana p; i variancia o7 desconegudes, i una altra mostra
de grandaria n obtinguda de la poblaci6 2, distribuida segons una normal de
mitjana p, i variancia o5 desconegudes.

Ara ens interessa contrastar la hipotesi nul-la que assegura que les variancies
. 2 . 2 . 2 2 A
de totes dues poblacions son iguals, €s a dir, 67 = o3, que també podem ex-
2 2 £ .
pressar com a 6; /o, = 1. Una vegada més, farem servir la manera de proce-

dir segiient per a fer un contrast d’hipotesis:

1) Establim les hipotesis nul-la i alternativa:

a) Hipotesi nul-la: H,: cf = c§ (Hy : Gf /G% =1)

Sobre l'esperanca d'una
variable F...

... cal remarcar que I'esperanca
d’un quocient no és necessaria-
ment el quocient de les espe-
rances: |'esperanca de U és m,
per tant, la de U/m és 1. De la
mateixa manera, |'esperanca
de V/n és 1. El quocient és 1.
En canvi, 'esperanca del
quocient és n/(n — 2), que

és major que 1.
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b) Hipotesi alternativa. Pot ser bilateral (les variancies de totes dues poblacions

son distintes) o unilaterals (la variancia d'una poblacié és major que la de 1'altra):

e Bilateral: H,: o' #0, (H,: o7 /o5 #1)
. 2 2 2 2

e Unilateral: H,:07] >0, (H,:07 /o, >1)
. 2 2 2 2

e Unilateral: H,: (o] <o03) (H,:07 /o, <1)

2) Calcul de ’estadistic de contrast. Sabem que, si considerem una mostra
de grandaria m d'una poblaci6 1, distribuida segons una N(u,, csf ) amb va-

SN . 2 2
riancia mostral s7, es te que:

(m—1)s

2
S

és una observaci6é d’una variable xz amb (m — 1) graus de llibertat.

N . 5N . 2 .z
Per a una mostra de grandaria » i variancia mostral s; d'una poblacié normal

N(Hz,o'zz ), es té que:

(n—1)s;

2
Gy

és una observaci6 d’una variable x2 amb (1 — 1) graus de lIlibertat. El quocient

de dues variables y? dividides pel seus graus de llibertat, segueix una distribu-

ci6 F. D’aquesta manera:

2 2
S1 /Gl

2 2
Sy /GZ

és una observaci6 d'una variable F amb (m — 1) graus de llibertat al numerador

i (n — 1) graus de llibertat al denominador.

Sota el suposit de la hipotesi nul-la certa H,, : csf = cs§ , tenim l'estadistic de

contrast:

2
1

92}

2
2

%)

2 . 2 2 N . N .
on s; is, son mostres aleatories independents de grandaries mostrals m i n, res-

pectivament.

Aquest estadistic de contrast és una observaci6 d’una variable F de Snedecor
amb (m — 1) graus de llibertat al numerador i (n — 1)graus de llibertat al de-

nominador.

e 2 2
Si o7 = o3, aleshores

2,2 2 2
s; /67 S1 0]

2 2 2
522/52 S2 O3

2
51

5
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3) Fixat un nivell significatiu o, determinem un criteri de decisi6. Com sem-
pre que fem un contrast d’hipotesis, a 1’hora d’escollir un criteri de decisio te-
nim dues alternatives: a partir de l'estadistic de contrast i els valors critics
corresponents a un nivell de significacié o o a partir del p-valor.

Donat un nivell de significacié a i segons quina sigui la hipotesi alternativa,
tenim:

. . 1 2 P P
a) En cas que H; sigui o, /o, >1, aleshores escrivim el valor critic com
f1-0,m-1:n-1 1 €s aquell valor que fa que:

P(Fm—l,n—l > fl—a,m—l,n—l) = a

Graficament:

T- o o

b) En cas que H; sigui o1 /o5 <1, aleshores escrivim el valor critic com
fo,m-1,n-1 1 €s aquell valor que fa que:

P(Fm—l,n—l < fa,m—l,n—l) = a

Graficament:

1-

T
fu.rll—}, n=1
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c) En cas que Hy sigui cf / cﬁ # 1, tenim dos valors critics (un per cada cua)

que escriurem com fy2 y-1,n-1 1 f1-a/2,m-1,n-1 1 que fan que:

P(Fp_1 -1 < foy2,m-1,n-1) = 21 P(Fp 11> fi—a/2m-1,n-1) = o/2

Graficament:

T T T
fa2, m-1, n-1 fl-az. m-1, 1

A partir del valor calculat de I'estadistic de contrast:

)

Il
© | w»
NNI»—‘N

i dels valors critics corresponents a la hipotesi alternativa i al nivell de signifi-

cacio o, rebutjarem la hipotesi nul-la en favor de la hipotesi alternativa si:

2 2 .
e Enelcas H, : 6y >0, es compleix que > f1_q ;-1,n-1

e Enelcas H, : 6 <o, es compleix que f<fy m-1n-1

e Enelcas H, : 67 #0, es compleix que f<fy/2 m-1-101>f1-a/2,m-1,n-1

També ho podem fer a partir del p-valor. Una vegada calculat I'estadistic de

contrast, calcularem el p-valor corresponent.

El p-valor depén de la hipotesi alternativa plantejada, de manera que:

Enelcas H;: 012 > 022 es compleix que pP=PFp_141>0
Enelcas H;: 012 < 022 es compleix que pP=PFp_141<h

Enelcas H,:oc; #0, es compleix que p=2PFy_1,-1>1)

Si p és menor que el nivell de significacié a, direm que el p-valor és significatiu

i rebutjarem la hipotesi nul-la.

Rebuig i no-rebuig
de la hipotesi nul-la

Considerant els grafics anteriors,
si I'estadistic de contrast

es troba en la regié ombrejada,
aleshores rebutgem la hipotesi
nul-la. En cas contrari, no la
rebutgem.
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Val la pena comentar per que en el cas bilateral H; : ol #0; per a calcular el
p-valor es multiplica per dos. En aquest cas, hem de tenir en compte que hem
triat la poblaci6é “1” arbitrariament i, per tant, hauriem pogut calcular l'esta-
distic de contrast com:

Notem que es tracta d'una observacio d'una variable aleatoria que segueix una

Hel Fn—l,m—l-
Calcularem el p-valor tenint en compte aquestes dues possibilitats. Aixi:

P =PEp1,n-1>0+PFu_1,m1> o)

Observem que, aplicant la propietat reciproca i el fet que fy = 1/f podem es-

criure:

PEy 11> o) = P ) = PEy 1000 1)

m-1,n-1

Finalment, obtenim que el p-valor corresponent a una hipotesi alternativa bi-
lateral és p = 2P(F,;,_1 1 > f)-

Exemple de comparacioé de dues variancies

Es porta a terme un estudi per a comparar el temps que triguen dos ordinadors de marques
diferents (A i B) a executar un programa. Experiencies anteriors indiquen que les distribu-
cions de temps son aproximadament normals. Una mostra aleatoria de temps per a onze
ordinadors de la marca A i una altra per a catorze ordinadors de la marca B dona els se-
giients resultats per a les desviacions tipiques mostrals:

Ordinadors de la marca A: s; = 6,1

Ordinadors de la marca B: s, = 5,3

A la vista d’aquests resultats, podem pensar que els temps d’execuci6 dels ordinadors de la
marca A presenten més variabilitat que els de la marca B?

Farem un contrast d’hipotesis de la igualtat de variancies amb un nivell de significaci6 de
0,01.

1. Establim les hipotesis nul-la i alternativa:
Hipotesi nul-la: H,: cr,f = GBZ
Hipotesi alternativa: H, : cA2 > cs,f

2. Fixem un nivell de significacié a = 0,01, com diu ’enunciat de 'exercici. A continuacio,
calculem l’estadistic de contrast a partir de les dades mostrals:

I
3

©
=
w
S

3. Amb l'ajuda de 'ordinador, calculem el p-valor: p = P(Fyo,5 >1,32) = 0,31 . Com que
0,31 > 0,01, no tenim evidéncies per a rebutjar la hipotesi nul-la. Concloem, doncs, que les
variabilitats de temps d’execuci6 dels ordinadors A i B no son significativament diferents.

Es interessant
observar que...

... per a la hipotesi alternativa
bilateral, el p-valor és dues ve-
gades |'area de la cua de la dre-
ta, tot i que la distribucié F

de Snedecor no és simétrica.
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També ho podem fer a partir del valor critic: mirant les taulesperam—- 1=10in- 1=13
graus de llibertat al numerador i denominador, respectivament, i per a un nivell de significa-
ci6 a= 0,01:

fo,99;10,13 = 4,10

Com que 1,32 < 4,10, no rebutgem la hipotesi nul-la.

4. Resum

Hem dedicat aquesta sessi6 a la comparacié de dues variancies en el cas de po-
blacions normals. Hem fet contrastos d'hipotesis sobre la igualtat de dues varian-
cies. Abans, pero, hem introduit la distribucié F de Snedecor i hem estudiat les
seves propietats més importants; en particular, la propietat reciproca de gran
importancia a ’hora de calcular probabilitats en la cua esquerra de la distribu-
ci6. Després, hem definit I'estadistic de contrast corresponent i hem vist la ma-
nera de contrastar la igualtat de variancies.

Notacio

La taula ens déna sempre el va-
lor critic de la cua dreta; per
tant, si en la taula posa, per
exemple, o = 0,01 i busquem
per a 10 graus de llibertat del
numerador i 13 graus de lliber-
tat del denominador, escrivim
aixi el valor 4,10:

fo,99:10,13 = 4,10
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Exercicis

1. Els errors aleatoris de dos aparells de mesura segueixen les distribucions
N(O,cs12 )i N(O,c§ ). Durant un periode de temps determinat s’han detectat

els errors segilients:

Aparell 1 03 07 | -1,1 120 |17 |-08]|-05

Aparell 2 1,6 | -09 | -28 | 3, 42 | -1,0 | 21

Es vol saber si el primer aparell és més precis que el segon. Feu un contrast d'hi-
potesi amb un nivell de significaci6 del 0,05.

2. Es vol comprovar l'efecte de la humitat en el deteriorament de dos mate-
rials magnetics diferents. Amb aquest objectiu, es van provar deu peces del
material 1 sotmetent-lo a una forta humitat. De la mateixa manera, es van
provar tretze peces del material 2. La mostra del material 1 va donar un dete-
riorament mitja de 83 amb una variancia mostral de 25, mentre que la mostra
del material 2 va donar un valor mitja de 83 amb una variancia mostral de 16.
Suposarem que les poblacions son normals. Podem concloure amb un nivell
de significacid a = 0,1 que les variancies poblacionals dels materials 1i 2 sén
iguals?

Solucionari

1. Es un problema de comparacié de variancies de dues poblacions, ja que la
precisioé d'un aparell ve donada per la magnitud de la seva desviacio tipica. Si
les desviacions de les dues poblacions son iguals, aleshores tindran la mateixa

precisio.

A partir de les dades de la taula, calculem les mitjanes i les variancies mostrals
que ens fan falta per a fer 'exercici.

e Mitjana de la mostra 1: x; = % > xq; = 0,32857

i=1

e Variancia de la mostra 1: si = ﬁ 3 (% -x1,)° = 1,46905
i=1

e Mitjana de la mostra 2: x, = % > x5 = 0,900

e Variancia de la mostra 2: 57 = —— > ()"cz—xz,-)z = 6,36667
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A partir d’ara, seguirem el procediment establert per a fer un contrast d’'igual-

tat de variancies:

1. Expressem les hipotesis:

e Hipotesi nul-la: H, : o = os.

e Hipotesi alternativa: H; : (of < o§ ) . Establim aquesta hipotesi alternativa
unilateral perqué volem saber si el primer aparell és més precis que el se-

gon. Si és meés precis, aleshores la seva variancia sera més petita.

2. Seleccionem un nivell de significacié6 o = 0,05 i calculem l'estadistic de

contrast:

3. Mirant les taules tenim que: fj 95.6,6 = 4,28. L aplicant la propietat reciproca

tenim que:

1 1
e = —— = —— = 0,234
foosiss foosies 4,28

Com que 0,231 < 0,234, rebutgem H, i acceptem que el primer aparell és més
precis que el segon. També podem arribar a aquesta mateixa conclusi6 a partir

del p-valor. Amb 1'ajuda de I’ordinador, podem calcular el p-valor:
P(Fg 6 < 0,231) = 0,0489

I com que 0,0489 < 0,05, rebutgem la hipotesi nul-la en favor de la hipotesi

alternativa.

2. Siguin o} i o5 les variancies poblacionals del deteriorament dels mate-
rials 11 2, respectivament. Farem un contrast d’hipotesis sobre la igualtat de
variancies:

1. Establim les hipotesis nul-la i alternativa:

e Hipotesi nul-la:Hy : ol = o,

SN . . 2 2
e Hipotesi alternativa: H, : o7 #0;

2. Calculem l'estadistic de contrast:

2

S1 25
—===1,562
522 16
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3. Fixat el nivell de significacié o = 0,1, buscarem el valor critic de la cua dre-
ta de la de la distribuci6 Fambm = 10-1 = 9in = 13 -1 = 12 graus de
llibertat al numerador i al denominador, respectivament, en la taula correspo-
nent a a/2 = 0,05:

f0,95,-9;12 = 2,80

Per a calcular el valor critic corresponent a la cua esquerra de la distribucio,
fem servir la propietat reciproca:

1 1
91y = —— = —— = 0,326
foossz foosnze 3,07

Per tant, rebutgem la hipotesi nul-la quan l’estadistic de contrast sigui menor
que 0,326 o major que 2,80. En aquest cas, tenim que !'estadistic de contrast
es troba entre aquests dos valors:

0,326 < 1,562 < 2,8

Graficament:

0,057 0,9 0,05
1 T T 1 T
0 1 2 3 4 5 6
f0,05;9:12=0,326 fo,95:9:12=2,80

Per tant, no rebutgem la hipotesi nul-la. I concloem que no tenim cap eviden-
cia suficient per a pensar que les variancies siguin diferents.

A aquesta mateixa conclusi6é podem arribar calculant el p-valor amb l’ajuda de
I'ordinador:

P=2-P(Fg15>1,562)=2-0,2318 = 0,4636.

Com que 0,4636 > 0,1 no rebutgem la hipotesi nul-la.



