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Introduccio

En aquest modul continuem l'estudi de l'algebra, i el seu objectiu prin-
cipal és treballar amb vectors, repassar els conceptes de dependéncia i
d’independeéncia lineal, de generadors i base, aixi com introduir el concepte
d'aplicacio6 lineal. Presentarem un conjunt de preguntes curtes amb les corres-
ponents solucions. Es recomana intentar fer els exercicis i posteriorment revi-

sar les solucions proposades.
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Objectius

Els objectius que haurieu d'assolir una cop fets els exercicis que proposem sén:

1. Combinacions lineals de vectors i conjunts de vectors linealment depen-
dents i linealment independents.

2. Sistema de generadors i base i coordenades d'un vector en diferents bases.

3. Matriu associada a una aplicacio lineal i expressioé analitica.
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1. Enunciats de les preguntes curtes

1.1. Combinacio lineal

1) Poseu el vector (-=4,2,2) com a combinacié lineal dels vectors (—2,3,1),

0,4,—1)i(2,1,-3).

2) Donat m un nombre real qualsevol, considerem els vectors v1=(m, —m),

Vy= (1,-1i V3= (2,3). Expresseu el vector com a combinaci6 lineal dels vectors

Vy i V3.
3)

a) Expresseu el vector (3,—5,5) com a combinaci6 lineal dels vectors (1,—4,5),

(1,1,0)i (= 4,-1,0).

b) Quant ha de valer el parametre a per tal que el vector (2,-3) no es pugui

expressar com a combinaci6 lineal dels vectors (3, - 1) i(=3,ay

1.2. Dependencia i independéncia lineal. Generadors i base

1) Quant ha de valer el parametre a per tal que els vectors (3,2,2), (B,a -3)i

(— 3,4,3) siguin linealment dependents?

2) Els vectors (3,2, — 1), (k, =2,4) i (=1, k, — 1) s6n vectors de R3. Per a quins

valors del parametre k els 3 vectors anteriors sén linealment independents?

3) Donat el conjunt de vectors {(1,0, 1), (0,1, k), (1,1,— k)}, trobeu, si n’hi ha, els
valors que ha de prendre k perqué aquests vectors siguin linealment indepen-

dents, linealment dependents, generadors o base.
4)

a) Formen base de R3, els vectors (3, -2,1), (— 1,3,0), (2,2, -3)i (4, - 1,2)? Justifi-
queu la resposta.

b) Formen base de R3, els vectors (3,—2,1), (—=1,3,0)i (4,—1,2)? Justifiqueu la
resposta.
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¢) Formen base de RS, els vectors (3, -2,1), (— 1,2,0) i (4,4,3)? Justifiqueu la res-
posta.

1.3. Coordenades en una base

1) Les coordenades del vector V € R? en la base canonica s6n (1,2,3). Quines

son les seves coordenades en la base B ={(1,0,0), (1,1,0), (1,1, 1)}?

2)

a) Les coordenades del vector v e R en la base B= {( -2,3, 1), (0,4, - 1), (2, 1,— 3)}

s6n (2,—5,4). Quines son les coordenades del vector v en la base canonica?

b) Les coordenades del vector w € R3 en la base canonica sén (— 4,— 6,6). Qui-

nes séon les coordenades del vector w en la base B= {( -2,3, 1), (0,4, - 1), (2, 1,— 3)}?

3)

a) Les coordenades del vector ve R? en la base canonica sén (8,—7). Quines

son les coordenades del vector v en la base B= {( - 2,3), (2,2)}?

b) Les coordenades del vector we R? en la base B={(3,1),(a b)} s6n (-5,2), i

les coordenades d’aquest mateix vector w € R? en la base canonica son (— 7, 1).
Quins son els valors dels parametres ai b que formen els components del segon
vector de la base B?

4) Les coordenades del vector ve R} respecte a la base
B ={(a, -1,2,(=3,b, — 1), (— 1,2, c)} son. Quant han de valer els parametres a,
b i c per tal que les coordenades del vector ve R3 respecte a la base canonica

siguin (5,—2,3)2

1.4. Aplicacions lineals

1) Donada l'aplicacio lineal f(x, y) = (x+ 2y, —3x—6y, —x+ y), es demana:
a) Calculeu la matriu associada en la base canonica de R

b) Si anomenem A a aquesta matriu, determineu els vectors (x, y) per als quals

0
es verifica que A(;(,) = (0)
0

2)
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a) L'aplicacio lineal f té per matriu associada en la base canonica la matriu

(:§ (5) ?) Quina és I'expressi6 de l'aplicacio lineal f?

b) Trobeu els vectors que compleixen f(x, y, z) =(0,0).
3)

a) Calculeu l'expressi6 de ’aplicacio lineal f que té per matriu associada en la

« . (2 -
base canonica la matriu _3 6/

b) Trobeu els vectors (x, y) que compleixen f(x, y)=(6,—9).

)
) 3 Sabem

que el vector (6,—2) és un vector propi de la matriu anterior. Quin és el valor

4) Una aplicaci6 lineal té per matriu associada la matriu A=(

propi associat al vector propi anterior?
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2. Solucions a les preguntes curtes

2.1. Combinacio lineal

1) Per a posar el vector (=4,2,2) com a combinaci6 lineal dels vectors (- 2,3,1),

(0,4, - 1) i (2, 1,— 3) cal trobar els valors x, y i z que compleixen
x(=2,3,D+y(0,4,— D+22,1,-3)=(—4,2,2). 2.1

Operant l'expressio anterior, obtenim el segiient sistema d’equacions:

—2x+2z=—4,
3x+4y+z=2, 2.2
xX—y—3z=2.

Resolent el sistema d’equacions anterior obtenim la solucié x=3, y= -2 i

z=1.

2) Per escriure el vector com a combinaci6 lineal dels altres dos, n'hi ha prou
amb determinar dos nombres reals, x i y, tals que es compleixi la igualtat
XVy+yvy= vy Es a dir:

x(1,— 1)+ y(2,3) =(m, — m). 2.3
Aquesta igualtat es pot escriure com el sistema d'equacions

x+2y=m
. 2.4
—x+3y=—-m

Aquest sistema té solucio tnica ja que és un sistema compatible i determinat.
Per comprovar-ho n'hi ha prou amb observar que la matriu de coeficients del

12 . . o
sistema (_1 3) té rang 2 ja que el seu determinant és diferent de zero, en

concret 5.

Usant el meétode de Gauss, obtenim:

12 m) 12 m)
(—1 3 —mF(I)+F(0 5 0 2.5

271

Deduim directament que y=0i x=m.
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3)

a) Si busquem posar el vector (3,—5,5) com a combinaci6 lineal dels vectors
(1,—4,5), (1,1,0) i (—4,— 1,0), hem de trobar els valors x, y i z que fan que es
compleixi

x(1,-4,9+y(1,1,00+z2(—4,-1,00=(3,-5,5). 2.6

De la igualtat anterior, obtenim el segiient sistema d’equacions:

x+y—4z=3,
—4x+y—z= -5, 2.7
5x=5.
Si resolem el sistema d’equacions anterior obtenim la solucié x=1, y= -2 1

z=-—1

b) De manera analoga al que s’ha fet a I’apartat a), si volem que el vector (2, — 3)

no es pugui posar com a combinacio lineal dels vectors (3,-1)i(-3, a), cal que
no hi hagi valors de x i y que facin que es compleixi

x3,-D+y(-3,a=2,-3)

Es a dir, cal que el sistema d’equacions seglient no tingui solucié (cal que sigui

incompatible):

3x-3y=2,
2.8
—x+ay=-3.
El determinant de la matriu del sistema anterior és
3 - 3‘: 3a—3 2.9
-1 a

i s’anul-la quan a=1. Quan a=1 el rang de la matriu del sistema és 1 i quan

a# 1 el rang de la matriu del sistema és 2.
Per tant, si a# |, el sistema és compatible determinat.

Quan a=1, el rang de la matriu ampliada és 2 ja que:
_31 _2J=—9+2=—7;é0. 2.10

Per tant, si a= 1, el sistema és incompatible i el vector (2,-3)noes pot expressar

com a combinacié lineal dels vectors (3, — 1) i (— 3, a).
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2.2. Dependeéncia i independéncia lineal. Generadors i bases

1) Calculem el determinant de la matriu que conté els tres vectors en columna:

a 3 -
2 a 43‘=332+183+24. 2.11
2 -3 3

El determinant anterior és zero quan es compleixi 3a2+ 18a+24 =0, i aixd passa

quan a= —2oquan a= —4.

Per tant, quan a= —2 o quan a= —4, els vectors (3,2,2), (3,3, - 3) i (— 3,4,3) son
linealment dependents.

2) Calculem el determinant de la matriu que conté els tres vectors en columna:

3k -
2 -2 kl|=-—KkK*~10k 2.12
-1 4 =

El determinant anterior és zero quan es compleixi — k>—10k=0, i aixo passa
quan k=00 quan k= —10.

Per tant, quan k#01i k# — 10, els vectors (3,2,— 1), (k, - 2,4) i (— 1, k, — 1) son
linealment independents.

3) Per resoldre aquesta pregunta comencarem per estudiar el rang de la matriu

A formada pels tres vectors. Observem a més que son vectors de R3, espai que
té per dimensio 3.

10 1
A=[0 1 1 2.13
1 k —
El determinant de la matriu A és
10
=0 1 =1-1(-k)+0-1-1+0-k- 1-(1- 1- 1+ 1- k- 14 0-0-(— k) =
1 k —

—k—-1-k=-2k-1

Per tant,

Nota

Una de les maneres de com-
provar si tres vectors sén line-
alment dependents és calcu-
lar el determinant de la matriu
que conté els tres vectors en
columna i veure si aquest de-
terminat és zero o diferent de
zero. Si el determinant és ze-
ro, els vectors son linealment
dependents. Si el determinant
és diferent de zero, els vectors
sén linealment independents.

2.14




© FUOC  PID_00255401 13 Exercicis d’autoavaluaci6 de vectors i aplicacions lineals

* Sik * — %, la matriu A té rang 3, i els tres vectors son linealment indepen- Nota

dents. Donat que son tres vectors linealment independents de R3, espai AR un conjunt de genera-

dors necessita nn vectors amb
n> 3, dels quals 3 vectors han
de ser linealment indepen-
dents.

que té per dimensio 3, son base de R En aquest cas, també son generadors

de R, ja que tota base és generadora de 'espai al qual pertany.

Sik=- %, la matriu A té rang 2, i els tres vectors soén linealment depen-

dents. En aquest cas no son base, ja que una base de R3 ha de tenir tres
vectors linealment independents. Tampoc son generadors, ja que tot con-
junt de generadors ha de tenir com a minim el mateix nombre de vectors

linealment independents que la dimensi6 de 'espai al qual pertany.

4)

a) Els vectors (3,-2, 1), (— 1,3,0), (2,2, -3)i (4, —1,2) no formen base de R? perque Nota
hi ha quatre vectors.

Per ser base de R3 cal que hi
hagi exactament tres vectors i
que siguin linealment indepen-
dents.

b) Els vectors (3,-2,1), (=1,3,0) i (4,—1,2) formen base de R? perque hi ha

exactament tres vectors i aquests son linealment independents. Comprovem

aquesta ultima afirmacio calculant el determinant dels tres vectors posats en
columna i veient que és diferent de O.

3 -1 4
-2 3 —1=18+1-12-4=3%0 2.15
1 0 2

¢) Els vectors (3,-2,1), (= 1,2,0)i (4,4,3) no formen base de R} perque hi ha tres
vectors perd aquests no son linealment independents. Comprovem aquesta
altima afirmacio calculant el determinant dels tres vectors posats en columna
i veient que és igual a 0.

3 -1
-2 2 =18-4-8-6=0. 2.16
1 0

2.3. Coordenades en una base

1) Siguin (a, b, c) les coordenades del vector V € R® en la base B. Escrivim el

vector V utilitzant les dues bases, és a dir:
a(1,0,00+b (1,1,00+¢c (1,1,D)=v=1(1,0,0)+2 (0,1,0)+3 (0,0, 1). 2.17
Fent operacions,

(a4+b+c b+c c)=(1,2,3). 2.18
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Aquesta igualtat es tradueix en el sistema d’equacions segiient:

a+b+c=1
b+c=2 . 2.19
c=3
Aquest sistema té per solucié ¢=3, b= —1i a= — 1. Aixi, el vector V s’escriu

com (— 1,— 1,3) en la base B.
2)

a) Si les coordenades del vector v e R3enlabase B= {( -2,3, 1), (0,4, — 1), (2, 1,— 3)}

s6n (2,—5,4) i volem trobar les coordenades d’aquest vector en la base canoni-
ca, vol dir que hem de trobar els valors x, y i z que compleixen

x (1,0,00+y (0,1,00+z (0,0,h)=v=2(-2,3,)-5(0,4,— D+4 (2,1,- 3). 2.20
Operant l'expressio anterior, obtenim:
x=2-(—-2)—-5-0+4-2=4,
y=2-3-54+4-1= - 10, 2.21
z=2-1-5(-D)+4.(-3)=-5.

Per tant, les coordenades del vector v en la base canonica sén (4, -10,— 5).

b) Si les coordenades del wvector weR® en la base canodnica sén
(—4,—6,6) i volem trobar les coordenades d’aquest vector en la base

B= {( -2,3, 1), (0,4, - 1), (2, 1,— 3)}, vol dir que hem de trobar els valors x, yi z que
compleixen

x(=2,3,D)+y 0,4,— D+z2,1,—-)=w= —4(1,0,00— 6 (0,1,0+6 (0,0, ) 2.22

Operant l'expressié anterior, obtenim el seglient sistema d’equacions:

—2x+2z= -4,
3x+4y+z= -6, 2.23
x—y—3z=6.

Resolem el sistema d’equacions anterior aplicant Gauss i posant la tercera
equacio en primer lloc:

1 -1 -3 6 1 -1 -3 6
(—202—)4‘(0—2—48
3 4 1 _6f2=2f1+f2

f3:—3f1+f3

1 -1 =36
— 0 -2 —-438 2.24

0O 7 10 =24
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Obtenim la solucié x=1, y= —21i z= — 1. Per tant, les coordenades del vector

w en la base B sOn (1,—2,— 1).
3)

a) La base canonica de R? esta formada pels vectors (1,0)1 (0,1). Si les coorde-
nades del vector v € R en la base canonica s6n (8,—7) i volem trobar les coor-

denades d’aquest vector v en la base B= {( - 2,3), (2,2)}, cal trobar els valors x i
y que compleixen la segilient igualtat:

x(=2,3+y (2,2)=8(1,00—7 (0, . 2.25

De la igualtat anterior, obtenim el segiient sistema d’equacions:

—2x+2y =38,
3x+2y=-"7. 2.26
Si resolem el sistema d’equacions anterior obtenim la solucié x=-3iy=1

Per tant, les coordenades del vector v en la base B= {( -2.3), (2,2)} sén (= 3,1).

b) Com que les coordenades del vector w e R? en la base B={(3,1), (a, b)} son
(=5,2)iles coordenades d’aquest mateix vector w € R? en la base canonica sén

(—7,1), sabem que es compleix la segiient igualtat:
-5@G,D+2(a b= -7(1,00+1(0,1). 2.27
De la igualtat anterior, obtenim el segiient sistema d’equacions:

—15+2a= -7,

-5+2b=1. 2.28

Les equacions anteriors es poden resoldre per separat i obtenim les solucions

a=41b=3. Per tant, el segon vector de la base B és el vector (4,3).

4) Com que les coordenades del vector veR> en la base
B={(a, -1,2,(=3p, —1),(- 1,2,c)} séon (2,—2,—1) i les coordenades d’aquest

mateix vector v € R’ en la base canonica sén (5, - 2,3), sabem que es compleix
la segiient igualtat:

2(a —1,2)=2(=3b, — )= (=1,2,0)=5 (1,0,0)—= 2 (0,1,0)+3 (0,0, ). 2.29

De la igualtat anterior, obtenim les segiients equacions i les seves solucions:
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2a4+6+41=5-a= -1,
—2-2b-2=-2-b=-1, 2.30
442—-c=3-c=3.

2.4. Aplicacions lineals

1) Per a coneixer 'expressié matricial de I'aplicaci6 lineal donada en aquesta
base, hem de calcular la imatge dels vectors de la base canonica en l'aplicaci6

lineal f(x, y) = (x+ 2y, =3x—6y, —x+ y). En concret:

f(1,00=(1,-3,-1), Nota
£0,1)=(2,—6,1).

- 2
La base canonica de R
és la formada pels vectors

{1,0), 0, 1)}

La matriu associada a la base canonica té per columnes les imatges dels vectors

de la base canonica. Aixi, podem escriure la matriu d’aquesta manera:

1 2
-3 -6 2.32

-1

A=

Podem comprovar el resultat fent 1’operacio segiient:

1 2 X+2y
X X
Aly)=|-3 —6)(y)= —3x—6y 2.33
-1 1 —Xx+y
Aix0 prova que f(x, y) = A(f,)
« [0
b) Per trobar els vectors (x, y) tals que A-(y)= 0], hem de resoldre el sistema
O
d'equacions homogeni segiient:
x+2y=0 Nota
—3x—6y=0, 2.34
—x+y=0 Els sistemes homogenis sén

sempre com a minim compa-
tibles ja que la solucié trivial
x =y =0 és sempre una so-
lucié possible. Aixi, un siste-
ma homogeni només pot ser
compatible determinat (solu-

Per resoldre el sistema farem servir el metode de Gauss.

1 20 120 120 ci6 Unica) o compatible inde-
-3 -60 000|lel030 2.35 terminat (infinites solucions).
-1 103 30 Yoo

3F 1+F 2

Per tant, el sistema és compatible determinat amb solucié x=01i y=0.

2)
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02
35 1) té dues files i tres columnes, 1'espai de sortida

és R (nombre de columnes) i I'espai d’arribada és R? (nombre de files). Per

a) Com que la matriu(

)
al vector

trobar l’expressio6 de 1'aplicacio6 lineal f cal aplicar la matriu (: : (5) 1

X
)
z
—10 2% —x+2z
iy 1)(§)=(—3x+5y+z)~ 2.36
Per tant, f(x, y, z)=(—x+2z, —3x+5y+2).
b) Per trobar els vectors que verifiquin f(x, y, z)=(0,0) cal que es compleixi

—-x+2z=0,

—3x+5y+z=0. 2.37

Resolem el sistema d’equacions anterior mitjancant Gauss:

(—1 20)f2=—3f1+f2(—10 2 O)
351 -

0 05 -5 0 2.38

Podem comprovar que es tracta d'un sistema compatible indeterminat ja que
el rang de la matriu del sistema coincideix amb el rang de la matriu ampliada,
que és 2, mentre que el nimero d’'incognites és 3.

Si considerem la segona equaci6 trobem que Sy —5z2=0=>5y=5z=>y=z.

Si considerem la primera equaci6 trobem que —x+2z=0= x=2z.

Per tant, els vectors que compleixen f(x, y, z) =(0,0) sén tots els de la forma
(2z, z, z), on z pot prendre qualsevol valor real.

3)

a) Per trobar 'expressi6 de 'aplicacio lineal f que té per matriu associada en la

-~ . (2 -4 . . .
base canonica la matriu| 36 ) cal aplicar la matriu anterior al vector (x, y).

(2 “3) (2X_4y) 2.39

-3 6 V7| =3x+6y/

Per tant, l'expressi6 de l’aplicaci6 lineal f ve donada per
f(x, y)=(2x—4y, —3x+6y).
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b) Per trobar els vectors (x, y) que compleixen f(x, y)=(6,—9), cal resoldre el
segilient sistema d’equacions:

2x —4y =6,

—3x+6y= 9. 240

El sistema d’equacions anterior és compatible indeterminat i, si el resolem, les
seves solucions son de la forma x=3+2y, on y pot prendre qualsevol valor

real. Per tant, els vectors (x, y) que compleixen f(x, y)=(6,—9) son tots els de la
forma (3+2y, y) on y pot prendre qualsevol valor real.

6), llavors s’ha

4) Si el vector (6,—2) és un vector propi de la matriu Az( 2 3

de complir

A(—62):A(—62) 241

on A sera el valor propi associat al vector propi (6,—2).

Fent operacions, obtenim:

A=A )= (5" S =4 5= ()=

Per tant, A= — 3 sera el valor propi associat al vector propi (6,—2).

A( _62)@ A= -3 2.42
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