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Introduccio

Com hem vist en moduls anteriors, les variables aleatories es descriuen per Vegeu també

mitja d'una funci6 de probabilitat (cas discret) o d'una funci6 de densitat (cas
Recordeu que els conceptes

continu) que conté tota la informacio sobre la distribucio estadistica de la vari- de funcié de probabilitat i de
able. Després, per mitja de mitjanes es defineixen parametres com l’esperanca denSi\ta‘t de variables

N . . .. . aleatories discretes i
(valor mitja) o la variancia. En el cas dels processos estocastics es defineixen continues s’estudien el modul

“Variables aleatories”.

magnituds similars, que tenen importancia especial perqué la caracteritzacio

estadistica completa pot ser molt dificil de coneixer en alguns casos practics.

En aquest modul, definirem les funcions que caracteritzen tota 1’estadistica
d'un procés estocastic. Comencarem definint les funcions de distribucio i de
densitat d’ordre n en 'apartat 1. A continuacio, en l'apartat 2, definirem una
série de parametres caracteristics dels processos estocastics com son les funci-
ons de valor mitja, l'autocorrelacio, la covariancia i la poténcia. En 'apartat 3
veurem alguns exemples de calcul de parametres. En la practica, hi sol haver
metodes més o menys directes per a obtenir aquests parametres. Aqui, a més
d’utilitzar els metodes directes, farem servir també les funcions de densitat
del procés per a donar una visi6 completa del tema. En 'apartat 4 veurem
que son els parametres creuats que apareixen quan comparem dos processos

estocastics entre si.
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Objectius

Els objectius que ha d’assolir I’estudiant un cop treballats els materials didactics
d’aquest modul soén:

1. Entendre com es caracteritza estadisticament un procés estocastic.
2. Coneixer els parametres d'un procés estocastic.
3. Saber calcular aquests parametres per a certs tipus de procés.

4. Estudiar com es relacionen dos processos estocastics i obtenir-ne els para-

metres creuats.
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1. Funcions de densitat i distribucio d’ordre n

En aquest apartat considerarem processos a temps continu X(t). Tingueu en
compte que els processos a temps discret tenen un tractament formalment
similar. A diferencia del que passa amb variables o vectors aleatoris, no hi ha
una funci6 de densitat del procés en conjunt. La caracteritzaci6 es fa per mitja

de la idea segiient.

Fixats n instants diferents t;,t;,...,ts, els valors que hi pren el procés, X(t;),
X(tp), ..., X(ts), constitueixen un vector aleatori n-dimensional. Com que ja
sabem descriure de manera completa 1’estadistica dels vectors aleatoris, carac-
teritzarem 1'estadistica d’'un procés estocastic de la manera segiient.

Proposicio 1.1. La distribuci6 probabilistica d’un procés estocastic X(t)
queda completament determinada si, per a tot n > 1 i per a tota elec-
ci6 dels instants ty,t, . ..,ts, coneixem la distribucié probabilistica del
vector aleatori (X(t;),X(t2), ...,X(tn)).

Es a dir, podem coneixer la distribuci6 probabilistica d’'un procés estocastic,
X(t), a partir de la caracteritzacié de les variables aleatories en certs instants
t;. En rigor, hi pot haver processos que no verifiquin aquest resultat. Fora d’a-
quests casos patologics, els processos d’interés en les aplicacions practiques

compleixen l’enunciat anterior.

La proposicio 1.1 ens suggereix parlar de mostra de n instants per a referir-nos

a la selecci6 de n valors diferents de ¢ i els valors que hi pren el procés X(t).

Definicio 1.1 Una mostra de mida n (n = 1,2,3,...) consisteix en 1’e-
lecci6 de n instants diferents ti,f,, ..., i en el vector aleatori associat a
aquests instants (X(t1),X(t2), ..., X(tn)).

La distribucié estadistica d'un procés estocastic queda determinada si conei-
xem la distribuci6 de totes les mostres possibles. Aixo déna lloc als conceptes

seglients.

Vegeu també

L'estadistica dels vectors
aleatoris s’estudia al modul
“Vectors aleatoris” d’aquesta
assignatura.

Processos estocastics i
vectors aleatoris

Per a avaluar un procés
estocastic fixarem una serie
d’instants diferents i
considerarem que a cada
instant de temps tenim una
variable aleatoria ordinaria. El
nombre n d’instants que
fixem ens dira quina és la
dimensié del vector aleatori.
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Definici6 1.2. Les funcions de distribuci6 d’ordre n d'un procés
estocastic X(f) a temps continu sén les funcions de distribucio dels
vectors aleatoris associats a les mostres de mida n. Les representem
F(x1,x2,...,Xn; t1,t3,...,t). Llavors

F(xllXZI o Xny tlItZI cee /tn) = P(X(tl) < xer(tZ) X0 IX(t”) < Xn)' (1)

Segons aquesta definicid, la funcié de distribucié d’ordre n del procés es-
tocastic X(f) es defineix com la probabilitat que el procés mostrejat en aquests
instants de temps, és a dir, X(¢;), sigui igual o més petit que un cert valor x; per
ai=1,..,n Fixeu-vos que aquesta és la definici6é de funci6é de distribuci6 que
haviem considerat per a variables aleatories ordinaries unidimensionals. Aqui
hem estes aquesta definici6 al cas n-dimensional.

Un cop definides les funcions de distribucid, anem ara amb les funcions de

densitat.

Definici6 1.3. Les funcions de densitat d’ordre n d’un procés es-
tocastic X(t) d’estat continu son les funcions de densitat dels vec-
tors aleatoris associats a les mostres de mida n. Les representem

f(x1,x2,...,%n; t1,ta,...,tn). Llavors

F(xllXZ; aaapdn Ll osc Itn) =

S L P WY Y tute, - t)dyidys - dyn. @)

Observeu que en aquesta definicié especifiquem que el procés estocastic X(f)
és d’estat continu, ja que si recordeu el modul “Variables aleatories”, haviem
definit la funci6 de distribucio per a variables discretes i continues, mentre que
la funci6 de densitat I’'haviem definida inicament per a variables continues.

La caracteristica que si que haviem definit per a les variables aleatories dis-
cretes era la funci6é de probabilitat. Anem ara a estendre aquesta definici6 al
cas n-dimensional, és a dir, al cas d'un procés estocastic X(t) d’estat discret i

mostrejat per a certs instants de temps t;.

Vegeu també

Les variables aleatories
ordinaries unidimensionals
s’estudien en el modul
“Variables aleatories”.

Observacié

Fixeu-vos que la definicié 1.2
de funcié de distribucié la
podem aplicar a processos
X(t) d’estat tant discret com
continu. En la definicié 1.3,
quan parlem de funcions de
densitat, s’especifica que el
procés estocastic X(t) ha de
ser d’estat continu.
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Definici6 1.4. La funcié de probabilitat d’ordre n d’un procés es-
tocastic X(t) d’estat discret és la funcié de probabilitat del vec-
tor aleatori associat a les mostres de mida n. La representem
P(x1,x2, ..

. Xn; t1,t, ... ). Llavors

P(XLXZ; <X, t11t21 e ,tn) = P(X(tl) = X11X(t2)=x21 000 ;X(tn) = Xn)- (3)

Per tant, la caracteritzacié d’un procés estocastic depeén de si el procés és d’estat

continu o d’estat discret, tal com s’enuncia a continuacio.

La distribucio estadistica d'un procés d’estat continu queda determina-

da si coneixem les funcions de densitat f(x1,x2, ... ,Xn; t1,b2, .. ., tn) per a

tots els valors de ty,tp,...,tn i pera totn > 1.

La distribuci6 estadistica d'un procés d’estat discret queda determinada
si coneixem les funcions de probabilitat P(xq,xy, ... ,Xu; t1,t2, ... ,tn) pera

tots els valors de ty,t,, ... ,tn i per a totn > 1.

Hi ha una serie de vincles entre aquestes funcions. Si prenem la densitat d’or-
dre n i calculem la funci6 de densitat marginal de k < n de les seves variables,
el resultat ha de ser la densitat d’ordre k. Tenim, doncs, una jerarquia de funci-
ons vinculades. Per exemple, si considerem 1'ordre igual a 1, estem prenent el
nostre procés estocastic i prenent una tinica mostra (fixant un valor de t = ;).
En aquest cas tenim la densitat d’ordre 1 f(x;; f;) que ens descriu la variable

unidimensional X(t;) (t; fixat).

Si volem calcular la densitat d’ordre 2, hem de fixar dos instants de temps, t;
i t;, que donaran com a resultat dues variables aleatories, x; i x,. La densitat
d’ordre 2, f(x1,x2; t1,t2), ens descriu el vector bidimensional (X(t;),X(t2)). Si
ara en aquest vector calculem la densitat marginal de X(t;), el resultat ha de
ser la densitat corresponent de primer ordre. Es a dir:

f(xq; t1) =[OO f(x1,x2; ty,t2)dx;. 4)

Fixeu-vos que per a calcular la densitat marginal de la variable X(f;) fem la
integral respecte a la variable, x,.

Els valors ty,tz, ...ty figuren en aquestes funcions per a recordar-nos en quins
instants prenem les variables, és a dir, en quins instants estem prenent mostres
del procés estocastic X(t). El que ens interessa en tant que funcions de densitat
és la dependencia de les x;. Les funcions de densitat (o de probabilitat) d’ordre

Observacioé

Recordeu que en el modul
“Variables aleatories” haviem
definit la funcié de
probabilitat Gnicament per a
les variables aleatories
discretes, ja que en aquest
cas podiem associar una
probabilitat a un resultat
concret. La definici6 1.4, per
tant, la podrem aplicar a
processos estocastics X(f) a
temps continu i d’estat
discret.

Probabilitat i densitat
marginal

En el modul “Vectors
aleatoris” vam veure que la
funcié de probabilitat
marginal i densitat marginal
d’un vector consistia a sumar
(per variables discretes) o
integrar (per variables
continues) respecte a tots els
valors possibles de la resta de
variables. Per al cas n =2
per a variables discretes, per
exemple, teniem: P(X = a;) =

m
> P(X =a,Y =by).
j=1
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n es tracten com les d'un vector n-dimensional qualsevol. Per exemple, la

condicié de normalitzaci6 de la densitat de primer ordre és

normalitzacié

[OO f(x; tydx =1. (5) Condicié de

Com vam veure en la

6 u . . és, u . . 6 2. .
L’obtenci6 d’aquest conjunt de funcions és, en general, una tasca complicada proposicié 2.3 del modul
“Variables aleatories”, I'area
total sota la corba que

macio, siné que normalment en tenim prou amb les funcions d’ordre baix, descriu la funci6 de densitat
ésigualal.

Afortunadament, en les aplicacions no sempre necessitem tota aquesta infor-

com per exemple, les de primer i segon ordre. En el cas de processos que depe-

nen explicitament d'una o poques variables aleatories sol ser facil obtenir-les,

com mostren els exemples segiients.

Exemple 1.1

Donada la variable aleatoria unidimensional A, uniforme en l'interval [0,1], definim el
procés X(t) = eAl,t > 0.

Figura 1. Realitzaci6 del procés X(t) Figura 1

Aquest procés estocastic és
una funcié exponencial en
que el parametre A és una
variable aleatoria uniforme
dins de l'interval [0,1].

X

Com que A varia sobre tot un interval real, eA! per a t fixat, també pot prendre valors
sobre tot un interval. Per tant, X(t) és un procés d’estat continu. En calculem la densitat
de primer ordre per a illustrar les idees anteriors. Farem el calcul per mitja de la funcié
de distribucio.

La funci6 de densitat de la variable A (variable aleatoria continua i de tipus uniforme) és:
Vegeu també

Recordeu la definici6 de la

_ 1, 0<a<1 variable aleatoria uniforme
fa(a) = 0 I que es veu en el subapartat
,  altrament 3.2.1 del modul “Variables

aleatories”.
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ila seva funci6 de distribuci6 val:

0, a<0
Fa@=4 a4 0<a<1
1, a>1

Recordem també que Fy(a) = P(A < a). Es a dir, la funcié de distribucié de la variable
aleatoria A avaluada en el punt a és la probabilitat que la variable aleatoria A prengui un
valor més petit o igual que a. Ara, si fixem ¢, el procés estocastic X(f) pot prendre qualse-
vol valor en l'interval [1,¢!]. Si x es troba dins d’aquest interval, la funci6 de distribucio
de primer ordre és:

Fx )= POX(H < ) = PEM < x) = P (A < IHTX) _F, (7) _Inx

Fixeu-vos que en la tercera igualtat de 'expressié anterior el que hem fet és aillar la va-
riable aleatoria A de manera que puguem caracteritzar el procés estocastic X(t) en funcioé
de les caracteristiques de la variable A.

En la darrera igualtat de 1’expressié anterior hem substituit el valor de a per I'argument
que apareix en la funcié de distribucio.

Diem que la funcié de distribuci6 és de primer ordre perqué Gnicament hem fixat un

anic valor de t i, per tant, tenim una Gnica variable aleatoria. Si volem calcular la funcié

de densitat de primer ordre hem de derivar la funcié de distribuci6*, * Tal com haviem vist en el
modul “Variables aleatories”.

d 1
x; )= —F(x; )= —, 1<x<e.
f(x; 0 dx( ) = <x<

Comprovem la condicié de normalitzacio:

X=€t

=1.

[e'e) é’t
/ f(x; t)dx:/ ldx: 1lnx
-0 1 tx t

x=1

En aquest tipus de problemes és important manipular amb cura els valors limit
i la dependéncia en els parametres temporals. Vegem-ne un exemple numeric

partint del procés X(t) que hem vist en 'exemple 1.1.

Exemple 1.2

Partint de I’exemple anterior, considerem que un dispositiu electronic s’activa quan X(t)
sobrepassa el valor 2. Quina és la probabilitat p(t) que en l'instant t estigui activat?

Es tracta de calcular P(X(t) > 2). El primer que hem de tenir en compte és que el conjunt
de valors possibles per a X(t) és l'interval [1,e'], que varia amb t. Perqué la probabilitat
anterior no sigui nulla, cal que aquest interval contingui valors més grans que 2. Per
tant, p(t) és diferent de zero a partir del moment en qué 2 < ¢f. Si aix0 passa, P(X(t) >
2)=1-P(X(t) <2)=1-F(2; 1)=1-22 Esadir

0, 0<t<In2
pX() >2) =

1-12 ¢>1In2
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Figura 2. La funci6 p(t)

1 Figura 2
La probabilitat p(t) és la
08k probabilitat que el procés
¢ X(t) prengui un valor més
gran que 2.
0,6
X
041
0,2
0 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10
t

Exemple 1.3

Modelitzem l’arribada de certs paquets critics d’informaci6é en una xarxa amb la variable
aleatoria A. Aquesta variable és uniforme en [0,1]. Volem que quan arribi un d’aquests
paquets d’informaci6 es generi un senyal de sincronitzacié que ens avisi que aquest es-
deveniment s’ha produit. A partir d’aquests requisits definim un nou procés de la forma:

< A
X(t) = 0, 0<t<

1, A<t<1

Es a dir, X(t) passa bruscament de 0 a 1 en I'instant t = A.

Figura 3. Realitzaci6 del procés X(t) Figura 3
2 Una possible realitzacié del
procés estocastic a temps
continu i d’estat discret X(t).
1,5+
A=0,3
S
<
0,5+
0 1 1 1 1
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El procés X(t) és d’estat discret, ja que en qualsevol instant només pot prendre els valors O
o 1. La funci6 de probabilitat de primer ordre P(n;t) = P(X(t) = n) ens déna la probabilitat
que X(t) valgui n, en qué n només pot ser 0 o 1. Aixi, hem de determinar

P0;t) = PX(t)=0) =P(t < A)=1-PA<t)=1-F,(t) = 11,

P(1;t) = PX()=1) = P(A < t) = F5(t) = L.

Es immediat verificar que aquesta funci6 esta normalitzada: P(0;t) +P(1;t) = (1-t)+t = 1.
En molts casos practics no és possible fer un estudi tan detallat com en els exemples
anteriors. Molts processos s’analitzen mitjancant alguns parametres que els caracteritzen.
En l'apartat seglient definim aquests parametres.

Vegeu també

En l'apartat 2 d’aquest modul
definirem, de la mateixa
manera com ho vam fer per a
les variables aleatories
ordinaries, els parametres
més rellevants d’un procés
estocastic: el valor mitja, la
funcié d’autocorrelacié i
I'autocovariancia. Introduim
també un nou concepte: la
funcié potencia.
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2. Parametres d’un procés estocastic. Funcions
de valor mitja, autocorrelacié i autocovariancia.
Potencia

De manera analoga al que fem amb les variables aleatories ordinaries, es defi-
neixen parametres estadistics per als processos estocastics. Atés que un procés
és una variable aleatoria dependent d’un index t, ara tindrem, en lloc de

parametres numerics, funcions amb dependencia temporal.

En l'exemple 1.1 de I'inversor amb que comenca el modul “Introduccié als processos
estocastics”, una estimaci6 dels beneficis que haura obtingut el dia i és determinada pel
valor mitja de la variable aleatoria X;. Com que aquest valor mitja depén, en principi,
de i, resulta també una funcié dependent d’aquesta variable independent.

En aquest exemple particular no és dificil d’avaluar, perque X; és la suma dels guanys
obtinguts els primers i dies. El guany obtingut en un dia qualsevol té com a valor mitja Exemple de l'inversor
pa+(1-p)(-P) = 3p-2(1-p) = Sp-2. Com que el guany en i dies és la suma dels guanys en
cadascun dels dies, resulta que E(X;) = (5p — 2)i i, de mitjana, el guany té comportament
lineal. De fet, amb aquest resultat ja veiem que la inversi6 funcionara bé quan p > %

Recordeu que en I'exemple
de l'inversor del modul
“Introduccié als processos
estocastics”, a era el benefici
aconseguit que es donava
Definici6 2.1. La funcié de valor mitja d’un procés estocastic X(t) és amb una probabilitat p, i |
vam donar el valor de a = 3.
El valor § eren les perdues
que es donaven amb una
m(t) = E(X(t)). (6) probabilitat (1 -p), i li vam

assignar un valor de f§ = 2.

La funcié m(t) és simplement el valor mitja de la variable X(t) a t fixat. La
manera de calcular-lo depén de com es defineixi el procés i de si aquest és
d’estat continu o discret. Per a un procés d’estat continu del qual coneixem la
densitat de primer ordre resulta:

oo 2
mit) = [ xfes »

-0
Recordeu les definicions de
valor mitja, esperanga o
Si el procés és d’estat discret 'expressio és: moment d’ordre 1 per a
variables aleatories discretes i
continues dels subapartats

2.2'i 3.3 del modul “Variables
m(t) = ZXP(X; t), @®) aleatories”.
X

en que la suma recorre els possibles valors de X(t). Fixeu-vos que el sumatori
i la integral estan fets sobre la variable x; per tant, ens queda la dependéncia
sobre la variable independent t.

Ja veurem en els exemples que a vegades no cal coneixer les funcions de pri-

mer ordre per a determinar els parametres.
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La funci6 de valor mitja déna una idea del comportament mitja de les diverses
realitzacions, pero a vegades no en tenim prou amb aquesta informacié. La
funcié m(t) no mesura res de la relaci6 entre els valors de la funcié en instants

diferents.

En I’exemple de 'inversor, hem determinat que el valor mitja val (Sp — 2)i. Posem que
p =0,7. L'estimaci6 del guany passats 10 dies (X1¢) seria aquest valor mitja, (5-0,7-2)10 =
15.

Perd suposem que ens plantegem I’estimaci6 de X el vuiteé dia i que aquest dia ja sabem
que el guany val Xg = 14. Ara 'estimaci6é de Xj9 ~ 15 sembla baixa, ja que els dos dies
segiients podem guanyar 3 + 3 = 6 amb probabilitat 0,72 = 0,49, podem guanyar 3-2 = 1
amb probabilitat 2 - 0,7 - 0,3 = 0,42 i podem “guanyar” -2 — 2 = -4 amb probabilitat
0,32 = 0,09. El valor mitja del guany d’aquests dos dies és 6-0,49+1-0,42+(-2)-0,09 = 3,18.
Aixi és més correcte prendre com a estimacié de Xjq el valor 14 + 3,18 = 17,18. El que
passa és que les variables Xg i X;o tenen una certa correlaci6, de manera que coneixer el
valor d’'una afecta la distribuci6é de probabilitat de 1'altra.

En el cas de processos estocastics és habitual haver de fer alguna predicci6 de
I'evolucié futura a partir dels resultats del present o del passat. Per a poder
fer aixo necessitem alguna informaci6 de la correlacié entre les variables X(f)
en instants diferents. La correlacié ens dona una idea de la relaci6 entre les
variables X(t) en instants diferents i, per tant, ens permetra fer algun tipus de
predicci6 de valors futurs a partir de valors que ja hem obtingut. Aixd motiva

els conceptes segiients.

Definici6 2.2. La funci6 d’autocorrelaci6 d'un procés estocastic X(t) és
R(t,t2) = E[X(t1)X(2)], )

en que t i f; sén dos instants de temps fixats.

Es a dir, la funcié d’autocorrelacié és 'esperanca del producte del procés es-
tocastic avaluat en dos instants de temps diferents. Fixeu-vos que és una pro-
pietat de segon ordre, ja que queda determinada per la densitat de segon or-
dre, és a dir, depen de dos instants temporals diferents. Si apliquem aquesta

definici6 al cas d’un procés estocastic d’estat continu, obtenim el segiient.
Funci6 d’autocorrelacié per a un procés estocastic d’estat continu:

R(t1,t2)=/ / X1 Xof (x1,X2; th,t2)dx1dx;. (10)

De la definici6é s’obté immediatament que R(t1,t2) = R(t2,t1). Aixo és util de
vegades, ja que implica que és suficient calcular-la per a t; < t,.

Funcié d’autocorrelacié

En els subapartats 1.3 2.4
del modul “Vectors aleatoris”
es defineix |'esperanca del
producte de dues variables
aleatories d’un vector
bidimensional. En aquest cas
anomenem funcié
d’autocorrelacio I'esperanca
del producte del procés X(t)
avaluat en dos instants de
temps t i .
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El parametre segiient s'anomena autocovariancia, i es pot obtenir a partir de

I'autocorrelacio, tal com s’indica a continuacio.

Es a dir, la funci6 d’autocovariancia és la funcié d’autocorrelacié menys el
producte de les funcions valor mitja. Es precisament la covariancia de les va-
riables X(t;) i X(t2). En efecte, Cov(X(ty),X(t2)) = E[X(t1)X(t2)] — E[X(t1))E(X(t2)]
i el primer terme és R(ty,t;), mentre que el segon és m(t;)m(ty). Aixi,

Cov(X(t),X(t2)) = C(ty,2). 12)

Per tant, el que haviem anomenat covaridancia en un vector aleatori n-dimensio-
nal ho podem traslladar aqui al cas d'un procés estocastic i ho anomenem
funcié d’autocovariancia.

A continuacié definim la poténcia mitjana d’un procés estocastic.

Aixi, veiem que

Recordeu la definicié de
covariancia que es fa en el
modul “Vectors aleatoris” en
els subapartats 1.3 (per a
variables discretes) i 2.4 (per
a variables continues). Es
defineix com:

Cov(X,Y) = E[(X - E(X))(Y -
E(Y))] = E(XY) - EQOE(Y).
Fixeu-vos com ara
considerem les variables X(t;)
i X(ty) en comptes de X i Y.

Observeu que la poténcia
d’un procés estocastic X(t),
Pot(t), és la funcié
d’autocorrelacié R(tq,t5)
avaluada per a un Unic
instant temporal, és a dir,
R(t,1b).
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El terme poténcia té el seu origen en el fet que si X(t) representa un voltatge
o un corrent eléctric, X(t)? ens dona la poténcia absorbida per una resisténcia
unitat. Com que la funci6é de valor mitja només involucra la densitat de pri-
mer ordre (depén d’un Gnic instant temporal, t), diem que és un parametre
de primer ordre. De manera similar, diem que les funcions d’autocorrelaci6 i
d’autocovariancia son parametres de segon ordre (depenen dels dos instants

temporals t; i tp).

També podem definir moments d’ordre arbitrari n com:

R™(ty,ta, ... tn) = EIX(0)X (L) - - - X(tn)], (15)

encara que no els utilitzarem. Fixeu-vos que parlem de moment d’ordre n

perque son funcions que depenen de n instants temporals.

Si tenim més d'un procés estocastic, X(t), Y(f), etc, podem aclarir de quin
procés sén els parametres etiquetant-los amb el nom del procés: my(t), my(t),
RX(tlltZ)l CY(tlrtZ)l POtx(t), etc.

Poteéncia i llei d’'Ohm

La poténcia absorbida per
una resisténcia és

V: _12p
P=VI= " =I°R. Sifem
aquesta resistencia igual a la
unitat, llavors P = V2 = J2.
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3. Exemples de calcul de parametres

En aquest apartat veurem alguns exemples en que calcularem els parametres
de diferent ordre que hem definit en els dos apartats anteriors. Es a dir, calcu-
larem la funcié de valor mitja, la funci6é d’autocorrelacio, la funcié d’autoco-

variancia i la potencia.

Exemple 3.1
Calculem els parametres de primer i segon ordre per al procés de I’exemple 1.1. Recordeu
que 'exemple 1.1 d’aquest modul consistia en el procés estocastic X(t) = eAl, amb t > 0

i A una variable aleatoria uniforme en 'interval [0,1].

Com que ja coneixem la densitat de primer ordre, és facil obtenir la funci6 de valor mitja:

oo ¢ q et -1 Funci6 de densitat de
m(t) = /OO xf(x; t)dx =/1 xadx = primer ordre
Recordeu que per a aquest
Hi ha, perd, una manera més directa d’obtenir el resultat anterior. Quan un procés s’ex- procés estocastic haviem
pressa explicitament en termes d’algunes variables aleatories, en podem calcular directa- calculat la funcié de densitat
ment els parametres utilitzant el teorema de ’esperanca: de primer ordre com:

fx; t)=%pera1§x§e‘.

a=1

el -1

a=0 t

m(t) = E(e*) = /_Oc e“th(a)da _ /01 At 1da = e"Tt

00

Teorema de l'esperanca

El teorema de I'esperanca ens
De manera similar obtenim l'autocorrelacio permet calcular la funcié de
valor mitja del procés X(t) en
funcié de la funcié de

elitlz —1 densitat de la variable

th+ty aleatoria A sense haver de

congixer la funcié de densitat
del procés estocastic.

R(t1,12) = E[X(t1)X(12)] = E(e"1e?2) = E(eA1712)) =

Exemple 3.2

Calculem la funci6é de valor mitja del procés de '’exemple 1.3. Fent servir la funci6 de
probabilitat de primer ordre: Exemple 1.3

L'exemple 1.3 d’aquest
modul consisteix en una
funcié esglaé que canvia del
valor 0 al valor 1 en un valor
Amb el teorema de l'esperanca, explicitem la dependencia de A posant X(t) = (t,A), que x que depen de la variable

val0 o 1segonssit<Aot> A, respectivament: aleatoria uniforme A, definida
en l'interval [0,1].

m(t)=0-PO; t)+1-P(1; t)=t.

m(t) = /01 ®(t,a)fs(a)da = /tl 0-1da + /Ot 1-lda=t.
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La funcié d’autocorrelacié es pot calcular seguint el procediment anterior:

1 min(ty,tp)
Rty = [ etuaafiad = [ 1. 1da = min(ty b).
0 0

Ates que ®(t1,a)®(tp,a) val zero excepte quan a < t; ia < tp, és a dir, quan a < min(ty,f).

Exemple 3.3
Un generador de senyal produeix un to en freqiiéncia pero a causa de les condicions

ambientals presenta algunes derives en I'amplitud i la fase que genera. Calculem els
parametres de ’oscilllaci6 aleatoria segiient:

X(t) = Acos(wt + B),
en que w és una constant, A és una variable aleatoria exponencial de valor mitja K, B és

una variable aleatoria uniforme en [0,21t] i A i B sén independents.

Notem que tenim tota la informaci6 sobre la variable bidimensional (A,B), de manera
que el procés esta ben especificat. El seu valor mitja val

m(t) = E(A cos(wt + B)) = E(A)E(cos(wt + B)),

ja que A i B son variables independents (i per tant, també ho sén A i cos(wt + B)). Ara,
ens diuen que E(A) = K i podem calcular, pel teorema de ’esperanca,

0o 2n 1
E(cos(wt + B)) = / cos(wt + b)fg(b)db = /0 cos(wt + b)ﬂdb =0.

-0

Aixi, concloem que m(t) = 0.

Com passava en l'exemple 4.2 del modul “Introducci6 als processos estocastics”, el valor
mitja és nul. Aix0 és deu novament al fet que en qualsevol instant determinat les dife-
rents realitzacions difereixen en una fase que pren valors sobre un periode, de manera
que tenim contribucions positives i negatives amb el mateix pes.

La funci6 d’autocorrelaci6 es calcula de manera analoga:
R(t1,t2) = E(A cos(wty + B)A cos(wtp + B)) = E(AZ)E(cos(ootl + B) cos(wty + B)).
El primer factor és, si recordem la propietat de la variancia Var(A) = E(A%) - E(A)?,

E(A%) = Var(A) + E(A)? = K% + K% = 2K2.

Per al segon factor transformem el producte de cosinus mitjancant la férmula trigo-
nometrica

cosacosf = %(cos(a + ) + cos(a - p))

X(t) = (t,A,B)

Noteu que ara el nostre
procés estocastic X(f) conté
la variable independent t i
depen també de les variables
aleatories A i B. D’aquesta
manera podem escriure:
X(t) = @(t,A,B).

Oscillacions aleatories

En I'exemple 4.2 del modul
“Introducci6 als processos
estocastics” vam veure una
funcié sinusoidal en queé
I'amplitud i la fase eren dues
variables aleatories
exponencial i uniforme,
respectivament.

Variable exponencial

Una variable exponencial
X ~ Exp(\) té E(X) = AL, i
llavors el parametre
A=EX)L i

Var(A) = 22 = E(X)2.
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i obtenim

E(cos(wty + B) cos(wty + B)) = E (% [cos(w(ty + ) + 2B) + cos(w(t; — tz))]) =

1 /Zn(cos(m(t + tp) + 2b) + cos(w(ty -t )))idb = 1 cos(w(ty —tp))
2 ) 1+ 1= 2 1—12)).

Aixi, arribem al resultat:
R(t1,t2) = K% cos w(ty — ).

Noteu que, en aquest cas, C(t1,tz) = R(t1,t2), ja que m(t) = 0. La poténcia val Pot(t) = K2
Notem que "autocorrelaci6, en aquest exemple, només depen de la distancia entre els
instants t; i t;. A més, quan f, = t; és maxima. Aix0 és un comportament tipic, ja
que quan t, = t; les variables X(t1) i X(f) son la mateixa i, per tant, tenim la maxima
correlaci6.

Exemple 3.4

Sigui B una variable aleatoria exponencial d’esperanca 1. Definim un procés estocastic
de la manera segiient:

Com sén les seves realitzacions? En la figura 4 en mostrem una.

Figura 4. Realitzacié de X(t). (B = 1,5) Figura 4
4,0 En la figura es mostra una
i realitzacié possible del procés
3,51 estocastic de 'exemple 3.4.
1 X(t) pren el valor de t fins
3,0 1 arribar a un valor B. B és una
1 variable aleatoria exponencial
2,5 de valor mitja igual a 1.
< 2,01
1,54
1,0 A
0,5 -
0'0 T T T T T T T T T T T T T T T

Calculem la funci6 de valor mitja del procés X(t). Es tracta de m(t) = E(X(t)). Com X(t)
depén d’una variable B, farem servir el teorema de I’esperanca. X(t) és una funci6é de B.
Noteu que la funcié de densitat de B és fz(b) = ¢?,b > 0. En la definici6 de X(t) veiem
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que X(t) =Bsi 0 < B < t mentre que X(t) = t si B > t. Aixi separarem la integraci6 sobre
b segons aquests dos casos:

m(t) = /_ = X(t)f(b)db = /O t bedb + /t ~ te’db

=((t+Det+ D)+ (tet)=1-¢".

La funci6 m(t) es mostra en la figura 5. Encara que les realitzacions mostren un punt en
queé la funcié no és derivable, el valor mitja no mostra cap irregularitat.

Figura 5. Valor mitja de X(t)

2,0

18 -
16 -
14
1,2:

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0

En aquest punt podem anar un pas més enlla i preguntar-nos si, de la ma-
teixa manera que hem relacionat els valors d’'un procés estocastic definits en
diferents instants temporals, podem relacionar processos estocastics diferents
entre si. Aixo és el que farem en l'apartat 4 d’aquest modul.

Figura 5

La grafica mostra el valor
mitja del procés X(t).
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4. Parametres creuats. Processos independents

Un procés estocastic X(t) implica 'existéncia d'una variable aleatoria diferent
per a cada instant t. Els parametres que hem definit anteriorment mesuren
propietats d’aquest conjunt de variables. Es pot donar el cas, també, d’ha-
ver de considerar més d'un procés estocastic. Si X(¢) i Y(t) son dos processos
estocastics, en podem estudiar 1’estadistica conjunta. Aixd déna lloc a nous

parametres. Vegem-los a continuacio.

Definici6 4.1. La funci6é de correlaci6é creuada de dos processos es-
tocastics X(t) i Y(t) és

Rxy(t1,t) = E(X(t1) Y (t2)), (16)

en que t; i f; sén dos instants de temps fixats.

Fixeu-vos que la definicié matematica és la mateixa que la que haviem fet
en l'apartat anterior per0 ara avaluem el procés X en l'instant de temps £
i el procés Y en t,. Per tant, podem dir que l'autocorrelacié de X(t) seria la

correlacié creuada de X(t) amb ell mateix.

Definici6 4.2. La funci6 de covariancia de dos processos estocastics
X(t)iY(t) és

Cxy(t1,t2) = Rxy(t1,t2) — mx(t))my(t2), (17)

en que t; i f, s6n dos instants de temps fixats.

Observeu que la funci6 de covariancia de les variables X(t;) i Y(t2), Cxy(t1,t2) té
la mateixa forma que la funci6 d’autocovariancia que hem vist en la definicié
2.3 d’aquest modul. Alla haviem comparat el procés X(t) en dos instants de
temps diferents. Ara el que comparem sén dos processos estocastics, X(t) i
Y(t), en dos instants de temps diferents.
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Definici6 4.3. Dos processos estocastics X(t) i Y(f) son independents si
qualsevol mostra de X(t) és independent de qualsevol mostra de Y (t).

En particular, les variables X(t;), Y(fz) son independents per a tot t;,t;.
Si X(t), Y(t) son processos independents, llavors Cxy(t,t;) = 0, ja que per
independéncia E(X(t1)Y(t2)) = E(X(t1))E(Y(t)).
Exemple 4.1
Modelitzem el nivell d’ocupacié d’una linia de comunicacié mitjancant un procés es-
tocastic que anomenem Z(t). Sabem que el nivell d’ocupaci6 de la linia és degut a un

procés estocastic d’entrada que anomenem X(f) i a un senyal de soroll que anomenem
Y(t). Per tant, podem expressar el procés Z(t) com a suma dels processos X(t) i Y(t):

Z(t) = X(t) + Y(). (18)
Suposem que X(t) té valor mitja mx(t) i autocorrelacié Rx(t,tp), i Y(t) té valor mitja my (t)
i autocorrelaci6é Ry (ty,t;).

Usant les propietats de I’esperanca trobem els parametres estadistics segtients:

Valor mitja de Z(t):

my(t) = mx(t) + my(t). (19)

Autocorrelacié de Z(t):

Rz (t1,t2) = Rx(t1,t2) + Ry (t1,t2) + Rxy(t1,t2) + Rxy (f2,t1). (20)

Notem que si X(t) i Y(t) son independents,

Rz(t1,t2) = Rx(t1,t2) + Ry(t1,t2) + mx (t)my (t2) + mx(t2)my(t1). (21)

Fent t; =t =t trobem la poteéncia de la suma de processos independents:

Poty(t) = Potx(t) + Poty(t) + 2myx (t)my(t). (22)
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Resum

En aquest modul hem estudiat com podem caracteritzar estadisticament els

processos estocastics i els seus parametres.

Els processos estocastics es poden tractar fixant uns certs moments de temps,
és a dir, mostrejant el procés i estudiant com es comporta la variable aleatoria
resultant per a cada t fixat. El nombre de mostres que prenem ens permet crear
un vector de variables aleatories de dimensio n, (X(ty), ...,X(tn)). Aix0 permet
definir per als processos estocastics una funcié de distribucié que caracteritza
el procés. Recordeu que ja haviem estudiat aquesta noci6 per a les variables
aleatories. Les funcions de distribucié d'un procés estocastic d’ordre n (de n
mostres) ens diuen quina és la probabilitat que cadascuna de les mostres X(t;)

sigui igual o més petita que un cert valor x;.

A partir d’aixo cal diferenciar entre els processos estocastics d’estat continu i
d’estat discret. Per als processos d’estat continu hem definit les funcions de
densitat d’ordre n. En el cas dels processos estocastics d’estat discret hem de

treballar amb les funcions de probabilitat.

Aixi doncs, amb alguns matisos, podem tractar un procés estocastic a temps
continu, X(t), mitjancant vectors n-dimensionals si prenem n mostres del
procés, (X(t1),X(tp)...,.X(tn)). Aix0 ens permet caracteritzar aquest tipus de pro-
cessos estocastics a partir dels parametres segiients:

e Funci6 de valor mitja: m(t) = E[X(t)]

e Funcio d’autocorrelacio: R(t1,t,) = E[X(t1)X(t2)]

e Funcio d’autocovariancia: C(t,t;) = R(t1,t;) — m(t;)m(t,)
e Poténcia: Pot(t) = E[X(t)?] = R(t,t)

Finalment, també podem comparar diferents processos estocastics entre si,
estudiant-ne 'estadistica conjunta. En particular, si X(t) i Y(¢) sén dos proces-
sos estocastics, i t; i t, s6n dos instants de temps fixats, podem definir:

e Funcio de correlacio creuada: Ryy(t1,t;) = E(X(t1)Y(1))

e Funcio de covariancia: Cxy(t1,t2) = Rxy(t1,t2) — mx(t;)my(t2)

Aix0 ens permet definir la nocié de processos estocastics independents. For-
malment, X(t) i Y(¢) son independents si qualsevol mostra de X(t) és indepen-
dent de qualsevol mostra de Y(f). En particular, les variables X(t;), Y(tz) son
independents per a tot fy,1;.
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Activitats

1. Llegiu amb atenci6 I'exemple 1.1. Ara, amb la mateixa variable A considereu el procés
X(t) = At. Calculeu-ne la funcié de densitat de primer ordre i mostreu que, amb t fixat, X(t)
és una variable aleatoria uniforme en l'interval [0,t].

2. Llegiu amb atenci6 ’exemple 3.1 d’aquest modul. Per al procés de 1’exercici anterior:

a) Calculeu-ne el valor mitja. Feu-ho de dues maneres, tal com es fa en I’exemple 3.1.

b) Calculeu-ne la funcié d’autocorrelaci6, la funcié d’autocovariancia i la poténcia. Feu-ho
aplicant el teorema de I'esperanca, tal com es fa en I'exemple 3.1.

¢) Quina és I’esperanca de les variables aleatories segiients: X(1), X(3)-X(2), X(1)X(2), X(3)??

3. Mostreu que si C(t,t) és la funcié d’autocovariancia d’'un procés, llavors la variancia de
la variable X(f) amb t fixat esta determinada per C(t,t).

Per al procés X(t) del primer exercici:

a) Que valen les variancies de les variables X(2) i X(3)?
b) Que val la covariancia de la variable bidimensional (X(2),X(3))?

c) Per a la variable bidimensional (X(2),X(3)), quin és el coeficient de correlacioé p? A que es
deu el resultat?

4. B és una variable aleatoria d’esperanca 0 i variancia 1. Obtenim tres valors independents
d’aquesta variable, B1,By,B3, i considerem el procés:

Y(t) =By +Bycost+Bzsint.
Calculeu el valor mitja m(t) i I’autocorrelacié R(ty,t;) d’aquest procés.
5. Repetiu I’exemple 3.4 per al cas en qué B és una variable uniforme en [0,2].

6. Repetiu l'exemple 3.4 per al cas:

en que A és una variable uniforme en [0,1].
Compareu la forma de les realitzacions amb la forma del valor mitja.

7. Considereu dues variables aleatories A i B tals que A és uniforme en l'interval [-1,1], B és
uniforme en l'interval [0,2], i sobn independents. Considereu també el procés estocastic:

X(t) = At + B.

a) Calculeu les esperances segiients: E(A),E(B), E(A%),E(B?), E(AB).
b) Calculeu la funci6 de valor mitja del procés X(t).

c) Calculeu la funcié d’autocorrelacio, la funcié d’autocovariancia i la poténcia del procés
X(1).

d) Si fixem els instants t = 1 i t = 2 s’obté una variable aleatoria bidimensional (X(1),X(2)).
Utilitzant les funcions calculades en els dos apartats anteriors, calculeu: 1'esperanca i la va-
riancia d’aquestes dues variables, la seva covariancia, Cov(X(1),X(2)), i el seu coeficient de
correlacio p.

8. Donada A, variable aleatoria exponencial d’esperanca 1, es defineix el procés:
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a) Calculeu-ne la funci6 de valor mitja, m(t), utilitzant el teorema de I’esperanca.

b) Calculeu la funci6é de probabilitat de primer ordre P(x; t). (Es a dir, fixat t, quins valors
pot prendre X(t) i quines son les seves probabilitats.)

c) Torneu a calcular la funcié de valor mitja del procés, ara a partir de la funcié anterior
P(x; t).
Indicacié: per als dos Gltims apartats tingueu present ’exemple 1.3.

9. Considereu dues variables aleatories U i V, independents, amb funcions de densitat:
Zv6, 1<v<1

frv =< 2

0, altrament 0, altrament

u 0<u<2

Considereu també el procés estocastic:
X({t)=U+ Vsint.

a) Calculeu les esperances segiients: E(U),E(V), E(U?),E(V?),E(UV).

b) Calculeu la funcié de valor mitja, la funcié d’autocorrelacié i la funcié d’autocovariancia
del procés X(t).

c) En quins instants és maxima la potencia del procés X(t)?

d) Si fixem els instants t = § it = 7 s'obté una variable aleatoria bidimensional (X(g),X(%))-
Utilitzant les funcions calculades en els dos apartats anteriors, calculeu: 1'esperanca i la va-
riancia d’aquestes dues variables, la covariancia Cov(X (%),X (%)) iel coeficient de correlaci6 p.

10. Calculeu la funcié de valor mitja, m(t), dels processos segiients (utilitzant el teorema de
I’esperanca).

<t<
2) X() = 0, 0<t<B

2-1, t>B

en que B és una variable aleatoria uniforme en [0,2].

— <t<
b) V(1) = A-t, 0<t<A

t-A, t>A

en qué A és una variable aleatoria exponencial d’esperanca 1.

11. Considereu el procés estocastic:
X(t) = Ae' + B,

en que A i B son dues variables aleatories independents, exponencials de parametre A = 1.

a) Que valen les esperances segiients: E(A),E(B), E(A%),E(B%),E(AB)?

b) Calculeu la funci6é de valor mitja, la funci6 d’autocorrelaci6 i la funcié d’autocovariancia
del procés X(t).

¢) En quin instant la poténcia del procés X(t) val 26?

d) Si fixem els instants t = 0it = In 2 s’obté una variable aleatoria bidimensional (X(0),X(In 2)).

Utilitzant les funcions calculades en els apartats anteriors, calculeu: I’esperanca i la variancia
d’aquestes dues variables, la covariancia Cov(X(0),X(In 2)) i el coeficient de correlacio p.

1
s v=>0,

0, v <O0.

12. Considereu una variable aleatoria V amb funci6é de densitat: fy (v) =

Calculeu la funci6é de valor mitja, m(t), dels processos segiients (utilitzant el teorema de
I'esperanca).
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t2+t, 0<t<V,
0, t>V.

a) Y(t) =

b) Z(t) =

13. Considereu el procés estocastic:

X(1) = (£ - A)(t = 24)

en que A és una variable aleatoria uniforme en l'interval [0,6].

a) Calculeu la funci6 de valor mitja del procés X(t). (Indicacio: calculeu primer les esperances
de Aide A%)

b) Si fixem l'instant t=0 s’obté una variable aleatoria X(0). Que val la seva variancia?

c) Sigui M el valor minim que pren X(t). Calculeu la probabilitat que M sigui més gran que —1.

14. Considereu el procés estocastic:

X(t) = Ae’Bt,

en que A i B son dues variables aleatories independents, exponencials de parametre A = 1.

a) Calculeu la funci6 de valor mitja, la funci6é d’autocorrelaci6 i la funci6é d’autocovariancia
del procés X(t).

b) Si fixem els instants t =0 i t = 1 s’obté una variable aleatoria bidimensional (X(0),X(1)).
Utilitzant les funcions calculades en els apartats anteriors, calculeu: I’esperanca i la variancia
d’aquestes dues variables, la covariancia Cov(X(0),X(1)) i el coeficient de correlacio p.

15. Considereu una variable aleatoria V uniforme en l'interval [0,1]. Calculeu la funci6 de
valor mitja, m(t), del procés segtient (utilitzant el teorema de 1’esperanca).

2 -Vt io<t<V
X(t) = ’ prsts

2_(V+Dt+V, siV<t<l.

16. Si X(t) és un procés estocastic que representa cert senyal, podem considerar la presencia
de soroll representant-lo amb un procés N(t) i considerant que mesurem el procés Z(t) =
X(t) + N(t). En el que segueix suposem que X(t) i N(f) son independents i que N(t) té valor
mitja zero (my(t) = 0).

a) Demostreu que la funcié d’autocorrelacié de Z(t) és la suma de les autocorrelacions de
X(t)ide N(t):

Rz(t1,t2) = Rx(t1,t2) + Ry (t1,t2)-

b) Si X(t) té potencia constant igual a 2, i N(t) = sin(t — B) en que B és una variable aleatoria
uniforme en l'interval [0,n], quina és la poténcia de Z(t)?

17. En activar un circuit apareix un corrent X(f) per a t > 0 que podem representar com un
procés estocastic:

X() = (1 +Acos(10mt))e,

en queé A és una variable aleatoria uniforme en l'interval [-3,3].



CC-BY-NC-ND e PID_00193850 28 Caracteritzacio estadistica i parametres dels processos estocastics

a) Calculeu la funci6 de valor mitja del procés X(t).

b) Considereu la variable aleatoria donada pel corrent en 'instant t= %: X (%). Que val la seva
variancia?

c) Un component del circuit envia un senyal si el corrent X(t) es fa negatiu en algun instant.
Quina és la probabilitat que aixo arribi a passar?

18. Considereu el procés estocastic:

B
Xt)=A+ —,
® 1+t

en que A i B sén dues variables aleatories independents, gaussianes de parametres my = 1,
0A=1,m3=0,03=1.

a) Calculeu la funcié de valor mitja, la funci6é d’autocorrelaci6 i la funcié d’autocovariancia
del procés X(t).

b) Si fixem els instants t =0 i t = 1 s’obté una variable aleatoria bidimensional (X(0),X(1)).
Utilitzant les funcions calculades en els apartats anteriors, calculeu: I’esperanca i la variancia
d’aquestes dues variables, la covariancia Cov(X(0),X(1)), i el coeficient de correlaci6 p.

19. Considereu una variable aleatoria Z uniforme en l'interval [1,2]. Calculeu la funcié de
valor mitja, m(t), del procés segiient (utilitzant el teorema de 1’esperanca).

X(@t) =

(Indicacié: vegeu graficament com sén les realitzacions del procés. Noteu que pera0 <t < 1
sempre és X(t) = 1, amb la qual cosa m(t) = 1 pera 0 < t < 1. També tenim que pera t > 2
és X(t) = £, amb la qual cosa podeu demostrar que m(t) = 523 per at > 2. Feu finalment
I'analisi per a 1 < t < 2, que requereix tenir en comptes els dos comportaments de la
definicié de X(t). Podeu utilitzar programari matematic per a calcular les integrals.)

20. El senyal que transmet missatges en un canal de comunicacié és un procés X(f) amb
valor mitja mx(t) = 10 i poténcia Potx(f) = 150. A la sortida mesurem Y (t) = X(t) + Q(t), en
que Q(t) és el soroll introduit pel canal, independent de X(t), amb valor mitja mq(f) = 2 i
potencia Potq(t) = 6.

a) Calculeu la potencia de Y(t).

b) Trobeu el valor de la constant a tal que el procés Z(t) = aY(t) tingui el mateix valor mitja
que X(t). Que val, en aquest cas, la poténcia de Z(t)?

21. La demanda que té un centre de subministrament d’energia al llarg d’un dia esta deter-
minada pel procés estocastic:

X(t) = 100 + Bt(24 - t),

en que 0 <t < 24 és el temps en hores i B és una variable aleatoria uniforme en l'interval
[1,3].
a) Calculeu la funci6 de valor mitja del procés X(t).

b) Considereu la variable aleatoria donada per la demanda en l'instant t=3, X(3). Que val la
seva variancia?

c) Al centre s’ha d’activar un procediment especial si en algun moment X(t) > 500. Quina
és la probabilitat que aixo arribi a passar en un dia?

22. El camp eléctric creat en un punt per una linia d’alta tensi6 esta determinat pel procés
estocastic:

X(t) =Usint + Vsin 2t,

en que U i V sén dues variables aleatories independents, d’esperanca 0 i desviaci6 1.
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a) Calculeu la funci6 de valor mitja, la funcié d’autocorrelacié i la funcié d’autocovariancia
del procés X(t).

b) Si fixem els instants £= % i f= 7 s’obté una variable aleatoria bidimensional (X(3),X(3))-
Utilitzant les funcions calculades en l'apartat anterior, calculeu: 1’esperanca i la variancia d’a-
questes dues variables, la seva covariancia Cov(X(3),X(7)), i el seu coeficient de correlaci6 p.

23. L'activacié d’un circuit produeix un corrent descrit pel procés:

en queé Z és una variable aleatoria amb funci6 de densitat fz(z) = %e‘z peraz>0(ifz(z2)=0
en cas contrari). Calculeu la funcié de valor mitja, m(t), del procés X(t).

24. La poténcia d'un procés esta determinada per Pot(t) = R(t,t) o, sense haver calculat la
funcié d’autocorrelacio, es pot calcular directament per mitja de Pot(t) = E(X(t)?).

Calculeu la potencia dels processos dels dos problemes anteriors aplicant el meétode que us
sembli més apropiat.

25. L'ocupacié d’amplada de banda en una xarxa en funci6 del temps esta determinada pel
procés estocastic:

1
X)) =Aet+ =,
® Y

en que £ > 0 és el temps en hores i A és una variable aleatoria amb funcié de densitat:
a . . .
faa) = 2 si0 < a < 2,ify(a) =0 en cas contrari.

a) Calculeu la funci6 de valor mitja del procés X(t).

b) Considereu la variable aleatoria donada pel decrement de X(t) entre els instants t =0 i
t=1, V = X(0) - X(1). Queé val la seva variancia?

¢) Calculeu la probabilitat que en I'instant t = 2 1’ocupacié d’amplada de banda sigui superior
a2

26. La carrega acumulada per una placa solar esta determinada pel procés estocastic:

X(t) = Rt + Scos mt,

en que R és una variable uniforme en [1,3], S és una variable uniforme en [-1,1], i Ri S sén
independents.

a) Calculeu la funci6 de valor mitja, la funci6é d’autocorrelaci6 i la funci6é d’autocovariancia
del procés X(t).

b) Si fixem els instants t =0 i t = 1 s’obté una variable aleatoria bidimensional (X(0),X(1)).
Utilitzant les funcions calculades en 'apartat anterior, calculeu: ’esperanca i la variancia d’a-
questes dues variables, la seva covariancia Cov(X(0),X(1)), i el seu coeficient de correlacio p.

c) el terme S cos mt és una correccio deguda a factors interns de la placa. Calculeu la poténcia
del procés, primer sense aquesta correcci6 i després tenint-la en compte.

Quin significat té la diferéncia entre els dos valors obtinguts?

27. La carrega i descarrega d’'un component electronic esta descrita pel procés:

X(t) =
Be(t-B), t > B.

en queé B és una variable aleatoria exponencial de valor mitja 1.
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a) Calculeu la funci6 de valor mitja, m(t), del procés X(t).

b) Dibuixeu un parell de realitzacions de X(t) i la funcié m(t). Quines similituds i diferéncies
trobeu entre m(t) i les realitzacions?

c) Calculeu el valor maxim de m(t). Compareu-lo amb el valor mitja del maxim de les realit-
zacions (calculeu el valor maxim de X(t) i feu I’esperanca del resultat). Valen el mateix? Per
que?

28. Un tipus de particula produeix radiacié d’intensitat descrita pel procés estocastic:
X(t)=Jcost+(1-])sint,

en que t és el temps i J és una variable aleatoria de Bernoulli amb parametre p = %

a) Calculeu la funci6 de valor mitja m(t) i la funci6 d’autocorrelacioé R(t,tz) del procés X(t).

b) En l'estat coherent tenim dues particules produint radiaci6 de manera independent. Cal-
culeu la potencia total radiada.

c) En un estat supercoherent, les particules anteriors deixen de ser independents i tenen totes
el mateix valor de la variable /. Quina és ara la potencia total radiada?

d) L'energia radiada en un periode és U = fOZ“ Pot(t)dt. Compareu-la en els dos casos ante-
riors.

e) Generalitzeu a N particules els tres apartats anteriors. Demostreu que

Usupercoherent 2
= .
Ucoherent 1+N

(Indicacié: noteu que les variables de Bernoulli verifiquen J2=])
29.

a) Demostreu que si un procés té la forma X(t) = ¢! en qué A és una variable aleatoria,
es pot expressar R(ty,tz) a partir de m(t). Es a dir, havent calculat m(f) ja podem determinar
R(ty,t;) sense calculs addicionals.

b) Una variable aleatoria de Simpson és la que pren valors en l'interval [0,2] amb funcié de
densitat:

Calculeu les funcions de valor mitja, d’autocorrelacié i d’autocovariancia del procés X(t) =
~At
et

¢) Quins valors pot prendre la variable X(1)? Es X(t) un procés d’estat discret o continu.

d) Utilitzant els parametres de 'apartat b, calculeu l’esperanca i la variancia de la variable
X(1).

e) La variable de Simpson s’obté fent A = Uy + U, en que U; i U, sén variables uniformes en
[0,1], independents. Utilitzeu aquest fet per a deduir de manera més simple m(t).

(Indicaci6: utilitzeu el resultat de I'apartat a en el b.)

30. El nivell de carrega en un acumulador d’energia, per a t > 0, es descriu amb el procés:

X(t) = A2 - Bt + 12,

en qué A i B son variables uniformes en [1,2], independents.

a) Calculeu la funci6 de valor mitja del procés X(t).
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b) Quina és la probabilitat que la diferéncia entre la carrega inicial i la carrega minima sigui
superior a 3?

c) Calculeu el coeficient de correlacié p entre la carrega inicial, X(0), i la carrega en t = 1,
X(1).

(Indicacié: en I'apartat ¢ feu el calcul expressant les variables en funcié de A i B.)

31. L'ts d’amplada de banda de certa connexi6 correspon al procés:

X(t) =
eV, t>V,

en queé V és una variable aleatoria amb densitat fy (v) = ve™,v > 0.

a) Calculeu la funcio6 de valor mitja, m(t), del procés X(t).

b) Dibuixeu un parell de realitzacions de X(t) i la funci6 m(t). Quines similituds i diferéncies
trobeu entre m(t) i les realitzacions?

c) Calculeu, en funci6 de t, P(X(t) = 1).

d) Quins valors pot prendre X(1)? A partir d’aixo i de I’apartat anterior, qué podem dir sobre
si el procés és d’estat continu o discret?
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Solucionari

1. Teniem que A és uniforme en l'interval [0,1]. Recordem que la seva funcié de distribucié
val Fp(a)=a0<a<1.

Fixat t > 0, com que A varia entre 0 i 1, X(f) = At varia entre O i t. Ara podem calcular:

Fx; 1) = PX(6) < %) :P(Atgx):P(A < %) -F, (%) - %

La funci6 de densitat de primer ordre s’obté derivant la funci6 anterior:
d 1
x; t)y= —F(x; t) = —, 0<x<t
fog = F =, 0<x<

Com que aquesta densitat no depén de x, tenim que amb ¢ fixat la densitat de X(t) és cons-
tant. Per tant, X(t) és una variable uniforme en I'interval [0,t].

2. a) A partir de la densitat de primer ordre:

o0 tx 1t 12t
t) = ; Ddx = “dx = — dx=— — = —.
m(t) [Ooxf(x )dx /Otx t/oxx ' 2 "2

A partir del teorema de I'esperanca:
1
m(t) = E(At) = tE(A) = ti'

Noteu que en el calcul anterior ¢ és una constant i, per tant, surt multiplicant 1’esperanca.

Igualment no ha calgut calcular la integral, ja que ja sabem que 'esperan¢a d'una uniforme

val el punt mitja de linterval. Llavors, E(4) = %1 = 1.

b) Autocorrelaci6:

1
R(t1,t) = E[X(0)X(52)] = EAt Aly) = tytE(A2) = £ / @ 1da= "2
0

Autocovariancia: C(t1,ty) = R(t1,t) — m(ty)m(tz) = % - % : %2 = %

Poténcia: Pot(t) = R(t,1) = &

©) E[X(1)] = m(1) = 3, E[X(3)-X(2)] = E[X(3))-E(X(2)] = m(3)-m(2) = 3-1 = 3, E[X(1)X(2)] =
R(1,2) = 2, E[X(3)?] =R(3,3) = 3.

3. Var(X(t)) = E[X(t)*] - EIX(t)]* = E[X())X(6)] - E[X(D]E[X ()] = R(t,t) - m(t)m(t) = C(t,t).
a) Utilitzant C(t1,1) = 32: Var(X(2)) = C(2,2) = 1, var(X(3)) = C(3,3) = 3.

b) Cov(X(2),X(3)) = C(2,3) = %

1
c p=M.Com que ox = \/Var(X): p = —2— =1.

Ox(2) O 1 /3
X(2) 0X(3) \E\/;

Resulta que la correlaci6 és maxima. Aixo es deu al fet que X(2) = 24 i X(3) = 3A. Llavors,
una variable determina exactament l'altra, de manera lineal, ja que X(3) = %X(Z).

4. Segons l'enunciat: E(By) = E(By) = E(B3) = 0. E(B%) = Var(B;) + E(B1)? = 1. Igualment,
E(B%) = E(B2) = 1. Com que son independents, E(B1B;) = E(B1)E(B,) = 0. Igualment, E(ByB3) =
E(B1B3) = 0.
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m(t) = E[Y(t)] = E(By + By cost + B3 sint) = E(B1) + E(By) cost + E(B3) sint = 0.
R(ty,tp) = E[Y(t1)Y(t2)] = E[(B1 + B2 cost; + Bz sinty)(By + By cost, + By sinty)]
= E(B%) + E(B1By) costy + E(B1B3) sinty + E(ByB1) costy + E(B%) cos t; cos tp
+E(ByB3) costy sint, + E(B3By) sinty + E(B3B,) sinty cost, + E(B%) sint; sint,

=1+ costy costy +sint; sint, = 1+ cos(t, —t7).

Per tant, m(t) = 01 R(t1,f3) = 1 + cos(tp —t1).

5.

<
X4 b OSt<B
B, t>B

en queé B és una variable uniforme en [0,2].

Les realitzacions tenen la mateixa forma que en l'exemple (figura 4). El que varia és la
freqliencia d’aparici6 dels diferents valors de B. De fet, abans es podia donar qualsevol B
positiu, mentre que ara esta limitat entre 0 i 2.

Funci6 de valor mitja del procés X(t)

Hem de calcular m(t) = E(X(t)). Com que X(t) depén d’una variable B, farem servir el teorema
de I'esperanca. La funci6 de densitat de B és fg(b) = %,O < b < 2. Enla definici6 de X(t) veiem
que X(t) = Bsi 0 < B < t, mentre que X(t) = t si B > t. Aixi separarem la integraci6 sobre b
segons aquests dos casos:

mt) = [~ xofwa - [ blaves / "l

2|

4

bt

+
o 2

2 2 2
2 (2-tt t
_r e-nt_ 7

. 4 2 4

Pero el segon cas no es pot donar quan t > 2. Per a aquests valors de t

2

2 1 bZ
m(t):/ bodb="-| =1.
o 2 4o
Aixi,
tZ
t-—, 0<t<2
m(t) = 4
1, t>2

La funci6 m(t) es mostra en la figura 6.
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Figura 6. Valor mitja de X(t)

1,5

1,0 1

m(t)

pofr—
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0

6. Les realitzacions tenen forma de triangle, tal com es veu en la figura 7.

Figura 7. Realitzacié de X(t). (A = 0,3)

1,5

m(t)

0,0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
00 o1 02 03 04 O05 06 07 08 09 10

Per a calcular la funci6é de valor mitja del procés X(t) farem servir el teorema de 1’esperanca.
La funci6 de densitat de A és f4(a) = 1,0 < a < 1. En la definici6 de X(t) veiem que X(f) = 11%5
si 0 < A < t, mentre que X(f) = A% sit < A < 1. Aixi separarem la integraci6 sobre a segons

aquests dos casos:

m(t):/_ X(t)fA(a)da=/0 %:ldtu/t éda

=-(1-tHIn(1-a) +tlna|} =-(1-t)In(1-t)-tInt.

La funci6 m(t) es mostra en la figura 8. Noteu que mentre que les realitzacions tenen un punt
on no sén derivables (una “punxa”), la funcié de valor mitja és “suau”. Moltes vegades les
irregularitats de les realitzacions se suavitzen en fer la mitjana.
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Figura 8. Valor mitja de X(t)
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7.a) E(A) =

=0.E(B) = 0;2 -

1.

1
Densitats: f4(a) = 2 1<a<l.fgb)==-,0<b<2

1
2/

1

1o A1 1 2 1 e 4
EAd) = [ a?lda=|%| =L e =/ bzfdb=[—} s
@ /_1“2“ [6}_1 3 BB = | 6, 3

Com s6n independents, E(AB) = E(A)E(B)=0-1=0.
b) m(t) = E[X(t)] = E(At + B) =E(A)t+EB)=0-t+1=1.

o6 07 08 09 10

©) R(t1,t2) = E[X(t1)X(t2)] = E[(At; + B)(At, + B)] = E(A%t1t, + AB(t; + tp) + B?)

1 4 4
= EA) 1tz + EAB)(t + ) + EB) = S0 +0- (0 + ) + 5 = tltz;
tt) +4 tty +1
camw=Ramw—manmw)=l%;——1-1=ii—<

t2+4

Pot(t) = E[X(t)?] = R(t,t) = 3

d) Ateés que E(X(t)) = m(t), Var(X(t)) = E(X(t)*)-E(X(1))? = R(t,t)-m(t)*> = C(t,t) i Cov(X(t1)X(t2)) =

C(ty,t2):

E(X(1)) =m(1) = LE(X(2)) = m(2) = 1,Var(X(1)) = C(1,1) = %

Var(X(2)) = C(2,2) = ;COV(X(D,X(Z)) =C(1,2)=1,
_ CovX(),x2) 1 3

=0,9487.
0X(1)9X(2)

8.

mmm=ﬂmm=/mxmm@m.

La variable exponencial A té parametre A = gl

També tenim que X(t) =0si A < tiX(t) =tsi A > t. Llavors

t [e%s) %) ad [ee]
m(t) = / 0-¢%da +/ t-eda= t/ eda=t {—} =tet.
0 t t -1 t

=1illavors la densitat val f4(a) = ¢*,a > 0.
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b) X(t) només pot prendre dos valors: O i t. La seva funcié de probabilitat de primer ordre
val:

P(x=0; t)=P(X(t)=0)=P(A < t) = /t etda=1-¢".
0

Px=t; ) =PX(t)=t)=PA > 1) = /oo eda=¢e".
t

(Noteu que les dues probabilitats estan entre Oi 1 i la seva suma val 1.)

<) m(t):Zka(xk; H=0-Px=0; )+t-Plx=t; ) =0-(1-et)+t-et=tet.
X

2 392 4 2 492 1 7
9.a)E(U)=/ u.ﬁdb={i} =7.E(U2)=/ uZ.Edb={’L] :Z.E(V):/ v vSdp =
0 2 6]y 3 0 2 8 1o 1 2
8 (1 1 9 (1
v =0.E(V2)=/ v Dsap e T 27
. PR 18, 9

Com s6n independents, E(UV) = E(U)E(V) = 0.
b) m(t) = E(X(t)) = E(U + Vsint) = EU) + E(V) sint = § + 0 - sint = 3.

R(t1,t) = EX(t)X(t2)) = E((U+V sin t1)(U+V sin tp)) = E(U>+UV (sin t; +sin t;)+ V2 sin t; sin t) =
E(UZ) +EUV)(sinty +sinty) + E(VZ) sinty sinty =2+ 5 sint; sint;.

7 4 4 1
C(tl,tz) = R(tl,tz) - m(tl)m(tz) =2+ § sin t sin tr — § . 5 = 5(2 +7sin (5] sin tz).
1
¢) Pot(t) = E(X(t)%) = R(t,t) = 5(2 +7sin?t).
Es maxima quan sint = +1, és a dir, quan t = @ amb k enter.

d) Ateés que E(X(t)) = m(t), Var(X(t)) = E(XX(t)%)-E(X(1)? = R(t,H)-m(t)*> = C(t,t) i Cov(X(t;)X(t2)) =
C(tl;t2)5

w(3(5) -0 (3:) - () e (35
e (x(5)*(3)-<(55) 5w

_Cox(px3) & 11

OX(£)OX(3) Vvl VIS

=0,9467.

10. a) m(t) = E[X(0)] = / X0y (b)db.

La variable uniforme B té densitat fz(b) = 1/2,0 < b < 2.
També tenim que X(t) =0si B > ti X(t) =2-tsi B < t. Llavors

t 1 2 1 tq b1t t2
m(t):/O(Z—t)~5db+/t O-Edb=(2—t)/0 2db:(z—t) {E]O:t—?

by ) = EIY0] = | Y(fs(@da.

—00

La variable exponencial A té parametre A = = 1illavors la densitat val f4(a) = ¢*,a > 0.

1
E(A)
També tenim que Y(t) =t-AsiA <ty Y({t)=A-tsiA > t. Llavors

t oo
m(t):/(t—a)~e‘“da+/ (a-t)-e%da=(a-t+ 1) —(a—t+ 1) =2¢" +1-1.
0 t
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11.a) E4) = EB) = 5 = 1. E(A%) = Var(A) + E(A)> = 55 +1 = 2. E(B?) = 2. Com s6n
independents, E(AB) = E(A)E(B) = 1.

b) m(t) = E[X(t)] = E(Aet + B) = E(A)et + E(B) = ¢! + 1.

R(t1,tp) = E[X(t)X(t)] = E[(Aeh + B)(Ael + B)] = E(AZel1*t2 + AB(eh + ¢f2) + B2) = E(A2)ehi*2 +
E(AB)(e't +e'2) + E(B2) = 2el1*2 4 ¢l1 4 ¢l2 4 2,

C(ty,15) = R(ty, 1) —m(t))m(ty) = 2142 1 ef1 o2 42— (el + 1)(ef2 + 1) = el1*2 + 1,

¢) Pot(t) = E[X(t)?] = R(t,t) = 2€2! + 2¢! + 2.

Pot(t) = 26 = 2¢21 + 2t +2 =26 = e* + ¢! - 12 = 0.

Anomenant z = ¢! ens queda 1’equaci6 de segon grau z2 + z— 12 = 0, que té les solucions z = 3
i z=-4. Com que ¢! ha de ser positiu, tenim finalment que t = In 3 = 1,098.

d) Ates que E[X(8)] = m(t), Var(X(8)) = EIX(DX-E[X(D]? = R(t,H)-m()% = C(¢,) i Cov(X(t)X(t2)) =
C(ty,t2):

E[X(0)] = m(0) = 2,E(X(In2)) = m(In 2) = 3

Var(X(0)) = C(0,0) = 2, Var(X(In 2)) = C(In 2, 1n 2) =

Cov(X(0),X(In2)) = C(0,In2) = 3,p = C”;;’(‘::’;ﬁﬁzf” = ﬂ3 = 3 _0,9486.

E

12. my(t) = E(Y(D)) = / - Y(6)fy (v)dv.

Ara tenim que Y(t) = t2+tsi V> ti Y(t) = 0si V < t. Llavors

_ t 1 oo 2 5 _ 1 OO_
my(t)_/()0~mdv+/t (2 +1)- o 1)2dv (t +t)/ dV 2- f){ +1L =
ﬂ+t_t
t+1

De la mateixa manera, Z(t) =0si V> tiZ(t)=V +1si V < t. Llavors

t 1
my(t) = /(v d / (v+1)2 /Omdv=ln(t+1).

13.a) E(A4) = %0 = 3, E(A?) = [ a®Lda=12.

m(t) = E[X(t)] = E(t? - 3At + 2A%) = t? - 3tE(A) + 2E(A%) = t2 - 9t + 24.

b) E[X(0)] = m(0) = 24. Com X(0) = 242, E(X(0)?) = 4E(A*) = 4 [ a*lda =318 Tlavors,

Var[X(0)] = E[X(0)%] - E[X(0)]? = Z'iﬁ = 460,8.

c) Calculem primer M en funcié de A: ‘D;# = 2t - 34, i llavors el minim es déna en t,; = 32

A,
Aixi, M = X(tm) = -4

2

P(M>—1):P<—AZ >—1) =PO<A<2)=~

14. a) Notem que E(4) = 1 = 1, E(A%) = Var(A) + E(A)? = %2 +12 = 2. La densitat de B val
fz(b)=e? perab > 0.
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m(t) = E[X(t)] = E(Ae ") = E(A)E(eP) =1 - / = e btebap = %
0

R(t1,12) = E[X(t1)X(12)] = E(Ae P11 AeP2) = E(A%e B +12))

2
1+t1+t2.

- E(AZ)E(E—B([1+I’2)) —

2 1
1+ti+t (Q+t)(1+1)

C(t1,t2) = R(ty,t2) - m(ty)m(tz) =

b) Ateés que E[X(t)] = m(t), Var[X(t)] = E[X(£)?]-E[X(1)]? = R(t,t)-m(t)? = C(t,t) i Cov[X(t;)X(t2)] =
C(tl;tz):

E[X(0)] =m(0) = 1, E[X(1)] = m(1) = %

Var[X(0)] = C(0,0) = 1, Var[X(1)] = C(1,1) = 132

Cov[X(0),X(1)] = C(0,1) = %

_ Cov(X(0),X(1)) _

1
3 3
=—2—-= \ﬁ =0,7745.
OX(0)0X(1) V1/3 S

15. m(t) = E(X()) = 1 = X0y (v)dv.

Ara tenim que X(t) = t2-Vtsi V> tiX(t) =t - (V+ )t + V'si V < t. Llavors,

1
m(t):/ot(tz—(v+ 1)t+v)~1dv+/t (2 =vt) - 1dv

1

5 vz 10 [, V2 -t
=|tv=| —+V|l+—| + |[tV-—1]| = .
2 2] 2 2

16. a) Vegem quina és la funci6 d’autocorrelacio6.

Rz(t1,t) = E(Z(t1)Z(f2)) = E((X(t1) + N(t1))(X(f2) + N(2)))
= E(X(t1)X(t2) + X(t1)N(t2) + N(t1)X(t2) + N(t1)N(t2))
= E(X(t1)X(t2)) + E(X(t1)N(t2)) + E(N(t1)X(t2)) + E(N(t1)N(t2))
= E(X(11)X(t2)) + E(X(01))E(N(t2)) + E(N(11))E(X(t2)) + E(N(t1)N(£2))

= Rx(t1,t2) + Ry (t1,12).
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b) POtz(t) = Rz(t,t) = Rx(t,t) + RN(t,t) = POtx(t) + POtN(t). POtx(t) =21

Poty(t) = E(N()?) = /Oﬂ sinz(t—b)%db - /oﬂ W%db - %

1 5
Per tant, Potz(t) =2+ = = —.
2=2+5=>

17.

a) Calculem primer E(4) = =2

= 0. Llavors,

m(t) = E(X(t)) = E((1 + A cos(10mt))e™t) = et + e cos(10mt)E(A) = e

b) EX(1) = m(}) = ¢'?. Notem també que E(A2) = V(A2) = % = 3. Com X(}) =
c2(1-A), EX(3)») =e¢'E(1-2A+A%) =¢1(1-2-0+3)=4¢". Llavors,

Var(X(0)) = E(X(0)%) - E(X(0))2 = 4¢ ! —¢! =3¢7! =0,367.
c) Perque X(f) no es faci mai negatiu cal que |A| < 1. Aixi, la probabilitat que ens demanen és

P(-1 gAgl):%.

18. a) Notem que E(A) = 1, E(A%) = Var(A)+E(A)? = 1+12 = 2, E(B) = 0, E(B?) = Var(B)+E(B)? =
11iE(AB) = E(A)E(B) = 0. Amb aquestes dades podem calcular:

_ _ B EB) _
m(t)_E[X(t)]_E(A+1+t) =KW+ =1

R(t1 ) = ELX(t)X(62)] = E ((A s B a8 )) -

1+4 1+t
2
E(A2)+E(AB)( o, 1 )+ E(B") =2+ ! )
1+t1 1+t2 (1+t1)(1+t2) (1+t1)(1+l’2)

1

1
C(t1,t2) = R(t1,Lp) - m(ty)m(tz) = 2+ v+t I-1=1+ Urt)(+0)

b) Atés que E[X(6)] = m(t), Var[X(t)] = EIX()2-E[X (D)) = R(t,t)-m(D)2 = C(¢,t) i Cov[X(t1)X(t2)] =
C(ty,t2):

E[X(0)] =m(0) =1, E[X(1)] =m(1) = 1.
Var[X(0)] = C(0,0) = 2, Var[X(1)] = C(1,1) = 2
Cov[X(0),X(1)] = C(0,1) = ;

3
_CovXOXM) | 3 _ 3 9486,

oxOOx1) \/Q\/g - V10
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19. m(t) = E[X(t)] = / = Xy (2)dz.

Ara tenim que X(t) = % siZ<tiX(t)=1siZ >t Llavors,sil <t < 2:

Coo 1+4t-£2

+zZlf = ————.
2(t+1)

t 2 2
m(t):/ ﬂ-ld“/ 1 1dz= 2 4%
1 t+1 t 2(t+1)

1
Sit>2:

2 5

m(t) = 20D

2 2
/ z+1_1d2=z+22
1 t+1 2(t+1)

Vegeu la figura 9.

Figura 9. m(t)

—_
N

—
N

=
o

0,8

m(t)

o

20. a) Tenim E[X(1)] = 10, E[X(H)?] = 150, E[Q(®)] = 2 i E[Q(t)?] = 6. Llavors:

Poty(t) = E[Y(1)*] = E[(X(t) + Q(1))*] = E[X(t)* + 2X()Q(t) + Q(t)*] =
E[X(8)%] + 2E[X()E(QQD)] + E[Q(H*] =150+ 2-10 - 2 + 6 = 196.

b) E[Z(t)] = aE[Y(t)] = a(E[X(0)] + E[Q(1)]) = 12a i Poty(t) = E[Z()?] = 196a®. Ha de ser, per
tant, a = g i Poty(t) = 136,1.

21. a) Calculem primer E(B) = 12 = 2. Llavors,

m(t) = E[X(t)] = E[100 + Bt(24 - )] = 100 + E(B){(24 — t) = 100 + 48t — 2¢2.
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b) Es X(3) = 100 + 63B. Fent servir les propietats de la variancia:

32 (3-1)2
12

Var[X(3)] = Var(100 + 63B) = 632Var(B) = 6 =1.323.

(Alternativament, E(X(3)) = m(3) = 226. Notem també que E(B?) = ff p21db = £ illavors
E(X(3)2) = E(10.000 + 12.600B + 3.969B2) = 52.399. Llavors, Var(X(3)) = E(X(3)?) - E(X(3))? =
52.399 - 2262 = 1.323.)

¢) Perque X(t) arribi a superar en algun moment el valor 500 cal que el maxim de la parabola,
X(12) = 100 + 144B, sigui superior a 500. Aixi, la probabilitat que ens demanen és

25\ 3-% 1
) 9

P(100 + 144B > 500) =P (B > 9

22. a) Notem que E(U) = E(V) = 0, EU?) = E(V?) = Var(V) + E(V)? = 12+ 0% = 1 i E(UV) =

E(U)E(V) = 0. Amb aquestes dades podem calcular:

m(t) = E(X(t)) = E(Usint + Vsin 2t) = E(U) sint + E(V) sin 2t = 0.
R(ty,tp) = E[X(t1)X(ty)] = E[(Usinty + Vsin 2t;)(U sint, + V sin 2t,)]
= E(Uz) sinty sinty + E(Vz) sin 2ty sin 2t, + E(U)E(V)(sin t; sin 2t + sin 2ty sin tp)
= sin t; sin tp + sin 2t sin 2t,
C(ty,tp) = R(t1,t2) — m(ty)m(tp) = sin ty sin tp + sin 2t; sin 2t,.

b) Ates que E[X(1)] = m(t), Var[X(t)] = E[X(t)?]-E[X(£)]? = R(t,t)-m(t)*> = C(t,t) i Cov[X(t1),X(t2)] =
C(ty,t):

CCox(HXG)  $ 1
OX(HOX(F) 31 V2
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23.

m(o) = EXO] = [~ XOf0d.

1
Ara tenim que X(t) =0si Z < tiX(t) = 7 si Z > t. Llavors:

t 2 0o 2 0o
m(t) =/ 0.2 ‘Zdz+/ 12 g, 1/ setds = [~(z+ 1) = L
0 2 t z 2 2 t 2 t 2
24. Per al primer procés: Pot(t) = R(t,t) = sin? t + sin® 2t.
Per al segon procés:
Pot(t) = E[X(t)?] = / - X(t)*f(2)dz = / =1z 24y L / etz - e
- " o AT 22 2 T2

25. a) Calculem primer E(A) = [ afy(a)da = [ a%da = g

E)= [ L (@da=[Z19da=1.

Llavors,

_ _ oI Cpaet e (L) 2 2ot
m(t)_E[X(t)]_E<Ae +A)_E(A)e +E(A)_3e +1.

b) A partir de la forma explicita de X(t), V = X(0) - X(1) = (A + %) - (Ae*l + %) =A(l-e).
Fent servir les propietats de la variancia:

Var(V) = Var(A(1 - e b)) = (1 - e H)? Var(A) = %(1 —¢1?=0,08879,

ja que E(A%) = [ a%da = 2, Var(A) = E(A%) - E(A) = 2.

c) La probabilitat que ens demanen és
_ 2, 1 — P2 A2
P(X(2) >2)=P | Ae +A>2 =P A“-2A+1>0)

Els zeros del polinomi de segon grau sén e2 4+ Ve —¢2, aproximadament 14,26 i 0,52. El
polinomi és positiu fora de I'interval [0,52,14,26]. Tenint en compte que A es troba entre 0
i2:

2

A e
PX(2)>2) =P < A< &t — ) = / S da
0

26. a) Notem que E(R) = 12 = 2, E(S) = 21 = 0, Var(®) = &2 = 1 var(s) = =02 = 1
E(R?) = Var(R) + ER)? = 2, E($?) = Var(S) + E(S)?> = 3 i E(RS) = E(R)E(S) = 0. Amb aquestes

dades podem calcular:
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m(t) = E[X(t)] = E(Rt + S cos mt) = E(R)t + E(S) cos mt = 2t.
R(ty,tp) = E[X(t1)X(t2)] = E[(Rt; + Scos t1)(Rtp + Scos mty)]

= E(R®)tyt + E(§%) cos mt; cos nty + E(R)E(S)(t; cos Tty + t, cos mity)

13 1
= ?tltZ + g COos Tty Cos mtlp.

1
C(tl,tz) = R(tl ,tg) - m(tl)m(tz) = §(tl tp + Cos mit; COS T(tz).

b) Atés que E[X(1)] = m(t), Var[X(8)] = EIX()2-EIX(D)]? = R(t,O)-m(t)? = C(t,1) i Cov[X(t1),X(t2)] =
C(ty,t2):

E[X(0)] =m(©0)=0,  E[X(1)] =m()=2.

Var[X(0)] = C(0,0) = % Var[X(1)] = C(1,1) = %
Cov[X(0),X(1)] = C(0,1) = _%,
_1
_ Cov[X(0),X(1)] _ 3 — _0,7071.

1
O x(0)0 T Az V2
X(0)0X(1) \/;\/; V2

©) Per al procés complet, Pot(t) = R(t,t) = (132 + cos? mt).
Per al procés sense el terme amb S, Pot(t) = E(X(t)?) = E(R)?) = E(R?)t? = L312.
1

La diferéncia és 3 cos? mt, i correspon a la poténcia del terme de correcci6: E((S cos nt)2).

27. a) m(t) = E[X(D)] = / = X(0)fy(b)db.

Ara tenim que X(f) = Be' "B si B < t i X(t) = t si B > t. Llavors:

t oo t oo 2
m(t) = / be D) . o gp + / t-ebdb=et / bdb + t / ebdb = (t+ 5) et
0 t 0 t 2

b) m(t) segueix el comportament de pujada i baixada de les realitzacions, si bé la mitjana
estadistica ha fet desapareixer la irregularitat (punxa).
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Figura 10. Realitzacions comparades amb m(t)

Figura 10

Realitzacions pera B =1i
B = 2 comparades amb m(t)

¢) Fent % = (1 - %) et = 0 trobem el maxim M de m(t) en t = v/2, que és M = (v2 +
1)e™V2 = 0,587. En canvi, el valor maxim d’una realitzaci6 val B (correspon al pic) i el valor
mitja és 1.

En efecte, no coincideixen, ja que un és el maxim del valor mitja i l'altre el valor mitja
del maxim (per exemple, per a qualsevol variable, en general és diferent el valor mitja del
quadrat que el quadrat del valor mitja).

28. a) Notem que E() = p = 1. Llavors,

m(t) = E[X(t)] = E(J cost + (1 -])sint)
=E(J)cost+ (1-E(J))sint = %(cost+ sin t).
R(ty,t5) = E[X(t1)X(t5)] = E[(Jcost; + (1 =])sinty)(Jcosty + (1 —])sinty)]
= E[J? costy costy + (1 - )J(sinty + costy) + (1 —J)? sinty sinty)]

= E[Jcosty costy + (1 -])sinty sinty)] = E(J) costy cost, + (1 —E[]]) sinty sint,

1 1
= E(cos t1 costy +sinty sinty) = 3 cos(ty — ty).

(Hem utilitzat J2 = J, 1 =) =J-J2=0i(1-)2 =1-2J +J2=1-].)
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Alternativament, es poden calcular les esperances sumant sobre els valors de ] (X(f) = cost o
X(t) = sint amb probabilitat % cada valor). En aquest cas hauria estat més directe fer-ho aixi,
perd el meétode utilitzat és més general.

b) Representem per X (t) i X»(t) les intensitats radiades per cada particula. S6n dos processos
amb la mateixa distribucié probabilistica, independents. La intensitat total és Y¢(t) = X; () +
Xz (t). La potencia total és:

Poty, = E[Yc(1)*] = E[(X1(t) + X2(1)*]
= E[Xl(t)2 +X2(t)Z +2X1(t)X2(t)] = Poty, + Poty, + 2my, (t)my, (t)

1
+o+ ZZ(cost+ sin t)?

N =
N[ =

1 3
=1+ §(1+2costsint) =5 +costsint.

c) Ara la intensitat total val Ys.(f) = 2X(f). La poténcia total és:

Poty, = E[Vsc(t)%] = 4E[X(t)*] = 4Poty = 2.
d)

27 2n 3
Uec= Poty, (f)df = / (E + costsin t) dt = 3.
0 0

2n 2m
Use = / Poty, (f)dt= |  2dt =4m.
0 0

L'energia en l'estat supercoherent és 1,3 vegades superior.

e) Si tenim N particules, Y (t) = NX(), Poty, = N?Poty = N; i Usge = N2m.

N
En l'estat coherent, Y () = in(t)'
i=1

2

N
=E > Xi)?+2>_ X;()X;(t)
i=1 i<j

N
Poty, =E <Z X,-(t)>
i=1

N
1 Ny 1
= Potx, +2 Y mx,(tymy,(t) = N +2( ) ~(cost +sint)*
2 X; + > x,; (mx, (t) 3t (2)4( +sint)

costsint.

N N2-N . N2+N N2-N
:§+ p (1+2costsint) = B +
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29. a) R(t1,tp) = E[X(t1))X(t2)] = E(G_Atl e‘AtZ) = E(E_A(t1+t2)) =m(t; +tp).
b)

0o 1 2
m(t) = E[X(t)] =/ e‘“%(a)da:/o e‘“tada+/] e (2 -a)da

—00

= =2
Rl
t t a=0 t t a=1

1-2et4e? <l—e‘t)2

t2 t

Utilitzant el resultat de a:

2
1 - e (titt2)
R(tl/tz) = <t1+t2 .

1 - ettty ) 2 ) ((1 —et)(1-et2) ) 2

tl + tZ t1 tZ

C(t1,t2) = R(t1,t2) = m(ty)m(tz) = <

¢) X(1) = ¢ pren tots les valors dins de I'interval [e2,1]. El procés és d’estat continu, ja que
la variable resultant en fixar t és continua.

d) Ates que E[X(t)] = m(t) i Var[X(t)] = E[X(t)?] - E[X(£)]® = R(t,t) - m(t)? = C(t,t):
EX(D)] =m(1) = (1-e1)% =0,3996.

2

2
1-¢ ) —(1-eY)*=0,0272.

2

Var[X(1)] = C(1,1) = (

€)

m(t)=E (6‘_(U1+U2)t> =E (e‘Ulte‘UZt) =E (e‘Ult) E (e‘sz) =

30. a) Com A i B son del mateix tipus, tenen els mateixos parametres. En particular, E(A%) =
EB?) = [} a’da="1.

m(t) = E(A2 - B*t + t*) = E(A%) - E(B)t + 12 = g(l -1 +t2.

b) La carrega inicial és X(0) = A%. La carrega minima es déna quan 0 = % =-B%2+2t,ésa

. B2 Ao VI PSR <. B2
dir, perat= 5 AiXi, Xppip =A% - i la diferencia entre els dos valors és T

4
P (BZ > 3) =P(V12<B<2)=2-+v12=0,1388.
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) X(0)=A2iX(1)=A%2-B2+1.
Cov[X(0),X(1)] = Cov(A2,A%2 — B2 + 1) = Cov(A%,A%) — Cov(A2,B%) + Cov(AZ%,1) = Var(A2).

Var[X(0)] = Var(A?). Var[X(1)] = Var(A% - B® + 1) = Var(A2) + Var(B2) = 2Var(A?).

2
_ CovIX(0),X(1)] _ Var(A?) 1 07071

ox00ox1)  /Var(A2)\/2Var(AZ) V2

Encara que no ha estat necessari, notem que Var(A2) = E(A%) - E(A%)? = flz a*da - (%)2 = %.

31.

a) m(o) = EIX®) = [ X(0fy .

Ara tenim que X(t) = e V) si V < ti X(t) = 1 si V > ¢. Llavors:

t oo
m(t) = / e ye vy + / 1-vedv
0 t

t oo tZ
= e‘[/ vdv+/ vedv = (1 iy —) et.
0 t 2

b) m(t) segueix el comportament decreixent de les realitzacions, si bé la mitjana estadistica
ha fet desapareixer la irregularitat (punxa).

Figura 11. Dues realitzacions del procés X(t) Figura 11
X(h X Dues realitzacions del procés
1,6+ 1,64 X(t), as de I’ampladaﬂde
banda d’una connexi6
1,4+ 1,4+
1,21 V=2 124 V=3,5
1
0,8+
0,6+
04+
0,2+

05[05115225335445555 05051152253 35445555
-0,2 + 0,2+
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Figura 12. Valor mitja de X(t)

Figura 12

Valor mitja de X(t).

OPX(M) =1)=P(V>1)= [Fverdv=(1+t)e.

d) El valor minim es déna quan V = 01 X(1) = ¢’'. El valor maxim és 1, i es poden agafar tots
els valors intermedis.

El fet de prendre valors sobre un interval real indica caracter continu, mentre que el fet que
el valor 1 tingui probabilitat no nulla indica aspectes discrets. Es tracta d’una variable mixta.



