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Introduccio

En els moduls anteriors hem definit i hem treballat amb algunes propietats
dels processos estocastics en general. Hem vist com es defineixen els proces-
sos estocastics en el modul “Introducci6 als processos estocastics”. En el mo-
dul “Caracteritzaci6 estadistica i parametres dels processos estocastics” hem
vist els parametres estadistics més importants que caracteritzen un procés es-
tocastic. En aquest modul veurem un tipus particular de processos estocastics,
els anomenats processos estacionaris. Veurem que les propietats estadistiques
d’aquests processos no depenen de la posicié temporal en que les mesurem.
Aixo0 es correspon a situacions en qué la dinamica subjacent al procés no de-

pén explicitament del temps.

Diferenciarem dos tipus de processos estacionaris:

e Els processos estacionaris en sentit estricte
e Els processos estacionaris en sentit ampli o debil

Per als processos del primer tipus exigirem que l’estadistica sigui sempre in-
variable, independent del moment temporal en qué mirem el procés. Per als
processos estacionaris en sentit ampli, en canvi, només demanarem que les
funcions mitjana i autocorrelaci6 no depenguin de t. De fet, 1'estacionarie-
tat en sentit ampli ja ens va bé per a modelitzar molts tipus de senyals i de
sistemes de processament de senyal.

Un aspecte nou que introduim en aquest modul és 'analisi en freqiiéncia
d’aquest tipus de processos. Veurem que aquesta transformacié és molt util
a I’hora de treballar amb senyals, filtres i altres sistemes de comunicacions, ja
que moltes vegades el tractament en freqiiéncia ens simplifica molt els calculs.

El concepte principal que veurem és el de densitat espectral de potencia.

Aquest modul s’estructura com segueix: en l'apartat 1 veurem la diferéncia
entre un procés estocastic estacionari en sentit estricte i en sentit ampli. L'a-
partat 2 el dediquem a estudiar les oscillacions aleatories com a exemple de
procés estocastic estacionari. En 1'apartat 3 s’estudien els processos ciclosta-
cionaris. Veurem que per a un procés ciclostacionari, la mitjana i la funcio
d’autocorrelacié sén funcions periodiques. En 'apartat 4 es defineix i s’estu-
dia la noci6 d’espectre de poténcia d'un procés estacionari.
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Objectius

Els objectius que ha d’assolir I'estudiant un cop treballats els materials didac-

tics d’aquest modul sén:

1. Entendre el concepte d’estacionarietat en sentit estricte i en sentit ampli.

2. Veure com s’analitza 'estacionarietat per mitja de 1’analisi d’oscillacions

aleatories.

3. Estudiar els processos estocastics ciclostacionaris en sentit ampli i en sentit
estricte. Entendre la diferencia d’aquest tipus de processos respecte dels

processos aleatoris estacionaris.

4. Introduir l'espectre de poténcia d’'un procés i entendre’n la relacié amb

I’autocorrelacio.
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1. Estacionarietat en sentit estricte i en sentit ampli

En aquest apartat definirem queé és un procés estocastic estacionari i veurem
que n’hi ha de dos tipus: els processos estacionaris en sentit estricte i en sentit

ampli.

Donat un procés estocastic, ens podem plantejar si la seva estadistica és invari-
ant en el temps. Per exemple, en el moviment brownia* la causa del moviment
son les fluctuacions termiques del liquid que esta en equilibri termodinamic,
que s6n independents del temps. Si un procés té aquesta independéncia del
temps, hem d’esperar que les seves realitzacions mostrin caracteristiques simi-
lars en diferents intervals de temps. Es a dir, podem estudiar el procés sobre
diversos intervals i obtenir-ne moltes realitzacions i comparar-ne 1’aspecte. Si
observem el mateix comportament tenim un simptoma del que anomenarem

estacionarietat. Abans de definir-la amb precisio, vegem-ne un exemple.

Exemple 1.1

Partim d’una variable aleatoria B uniforme en [0,1] i definim dos processos estocastics:

X(t) = e, Y(t) = sin(t + 2nB).

Comparem el resultat de representar graficament diverses realitzacions sobre intervals
temporals diferents, concretament [0,1], [2,3] i [9,10]. El resultat es mostra en les figures 1
i2.

Figura 1. Realitzacions del procés e

1 lip i
—_—
\
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* Vegeu I'exemple 4.4 del
modul “Introduccié als
processos estocastics”.

Processos estacionaris

A grans trets, un procés és
estacionari si la seva
estadistica és independent
del temps.

Figura 1

Aquesta figura representa
diverses realitzacions del
procés X(t), que en aquest
cas té forma de funcions
exponencials, i avaluades en
diferents intervals temporals.
Com podeu veure, el procés
X(t) no sembla repetir-se al
llarg del temps.
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Figura 2. Realitzacions del procés sin(t + 2mB)
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En el primer cas es veu una clara diferéncia en els tres intervals. Resulta que com més
grans soOn els valors de t que observem, més petits son els valors que prenen les realit-
zacions. Si ens mostressin moltes realitzacions sobre un interval temporal desconegut,
podriem tenir una idea de per on esta localitzat aquest interval a partir de ’aspecte de les
realitzacions.

En el segon cas les tres grafiques tenen un aspecte molt similar. No podem deduir per on
esta localitzat I'interval temporal de 1’observaci6 de les realitzacions. Aixo suggereix que
aquest procés pot ser estacionari.

Diem que un procés estocastic és estacionari si la seva distribuci6é probabilis-
tica és invariant sota qualsevol translacié temporal. De manera més precisa,
com que la caracteritzacié de l'estadistica d'un procés es fa per mitja de les

seves mostres, arribem a la definicio segtient.

Definici6 1.1. El procés estocastic X(t) és estacionari en sentit estricte
si per a tot n > 1 i per a tota elecci6 de ty,tp, ...t els vectors aleatoris
X(t; +7),X(tr +7),...,X({tn+7)) i (X(t),X (L), ...,X(ty)) tenen la mateixa
distribuci6é de probabilitat per a tot t real.

Les funcions de distribucié d’'un procés estacionari en sentit estricte verifi-

quen:

F(x1,x2,...%n; i+ T, +7T,...,tn+7T) =F(X1,X2,...,Xn; t1,t2,...,th). (1)

Per a tot n, t1,tp,...,ts i ©. Tindrem les mateixes expressions per a les funcions
de densitat d'un procés d’estat continu i per a les funcions de probabilitat

d'un procés d’estat discret.

Figura 2

En aquest cas es representen
diferents realitzacions del
procés Y(t), que té forma
sinusoidal, en diferents
intervals temporals. Fixeu-vos
que en aquest cas els valors
del procés estocastic si que
tenen una certa regularitat al
llarg del temps.
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Exemple 1.2

Analitzem la condici6 d’estacionarietat per als dos processos que hem vist en I’exemple
1.1. Ens limitarem a mostres de mida 1. Aixi, obtindrem la densitat de primer ordre
f(x; t) i mirarem si aquesta depen de t.

Per al cas de X(t) = ¢B! tenim que, com que B varia de 0 a 1, fixat t, X(t) varia de ¢* a
1. Obtenim la funci6é de densitat fent el canvi directament a partir de la densitat de B.
La relacié entre variables és x = e?*. La densitat de B, que és una variable uniforme, és

fz(b) = 1,0 < b < 1. Llavors, per a x € [¢7f,1]

_ ) _ 1

T |dx/db| T te bt

fx; 1)

Expressant el resultat en termes de x arribem a
f(x't)—1 elt<x<1
T -0

Aquesta densitat depen de ¢, fet que demostra que aquest procés no és estacionari. Aixo
és el que haviem previst en les realitzacions dibuixades en la primera figura.

Ara veurem el segon procés estocastic. Per al procés Y(t) = sin(t + 2nB) notem que l'ar-

gument del sinus, quan B varia de O a 1, recorre l'interval [t,f + 27]. Aix0 és un periode
complet del sinus, de manera que Y(f) pren tots els valors entre -1 i 1.

Figura 3. Grafica de la dependéncia entre b i y = sin(t + 21b), per al cas t = 1

1

<

y(b)

-1 !

Com es veu a la grafica de la figura 3, per a cada y entre -1 i 1 hi ha dos valors de b (b;
i by) que hi van a parar. També hi veiem que per simetria el pendent de la recta tangent
(derivada) en aquests punts és igual i de signe oposat. La férmula del canvi de variable a
la densitat ens queda:

_ (1) . fa(b2)

f; t) = .
EACN AU

Figura 3

Les diferents realitzacions del
procés Y (t) tenen forma
sinusoidal i, per tant, es van
repetint en el temps.
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Ara tenim que f3(b1) = fp(b2) = 1, | % (b2)| = | (b1)| i

dy _ o 1 _cin2 o 1_42
%—chos(t+2nb)—2n 1-sin“(t+2mb) = 2my/1-y?.

La funci6 de densitat de primer ordre del procés Y(t) queda:

fly; )= -1<y<1
T

1
V1-y?

Veiem, doncs, que aquesta densitat no depen de t (notem que aixo fa referéncia tant
a la forma de la funcié f(y; t) com a l'interval de valors que pot prendre y). Aix0 és
consistent amb el que sospitavem a partir de les grafiques (exemple 1.1). Notem que
aixo no demostra que el procés sigui estacionari, ja que només hem vist la invariancia
de les propietats estadistiques de primer ordre. En l’apartat seglient d’aquest modul es
demostrara que aquest procés és estacionari en sentit estricte.

Vegem ara que en un proceés estacionari en sentit estricte els parametres veri-

fiquen certes condicions.

Proposicié 1.1 Si un procés estocastic X(¢) és estacionari en sentit es-
tricte, llavors el valor mitja és constant i ’autocorrelacié depen nomeés
de la diferéncia entre els dos instants: m(t) = m i R(t1,t;) = R(t, — t1).

Demostracio: 1) m(t) = E(X(t)). Com que X(t) és estacionari en sentit estricte,
la condici6é d’invariancia (definicié 1.1) en el cas n = 1 ens diu que X(t) i
X(t + 7) son variables distribuides igualment per a tot t i per a tot <. Per al cas
particular T = -t resulta que, per a tot f, X(t) té la mateixa distribucié que X(0)
(X(t+7) =X(t-t) = X(0)). Llavors m(t) = E(X(t)) = E(X(0)), que és un nombre

que anomenem m. Aixi, m(t) = m independent de .

2) R(ty,t;) = E(X(t1)X(t2)). Si en la condici6 d’invariancia ara fem n = 2 i pre-
nem t = -t, el vector (X(t1),X(f;)) esta distribuit idénticament en (X(0),X(t, —
t)). Aixi, la distribuci6 de qualsevol mostra de dos instants depen només
de la distancia temporal entre aquests. Ara tenim R(t1,t;) = E(X(t1)X(t)) =
E(X(0)X(t,-t1)) = R(0,t, —t1) i escrivim aquesta funcié com a dependent d’'una
sola variable: R(t, —t;). &

Es habitual anomenar = la diferéncia de temps, de manera que podem escriure
R(t) = E(XX()X(t + ©)). [gualment deduim que C(t1,t;) = C(t, — t;) (notem que
per a processos estacionaris R i C difereixen solament en una constant, C(t) =
R(t) - m?).

De vegades no es coneix tota la distribucié de probabilitat d'un procés, de
manera que no podem determinar si és estacionari en sentit estricte, pero és
habitual coneixer les funcions m(t) i R(t1,t;), cosa que ens porta a una versio
meés debil del concepte d’estacionarietat, 'estacionarietat en sentit ampli.

Observacié

Per als processos estocastics
estacionaris es compleix que
m(t) =mi

R(t1,t2) = R(t2 - ty).

El final de les demostracions
I'indiquem amb el simbol H.
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Definici6 1.2. El procés estocastic X(t) és estacionari en sentit ampli si
la seva funci6 de valor mitja és constant i la seva funci6 d’autocorrelacié

depén només de la diferéncia de temps:

m(t) = m, 2

R(t1,t5) = R(t; - t1). 3)

Quan calculem l'"autocorrelaci6 podem mantenir la notacié R(ty,t;) o utilit-
zar, alternativament, la forma R(t,t + 7). Si ho fem d’aquesta altima manera,
I'equaci6 (3) equival a dir que R(¢,t + ) no depen de t. En general, aixo és més
senzill que veure si una expressié en dues variables depen només de la seva

diferéncia.

Exemple 1.3

Tenim un procés aleatori X(f) i necessitem transmetre’l per un canal que treballa només
a certes freqiiéncies. Per a poder transmetre’l modulem el nostre senyal X(f) amb una
portadora cos(wpt + 6). D’aquesta manera hem format un nou procés aleatori Y(f) =
X(t) cos(wot + 0). L'angle 6 és una variable distribuida uniformement en 'interval [0,27)
i independent del procés X(f). Sota quines condicions el procés Y(t) sera estacionari en
sentit ampli?

Per a respondre aquesta pregunta haurem de calcular el valor mitja i I'autocorrelaci6, tal
com acabem de veure en la proposicié 1.1. Comencem amb la funcié valor mitja:

my (t) = E[X(t) cos(wot + 0)] = E[X(f)]E[cos(wot + 0)] = 0.
Veiem que el valor mitja és constant i val zero. Calculem ara la funci6é d’autocorrelacio:

Ry(t1,t2) = E[Y(t1)Y (t2)] = E[X(t1) cos(woty + 0)X(t2) cos(wotz + 0)].

Agrupant termes i considerant que X(t) i 6 son independents, arribem a ’expressio se-
glient:

Rx(t1,t2) = E[X(t1)X(t2)]E[cos(wpty + ) cos(woty + 0)].

Sabem que cos(a) cos(B) = %[cos(a + ) + cos(a — B)]. Per tant:

Rx(t1,t2) = E[X(t1)X(t2)] 3 E[cos(wo(ty + bz + 26)) + cos(wo(tz - t1))] =

1Ry (ty,tz) cos(tp — ty).

Veiem que el terme que depén de la freqiiéncia portadora si que depén de la diferen-
cia de temps. L'autocorrelacié de Y(t) dependra tnicament de la diferéncia de temps si
l'autocorrelaci6 de X(t), Rx(t1,t2) depen també de la diferéncia de temps. En aquest cas,
el procés Y(f) sera estacionari en sentit ampli si X(f) també ho és. Fixeu-vos que podem
assegurar que és estacionari en sentit ampli, perd no podem assegurar que ho sigui en
sentit estricte (hauriem de fer més calculs per a veure-ho).

Estacionarietat en sentit
ampli i estricte

Compareu la definicié
d’estacionarietat en sentit
ampli i estricte i noteu que si
un procés estocastic és
estacionari en sentit estricte,
també ho és en sentit ampli.

Noteu que I'esperanca dels
termes en que apareix 6 dins
del cosinus és zero.
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Exemple 1.4

Construim un procés estocastic tal que X(t) = At + B, en que A i B s6n variables aleatories
independents i uniformes en l'interval (-1,1). Vegem si aquest procés és estacionari en
sentit ampli. Calculem, en primer lloc, el valor mitja:

mx(t) = E[At + B] = E[A]t + E[B] = 0.

Veiem que aquest valor mitja és constant i igual a zero. Calculem, a continuacio, la
funci6 d’autocorrelacio:

1 1
Rx(t1,t2) = E[(At; + B)(Aty + B)] = E[A’t1 1, + B> + AB(t; + t)] = Fhiz+ 3.

Fixeu-vos que en aquest cas la funci6 d’autocorrelacié no depéen de la diferéncia de temps
tp —ty; per tant, podem dir que X(f) no és un procés estacionari (no ho és en sentit ampli
i, per tant, tampoc no ho sera en sentit estricte).

Com hem vist, tot procés estacionari en sentit estricte també ho ¢és en sentit
ampli. El contrari no és cert. Hi ha processos estacionaris en sentit ampli que
no ho son en sentit estricte.

A partir dels conceptes que acabem de veure en aquest apartat, dedicarem 1’a-
partat segiient a I’estudi de les oscillacions aleatories. Aquest tipus de senyals
sOn ampliament utilitzats en sistemes de telecomunicacions i molt sovint s'u-

tilitzen per a modelitzar senyals més complexos.

A continuacié veurem una série d’exemples, determinarem si els processos

sOn estacionaris en sentit estricte o ampli i en calcularem els parametres.

Recordatori

Com vam veure en l'apartat 3
del modul “Variables
aleatories”,

E[x?] = [ x*f(x)dx. Per al cas
d’aquesta distribucié

uniforme, f(x) = 1

1 _
B-a) ~ 2°
Per tant E[x?] = 1 en aquest
exemple.
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2. Oscillacions aleatories

En aquest apartat estudiarem les oscillacions aleatories* i estudiarem les pro-
* Reprenem en aquest apartat

pietats d’estacionarietat d’aquest senyal. I'exemple de les oscillacions
aleatories que ja hem vist en el
modul “Caracteritzacié
estadistica i parametres dels

Exemple 2.1 processos estocastics”.

Ja haviem vist** un senyal a una freqiiéncia determinada, pero I'amplitud del senyal i la
seva fase variaven de manera aleatoria. El senyal tenia la forma segtient:

** En I'exemple 3.3 del modul
“Caracteritzacio estadistica i
parametres dels processos

X(t) = Acos(wt +B), estocastics”.

en que w es definia com una constant, A era una variable aleatoria exponencial de valor
mitja K i B una variable aleatoria uniforme distribuida en 'interval [0,27].

Haviem obtingut el valor segiient per a la funci6 de valor mitja:

m(t) =0

i el resultat segtient pel que fa a la funci6 d’autocorrelacio:

R(ty,12) = K? cos(w(ty - 12)).

Aix0 ens mostra que el procés X(f) = A cos(wt + B) és estacionari en sentit ampli amb
m=01iR(v) = K2 cos(wr).

Ara ens podem plantejar si a més ho és en sentit estricte. Resulta que si, i es pot veure per
mitja del fet seglient. En fer un desplacament temporal, X(t + t) = Acos(w(t + t) + B) =
A cos(wt+(B+wt)). Aixi, 'efecte d'una translacioé temporal equival a canviar la variable B
per B+ wt. Perod si B era uniforme sobre un periode de longitud 2, el fet de sumar-li una
constant déna una nova variable que també és uniforme sobre un interval de longitud
2m, amb la qual cosa l'estadistica del procés queda invariant.

itzar alisi i ri illaci -
Podem generalitzar 1’analisi de 1’estacionarietat per al cas d’oscillacions alea
*** En |'exemple 3.3 del modul

tories qualssevol. Com vam veure***: “Caracteritzacié estadistica i
parametres dels processos
estocastics”.

Una oscillaci6 aleatoria és un procés que es pot expressar:

X(t) = A cos wt + Bsin wt, (4)

en que w esta fixada i (A,B) és un vector aleatori bidimensional.
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Resulta que el procés (4) és estacionari:

1) en sentit ampli si i només si E(A) = E(B) = 0, Var(A) = Var(B) i el
coeficient de correlaci6 entre A i B val p = 0.

2) en sentit estricte si i només si la distribuci6 de (A4,B) té simetria cir-
cular. Diem que un vector aleatori bidimensional té simetria circular
quan la funci6 de densitat conjunta f(x,y) depen només de la distan-
cia del punt (x,y) a 'origen de coordenades i no de la seva orientacio.

Demostracid: A continuacié demostrem aquestes dues propietats:

1) Estacionarietat en sentit ampli. Observeu que el valor mitja del procés és

el seglient:

m(t) = E(A cos wt + Bsin wt) = E(A) cos wt + E(B) sin wt.

I la funcié d’autocorrelacio és la segiient:

R(t,t + 1) = EX(OX(t + 1))

= E((A cos wt + Bsin wt)(A cos w(t + t) + Bsin w(t + 1)))

= E(A?) cos wt cos w(t + ) + E(B?) sin wt sin w(t + ©)+

+E(AB)(cos wt sin w(t + T) + sin wt cos w(t + 1)).

a) Demostrarem que si E(A) = E(B) =0, Var(A) = Var(B) i p = 0, llavors el pro-

cés €s estacionari en sentit ampli.
Suposem que es verifica E(A) = E(B) =0, Var(A) = Var(B) i p = 0. Anomenem

o2 (sigma al quadrat) el valor comu de la variancia de A i B. Llavors tenim

que

E(A?) = Var(A) + E(A)? = 62,

E(B*) = Var(B) + E(B)* = o°.

També resulta que p = 0 equival a Cov(A,B) = 0. En el nostre cas, per hipo-
tesi, E(A) = E(B) = 0, de manera que

Tecnica de demostracio

Per a demostrar la condicio si
i nomeés si de I'enunciat 1
hem de demostrar els dos
sentits de la implicaci6, és a
dir:

e SiEA)=EMB)=0,
Var(A) = Var(B)ip =0,
llavors el procés és
estacionari en sentit
ampli.

e Siel procés és estacionari
en sentit ampli, llavors
E(A) =EB) =0,

Var(A) = Var(B)ip =0
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b)

2)

a)

Cov(A,B) = E(AB) — E(A)E(B) = E(AB).

De manera que concloem també que E(AB) = 0.

Substituint aquests valors en les expressions de m(t) i R(t,t + t) obtenim
m()=01i

R(t,t + 1) = 0%(cos wt cos w(t + T) + sin wt sin w(t + T)) = 02 cos wT.

Veiem, doncs, que m(t) és constant i R(t,t + ) només depén de <, és a dir,

el procés és estacionari en sentit ampli.

Ara demostrarem la implicaci6 contraria. Es a dir, que si el procés és estaci-
onari en sentit ampli, llavors E(A) = E(B) =0, Var(A) = Var(B)ip = 0.

Suposem que el procés és estacionari en sentit ampli. Llavors, com que m(t)
és constant, m(0) = m(Z), és a dir, E(A) = -E(A) i llavors E(A) = 0. De manera
analoga, m(55) = m(g—g), és a dir, E(B) =—E(B) i llavors E(B) = 0.

També tenim que, per hipotesi, R(t,t+t) no depen de t. Aixi, per al cas t = 0,
R(t,t) és independent de t, llavors R(0,0) = R(5%, %), és a dir, E(A%) = E(B?).
Si representem o2 = E(A%) = E(B?), queda

R(t,t+ 1) = 0% cos wt + E(AB) sin w(2t + 7).

Perque aquesta expressioé no depengui de t és necessari que E(AB) = 0. Hem
vist, doncs, que E(A) = E(B) = E(AB) = 0. D’aix0 obtenim

Var(A) = E(A%) - E(A)? = E(A?) = o2,

Var(B) = E(B?) - E(B)* = E(B?) = 02,

Cov(A,B) = E(AB) — E(A)E(B) = 0.

Aixi hem arribat a la conclusié E(A) = E(B) =0, Var(A) = Var(B) i p = 0.

Estacionarietat en sentit estricte.

Per a veure quan és estacionari en sentit estricte utilitzem coordenades
polars: A=Rcos®©, B=Rsin®.

Parametres del procés i
de les variables

Notem que X(0) = A,
X(2)=-4,X(5;)=Bi
X(%—g) = -B. Ates que

m(t) = E(X(t)) i

R(ty,t2) = E(X(t1)X(t2)),
triant valors especifics de t
podem relacionar els
parametres de les variables A
i B amb valors de les funcions
m(t) i R(tl,tz).

Técnica de demostracio

En aquest apartat també cal
demostrar I'afirmacié si i
només si de I’'enunciat 2.
Caldra, doncs, demostrar els
dos sentits de la implicacio:

e Siles variables (A,B) de
I'oscil'lacio aleatoria
tenen simetria circular, el
procés és estacionari en
sentit estricte.

e Siel procés és estacionari
en sentit estricte, la
distribuci6 de (A,B) té
simetria circular.




CC-BY-NC-ND e PID_00193851 16

Processos estocastics estacionaris

b)

Figura 4. Significat de les coordenades polars (R,©)

v

R és la distancia del punt (A,B) a |'origen i © és |'angle que forma el radi vector
amb I'eix OX.

Llavors X(t) = Rcos© coswt + Rsin © sin wf = Rcos(® — wt), en queé hem

utilitzat la férmula trigonometrica cos(a — ) = cos a cos f§ + sin a sin f3.

Aixi, podem expressar el procés com

X(t) = Rcos(© — wt). (5)

El vector (A,B) té simetria circular quan la seva distribucié de probabilitat
depen només de R i és, per tant, invariant si fem qualsevol desplacament

del'angle ® — © -a.

Demostrem que si el procés és estacionari en sentit estricte, llavors (A,B) té

simetria circular:

Si el procés és estacionari en sentit estricte, llavors el vector (X(t), X (t + %))
té la mateixa distribucié per a tot . At = 0 it = 2 tenim els vectors
(Rcos®,Rsin®) i (Rcos(® — a),Rsin(© — a)), respectivament. En polars cor-
responen a (R,0) i (R,0© - a). Aixi, la funcié de densitat no pot dependre de

0, és a dir, tenim simetria circular.

Demostrem que si (4,B) té simetria circular, llavors el procés és estacionari

en sentit estricte:

Si tenim simetria circular, el canvi ® — © + wt; deixa totes les distribu-
cions invariants. Ara bé, utilitzant ’equaci6 (5) veiem que aquest can-
vi ens passa X(f) a X(t - t;). Per tant, la distribucié conjunta del vector
(X(t1),X(tp), ..., X(ty)) és identica a la de (X(0),X(t,-t1), ..., X(ta—1t1)), qQue és

invariant sota translacions temporals. B

Figura 4

En aquesta figura podeu
veure quina és la relacié entre
les coordenades cartesianes i
les coordenades polars. En el
primer cas expressem un
valor mitjancant els valors
(x,y). En el segon cas
utilitzem distancia a I'origen
dels eixos i un angle 6.
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3. Ciclostacionarietat

En definir 'estacionarietat requerim la invariancia sota desplacaments <t ar-
bitraris. Es pot donar el cas d'un procés 1'estadistica del qual sigui invariant
només sota desplacaments que siguin multiples d'un periode determinat T.

En aquesta situaci6 parlem de ciclostacionarietat.

Definicio 3.1. El procés estocastic X(t) és ciclostacionari en sentit es-
tricte si existeix un nombre T tal que per a tot n > 1 i per a tota eleccio
de t,ty, ..., ts els vectors aleatoris (X(t; + kT),X(ty + xkT), ..., X(tn +kT)) i
(X(t1),X(t2), . ..,X(tn)) tenen la mateixa distribucié de probabilitat per a
tot k enter.

Aixo vol dir que el nostre procés estocastic té una estadistica invariant per un
a desplacament T o per a un multiple kT d’aquest valor T. Com hem vist en el
cas de l'estacionarietat, de vegades no coneixem amb detall tota 1’estadistica
del procés perd podem aplicar una definicié més relaxada, és a dir, en sentit

més ampli, de ciclostacionarietat.

Definici6 3.2. El procés estocastic X(t) és ciclostacionari en sentit am-
pli si existeix una constant T tal que per a tot k enter la seva funcio6 de
valor mitja verifica m(t + kT) = m(t) (és a dir, m(t) és periodica) i la seva
autocorrelacio verifica R(t; + kT,t, + KT) = R(ty,t,).

Exemple 3.1

Considerem una oscillaci6 aleatoria X(f) = Acost + Bsint, tal que E(A) # 0. Segons el
resultat que acabem de veure en l’apartat 2 d’aquest modul, X(f) no pot ser estacionari
perque hem dit que perque fos estacionari en sentit ampli, la mitjana de les variables
aleatories havia de ser zero. En canvi, és ciclostacionari en sentit estricte. Aixo es veu
perque el procés mateix és periodic: X(t + 2m) = X(t). Ates que totes les realitzacions del
procés son periodiques, 'estadistica del procés és invariant sota el canvi t — t + 27k, per
a k enter.

Laltim apartat del modul el dedicarem a l’estudi de ’espectre de poténcia dels
processos estacionaris. L'espectre de poténcia d'un procés estocastic ens per-
metra estudiar aquest tipus de processos en el domini de la freqiiéncia. Aquest
salt conceptual és important perque un cop caracteritzem aquests processos
en funcié de la freqiiéncia podrem integrar aquest tipus de senyals ens siste-
mes de telecomunicacions que molt sovint es caracteritzen en el domini de la

freqiiéncia més que no pas en el domini del temps.
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4. Espectre de poteéncia d’un procés estacionari

En aquest apartat definirem que és I'espectre de poténcia d'un procés estaci-
onari. Aquesta definici6 la farem a partir de la funcié d’autocorrelacio R(t).
Vegem, doncs, quines propietats té aquesta funcié i a continuaci6 definirem

I’espectre de potencia del procés.

Considerem un procés X(f) estacionari, amb valor mitja m(t) = m i autocorre-
laci6 R(t) = E(X(t)X(f + ©)). Algunes de les propietats de la funcié R(t) son les
seglients.

Proposicié 4.1. Propietats de la funcié d’autocorrelacié R(t) d'un pro-

cés estacionari:

1) R(7) és una funcio parella.
2) R(t) ens dona una mesura del ritme de variacié temporal del procés.

3) R(t) és maxima per a t =0, és a dir, |[R(t)| < R(0) per a tot =.

Demostracié: Demostrem aquestes propietats que acabem d’enumerar:

1) En efecte, com que R(ty,t;) = R(tz,t1) (ja que podem invertir I'ordre dels

factors en la definici6 de I’autocorrelacio) resulta R(-t) = R(t).

2) Demostrem a continuacio la segona propietat: Volem avaluar la diferencia
X(t+ ) - X(t), pero en tractar-se d'una quantitat aleatoria el que farem és fer
la mitjana del seu quadrat per tal de tenir-ne una mesura de la magnitud

E((X(t + 7) - X(£))?) = E(X(t + ©)% = 2X(t + T)X(t) + X(1)?)

= R(t +7,t + ) = 2R(t + 7,1) + R(t, 1) = 2(R(0) - R(7))

3) Per a demostrar la tercera propietat partim de E(XY)? < E(X?)E(Y?) (desi-
gualtat de Cauchy-Schwarz) valida per a tot parell de variables aleatories X i
Y. Llavors R(t)? = E(X(HX(t + 1))> < EXX(H)*)EX(t + ©)?) = R(0)?. (Recordem
també que R(0) = E(X(t)?) > 0.) m

Funcions parelles

En una funcié parella es
compleix que f(x) = f(-x). Si
dibuixem la grafica d'una
funcié parella, aquesta
sempre té simetria respecte a
I'eix y.

Autocorrelacié d’'un
procés estacionari

Com que

R(ty,t2) = E(X(t1)X(f2)), en
calcular esperances de
productes de valors del
procés podem expressar el
resultat en funcié de R. Per
exemple,

EX(t+7)X(t)) =R(t+T,t). Si
el procés és estacionari,
R(ty,t2) = E(X(t1)X(f2)) es
redueix a R(t, —t1) (o

R(t; - t2), ja que

R(tl,tz) = R(tg,tl)). Per
exemple, R(t + t,t) = R(T).

Desigualtat de
Cauchy-Schwarz

La desigualtat de
Cauchy-Schwarz ens diu que
per a tot parell de vectors X i
Y d’un espai vectorial amb
producte escalar definit, es
compleix que

[XY)2 < (X,X)(Y,Y).
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Exemple 4.1
Vegem aquestes propietats mitjancant I’exemple que es mostra en la figura 5. A la colum-

na de la dreta podeu veure una realitzaci6 d'un procés X(t). A la columna de I’esquerra
podeu veure la funci6 d’autocorrelaci6é d’aquest procés.

Figura 5. Tres funcions d’autocorrelaci6 i tres realitzacions de X(t)

‘I_
& < or
0 L :
25 0 5 0 5 10
T t
‘I_
& < or
0 1 1
-5 0 5 0 5 10
T t
'I_
4 S or
1 1
-5 0 5 0 5 10
T t

Fixeu-vos, en primer lloc, que per a tots els casos la funcié d’autocorrelacié és parella,
és a dir, té simetria respecte de l'eix y. Com haviem vist en la primera propietat de la
proposici6 4.1, R(t) = R(-7).

Vegem la segona propietat, que ens diu que R(t) ens déna una idea de la variaci6é tempo-
ral del procés. Veiem que si R disminueix lentament, com és el cas de la tercera realitzacio
de la figura, R(0) —R(t) és petit i el procés tendeix a variar poc en transcorrer el temps. Es
un fet intuitiu, ja que R mesura la correlaci6 entre valors del procés en instants diferents.
Si aquesta correlacié no disminueix, X(f + t) tendeix a tenir valors propers a X(t). Pero si
R disminueix rapidament, com podeu veure en la primera realitzaci6 de la figura, es perd
la correlacié i el procés en t+7 ja ha “oblidat” el valor que prenia en t. En definitiva, com
menys varia R(t) més suaus son les fluctuacions de les realitzacions del procés estocastic.

En la figura 5 podeu veure també la tercera propietat: R(t) és maxima en t = 0. Noteu
que R(t) = E(X(t)X(t + ©)) mesura la correlaci6 entre la funcié X(t) i la mateixa funcié
desplacada X(t + ©). El maxim d’aquesta correlaci6 el tenim, per tant, quan no hi ha
desplacament i comparem la funcié amb ella mateixa.

En la segona propietat parlavem de la variacié del procés X(t) en temps, i hem
vist que aquesta variacio es pot avaluar segons la forma que té R(t). Una altra
manera de mirar com varia el procés amb el temps és mitjancant el contingut
freqiiencial. Si el procés efectua canvis rapids en el temps, hi haura un con-
tingut elevat en les freqiiencies altes. Si, en canvi, el procés fluctua poc en el
temps, sabem que en el seu contingut freqiiencial predominaran les freqtien-
cies baixes. La magnitud que s’utilitza per a mesurar-lo és la densitat espectral
de poténcia.

Figura 5

A la columna esquerra tenim
diferents funcions
d’autocorrelacié R(t). Ala
columna dreta una realitzacié
del procés X(t) per a
cadascuna. Podem observar
les tres propietats de R(t)
que hem esmentat en la
proposici6 4.1.

Transformacié de Fourier

Recordem la definici6 de la
transformada de Fourier.
Transformada directa (pas de
temps a frequiéncia):

x(f) = / - x(t)e 2 dr.

fe's}

Transformada inversa (pas de
freqliéncia a temps):

X(t) = / = x(perar.
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Definici6 4.1. La densitat espectral de poténcia S(f) d’un procés esto-
castic estacionari X(t) és la transformada de Fourier de la seva funcid
d’autocorrelacio6:

S(f) = / * R(z)e P . )

Amb la transformacio inversa de I'’equaci6 (6) expressem R en funcio de S:
R%) = [ S(he* . 7)

Podem relacionar la poténcia mitjana del procés, que representarem per Pot,
amb l’espectre de poteéncia S(f). Tenim* que Pot(t) = E(X(t)?) = R(0). Aixi po-
sem © = 0 en l'equacio (7) i obtenim R(0) = [ S(f)df. Arribem, per tant, al
resultat:

Pot = /  S(df. ®)

Aixo justifica el nom de S(f), ja que en ser integrada sobre totes les freqiiencies
ens dona la potencia.

Es facil veure que en ser R (la funci6é d’autocorrelacié) una funcio real i parella,

la densitat espectral de poteéncia, S, també és real i parella:
S(f) = / R(%)(cos 2mf —jsin 2nfr)dr = / R(%) cos 2nfrd,

ja que R(t)sin2=nft és una funcid senar i la seva integral s’anulla. Ara es veu
clarament que S(f) és real i que S(-f) = S(f).

Vegem-ne un exemple en que aplicarem tots aquests conceptes.

Exemple 4.2

Un procés té autocorrelacio

_ <
R(T) = 5 Itl<3
0 [T| > 8.

Es tracta de calcular-ne 'espectre de poténcia i observar graficament que com més rapi-
dament decau R, més contingut hi ha d’altes freqiiéncies, tal com hem vist en la figura 5:

) 5 _
S(f) = /_‘S (1 - %) cos 2nfdt = 2/0 (1- %) cos 2nfrdt = %

Com més petit és &, més dispersa queda la funci6 S.

* Tal com haviem vist en
I'apartat 2 del modul
“Caracteritzaci6 estadistica i
parametres dels processos
estocastics”.

Poténcia d’un procés
estacionari

En un procés estacionari la
potencia no depen de t. En
efecte, Pot(t) = E(X(1)?) =

EX®)X(1)) = R(L,t) = R(0),
que és un nombre.
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Figura 6. La funcié d’autocorrelacié R(t) per a diferents valors de § al costat dels espectres
de potencia corresponents. Com més lentament decau R(t), més concentrada esta la funcié

S(f)

R()

R(z)

R(x)

1,5
1k

0,51

5=0,3

0
-3

—

N
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1k

0,5

0
-3
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0
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Figura 6
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-4 -2 0 2 4
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<
=
0 1 1 1
4 -2 0 2 4

Quan la funcié
d’autocorrelacié decau molt
rapidament, vol dir que el
senyal en temps fluctua molt
i que tindrem contingut
freqiiencial a altes
freqiiéncies. Quan la funcié
d’autocorrelacié varia poc, el
procés en temps també ho fa
i aixo es tradueix en
freqliéncies baixes entorn del
zero.
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Resum

Un procés estocastic és estacionari quan la seva estadistica és invariant al llarg

del temps. Podem diferenciar entre els dos tipus segiients:

e Procés estocastic estacionari en sentit estricte: si els vectors aleatoris
(X(t),X(t)..X(tn)) 1 (X(t1 + ©),X(t2 + ©)...X(ts + 7)) tenen la mateixa dis-
tribuci6 de probabilitats. Es a dir, encara que ens desplacem un interval ©

en l'eix del temps, continuem veient els mateixos parametres estadistics.

e Procés estocastic estacionari en sentit ampli: si la seva funci6é de valor
mitja és constant i la seva funcié d’autocorrelacié depén només de la dife-
réncia del temps. Es a dir, m(t) = m i R(t1,t;) = R(t; — ;).

Observeu que aquestes dues condicions que es donen en els processos estacio-
naris en sentit ampli també es donen en els processos estacionaris en sentit
estricte.

Com a exemple, hem comprovat que, en certs casos, les oscillacions aleatories
que hem anat veient en diferents moduls sén un exemple de procés estocastic

estacionari en sentit ampli i també en sentit estricte.

Una variant del concepte d’estacionarietat és la ciclostacionaritat. Aquest és
el cas dels processos estocastics, que son invariants només sota determinats
desplacaments, que sén multiples d’'un periode concret T. En aquests casos

podem diferenciar entre el segiient:

e Processos ciclostacionaris en sentit estricte: si existeix un nombre T tal
que per a tot n > 1 i per a tota elecci6 de ty,tz,...,t: els vectors aleatoris
(X(t1 +kT),X(t+xkT), ..., X(tn+kT)) i (X(t1),X(t2), ..., X(t,)) tenen la mateixa
distribuci6 de probabilitat per a tot k enter.

e Processos ciclostacionaris en sentit ampli: si existeix una constant T tal
que per a tot k enter la seva funci6 de valor mitja verifica m(t + kT) = m(t) i
la seva autocorrelaci6 verifica R(t; + kT,t, + kKT) = R(tq,t5).

En el cas dels processos estocastics estacionaris, la funci6 d’autocorrelacio
R(t1,t;) depén Unicament de la diferéncia de temps © = £, — t;. Sota aquestes
condicions R(t) compleix les propietats segiients:

e R(7) ésuna funci6 parella.
e R(t) ens dona una idea de com varia el procés X(t) en el temps.

e R(t) és maximaen t =0.
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Finalment, hem definit una nova funci6é que ens permet avaluar com varien
els processos en temps i hem definit 1’espectre de poténcia d'un procés esto-
castic aleatori com la transformada de Fourier de la funci6é d’autocorrelacio:

S(f) = / ~ R(m)e? dr,. ©)

Amb aquesta transformacioé passem del domini temps al domini freqiiencia.
De la mateixa manera, amb la transformada de Fourier inversa de I'espectre

de poténcia, podem obtenir la funci6é d’autocorrelaci6 del procés:

R(t) = / S, (10)
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Activitats

1. Quins dels parametres estadistics segtients (valor mitja i funcié d’autocorrelacid) corres-
ponen a processos estacionaris en sentit ampli?

a) m(t) = 1, R(t1,tp) = e’l2l 4 3,

b) m(t) = t, R(ty,t;) = cos(t, —t1) + tq to.

c)m(t) =2, R(t1,tz) =t + i +5.

d) m(t) = 0, R(ty,tp) = t3 - t2.

Indicacié: recordeu que una manera d’assegurar que la funci6 d’autocorrelacié només depén
de la diferencia de temps és escriure R(¢,t + ©) i veure que no depén de t.

2. Considereu una oscillaci6 estacionaria X(t) = Acost + Bsint en queé (4,B) és una variable
bidimensional uniforme en una regi6é D € R?. Digueu si X(¢) té algun tipus d’estacionarietat Vegeu també
en els casos segiients:

Mireu en l'apartat 2 els
a) D ={(x, 0<x<10<y<1}. L R .
) {xn10<sx< sysh criteris d’estacionarietat per a
b)D={(xy|-1<x<1-1<y<1}L oscilacions aleatories.

O D={xy | x*+y* <1}

3. Considereu que X(f) és un procés estacionari en sentit estricte. Suposeu que X(0) és una
variable aleatoria exponencial amb parametre A = 2 i que X(0) i X(1) sén independents.
Calculeu o digueu si ens falta informacio per a calcular-ho:

a) E(X(2)).

b) E(X(3)).

o) EX(DX(3)).

d) Cov(X(1),X(2)).

e) E(X(4)X(5)).

4. Considereu que X(t) és un procés estacionari en sentit ampli tal que m(t) = 0 i R(t) =
2¢I7l,

a) Que val la potencia d’aquest procés?

b) Queé val E((X(2) - X(1))?)?

c) Calculeu 'espectre de potencia S(f) d’aquest procés.

5. Considereu els dos processos estocastics segtients:

1

e X(t) amb valor mitja my(t) = 27 i autocorrelacié Ry(t1,t) = ———.
1+ (t; —1p)?

e Y(t) amb valor mitja my(t) = O i autocorrelacié Ry (ty,t) = v nE
+{1 -1z

a) Son estacionaris X(t) o Y(t)?

b) Definim un nou procés Z(t) = X(t)X(t+1). Demostreu que la funci6 de valor mitja de Z(t),
my(t) és constant.

c) Definim les variables aleatories A = X(1) — X(0) i B = X(2). Calculeu-ne les esperances i
variancies, i també Cov(A,B).

d) La variaci6 del procés Y (t) la podem estudiar a partir de la variable aleatoria V,; = Y(a)-Y(0)
en queé a > 0. Calculeu E(V?) i demostreu que el resultat és una funcio creixent de a.

e) Calculeu la densitat espectral de poténcia Sy (f) del procés Y(t).
°° Cos ax e B
(Indicaci(): / dx =
o x*+p2 2p

6. Un procés té funcio6 de valor mitja m(t) = a+ft i funcié d’autocorrelacio R(ty,tz) = cos(aty +
(o — 2)tp). Determineu els valors de les constants a i § per tal que el procés sigui estacionari
en sentit ampli.

2
7. Un procés estacionari Y(t) té valor mitja my(t) = O i autocorrelacié Ry(ty,tz) = 12"

a) Per a estudiar-ne la variacié definim la variable aleatoria V,; = Y(a) - Y(0) en que a > 0.
Calculeu E(V?2) i demostreu que el resultat és una funcio creixent de a.
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b) Calculeu la densitat espectral de poténcia Sy (f) del procés Y(t).
2

oo [¢§
(Indicacic’): / ¢ cos axdx = ?e‘T)
0

8. Un procés té funcié de valor mitja m(t) = e i funcié d’autocovariancia C(t,t,) = e”l2 11l

a) Per al cas x = 1: calculeu 'esperanca i la variancia de la variable aleatoria X(1).
b) Hi ha algun valor de la constant k tal que el procés sigui estacionari en sentit ampli?

c) (En aquest apartat b substituiu x pel valor trobat en el apartat c.) Considereu el procés
Z(t) = X(t +a) - X(t) amb a > 0. Calculeu la poténcia de Z(t) i demostreu que aquesta és una
funci6 creixent de a.

9. Un procés té funcié de valor mitja m(t) = cos®a + tsin? a i funcié d’autocovariancia
C(tl,tz) =1+ COS(TE(tZ - tl)).

a) Trobeu els valors de a tals que el procés sigui estacionari en sentit ampli.

b) Preneu a com en l'apartat anterior i calculeu l’esperanca i la variancia de la variable Z =
3 (X(0) + X(1)).

10. El voltatge en un punt d’una linia eléctrica esta determinat per un procés estocastic
gaussia X(t) de valor mitja m(t) = 1 + acost i autocovariancia C(t;,tz) = cos(t; + btz), en que
aib son dues constants.

a) Determineu a i b per tal que el procés sigui estacionari en sentit ampli. I perque ho sigui
en sentit estricte.

b) Per al cas a = b = 1, trobeu la poteéncia del procés i determineu en quins instants és
maxima.

11. Un procés té funci6 de valor mitja m(t) = at+p(1-1) i funcié d’autocovariancia C(ty,f) =
cos2(m(2t; + Bty)).

a) Trobeu els valors de a i f3 tals que el procés sigui estacionari en sentit ampli.

b) Preneu a i B com en l'apartat anterior. Si Z = X(%) - X(0), calculeu les esperances de Z i
de 72

12. El senyal eléctric en un punt d’una linia esta determinat per un procés X(t), estacionari,
amb valor mitja 10 i de poténcia 100. En un altre punt de la linia el senyal que apareix és
Y(t) = X(t) + S(t) en que S(¢) és el soroll afegit per la linia, independent del procés X(t), amb
valor mitja constant p. i poténcia 15.

a) Es mesura la poteéncia de Y(¢) i dona 165. Qué val u.?

b) Demostreu que si S(t) és estacionari en sentit ampli, llavors Y(t) també ho és.

13. Un procés té funci6 de valor mitja m(t) = a(t+1)+p(1-t)+y(2t-1) i funcié d’autocorrelacié

1
R(t1,t) = —————.
(1t = B o 1)

a) Trobeu els valors de les constants a, f§ i y tals que el procés és estacionari en sentit ampli,
amb poteéncia igual a 2.

b) Preneu a, f i y com en l'apartat anterior. Si Z = X(2) — X(0), calculeu la variancia de Z.

14. Un segment d’una xarxa de comunicacions afegeix soroll al senyal transmés de manera
que si aquest és originalment X(t), el que es transmet és Y(t) = X(t) + N(t) en que N(f) té valor
mitja zero i esta correlacionat amb X(t) de manera que E(X(t)N(t)) = ey/Potyx en que € és una
constant i Poty és la poteéncia del procés X(t).

a) Determineu la relaci6 entre la potencia del senyal original X(t) i la del senyal present Y(t).

b) Trobeu e i la poténcia de N(t) sabent que si la poténcia de X(t) val 2, la de Y(t) val 2,78, i
si la potencia de X(f) val 4, la de Y(t) val 4,90.

15. Un senyal de comunicacié X(t) és un procés estacionari amb valor mitja mx(f) = p i
autocorrelacié Rx(t,t + t) = ¢(t) (en qué p és una constant i ¢(t) una funcid). A causa de
la modulacid, apareix el procés Y(t) = cos(2nfpt)X(t) en queé la constant fy és la freqiiéncia
de modulaci6. Llegiu les definicions de ciclostacionarietat (3.1 i 3.2) i demostreu que, si bé
no és estacionari, Y(f) és ciclostacionari en sentit ampli.

16. Un procés té funcié de valor mitja m(t) = cos(at) + b i funci6é d’autocovariancia C(ty,t;) =
cos2(ct; + mty).
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a) Trobeu els valors de les constants a,b,c tals que el procés sigui estacionari en sentit ampli,
amb poteéncia igual a 5.

b) Ara preneu a = ¢ = m, b = 2. Calculeu l'esperanca i la variancia de X(0) i de X(1) i també
la covariancia. Calculeu també la variancia de Y = X(0) - X(1) i digueu que es pot dir de la
relacio entre X(0) i X(1) a partir d’aquest valor.

17. Un canal de comunicacié transmet un senyal X(t) estacionari, amb valor mitja O i po-
téncia 12. A la sortida trobem Y(t) = X(t) + N(f) en queé N(f) és el soroll introduit pel canal.
Aquest soroll esta correlacionat amb X(t) de manera que N(t) = (1 —e¢)X(t) en qué A és una
variable aleatoria exponencial d’esperanca 1, independent de X(t).

a) Demostreu que si A és una variable aleatoria exponencial de parametre A, i a és una

ad) _ A ]
A+a

b) Determineu la poteéncia del senyal final Y (¢).

constant no negativa: E(e”

c) Considereu ara que a X(t) li afegim un soroll que té la mateixa poténcia que el soroll
anterior pero és independent de X(f). Quina és ara la poténcia de Y (t)?

18. Un senyal de comunicacié X(t) és un procés estacionari amb valor mitja mx(t) = p i
autocorrelacié Rx(t,t + ©) = ¢(t) (en que p és una constant i ¢(t) una funcio).

Demostreu que el procés Y(t) = X(t) + X(t +a), en qué a és una constant, és també estacionari
en sentit ampli i trobeu-ne el valor mitja i 'autocorrelacié expressats a partir de w i ¢(7).
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Solucionari
1. Hem de comprovar que m(t) és constant i R(t,t + t) depén només de t.

a) Si, ja que R(t,t +t) = eIl + 3.

b) No, ja que m(t) = t no és costant.

c) No, ja que R(t,t + t) = 2t + © + 1 depén de t.

d) No, ja que R(t,t + ©) = (t + 7)% — t? = 2t7 + ©2 depén de t.

2. Per a ser estacionari en sentit estricte cal que la variable bidimensional (A4,B) tingui simetria
circular. En els tres exemples la funci6 de densitat conjunta és constant sobre D perd només
tenim simetria circular en el tercer cas (x2 + y2 < 1 defineix un cercle de radi 1 centrat
en l'origen). Aixi, el tercer cas correspon a un procés estacionari en sentit estricte i els dos
primers no.

El tercer també és estacionari en sentit ampli, ja que ho és en sentit estricte (proposicié 1.1).
Per als altres dos hem de comprovar les condicions (E(A) = E(B) = 0, Var(A) = Var(B), p = 0).

Primer cas: D és un quadrat d’area 1. fy(a) = fol 1-db=1pera0<a<1.Aixi A és uniforme
en [0,1] i, per tant, E(A) = % El procés no és estacionari en sentit ampli.

Segon cas: D és un quadrat d’area 4. fy(a) = f_ll %db = % pera-1<a<1.fgb) = f_ll %da = %
per a -1 < b < 1. Llavors A i B so6n uniformes en [-1,1] i, per tant, E(4) = 0, E(B) = 0,
Var(A) = Var(B) (A i B tenen la mateixa densitat) i E(AB) = f}l f}l ab%dudb =0, amb la qual
cosa Cov(A,B) = 0. Aixi, el procés és estacionari en sentit ampli.

3. Si el procés és estacionari en sentit estricte, X(t) té la mateixa funci6 de densitat per a tot
t. El mateix passa amb la variable bidimensional (X(f),X(t+1)). Aixi, per a tot t, X(t) és Exp(2)

i X(t) i X(t + 1) sén independents. Recordem també que per a una Exp(\) I’esperanca val % i
1

la variancia 5z

Llavors: E(X(2)) = 3. E(X(3)?) = Var(X(3))+E(X(3))? = 2+1 = 1. E(X(1)X(3)) no es pot determi-
nar, ja que no tenim informacio sobre el que passa a distancia temporal 2. Cov(X(1),X(2)) =0,

ja que X(1) i X(2) també sén independents. E(X(4)X(5)) = Cov(X(4),X(5)) + E(X(4))E(X(5)) =
0+l-1=1

4. Tenim que E(X(])X(t2)) = R(t1,t2) = R(tp - t;) = 2¢7l271l,

a) La poténcia és R(t,t) i en el cas estacionari val R(t—t) = R(0). Aixi, la poténcia val 2¢71°! = 2.
b) E(X(2) - X(1))) = E(X(1)? + X(2)2 - 2X(1)X(2)) = E(X(1)?) + E(X(2)?) - 2EX(1)X(2)) =
R(0) + R(0) - 2R(1) = 2(R(0) = R(1)) = 2(2 - 2¢7) = 4(1 - €1).
c) S(f) = /oo R(7) cos(2nft)dt = 2/oo R(7) cos(2nft)dt = 2/00 26" cos(2nfr)dt =
oo 0 0
4 e " (-cos(2nft) + 2nf sin(2nft))
1+ (2nf)?

T=00 B 4

o 1+4m2f2’

5. a) X(t) no és estacionari, ja que mx(t) depén de t. Y(t) és estacionari en sentit ampli, ja
que my(t) és constant i Ry(t1,tz) depén només de la diferéncia de temps: Ry (,t + 1) = 1o
+7T

1 1

b) my(t) = EZ(t)) = EX(OX(t+ 1)) = Rx(t,t + 1) = T 2

©) E(4) = BX(1) - X(0)) = E(X(1)) - E(X(0)) = mx(1) - mx(0) = 3 -1 = 3.
E(B) = E(X(2)) = mx(2) = §.

E(A%) = E(X(1) - X(0))*) = E(X(1)*) + E(X(0)) - 2E(X(1)X(0)) = Rx(1,1) + Rx(0,0) - 2Rx(1,0) =
1+1-2%=1.

E(B?) = E(X(2)) = E(X(2)X(2)) = Rx(2,2) = =L

1
1+(2-2)2

E(AB) = E(X(1)-X(0))X(2)) = E(X(1)X(2))-E(X(0)X(2)) = Rx(1,2)-Rx(0,2) =
1_1_ 3

275710

11
1+(1-2)2 ~ 1+(0-2)2
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Var(A) = E(A%) -E(A)? =1-1 =3,

Var(B) = E(B*) -E(B)? =1- 1 = 1.

Cov(A,B) = E(AB) - E(A)E(B) = 2 - (-3)% = 1.

d) E(V2) = E((Y(a)- Y(0))?) = E(Y(a)%) + E(Y(0)*) - 2E(Y(a) Y (0)) = Ry(a,a) + Ry (0,0)~ 2Ry (a,0) =
1 1 1 2a?

) - .
T+@-af 1+0-02 “1+@-02 1+

4a

Podem comprovar que és creixent observant que la seva derivada és A+ a2 >0
+a

e) Y(t) és un procés estacionari amb Ry (t) = .
1+ 12

Sy(f) = 100 Ry(t)cos2nftdt =2 /000 Ry(t)cos2nftde

~2nf|

=2 cos2nftdt = me

0 +12

6. m(t) no ha de dependre de t, de manera que necessariament f§ = 0.

R(ty,t;) ha de dependre només de la diferéncia de temps. Es a dir, R(t,t + ©) = cos(at + (a —
2)(t+ 7)) = cos(2(a — 1)t + (a - 2)t) no ha de dependre de t. Aixi, necessariament a = 1.

Prenent a = 1,8 = 0 ens queda un procés estacionari en sentit ampli amb m(t) = 1i R(t,t+7) =
COS T.

7.a) E(V7) = E(Y()-Y(0))*) = E(Y(@)*)+E(Y(0)*)-2E(Y (@)Y (0)) = Ry (a,a)+Ry (0,0)-2Ry (,0) =
e | 007 _ (a0 _ 5 _ppa”

z . . 2 2
Podem comprovar que és creixent observant que la seva derivada és 4ae™® > 0.

b) Y(t) és un procés estacionari amb Ry(t) = e

Sy(f) = [00 Ry(t)cos2nftdt =2 /000 Ry(t)cos2nftdr

= 2/ ¢ cos 2nfrdr = NI
0

8.a) E(X(1)) =m(1) = L. Var(X(1)) = C(1,1) = ¢° = 1.

b) m(t) no ha de dependre de t, de manera que necessariament k = 0. R(t1,tz) ha de dependre
només de la diferéncia de temps, fet que ja succeeix. Aixi el procés és estacionari en sentit
ampli quan x = 0.

©) Tenim m(t) = 11 R(ty,t2) = C(ty,t) + m(t))m(ty) = 1zt 4+ 1.
La poteéncia de Z(t) val Pot; = E(Z(t)2) = E(X(t + a) - X(1))?) = E(X(t + a)%) + E(X(1)?) - 2E(X(t +

aAX() =Rt+at+a)+RtH-2REt+a,t) = (€0 +1)+ (e +1)-2(e?+1) = 2—2¢7. Es creixent,
ja que la seva derivada val 2¢™* > 0.

9.
a) m(t) ha de ser constant i R (o C) dependre de la diferencia de temps. La segona condici6é

ja es verifica. Per a la primera cal sina = 0, que implica a = km en que k és qualsevol enter.
En aquest cas sempre queda m(t) = 1.

b) Notem que E(X(t)) = m(t) = 11 E(X(t1)X(t2)) = R(t1,t2) = C(t1,t2) +m(ty)m(tz) = 2+cos(n(ty—
ty)).

E(Z%) =E (%(X(O) +X(1))) = LEX©O) +EX) = 2a+1)=1.

E(Z%) = E(3(X(0)+X(1))?) = 2(E(X(0)%)+E(X(1)?)+2E(X(0)X(1))) = § (R(0,0)+R(1,1)+2R(0,1)) =
13+3+2-1)=2.

Var(Z) = E(Z%)-E(Z)% = 1.
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10. a) m(t) ha de ser constant, i llavors a = 0. C(t,t + t) = cos((1 + b)t + bt) no ha de dependre
de t, i llavors b = —1. Aixi, el procés és estacionari en sentit ampli quana =0ib =-1. En
aquest cas també sera estacionari en sentit estricte, ja que el procés és gaussia.

b) Pot = R(t,t) = C(t,t) + m(t)? = cos(2t) + (1 + cos t)? = 3 cos? t — 2 cos t.

La seva derivada val 2sinf(1 — 3cost) i s'anulla per a t = km amb k enter, en qué tenim
maxims locals, i per als temps amb cost = %, en que tenim minims locals. Els maxims es
donen, per tant, en t = km, i la poténcia val 1 per a k parell i 5 per a k imparell.

11. a) m(t) ha de ser constant i R (o C) dependre de la diferéncia de temps. Com que m(t) =
B+ (a—P)t, ha de ser a = B. Si posem C(t,t+1) = cos?(n((2+p)t+P7)), ha de ser p = —2. Llavors,
a=B=-2,mt)=-21C(t,tp) = cos?(2n(ty - t1)).

b) Notem que E(X(t)) = m(t) = -2 i E(X(t1)X(f2)) = R(t1,t2) = C(ty,t2) + m(ty)m(tz) = 4 +
cos?(2m(ty - ty)).

E(Z) = E(X(3) - X(0)) = E(X(3)) - E(X(0))) = -2 - (-2) = 0.

E(Z%) = E(X(3) - X(0)?) = E(X(§)%) + E(X(0)%) - 2E(X(0)X(})) = R(3) + R(0,0) - 2R(0,§) =
5+45-2-4=2.

12. a) Poty = E(Y(H)2) = E(X(1) + S()?) = E(X(t)% + S(H)? + 2X()S(1)) = E(XX(H)2) + E(S(H)?) +
2E(X(t))E(S(t)) = Poty + Poty + 2mxmy.

Aixi, 165 =100+ 15+ 2 - 10y, i llavors u = 2,5.
b) my (t) = E(X(t)) + E(5(t)) = 10 + u, és constant.

Ry(ty,tz) = E((X(t1) + S(t1)(X(t2) + S(t2)) = EX(t1)X(f2)) + E(S(t1)S(t2)) + E(X(t1))E(S(t2)) +
E(S(t1))E(X(t2))-

Llavors Ry(ty,t2) = Rx(ty,t2) + Rs(t1,t2) + 20p. Com X i § son estacionaris, Ry i Rg depenen
només de la diferéncia de temps. Per tant, Ry depen només de la diferéncia de temps i el
procés Y és estacionari.

13. a) m(t) ha de ser constant i R(t1,t;) dependre només de la diferéncia de temps. Com

1
m(t) = a+B—y+(a—P+2y)t, ha de ser a—p+2y = 0. Si posem R(f,t+1) = ———— , hade
B+ ((a+ 1)t +yT)?
ser a+v = 0. Finalment, la poténcia és (tenint en compte la condici6 anterior) R(t,t) = 6 =2,
1 1 1

ill =— LI =—pB=y==.
i llavors 3 2 avors, o Z,ﬁ Y 2
b) Notem que E(X(t)) = m(t) = 1 i E(X(t1)X(t2)) = R(t1,t2) = 4

q B ) ! 2= 172 _2+(l’2—t1)2’

E(Z) = E(X(2) - X(0)) = E(X(2)) - E(X(0))) = =3 — (~3) = 0.

E(Z%) = E(X(2) - X(0)?) = E(X(2)%) + E(X(0)%) - 2E(X(0)X(2)) = R(2,2) + R(0,0) - 2R(0,2) =
2+2-2-2 =5 Var(2) = EZ%) - E(Z)? = 8.

14. a) Poty = E(Y(t)2) = E(X(t) + N(1))?) = E(XX(t)? + N(t)2 + 2X(t)N(t)) = E(X(t)2) + E(N(t)2) +
2E(X(t)N(t)) = Potx + Poty + 2e+/Poty.

b) Aixi, 2,78 = 2+ Poty +2ev/2 i 4,90 = 4 + Poty + 2eV/4. La soluci6 del sistema és Poty = 0,49
ie=0,10.

15. Calculem els parametres del procés Y (t):

my(t) = E(Y(8)) = E(cos2fot) X (1) = cos2nfot) EX(1)) = p cos(2nfyl).

Ry(ty,t2) = E(Y(t1)Y (£2)) = E(cos(2nfot1)X(t1) cos(2nfot2) X(f2))

= cos(2nfoty) cos(Znfot2) E(X(11)X(t2)) = (2 — t1) cos(2nfoty) cos(2nfotz)

Y (t) no és estacionari, ja que my(t) depén de t. Si que verifica les condicions de ciclostaciona-

rietat en sentit ampli, prenent T = L. En efecte, per a k enter, my (t+kT) = p cos(2nfy(t+ %)) =
u cos(2mfot + 2mk) = p cos(2mfot) = my(t).
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Ry (t; +kT,ty + KT) = @((ty + kT) = (t; + kT)) cos(2mfy(t; + %)) cos(2mfy(ts + %))

= @(f2 — ) cos(2mfoty) cos(2mfotz) = Ry(t1,t2).
16.

a) Com m(t) = cos(at) + b ha de ser constant, a = 0. Com C(t,t + t) = cos2(ct + n(t + ©)) ha
de ser independent de t, ¢ = —n. Tenim ara m(t) = 1+ b i C(t;,tz) = cos?(n(ty — ty)). Aixi
R(t1,t2) = C(ty,t2) + m(t))m(ty) = cos?(m(ty —t1)) + (1 +b)%. La poténcia és R(t,t) = 1+(1+b)% = 5,
illavorsb=10b=-3.

b) Notem que E(X(t)) = m(t) = 2 + cos nt, E(X(t1)X(f2)) = R(t1,t2) = cos?(n(t; + 1)) + (2 +
cos 1ty )(2 + cos mtp).

Aixi, E(X(0)) = m(0) = 3, E(X(1)) = m(1) = 1, E(X(0)%) = R(0,0) = 10, E(X(1)?) = R(1,1) = 2,
E(X(0)X(1)) = R(0,1) = 4.

Amb les dades anteriors, Var(X(0)) = E(X(0)%)-E(X(0))? = 1, Var(X(1)) = E(X(1)%)-E(X(1))? = 1,
Cov(X(0),X(1)) = E(X(0)X(1)) - E(X(0))E(X(1)) = 1.

E(Y) = EX(0)) - EX(1)) = 2. E(Y?) = E(X(0)? + X(1)? - 2X(0)X(1)) = 10+2-2 -4 = 4.
Var(Y) = E(Y?) - E(Y)?> = 0. Com Y té variancia zero, ha de ser constant. Llavors podem
assegurar que X(0) = 2 + X(1).

17.

[eS) oo e—(k+a)a o0 A
a) E(e*4) = / e dag =\ / e gg = 3 = .
0 0 —(7» + (1) 0 A+a

b) Poty = E(Y(1)*) = E(X(t) + N())*) = E(X() + (1 - e™)X()?) = E(2 - e*)2X(8)*) = E(2 -

eM2EX()?) = E(4 -4 + e?M)Poty = (4-4 - 115 + 51-)12 =28,

c) La potencia del soroll original és
Poty = EIN(H?) = E(1 - e)2X(t)?) = E(1 - 2¢ + ¢24)Poty = 4.
Ara, Poty = E(X(t)+N(1))?) = E(X(1)>+N ()2 +2X(t)N(t)) = E(X(t)®)+E(N(t)?)+2E(X(t)) E(N (1)) =
Poty + Poty +0 = 16.
18. Notem que E(X(t)) = u 1 E(X(t1)X(t2)) = @(t2—t1). Calculem els parametres del procés Y(t):

my(t) = E(Y(6)) = E(X(t) + X(t + a)) = EX(1)) + E(X(t + a)) = 2.

Ry(t,t+7t) = EY®)Y(t+ 7)) = E(X(t) + X(t+ a)X(t+ 1) + X(t+ 7 +0a) = EXOX(t+ 7)) +
EXWX(t+t+a)+EX({E+a)X(t+1)+EX({t+a)X{t+Tt+a)=0¢(t)+9(t+a)+@(t—a)+e(t).

Y(t) és estacionari en sentit ampli, ja que my(t) é constant i Ry(t,t + ©) no depén de t. La
seva autocorrelacio és Ry (t,t + t) = 2¢(t) + @(t + a) + ¢(t — a).



