Propagacio d'ones
electromagnetiques

Jordi Bonastre Mufioz

CIUOC







CC-BY-SA « PID_00159125

Propagaci6 d’ones electromagnétiques

Index

INEFOAUICCID ..ottt e te e e eeeeeeeeeseesesaaaaes

ODJECHITS .....ooiiiiiiiiiiiiiii e

1. Propagacioé d’ones electromagneétiques en un medi ..............
1.1. Propagaci6 d’ones electromagnetiques

harmoniques planes en el buit .......cccccecveeeiiiiiiiiiiiiiiiciireeeeene

1.1.1. Espectre electromagnetiC .......cccceeveueeeeeinniieeeeiniieneeeeeeeeee.
1.2. Propagaci6 d’ones electromagnetiques harmoniques

planes en medis materials N0 cONAUCLOTLS .....cccovurreeerivureeeennnnnn.

1.2.1. Velocitat de propagacio .........ccceevveurreeiiniieeeeeiniiieee e,

1.2.2. Index de 1efraccio .........cccovrvevreerrereeriereieeeieseesse e
1.3. Propagaci6 d’ones electromagnetiques harmoniques

planes

en medis materials CONAUCTOTS .........covvvviiriiiiriniiiniiiiiicieeee

1.3.1. Absorci6 i profunditat de penetracio ..........ccceevuveeeeennnnn.
1.4. QUE hem APIES? ..coriiiriiieiiiee ettt ettt e e e e e

2. POlAritZACiO .......cccoooiiiiiiiiiiiiiec e
2.1. Concepte de polaritzacio .........ccccevveeerieeeriiieeiiieeenieee e

2.2. Polaritzacio HNEal .........ccoooiivviiiieiiiiiiiieeeeeeeieeeeeeeee e
2.3. Polaritzacio CITCUIAT ........cccooeivviieeeiiiiiieee e
2.4. QUE NeM APTRS? .eeiiiiiiiiieieeittee ettt ettt et e e e e

3. Reflexié i transmissioé d’ones planes en un canvi
de medi ..........oooiiiiiiiii e
3.1. Condicions de frONtera .........ccocceerviiiriiiiiriiiiiiieeiieceeee e

3.1.1. Condicions de frontera per al camp electric .....................
3.1.2. Condicions de frontera per al camp magnetic .................
3.1.3. Visio global i casos particulars .......ccccecceeeeerivineeeennnnneeenn.
3.2. Reflexio i transmissio a la interficie entre dos medis ...................
3.2.1. Deducci6 de les lleis de reflexio i refraccié de I'Optica
per a qualsevol ona electromagnetica ......cc.cccceevveeerveeennnne.
3.2.2. Reflexi6 i transmissié d’ones polaritzades amb
el camp eléctric perpendicular al pla d’incidencia ...........
3.2.3. Reflexi6 i transmissio d’ones polaritzades
amb el camp electric paral-lel al pla d’incidéncia .............
3.2.4. Angle de Brewster .......ccccoovviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiccieieee e
3.2.5. ANEle CITHIC ovvveiriiirieeceeee e
3.3. QUE NI APIES? coneieiiiiieeiieee ettt e

57



CC-BY-SA « PID_00159125

Propagaci6 d’ones electromagnétiques

4. Reflexid i transmissié per una capa prima:

INEErferencCia ... 59
4.1. Concepte d'INterferencia .....ccoocceervveeeerieeeriieeeiiee e 59
4.2. Estudi de les reflexions i transmissions en una capa prima ......... 62
4.3. QUE NEIM APTRS? .eoiiiiiiiiieietie ettt ettt e 68

5. GUIES d’OMaA ......cooooiiiiiii e 69
5.1. Guies d’ona de secci6 rectangular .........ccccoeeeeeeeeeinieeeeerniieeeeene 69
5.1.1. Modes transversals electrics (TE) ......ccceeveverieiieiieviiinninnnnne. 73

5.1.2. Modes transversals magnetics (TM) .....ccccoeevveeiriniieceennnns 78

5.1.3. Atenuaci6 en una guia d’ona. Modes guiats,
modes de tall

i mode dOmINANT ...ccovvuiiiiiiiiiiieiiieeeeeeee e 81

5.2. QUE NEIM APTIES? ..eeeiieiiieeiiieeree ettt e et 84

6. Cavitats resSOMANTS ............ooooviiiiiiiiiiiee e 85
6.1. Cavitats ressonants amb forma de paral-lelepipede regular ......... 85
6.2. QUE DM APTES? eiiiiiiiiiiiiiieee ettt e e e ee e 92

7. Problemes reSOIS ..........coooooviiiiiiiiiiiiiiie s 93
2% TR 2 6 10 ) o Lai 21 £ SO RPN 93
7. 2. SOIUCIOIIS «uvvvniiiiiiieie et e et e e e e e e s e esaaaeees 93

| LY ) ) 1 1 PRI 100
Exercicis d’autoavaltilacCio ..............ccccccoviiiiiiiiiiiiiiiiieieeeeeeeeeeeeeeeeens 103
SOLUCIOIMATT ....oooviiiiiiiii et e e e st e e e e e eeaaaes 105
GLOSSATT ..o e et e e et e e e e e e rranas 105
Bibliografia ............coccooiiiiiiiiiiii 106
Exercicis d’autoavaliacio ................cccccooviiiiiiiiiiniiiiiiieiieeieeeeeeeiianns 103
N 11 T6 0031 F: ) SRR 105
GLOSSAET ..ot e e e e e e e e e e eeeeesananens 105

BibHHOZrafia ..ot 106



CC-BY-SA « PID_00159125 5 Propagaci6 d’ones electromagnétiques

Introduccio

Ja hem introduit el concepte d’ones electromagnetiques com un flux d’energia

Vegeu el concepte d’ones

75 . N o s N electromagnétiques i d’ones

que s intercanvia entre el camp electric i el camp magnetlc 1 que es propaga electromagnétiques planes harmoniques
al modul “Lleis de Maxwell”.

per l'espai. També en varem deduir I’expressié matematica a partir de les lleis
de Maxwell. Tanmateix, no varem entrar en cap moment en com es produeix
aquesta propagacio.

En aquest modul ens centrarem precisament en aquest aspecte, és a dir, estu-
diarem la propagacio de les ones electromagnetiques i els fenomens que es
produeixen a causa d’aquesta propagacio. Limitarem l'estudi, aixo si, a ones
electromagnetiques planes harmoniques, que ja us varem introduir. Tanma-
teix, bona part dels conceptes que veurem son extrapolables a qualsevol tipus
d’ones electromagneéetiques.

A l'apartat 1 analitzarem com es produeix la propagaci6 d'una ona electro-

Vegeu l'index de refraccié al modul
“Optica”.

magnetica en un Gnic medi, tant en el cas d'un material dielectric com d'un

conductor. Durant l’analisi ens retrobarem amb el concepte d’'index de refrac-
ci6 que ja varem estudiar. Aqui, pero, el veurem aplicat a una ona electromag-
netica en general. També veurem com i perque la intensitat de les ones
s’atenua quan es propaguen per certs materials.

A l’apartat 2 veurem que els camps electric i magnétic poden estar orientats de
moltes maneres respecte a la direccié de propagaci6. Estudiarem el que ano-

menarem estat de polaritzacio.

A l'apartat 3 farem un pas més enlla i analitzarem queé succeeix quan una ona v ——
‘egeu com la llum travessa la interficie

entre medis diferents al modul “Optica”.

travessa la interficie entre dos medis materials diferents. Entre altres coses, tor-

narem a deduir les propietats geometriques que ja us varem explicar per a la
llum, perd ara ho farem des del punt de vista de la teoria electromagnetica i
aplicades a les ones electromagnetiques en general.

Als Gltims apartats estudiarem tres casos especifics de configuracions que po-
dem trobar en alguns dispositius habituals i analitzarem com s’hi comporten
les ones electromagnétiques:

¢ El primer exemple (apartat 4) correspon a una capa prima d'un material di-
electric. En aquest tipus de configuracions es produeixen interferencies, un
concepte que ja varem veure en el modul “Ones” i que aqui tornarem a ex-
plicar. Deduirem com son les interferéncies degudes a una capa prima i

veurem algunes aplicacions que fan servir aquest fenomen.

e El segon exemple que estudiarem (apartat 5) son les guies d’ona. Es tracta
de dispositius on un material dielectric esta envoltat d'un material conduc-
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tor en totes les direccions excepte en una. Aquesta configuracié permet la
propagacio de certes ones electromagnetiques d'una manera eficient. En
aquest modul analitzarem quines caracteristiques presenten les ones que es
poden propagar en aquestes situacions.

e Lltim exemple que estudiarem soén les cavitats ressonants. Veurem que es
tracta d'una configuracié molt similar a una guia d’'ona, amb la diferéncia que
ara el material conductor limita el dielectric per totes les direccions, és a dir, és
una regié tancada. Comprovarem que en aquests dispositius es produeixen
ones estacionaries i estudiarem quines caracteristiques presenten.
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Objectius

Els materials didactics continguts en aquest modul proporcionen els coneixe-
ments necessaris perqué 1’estudiant assoleixi els objectius segiients:

1. Coneixer el mecanisme de propagacio de les ones electromagnetiques i el seu
tractament matematic en medis materials, tant dielectrics com conductors.

2. Saber determinar, de forma quantitativa, 1’atenuacié que es produeix en
una ona electromagnetica a causa de la conductivitat del material pel qual
es propaga.

3. Entendre el concepte d’estat de polaritzacié d'una ona electromagneética,
coneixer els diferents tipus que hi ha i saber relacionar-los amb les confi-
guracions possibles dels camps electric i magnetic.

4. Entendre les propietats dels camps electric i magnetic a les zones interficials
entre dos medis materials diferents i saber aplicar-les a la deducci6 del compor-

tament de les ones electromagnetiques en aquestes zones interficials.

5. Saber aplicar els conceptes del punt 4 a la deducci6 de les relacions entre
les amplituds i les intensitats de les ones incident, reflectida i transmesa en

una interficie entre dos medis.

6. Coneixer la dependeéncia de les relacions del punt 5 respecte a 1’angle d'in-
cidéencia i saber deduir 'existéncia d'uns angles “especials”, 1'angle de
Brewster i I'angle limit o de reflexi6 total, i entendre’n el significat fisic.

7. Entendre el comportament d’una ona electromagnética quan travessa una
lamina molt prima d’un material dielectric i saber determinar les interfe-
réncies que s'hi produeixen en funcié dels parametres de disseny i de les
caracteristiques de 'ona.

8. Entendre el fonament fisic de les guies d’ona i el comportament de les ones
electromagneétiques en el seu interior. Coneixer els modes de propagacio que
s’hi poden produir i les freqtiencies de les ones que s’hi poden propagar.

9. Entendre el fonament fisic de les cavitats ressonants i el comportament de
les ones electromagnetiques estacionaries que s’estableixen en el seu inte-
rior. Saber determinar les caracteristiques dels modes de vibraci6 possibles
i les freqiiéncies caracteristiques associades.
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1. Propagacio d’ones electromagnetiques en un medi

Ja hem deduit, a partir de les equacions de Maxwell, que I’energia electromag-

Vegeu les equacions de Maxwell al
modul “Lleis de Maxwell”.

netica es propaga mitjancant ones electromagnétiques. També varem “desco-

brir” que la velocitat de propagaci6é d’aquestes ones en el buit és precisament
la velocitat de la llum en el buit.

Tanmateix, a la vida quotidiana a qué estem acostumats, el concepte de buit
es converteix en una mera aproximacio tedrica, ja que bona part de les ones
electromagnetiques es propaguen en un medi material. Fins i tot l’aire (potser
el medi que, de forma intuitiva, trobareu més proper a aquestes caracteristi-
ques “ideals”) s’ha de considerar com un medi material diferent del buit.

En aquest modul treballarem el comportament de les ones electromagnetiques
que es propaguen en medis materials i trobarem resposta a alguns dels feno-
mens que podeu observar sovint a la natura i que s’expliquen per la preséncia
d’aquests medis (i, de forma especial, de transicions entre medis diferents) en
el cami que segueixen les ones.

Comencarem el modul estudiant, en el primer apartat, la propagacié de les
ones electromagnetiques en un tnic medi i deixarem per a més endavant els
tenomens que es produeixen quan aquestes ones travessen una interficie entre
dos medis diferents. Limitarem l’estudi, aixo si, a ones electromagnetiques
harmoniques i planes. Aquest cas és el més simple de tractar i ens servira per
a entendre els fenomens i conceptes que veurem i que séon extrapolables a una
ona electromagnetica qualsevol.

1.1. Propagacio d’ones electromagnétiques harmoniques planes
en el buit

Ja hem vist que una ona electromagnética harmonica plana es comporta i es pro- v :
egeu les ones transversals al modul

“Lleis de Maxwell”.

paga com una ona transversal; és a dir, la seva direcci6 de “vibraci6” o d’oscil-lacio

és perpendicular a la direcci6 de propagacio. Per a veure-ho, mireu la figura 1.

Figura 1

Figura 1

Representaci6 esquematica
d’una ona electromagnética.

Direccié de
propagacio
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En el dibuix podeu observar que, per a una ona electromagnetica harmonica
plana que es propaga al llarg de 'eix z, tant el camp eléctric E (indicat amb
color gris clar) com el camp magnétic B (indicat amb color gris fosc) sempre
tindran una direcci6 perpendicular a aquest eix i, a més, sempre seran perpen-

diculars entre si.

Recordeu que també varem veure que 1’expressi6 matematica d’aquesta ona

plana harmonica és, per a una ona que es propaga en la direccié k:
P Eoej(liffmt) (1)

B B * ") @)

Fixeu-vos que tant les expressions per al camp electric (1) com per al camp

magnetic (2) estan estructurades de la mateixa manera:

* El primer factor (E, o Byy) correspon a les amplituds d’oscil-lacio, és a dir, als
valors maxims que poden assolir els camps. També indica la seva direccio.

e Elsegon factor (ei (k'H”t)) rep el nom de fasor i es tracta d'un nombre com-
plex el modul del qual és sempre 1 i que indica la fase o desfasament de

I'ona en un punt i un instant determinats.

e Els parametres k i o son els que determinen les caracteristiques de 1'ona i
el seu significat és idéntic al que ja vareu veure amb les ones mecaniques.
Si recordeu, w és la freqiiencia angular i correspon al ritme amb qué varia
la fase en funci6 del temps en una posicié determinada. k ésla constant
d’ona. La seva direcci6 indica la direcci6 de propagaci6 i el seu modul (que
a partir d’ara, i per a simplificar, anomenarem simplement k) és 1’analeg de
la freqiiencia angular pero en l’espai, és a dir, correspon al ritme amb que

varia el desfasament en funci6 de l'espai.

Tanmateix, tot i que s6n els parametres k i els que apareixen a les equacions
(1)1 (2), a la vida quotidiana és molt més habitual sentir a parlar d'uns altres

parametres: la longitud d’ona () i la freqtiéncia (f).

La longitud d’ona (A) és la distancia, al llarg de la direcci6é de propagacio,
entre dos punts consecutius que tenen el mateix desfasament (per exem-
ple, la distancia entre dos maxims). Es pot calcular a partir del modul de la

constant d’ona:

r=== 3)

Atencié

No confongueu el vector uni-
tari en la direcci6 z, k, amb la

constant d’'ona k.

j en comptes de i com
a unitat dels nombres
imaginaris

Quan es treballa en I'ambit de
I'electromagnetisme es fa ser-
vir j per a indicar la unitat ima-
ginaria i. El motiu d’aquest
conveni és perqué no es pro-
dueixi confusié amb el corrent
electric, que s’indica també
ambio |l

Recordeu

Un terme del tipus & és un
nombre complex equivalent a:

é*=cosa+jsina
on j és la unitat imaginaria

(j=v= i2=-1).

Vegeu els parametres k i pera una
ona mecanica al modul “Ones”.

A és la lletra grega lambda.

Recordeu

A correspon a una distancia i,
per tant, es mesura en unitats de
longitud (m, mm, pm, nm, ...).
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La freqiiéncia (f) és el nombre de cicles que realitza una ona per unitat de
temps. La seva relaci6 amb la freqiiéncia angular (®), que ja hem introduit,
també és directa:

=0 4)

Els valors de la longitud d’ona (L) i de la freqiiéncia (f) i, en conseqiiéncia, tam-
bé de la constant d’ona (k) i de la freqiiencia angular (o), estan relacionats en-
tre si mitjancant el valor de la velocitat de propagaci6é de I'ona (v):

v:kf:% (3)

En altres paraules, podeu comprovar que la longitud d’ona () i la freqiiéncia
(f), tot i poder agafar qualsevol valor de forma individual, en conjunt han de
complir la condici6é (5). D’aquesta manera, una ona d’alta freqiiéncia presen-
tara una longitud d’ona petita, mentre que una ona de baixa freqiiéncia pre-
sentara una longitud d’ona gran.

1.1.1. Espectre electromagneétic

Anteriorment varem deduir que la velocitat de propagacié d'una ona electro-
magneética que es propaga en el buit és:

(6)

on g i g son, respectivament, la permeabilitat magnetica i la permitivitat electri-
ca del buit. Podeu comprovar que el resultat de I'expressi6 anterior dona una mag-
nitud ben coneguda: la velocitat de la llum en el buit (c = 2,998 - 108 m/s).

Larelacié (5) entre A, fi ¢ és aplicable a qualsevol ona electromagneética en el
buit, sigui quina sigui la seva freqiiencia i longitud d’ona. Com que el valor de
¢ (velocitat de la llum) és constant, el que tindrem és que els diferents valors
per a les freqiiencies (f) determinaran diferents valors en la longitud d’ona (1),
i aquestes diferéncies determinaran si tindrem un tipus d’ona o un altre. Aixi,
per exemple, els rajos X corresponen a ones electromagnétiques amb una lon-
gitud d’ona molt petita i, per tant, una freqiiencia molt alta, mentre que les
ones de radio s6n ones amb una longitud d’ona molt gran i, per tant, una fre-

qiencia molt baixa.

Anomenem espectre electromagnetic al conjunt de rangs de freqiien-
cies possibles de les ones electromagnetiques.

Vegeu la frequeéncia angular al modul
“Ones”.

Recordeu

f es mesura, en el Sl, en hertzs
(Hz), mentre que ® es mesura
en radians per segon (rad/s).

Vegeu la velocitat de propagacié d’una
ona al modul “Lleis de Maxwell”.

no i €g es llegeixen “mu sub zero” i
“epsilon sub zero”.

Recordeu

g0 = 8,854 - 10712 C2/Nm?
1o = 4 - 1077 N/A?
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Els diversos tipus d’ones electromagnetiques que coneixem de la vida quotidi-
ana no so6n més que divisions que s’han fet en 1'espectre electromagneétic en

funcié6 de la freqiieéncia (f) o de la longitud d’ona (A).

A la taula 1.1 us mostrem els diferents tipus d’ones electromagneétiques i les
parts de 'espectre, és a dir, els rangs de freqiiéncies o longituds d’ona, a queé

corresponen.

Taula 1.1. Espectre electromagnétic

Es reflecteixen a la ionosfera i, per
Senyals de radio (AM) tant, pqden viatja[ IIarg.u.es
Ona llarga >10m <30 MHz L 1 distancies. Per aix0 s'utilitzen per
Comunicacié submarina a comunicar dos punts llunyans
de la Terra.
Radio Senyals de radio (FM) No es reﬂectei3<en a la ionosfera i,
Ona curta 10cm-10m 30 MHz - 3 GHz per tant, només es poden emprar
Senyals de TV per a distancies curtes.
Radar Presenten molta atenuacié en
. . - I'atmosfera i, per tant, només es
Microones Tmm-10cm 3-300 GHz Xarxes sense fils (WiFi) poden fer servir per a distancies
Forns de microones molt curtes.
Termografies
Infrarojos 700 nm -1 mm 3.10""-4.10"Hz | Visi6 nocturna Emissi6 termica.
Controls remots
.. 14 14 L Radiaci6 visible per I'ull humai el de
Llum visible 400 - 700 nm 4-10""-7-10""Hz Instruments optics la majoria d'éssers vius.
Medicina &ri i
Ultraviolats 10 - 400 nm 7.10™-3.10'6 Hz , La materia els absorbeix molt
Espectrofotometria facilment.
) o Generats per radiacié d'ionitzacio,
Raios X 0.01-10 nm 3.10%6-3.10'9 Hz Radiografia diagnostica la seva longitud d'ona esta dins de
J ’ Cristal-lografia I'escala dels atoms i els cristalls
atomics.
. _ Esterilitzacio Generats per interaccions
Rajos y <10 m >3-10" Hz e rats p
Radioterapia subatomiques.

Tot el que hem explicat fins aqui s’ha fet tenint en compte que les ones es pro-
paguen en el buit. A continuaci6é estudiarem quines modificacions s’han de
considerar per a explicar el comportament de les ones electromagnétiques en

preséncia de materia.

Sirecordeu, anteriorment varem fer una divisio dels materials en dos grups ba-
sics: dielectrics (o no conductors) i conductors. Tot seguit tractarem aquests

dos casos per separat.

1.2. Propagacioé d’ones electromagnetiques harmoniques planes

en medis materials no conductors

De forma analoga a com vam procedir anteriorment, comencarem 1'estudi del
comportament de les ones electromagnétiques en un medi material amb el cas

en que es propaguen per un medi dieléctric o no conductor i deixarem per a

Vegeu els materials dielectrics i
conductors al modul “Lleis de Maxwell”.

Vegeu el comportament de les ones al
modul “Lleis de Maxwell”.

Vegeu l'index de refraccié al modul
“Optica”.
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meés endavant el cas de medis conductors. Analitzarem primer com ¢és la velo-
citat de propagaci6é en un medi material i tornarem a treballar amb el concepte
d’index de refracci6 (n), pero ara el veurem aplicat a les ones electromagneti-
ques en general.

1.2.1. Velocitat de propagacio

Si recordeu, anteriorment us varem explicar 'efecte d'introduir un material die-
lectric en una regi6 de l'espai on hi ha presents camps electrics o magnetics. Els
valors de la permitivitat electrica i la permeabilitat magnética per al buit (g i pg)
se substitueixen pels seus equivalents corresponents al medi en qiiestio (¢ i ).

Aquesta substitucio és aplicable a totes les expressions on apareixen els conceptes
de permitivitat o permeabilitat i, per tant, també a l’expressio per a la velocitat de
propagacié d’'una ona electromagneética (6). Aixi doncs, podreu trobar la velocitat
de propagacio de les ones en un medi qualsevol si coneixeu els valors de la permi-
tivitat electrica (¢) i la permeabilitat magneética (i) corresponents.

La velocitat de propagacid (v) (també anomenada velocitat de fase)

d’'una ona electromagnetica en presencia d'un medi material és:

v=|— (7)

on pieson, respectivament, la permeabilitat magnetica i la permitivitat
electrica absolutes del material.

Podeu comprovar que si substituiu, a I'expressié (7), els valors de la permiti-
vitat electrica (e) i la permeabilitat magnetica (u) pels valors corresponents al
buit (g i ) obtindreu 'expressié que ja haviem vist per a la velocitat de pro-
pagacio en el buit (6). Aixo vol dir que en el fons aquesta Gltima és un cas par-
ticular de la primera.

Aixi doncs, podeu veure que la velocitat de propagacio6 (v) de les ones varia de for-
ma significativa entre un medi i un altre, ja que també ho fan els valors de ¢ i
de p. Es més, fins i tot dins d’'un mateix medi, si aquest no és i. h. 1., la velocitat
pot variar entre un punt i un altre, ja que tant la permeabilitat (1) com la permi-
tivitat (¢) depenen de molts factors, com ara la densitat o la temperatura.

La velocitat de propagacio (v) d'una ona electromagnetica en un medi és un
parametre molt important en l'estudi del seu comportament. Podem trobar
multitud de taules i documents amb els valors d’aquesta velocitat per a la ma-
joria de materials coneguts. Tanmateix, igual que passava amb la permeabili-
tat (n) i la permitivitat (¢), el més habitual és trobar els valors en termes

Vegeu |'efecte d’un material dieléctric en
presencia de camps al modul “Lleis de
Maxwell”.

picsoén les lletres gregues mu i
épsilon, respectivament.

vic

En aquest modul farem servir v
per indicar la velocitat de pro-
pagaci6é d’una ona en un medi
qualsevol i limitarem c per a in-
dicar la velocitat de propaga-
cié de I'ona en el buit
(c=2,998 - 108 m/s).

Recordeu

Un medi i. h. . és un medi:

e isotrop: les seves caracteris-
tiques electromagnetiques
no depenen de la direccié
de propagacié.

* homogeni: les seves carac-
teristiques sén les mateixes
en qualsevol punt del medi.

e lineal: les seves caracteristi-
ques eléctriques i magné-
tiques depenen linealment
dels camps electric
i magnétic.
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relatius, és a dir, comparats amb el seu equivalent per al buit. Per exemple, tro-
bareu que la velocitat de propagacié d'una ona per un medi és x vegades infe-
rior que la que tindria si ho fes pel buit. Aqui entra en joc el concepte d'index

de refracci6é d’un medi.

El concepte d'index de refraccio ja us el varem introduir, pero el tornarem a
explicar en aquest modul, tot incloent-hi ara la seva relacié amb els conceptes
de permeabilitat i permitivitat.

1.2.2. Index de refraccié

Ja hem mencionat que és molt habitual trobar les caracteristiques eléctri-
ques o magnetiques d’'un medi en forma relativa, és a dir, en comparacio
amb les del buit. De fet, I'index de refracci6 (n) d’'un medi és una mesura
de la velocitat relativa d'una ona electromagnetica respecte a la que tindria
en el buit (c = 2,998 - 108 m/s):

ot
= ®)

on v és la velocitat de propagacié de 1’ona en el medi en qtiestio i ¢ és la velo-
citat de la mateixa ona en el buit, que sempre és c = 2,998 - 108 m/s.

L'index de refracci6 (n) d'un medi material es defineix com el quoci-
ent entre la velocitat de propagacié d'una ona electromagneética en el
buit (c = 2,998 - 108 m/s) i la velocitat que té en aquest medi:

n="< )
1%

Ates que tant c com v son magnituds de velocitat i es mesuren amb les ma-

teixes unitats, I'index de refracci6 és adimensional (és a dir, no té unitats).

El concepte d'index de refraccié d'un medi ja el vareu veure, perd aplicat no-
més a la llum. Ara podeu comprovar que aquest concepte es pot aplicar a qual-
sevol tipus d’ona electromagnetica.

Podeu desenvolupar I’expressié (9) i substituir-ne els valors de les velocitats
(civ) per les seves relacions amb les permeabilitats (u) i permitivitats (e) res-
pectives que heu vist a les equacions (6) i (7). Obtindreu:

n=_—=-——= (10)

Vegeu el concepte d’index de refraccié
al modul “Optica”.

Vegeu les caracteristiques electriques o
magnetiques d’un medi en forma
relativa al subapartat 1.2.1 d’aquest
modul.

Vegeu el concepte d'index de refraccié
al modul “Optica”.
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Si ajunteu els termes que es troben dins de l’arrel us quedara:

1

. uolgo :\/ e :\/i.i (11)
el Ho€o Ho &g

pe

Si us hi fixeu bé, els dos quocients que apareixen dins de l’arrel no son altra
cosa que les seves permeabilitat i permitivitat relatives, p, i g, que ja varem

veure. Recordeu que eren:

Hp=——1 g =— (12)

L’index de refracci6 (n) d’'un medi qualsevol esta relacionat amb la
permeabilitat magneética (p,) i la permitivitat eléctrica (g,) relatives
del medi:

”=\/Mr'8r (13)

Podeu comprovar que tant p, com ¢, son magnituds adimensionals (és a dir,
no tenen unitats). Per tant, el resultat de I’operaci6 (13) també ho sera, tal com

ja havieu vist.

Fins aqui hem estudiat la propagaci6 d’ones electromagnetiques en el buiti en
medis dielectrics. En tots dos casos, hem suposat que les ones es propaguen de
forma indefinida, sense atenuaci6 en la seva amplitud d’oscil-lacié. Tanma-
teix, de ben segur que haureu observat a la vida quotidiana que hi ha objectes
que deixen passar la llum, d’altres que no i d’altres que ho fan de forma parci-
al. Diem que els cossos presenten un cert grau d’opacitat, és a dir, que hi ha
cossos més opacs que altres. El mateix es pot aplicar a d’altres tipus d’ones elec-
tromagnetiques, com ara les ones de radio o els rajos X (respecte a aquests al-
tims, només cal que us imagineu una radiografia, on es pot veure que la pell
deixa passar “la llum”, els rajos X, mentre que els ossos hi son opacs).

Els medis conductors en general presenten una alta opacitat respecte a les ones
electromagnetiques. Tot seguit estudiarem aquest cas.
1.3. Propagacié d’ones electromagnétiques harmoniques planes

en medis materials conductors

L’estudi de la propagaci6é d’'una ona electromagnetica en un medi conductor
és molt similar al que hem realitzat fins ara per al cas del buit o d"'un medi di-

u,ie es llegeixen “mu sub erra”
i “epsilon sub erra”.

Vegeu la permeabilitat i la permitivitat
relatives al modul “Lleis de Maxwell”.

=1, nx\fg,

A excepci6 dels materials
ferromagnétics, la majoria

de materials presenten una
permeabilitat magnetica relati-
va molt properaa 1 (u,~ 1).
Es per aquest motiu que, en al-
guns ambits com ara |'Optica,
trobareu sovint I'expressié per
a I'index de refraccié aproxi-
mada a:

n=./e,
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electric. La diferéncia més notable, pero, rau en que hem de tenir en compte
que la conductivitat del material ara no és negligible.

La conseqiiencia principal de trobar-se en un medi material amb una conduc-
tivitat diferent de zero és que I'ona electromagneética interacciona amb el ma-
terial i part de la seva energia es consumeix durant el procés. Podriem dir que
I'ona “es desgasta” a mesura que es propaga. [ aixo es tradueix en una reduccio
de la seva intensitat. Ho veurem tot seguit.

1.3.1. Absorcid i profunditat de penetracio

Un mateix medi material pot ser més o menys opac en funci6é del seu gruix;
de fet, si talleu un material opac molt i molt prim, pot arribar a ser transparent.
Es a dir, és com si 'ona electromagnética s’anés “desgastant” a mesura que
s’endinsa dins del medi material. El que en realitat esta passant és que 'ona
electromagneética va cedint part de la seva energia al medi, fenomen que rep

el nom d’atenuacio.

Per a la quantificaci6 d’aquesta atenuaci6, podem redefinir el concepte d'in-
dex de refracci6 per tal d’'introduir-hi un terme que inclogui l'atenuacio de
part de I’energia de les ones (les “peérdues”). Aquests efectes es poden englobar
en un nou valor de I'index de refracci6, que ara sera un nombre complex, que

simbolitzarem 7i:

n=n+jk (14)

La part real d’aquest index de refraccié complex (7i) correspon a I'index de re-
fraccié “normal” (n) que hem vist fins ara. La part imaginaria (k) s’anomena
coeficient d’extincio i explica les “pérdues” o la reducci6 en 'amplitud de I'ona
a mesura que es propaga per un medi. Aquest fenomen s’anomena atenuacio i

el detallarem a continuacio.

Quan es produeix atenuacio, la intensitat de 1’ona, I, ve regida per I'expressio
segiient:

I=Ipe ™ (15)

on I és la intensitat inicial, a és el coeficient d’atenuaci6 del medi material i
x és la distancia recorreguda per 1’ona dins del medi.

A la figura 2 podeu observar una representacié grafica de l’expressio anterior.
Podeu comprovar que, a mesura que I’ona penetra una distancia x dins del me-

Vegeu també el fenomen de I'atenuacié
al modul “Optica”.

Atencié

No les confongueu. Fixeu-vos
que tenim tres “k”, la k, vector
unitari en la direccid z, la k
corresponent al nimero d’ona,
i ara la k coeficient d’extinci6.
Fixeu-vos que la primera és un
vector, la segona pot aparéixer
com a vector o modul, i la ter-
cera és un escalar.

fi es llegeix “ena titlla”.

Recordeu

Un nombre complex z és un

nombre del tipus z= a + jb, on
aibsén nombresrealsij ésla
unitat dels nombres imaginaris

(j=y3 if=-1.

Vegeu I'index de refraccié al subapartat
1.2.2 d’aquest modul.

Recordeu

e=2,718281828459...

a és la lletra grega alfa.
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di, la intensitat de 'ona es va reduint de forma exponencial, de manera que
com meés gran és el valor del coeficient d’atenuacio (a), més rapidament s’ate-

nua l'ona.

Figura 2

Iy~
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El coeficient d’atenuaci6 (a) és una caracteristica de cada medi material i me-
sura la rapidesa amb que es redueix la intensitat d’'una ona electromagnetica

quan es propaga pel medi.

Sovint, pero, és molt més interessant parlar del concepte invers a l’atenuacio,
és a dir, de la capacitat d'una ona de penetrar dins d'un medi sense patir per-
dues significatives. Aixi, per exemple, a la grafica de la figura 2 podeu observar
que quan l'ona penetra una distancia corresponent a quatre marques de l'eix
horitzontal, la intensitat és un 20% del valor original (o el que és el mateix,
s’ha reduit en un 80%). Per a un medi amb un coeficient d’atenuaci6 (o) molt
gran, aquesta mateixa caiguda es produeix en poca distancia i, per tant, podri-
em dir que l'ona penetra menys distancia dins del medi. Per contra, en un
medi amb un coeficient oo molt petit passa tot el contrari: I’'ona recorre molta

més distancia abans de reduir-se en un mateix factor.

Aixi doncs, ja hem vist, a nivell qualitatiu, que existeix un concepte de pro-
funditat de penetracio, és a dir, una distancia que pot recorrer una ona dins
d’un medi abans d’atenuar-se un cert factor. Tanmateix, a nivell quantitatiu,
la determinaci6é exacta d’aquesta distancia varia segons quin valor agafem
com a factor de reducci6 de referéncia. Per exemple, a la figura 2 no és el ma-
teix calcular la distancia recorreguda per a una reducci6 del 50% que la distan-

cia per a una reducci6 del 80%.

Com que aquest valor de referéncia és arbitrari, cal definir un parametre estan-
dard per tal de poder quantificar aquesta distancia de penetracio i permetre’n la
comparacio entre medis diferents. Aquest parametre s’'anomena profunditat de

penetracid (5) i es defineix com el valor invers del coeficient d’atenuacié:

1
o=— (16)

Figura 2

Representaci6 grafica de la re-
duccié de la intensitat d'una
ona a causa de I'atenuacié per
part del medi.

3 és la lletra grega delta mindscula.
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La profunditat de penetracio (8) és un parametre que depeén tant de les carac-

teristiques del material com de I’ona que el travessa. El seu valor és:

5= 1L 17)

Jrfue

on trobem els parametres segiients:

La conductivitat del medi (o). Com més bon conductor és el medi, menys
hi podra penetrar una certa ona electromagnetica. En un conductor ideal
o perfecte (8 — 0) I'ona seria completament incapa¢ de penetrar-hi. Per
contra, en un medi dieléctric, on la conductivitat és molt petita i es pot
aproximar a zero (o ~ 0), I'ona podra penetrar de forma gairebé indefinida.
El cas extrem seria el buit (c = 0), on I’ona no patiria cap mena d’atenuacio

i, per tant, la profunditat de penetracio () seria infinita.

La permeabilitat magnetica del medi (1). Com més magneétic és el medi, més
petita és la profunditat de penetracio (8). Aixi, per exemple, una mateixa ona
s’atenuara de forma molt més rapida en un material ferromagnetic que en un

material no ferromagneétic (suposant que la resta de parametres son iguals).

La freqiiéncia de I’ona que es propaga (f). A diferéncia dels dos factors ante-
riors, que depenen de les caracteristiques del medi, aquest tercer factor depen
de les caracteristiques de 1’ona que es propaga. Com podeu comprovar a partir
de l'expressio (17), com més alta és la freqiiéncia, més petita és la profunditat
de penetracio (3). Per tant, les ones de baixa freqiiéncia tindran una atenuaci6
meés petita i una penetracié molt més gran en el medi. Per contra, en les ones

d’alta freqiiéncia, el valor de & pot reduir-se de forma significativa.

Podeu comprovar, a partir de I'expressio (15), que la profunditat de penetracio

(8) correspon a la distancia que ha de recorrer I'ona perque la seva intensitat

disminueixi un factor e.

La reducci6 de la intensitat d’'una ona electromagnética quan aquesta
es propaga per un medi material s’anomena atenuacid. La intensitat de
I’ona (I) a una distancia (x) a I'interior del medi és:

X

I=Ige ® (18)

on I és la intensitat inicial i § és la profunditat de penetracid, que és

igual a:
1

\Jrfuo

on p i o sén la permeabilitat magnetica i la conductivitat electrica del

5= (19)

medi material, respectivament, i f és la freqiiencia de I'ona.

Recordeu

n=3,141592658979...

Recordeu

La conductivitat eléctrica ¢
és la “facilitat” amb queé les car-
regues eléctriques poden cir-
cular per un cert material.

p — oo correspondria a un con-
ductor perfecte, mentre que
pn=0 correspondria a un aillant
perfecte.

Recordeu

Els materials ferromagnétics
presenten en general una per-
meabilitat magnetica molt
gran (u>> po).

Recordeu

e=2,718281828459...
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Exemple d’absorcié i profunditat de penetracio

L’aigua de mar presenta una conductivitat aproximadament un miler de vegades més
gran que la de l'aigua corrent, a causa de l’elevada concentracié de sals que conté.
Aquesta alta conductivitat dificulta en gran mesura la comunicacié amb els subma-
rins.

La intensitat (I) d'una ona electromagneética que arriba a un receptor submergit en 1’aigua
disminueix exponencialment segons 1’equaci6 (18):

X
I=1Iue ®

on § és la profunditat de penetraci6, un parametre que disminueix amb el valor de la fre-
qiiencia de 1’'ona transmesa, segons ’equaci6 (19):

1

Jnfuo

Si sabem que per a una freqiiéncia f= 10 kHz, la profunditat de penetracio és § = 2,25 m, men-
tre que per a una freqiiencia 100 vegades més gran (f'= 1 MHz) tenim que & = 0,22 m, deter-
mineu:

5=

a) La intensitat d'una ona I (expressada en % respecte a la intensitat inicial /) a una pro-
funditat d'1 m, per a les dues freqiiencies anteriors.

b) La profunditat a qué ha d’arribar la primera ona (f= 10 kHz) per tal de patir la mateixa
atenuaci6 que la primera (f= 1 MHz).

c) Repetiu 'apartat anterior per a dues freqiiencies qualssevol.

Solucio

a) Per tal de determinar la intensitat a una certa profunditat, cal coneixer o bé el valor
del coeficient d’atenuacio (a) o bé el seu valor invers, la profunditat de penetracio (8). En
aquest exemple, coneixem el segon.

Com que només necessitem determinar el valor de la intensitat en termes relatius, és a

dir, volem saber el percentatge respecte al valor total, hem de calcular el quocient entre
les intensitats final i inicial. Ho trobarem a partir de I’expressio6 (18):

X
I=Ie %= —=¢? (20)

Per tant, només ens queda substituir el valor de la distancia recorreguda (x =1 m) i la pro-
funditat de penetraci6é corresponent:

o 1
d=¢ 22520,064=6,4%

Per a I’ona de 10 kHz (8 = 2,25 m): y —e
Iy

x 1
Per a I'ona de 1 MHz (8 = 0,22 m): % —ed=¢ 02 -0011=1,1%
0

b) La intensitat relativa de la primera ona després d’haver recorregut una distancia x; és,
segons l'expressio (20):

L_s 1)

L_, s (22)
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Com que hem de comparar les distancies recorregudes per cadascuna de les ones quan
aquestes han patit exactament la mateixa reducci6 en la intensitat, cal igualar les expres-
sions (21)i (22):

X X
6l = 62
e =€ (23)

Podem igualar directament els exponents, ja que a totes dues bandes hi ha la mateixa base:

X1 X2
s R 24
5,5, (24)

Si separem les distancies recorregudes (x; i x,) a una banda i les profunditats de penetra-
cio6 (8; i 8,) a l'altra, quedara:

P 25)

I, finalment, substituim els valors de les profunditats de penetraci6é corresponents (8, i 3,):

X _ 2,25

~ 10 vegades
x 0,22

Es a dir, 'ona amb f = 10 kHz ha de recérrer una distancia 10 vegades superior que la de
f=1MHz per tal de patir la mateixa atenuacio.

c) Per a repetir I’apartat anterior per al cas de dues freqiiencies qualssevol, cal procedir de
la mateixa manera. Per tant, partirem de I’equacié (25) i continuarem a partir d’ella. Fa-
rem servir el subindex 1 per a la primera ona i el subindex 2 per a la segona:

% % 26)
X 9

Ara, pero, hem de substituir els valors de 8, i 8, per les expressions generals de la profun-
ditat de penetraci6 (19):

1
Xy _ 8y _ \TfoH0 27)
PO 1

Jrfiuo

Podem simplificar:

,E,JLT
_\/E_ f (28)

Per tant, la relaci6 entre les distancies recorregudes per dues ones de freqiiéncia diferent
perque pateixin la mateixa atenuacio sera:

X _ A (29)

X 1

Podeu comprovar que la distancia recorreguda disminueix amb la freqiiéncia, ja que la
proporcionalitat és inversa: com més gran sigui la freqiiéncia 2 respecte a la 1, més petita
sera la longitud de penetraci6. Aixi doncs, per a una bona recepci6 submarina, és prefe-
rible fer servir ones de baixa freqiiéncia, ja que presenten una profunditat de penetracio
més gran.
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1.4. Que hem apres?

En aquest apartat hem vist com es propaga una ona electromagnética tant pel
buit com per un medi material. També hem vist que aquest tipus d’ones sem-
pre sén ones transversals (recordeu la figura 1). Es a dir, que les direccions
d’oscil-lacié o de “vibraci6é” son perpendiculars a la direccié de propagacio.

Tanmateix, fins ara no hem entrat en detall sobre com sén aquestes direccions
d’oscil-lacié. Penseu que, per a una direccié determinada, existeixen infinites
direccions perpendiculars. Al segiient apartat explicarem aquest aspecte.
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2. Polaritzacio

Anteriorment varem veure que en una ona electromagnética tant el camp
electric com el camp magneétic son perpendiculars a la direccié de propagacio
i també perpendiculars entre si (recordeu la figura 1). Pero la pregunta que ens
podem fer és: vol dir aix0 que si coneixem la direcci6é de propagacio coneixe-

rem per forca la direcci6 dels camps electric i magnetic?

Per a respondre a aquesta pregunta, observeu la figura 3. Fixeu-vos que totes les
combinacions de vectors E i B que hem dibuixat satisfan les dues condicions:

i B son perpendiculars entre si,

[ ] [ ]
e[l e 1!

i B son perpendiculars a la direccié de propagacio.

Figura 3

Direccié de
propagacio

N

Per tant, donada una direcci6 de propagacié especifica, existeixen infinites
configuracions possibles per als camps eleéctric i magnetic. En altres paraules,
els camps poden “estar posats” de moltes maneres.

En aquest apartat estudiarem les diferents configuracions de camp electric i
magnetic que podem trobar en una ona electromagneética. Es el que anome-

nem polaritzaci6é d'una ona.

A continuacié explicarem aquest concepte de polaritzacié i més endavant es-
tudiarem els tipus que hi ha. En concret, limitarem ’analisi els dos més impor-
tants: la polaritzaci6 lineal i la polaritzacio circular.

2.1. Concepte de polaritzacio

Com ja hem dit, en una ona electromagnética els camps eléctric E i magnétic B

“vibren” sempre en direccions perpendiculars a la direcci6 de propagacio i per-

Vegeu la perpendicularitat entre el camp
electric i el camp magnétic al modul
“Lleis de Maxwell”.

Figura 3

Representaci6 grafica de la po-
laritzaci6 lineal.

Totes les parelles de vectors E
i Bson perpendiculars entre
si i perpendiculars a la direccié
de propagaci6.

Observacio

No heu de confondre la pola-
ritzacié d’una ona electro-
magnética amb la polaritzacié
electrica en un dieléctric. Tot i
tenir noms idéntics, son con-
ceptes diferents.

Vegeu la polaritzacié al modul
“Ones”. Vegeu la polaritzacié
electrica en un dielectric a 'apartat 1
del modul “Lleis de Maxwell”.
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pendicular entre ells. També hem vist que existeixen infinites orientacions
possibles que satisfan aquestes dues condicions. La pregunta que ens fem ara
és: els camps mantenen la mateixa direccié a mesura que una ona electromag-

netica es propaga?
La resposta és que depeén del cas. Per exemple:

e Podem trobar-nos que, efectivament, els camps mantinguin (oscil-lin en)
la mateixa direcci6 tota 'estona. Aquest és el cas de la polaritzaci6 lineal,

que veurem més endavant.

e Pero també podria passar que les direccions dels camps electric i magnetic
no es mantinguessin constants siné que anessin variant. Aixo si, sempre ho
farien respecte a un pla perpendicular a la direccié de propagacié com el de
la figura 3, ja que en cas contrari ja no seria una ona transversal. Tot seguit
veurem que aquest tipus de configuracié correspon a les polaritzacions cir-

cular o el-liptica (aquesta Gltima la citarem pero no l'estudiarem).

D’altra banda, no podem oblidar que bona part de les ones electromagneétiques
que es creen de forma natural no es poden englobar en cap dels casos anteriors.
Aixo és perque aquestes ones electromagneétiques son, en realitat, superposicions
de moltes ones produides per un nombre molt gran de fonts diferents i disposades
de forma aleatoria (per exemple, els atoms d'una bombeta d’incandescencia). En
conseqiiéncia, aquestes ones estaran polaritzades en totes direccions, tot i que el

que diem és que es tracta d’ones “no polaritzades”.

El coneixement del concepte de polaritzacio és vital i necessari per a entendre
bé altres conceptes que veurem més endavant. Per exemple, en una interficie
de canvi de medi, dues ones electromagnetiques aparentment similars es po-

den comportar de manera diferent en funcié de la seva polaritzacio.

Tot seguit veurem els dos tipus de polaritzacié més importants: la polaritzacio
lineal i la polaritzaci6 circular. Per a simplificar el text, en l'estudi ens referi-
rem sempre a les direccions només del camp eléctric (E) i obviarem les del
camp magnétic ( B). Aquest fet no afecta el resultat, ja que, com ja hem vist,
el camp magnetic sempre té direccié perpendicular al camp electric i a la di-
reccié de propagaci6. Per tant, si coneixem les caracteristiques d'un dels dos i

la direcci6 de propagacio, tindrem les de l'altre.

2.2. Polaritzacio lineal

El primer estat de polaritzacié que estudiarem sera la polaritzacio lineal. Diem
que una ona electromagnetica presenta aquest estat de polaritzacio6 si el seu
camp eléectric (E) sempre oscil-la o “vibra” en la mateixa direcci6 a mesura

que 'ona es propaga.

Vegeu la polaritzaci6 lineal al subapartat
2.2 d’aquest modul.

Vegeu la polaritzacié circular al
subapartat 2.3 d’aquest modul.

Recordeu

Els camps eléctric E i magneé-

tic B sempre s6n perpendicu-
lars entre ells.
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Ala figura 4a podeu observar un exemple d’una ona electromagnética amb po-
laritzacio lineal. Podeu comprovar que si observem l’ona “des del davant”, és
a dir, si ens ubiquem en un punt en el cami de propagacio de 1'ona, el que veu-
rem és que els vectors dels camps eléctric (E) i magnétic (B) tracen sempre

una linia recta. D’aqui ve el nom de polaritzacio lineal.

Figura 4

A la figura 4b mostrem també una ona electromagnetica amb polaritzacio li-
neal pero ara hem fet que la direccié del camp no coincideixi amb cap dels
eixos de coordenades. D’aquesta manera podeu comprovar que les seves
components respecte a aquestes direccions “dibuixen” totes dues una forma
sinusoidal i, a més, es troben en fase entre si. En altres paraules, per a una
ona que es propaga en la direccio z, quan el camp és maxim en l'eix x també
ho és en1'eix y, i el mateix succeeix per als minims. Aquest Gltim punt és im-
portant; implica que podem considerar una ona polaritzada linealment en
una certa direccié6 com una suma de dues (o més) ones polaritzades de forma
lineal en direccions diferents, sempre i quan aquestes es trobin en fase. Fa-

rem servir aquesta propietat més endavant.

Figura 5

h J
v

Ala figura 5 us mostrem un exemple d'un camp eléctric que esta polaritzat li-

nealment, és a dir, que oscil-la en una mateixa direcci6, marcada per 1'angle o

Figura 4

Representacio grafica de la po-
laritzacié lineal.

Compte! Només hem dibuixat
la projeccié del camp electric E.
Recordeu que el camp magne-
tic B és perpendicular.

Figura 5

Descomposicié d'un camp
electric polaritzat linealment
en dues components indepen-
dents també polaritzades de
forma lineal.
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respecte a 1'eix x. Podeu comprovar que aquest camp es pot representar com
una composici6 d'una component que “vibra” en I'eix x (E, ) i d'una altra que

ho fa en l'eix y (Ey ).

Un exemple on esta involucrada la polaritzacio lineal el trobeu a la llum solar que
es reflecteix sobre la superficie de 'aigua, que després de reflectir-se queda, en
bona part, polaritzada linealment. Si observem l’aigua amb una camera o unes
ulleres que disposin d'un filtre que impedeix el pas d’'ones amb aquesta polaritza-
ci6, no veurem tota aquesta llum solar reflectida en I'aigua. En conseqiiéncia, 1'ai-
gua es veura molt més transparent que quan l'observem a ull nu (de fet, moltes
fotografies d’aigiies suposadament cristal-lines estan fetes amb filtres d’aquest ti-

pus, precisament per eliminar bona part dels reflexos de la llum solar).

Un altre aspecte que subratlla la importancia de la polaritzacio6 lineal és el fet que
quan les ones incideixen sobre una interficie entre dos medis materials, I'ona re-
flectida esta polaritzada linealment de forma parcial o fins i tot total. Aixo vol dir
que bona part de les ones que detectem (la llum mateixa, per exemple), com que
en general sOn el resultat de maltiples reflexions sobre els objectes que existeixen
al voltant, estaran sovint polaritzades de forma lineal. Per aquest motiu moltes
ulleres de sol es fan amb vidres que inclouen filtres per a llum polaritzada, ja que
d’aquesta manera se n’augmenta l’eficacia sobre el que interessa filtrar (per exem-

ple, la llum reflectida sobre la neu) pero no sobre la resta.

Diem que una ona electromagnetica presenta polaritzacio lineal si el
camp eleéctric (o magnetic) sempre oscil-la en una mateixa direccio.

Aixo0 és equivalent a dir que, per a una ona que es propaga al llarg de la
direccio z, les components del camp electric (o magnetic) en les direc-
cions x i y es troben en fase entre elles.

E (Exl7 +E, 7)ei(kz_mt)

B= (Bxl7 + Byf) e(kz=ot) (30)

Un cop introduida la polaritzacio lineal, en qué el camp electric sempre oscil--
la en una mateixa direccio, passem a estudiar un cas una mica més complex:

la polaritzacio circular.

2.3. Polaritzacio circular

Com ja hem mencionat, diem que una ona electromagnetica presenta polaritza-
ci6 circular si els camps eléctric o magneétic no oscil-len sempre en la mateixa di-
recci6 a mesura que l'ona es propaga, i a més a més varien d'una determinada

manera, que veurem tot seguit.

Vegeu el concepte de polaritzacié al
subapartat 2.1 d’aquest modul.
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A la figura 6a podeu visualitzar un exemple d'una ona amb polaritzacio circular.
En el primer esquema podeu comprovar que, per a una ona que es propaga al llarg
de I'eix z, les components del camp eléctric en les direccions xiy ( E, i Ey ) estan
desfasades un angle ¢ = /2. En altres paraules, quan la component E, ésmaxima,
la component Ey és minima, i a l'inrevés. En el segon esquema, les fletxes corres-

ponen a la composicié d’aquestes dues components desfasades.

Figura 6
Figura 6
a. b. t 3 -
Representacié grafica de la po-
/ laritzacio circular.

Compte! Només hi hem repre-
sentat les dues components
del camp eléctric i no hi hem
representat el camp magneétic.

94

D’altra banda, la figura 6b mostra el dibuix imaginari que traca el vector del
camp eleéctric. Com podeu comprovar, la projeccio6 sobre un pla perpendicular
a la direcci6 de propagacio (el pla de la part inferior de la figura), correspon a

una circumfereéncia i d’aqui prové la denominaci6 polaritzacio circular.

Diem que una ona electromagnética presenta polaritzaci6 circular si
la projecci6 del camp electric (0 magneétic) respecte a un pla perpendi-
cular a la direcci6 de propagaci6é “dibuixa” un cercle.

Aixo0 és equivalent a dir que, per a una ona que es propaga al llarg de la
direccio z, les components del camp electric (o magnetic) en les direc-
cions x i y es troben desfasades un angle ¢ = n/2:

E=E, ik g, : Jlk-or3)

, 7ej(kz—mt+%) 31)

2.4. Queé hem apres?
Recursos a Internet

Més informacié sobre polarit-
zaci6 (en angles):
magnetiques. Aquest concepte detalla com “estan posats” els camps eléctric i http://hyperphysics.phy-

<. . . .. astr.gsu.edu/hbase/phyopt/
magnetic respecte a la direcci6 de propagaci6 de I'ona. polc%s.html#d phyop

En aquest apartat hem estudiat el concepte de polaritzacio de les ones electro-
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Hem estudiat els dos tipus de polaritzacié més comuns: la polaritzacio6 lineal i

la polaritzacio circular.

Existeix un tercer tipus de polaritzacié que anomenem polaritzacio el-liptica.
No entrarem en detall sobre aquest tipus de polaritzacié perqué queda més en-
11a dels objectius de l'assignatura, pero si direm que es tracta d'un cas general
que engloba les dues polaritzacions anteriors.

Vegeu la polaritzacio lineal al subapartat
2.2 d’aquest modul.

Vegeu la polaritzacié circular al
subapartat 2.3 d’aquest modul.
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3. Reflexid i transmissio d’ones planes en un canvi
de medi

Fins aqui hem vist com es propaguen les ones electromagnetiques per un Gnic
medi. Tanmateix, una ona electromagnetica que es propaga per un medi ma-
terial generalment hi entra a través d'una superficie de separacié que el separa
d’un altre medi (per exemple, l'aire o el buit). Es en aquestes interficies de se-
paracié on es produeixen els fenomens més interessants des del punt de vista
del comportament de les ones electromagnetiques.

Ja us varem mostrar un petit avang d’aquests fendomens quan us varem des-

Vegeu un avang de la reflexié al modul
“Optica”.

criure el comportament de la llum en passar d'un medi a un altre amb un in-

dex de refracci6 diferent. No obstant aix0, ens varem limitar a descriure’l i no
varem explicar el perqueé d’aquests comportaments. Aixo és el que farem en

aquest apartat.

En el primer apartat reprendrem les equacions de Maxwell que us hem introduit
en el modul anterior i les estudiarem en el cas concret que necessitem: la frontera
entre dos medis. Més endavant aplicarem aquest resultat per a analitzar el com-

portament d'una ona electromagnetica en incidir sobre una interficie.

3.1. Condicions de frontera

Les ones electromagneétiques, en passar d'un medi a un altre, han de satisfer
una serie de condicions. Aquestes condicions son aplicables als camps electric
i magnetic en tota la regié propera a la zona de separacio6 dels dos medis, que
anomenarem a partir d’ara zona interficial o interficie de canvi de medi i es
dedueixen a partir de les equacions de Maxwell. Per a facilitar I’estudi d’aques-
tes condicions farem 1’analisi de les components normals (perpendiculars a la
interficie) i tangencials (paral-leles a la interficie) per separat. Per a entendre

millor com sén aquestes components, observeu la figura 7.

Al'esquema podeu visualitzar una interficie entre dos medis materials i les res-

pectives components del camp eléctric (E ) a totes dues bandes:

e En el medi 1, el camp electric és E;, i les seves components normal i tan-

gencial a la superficie son E;,, i Ej; , respectivament.

e Enelmedi 2, el camp total é E, iles components sén E,, i Ep; .

Per a simplificar la imatge, només hem inclos les components del camp elec-

tric, pero el mateix procediment és aplicable també al camp magnétic B.
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Figura 7

Medi 1

A continuaci6 estudiarem per separat les condicions que han de satisfer el
camp eleéctric, d'una banda, i el camp magnetic, de l'altra, a la zona interficial
entre dos medis qualssevol. Com ja hem dit, per a cada estudi analitzarem per
separat les components normals i les components tangencials a la superficie
de contacte. Comencarem primer amb l’analisi de les del camp electric i, des-

prés, farem el mateix amb les del camp magneétic.

3.1.1. Condicions de frontera per al camp eléctric

Les components normals (o perpendiculars) i tangencials (o paral-leles) a la su-
perficie de separaci6, del camp electric, han de satisfer, a la zona interficial en-
tre dos medis qualssevol, una serie de condicions. Per a trobar-les procedirem

amb el raonament segiient:

Suposeu en primer lloc que no existeix cap carrega eléctrica a la zona interfi-
cial. Aixo vol dir que el nombre de linies de camp que entren a la interficie per
una banda és el mateix que les que en surten per l'altra. Es a dir, el camp elec-

tric és el mateix a totes dues bandes.

Ara suposeu que si que existeixen carregues a la zona interficial. Sota aquest
suposit, si que hi haura generaci6 o destrucci6é de linies de camp i, per tant, el
camp eléctric no sera el mateix a totes dues bandes. Es a dir, hi haura una dis-
continuitat en el valor del camp eléctric. A la figura 8 podeu veure un exemple
simplificat amb una sola carrega puntual (en realitat hi ha carrega a tota la su-
perficie de separacid, pero en dibuixem només una perque aixi es veu millor

la idea que volem transmetre).

En el dibuix, fixeu-vos en la descomposici6é del camp eléctric en components nor-
mals i tangencials (linies discontinues) a la superficie de separaci6 dels dos medis.
Podeu comprovar que les components tangencials o paral-leles a la interficie
(EyiE,, ) son idéntiques a totes dues bandes, mentre que les components nor-
mals ( Eln iE2n ) presenten una certa discontinuitat (un “salt”) en la magnitud, ja

que en una banda apunten en un sentit, i en l’altra apunten en 'altre.

Figura 7

Representaci6 grafica de les
components normal i tangen-
cial del camp eléctric a la zona
interficial.
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La determinaci6 del valor exacte d’aquest “salt” en el valor del camp no la fa-

Vegeu la llei de Gauss per al camp
electrostatic al modul “Lleis de

rem en detall. Si que us direm pero, que es pot deduir a partir de la llei de Gauss Maxwell”.

per al camp electrostatic, que ja varem veure.

Figura 8
Figura 8

Representaci6 grafica de les
components normal i tangen-
cial del camp eléctric en pre-
séncia d’una carrega eléctrica a
la interficie entre dos medis

Medi 1 Medi 2

E=§ E=E,

Per a facilitar la claredat de les
Les components normals (o perpendiculars) del camp electric a cadas- OO, (UL Sl
simplement E per a indicar el modul

cuna de les dues bandes d’una interficie entre dos medis materials (Eq,, d'una magnitud

. . _ . vectorial HEH
i E5,,) han de complir la condici6 segiient:

e1E1n — &2y =0 (32)

Recordeu

. . . <. L . El camp eléctric ( £ ) i el camp
on g i &, son les permitivitats electriques dels dos medis i ¢ és la densitat de desplacament eléctric ( 5 )
estan relacionats per la permi-
tivitat del medi material (¢), se-
gons I'expressi6 seglent, si el

Aquesta mateixa expressio es pot reescriure en termes del camp de des- IrT‘ateI”a' ésisotrop, homogenii
Ineal:

superficial de carrega en aquella regio de la zona interficial.

placament electric D:

D=¢E

Dln — DZI’I =0 (33)

Pel que fa a la component tangencial, ja hem dit que és idéntica a totes dues

bandes de la interficie.

Les components tangencials (o paral-leles) del camp electric a la zona
interficial entre dos medis materials (E;; i E5y) sOn identiques a totes
dues cares de la interficie:

Eyp=Ep (34)

Un cop determinades les condicions que ha de satisfer el camp electric en una

zona interficial, procedim a estudiar les del camp magnétic.



CC-BY-SA « PID_00159125 31

Propagaci6 d’ones electromagnétiques

3.1.2. Condicions de frontera per al camp magnétic

Per a determinar les condicions corresponents al camp magnetic, es pot
aplicar el mateix raonament que hem aplicat per al camp eléctric a l’apartat
anterior. Tanmateix, si recordeu, varem veure que no existeixen “carregues
magneétiques” i, per tant, les linies de camp magneétic no es poden generar
ni destruir enlloc.

A la figura 9 podeu observar un exemple d’'un camp magnetic creat per un cor-
rent electric que circula per la interficie entre dos medis. La direccié del cor-
rent electric és perpendicular al pla del paper i el simbol ® indica que el sentit
del corrent és cap endins. Hem mostrat només un cas molt simplificat amb no-
més un “fil” de corrent puntual; en realitat hi ha corrent a tota la superficie,
pero en dibuixem només un perque aixi es veu millor la idea que volem trans-
metre. Podriem arribar a la mateixa conclusio si el corrent fluis per tota la in-

terficie.

Figura 9

Medi 2
H=Hy

Medi 1
=1y

En el dibuix podeu comprovar que la discontinuitat (el “salt”) en la mag-
nitud del camp magneétic es produeix nomeés en la component tangencial,
mentre que la component normal es manté igual a totes dues bandes de la

interficie.

Les component normals (o perpendiculars) del camp magneétic a la
zona interficial entre dos medis materials (By,, i By,) és idéntica a totes
dues bandes:

By = Bap (33)

La determinaci6 de 1'expressio exacta del “salt” en la component tangencial a
la superficie de separacié no l'explicarem en detall, pero si que avancarem que
es pot deduir a partir de la llei d'inducci6 de Faraday i de la llei d’Ampére-Max-

well, que ja us varem explicar.

Recordeu

En un diagrama, per a repre-
sentar vectors o direccions per-
pendiculars al pla del paper es
fa servir la notacié seglient:

® o x per a indicar que el sentit
és cap endins (del lector cap al
paper),

© o e peraindicar que el sen-
tit és cap enfora (del paper cap
al lector).

Vegeu el raonament de perqué no
existeixen “carregues magnetiques" al
modul “Lleis de Maxwell”.

Figura 9

Representaci6 grafica de les
components normal i tangen-
cial del camp magneétic en pre-
séncia d’un corrent electrica la
interficie entre dos medis.

Vegeu la llei de Faraday i la llei
d’Ampere-Maxwell al modul “Lleis de
Maxwell”.
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La diferencia entre les components tangencials (o paral-leles) dels
camps magneétics a cadascuna de les bandes d'una interficie entre dos
medis materials (B;;1i By és proporcional a la component perpendicu-
lar de la densitat superficial de corrent en aquella regi6é de la interficie:

B B ,
i—i=lj_ (36)
M1 Ha

on p; i py son les respectives permeabilitats magnetiques i j, és la den-
sitat de corrent que circula per la interficie. Aquesta mateixa expressio
es pot reescriure en termes de la intensitat de camp magnetic H:

Hy—Hpy=j, (37)

La densitat de corrent j, té el mateix paper que la densitat de carrega en el cas
de les condicions de frontera per al camp eléctric. Tanmateix, fixeu-vos en el
subindex . Aquest simbol vol dir “perpendicular” i aqui es fa servir per a in-
dicar que només cal tenir en compte la component del corrent eléctric perpen-

dicular a la direccié que s’ha pres com a component tangencial.

Aquest matis és necessari perque, tot i que només existeix una sola direccio
normal a la interficie, hi ha infinites direccions que es poden considerar com
a tangencials o paral-leles. Imagineu-vos, per exemple, que el pla del paper que
esteu llegint correspon a una interficie entre dos medis materials. Qualsevol
ratlla que hi dibuixeu seguira una linia paral-lela a aquest pla i, per tant, es po-

dra considerar com a component tangencial.

3.1.3. Visio global i casos particulars

Ara que ja hem vist com son les condicions que han de satisfer tant el camp

eléctric com el camp magnetic, les visualitzarem en conjunt, a la taula 3.1.

Taula 3.1
Camp electric Camp magnetic

Components e1E -k =0

_ Bin=Ban
normals Dy,-Dy,=0
Components E Bu By _
tangencials LR Motz

Hie = Har=j1

Hem optat per mostrar alguns elements de la taula 3.1 de les dues maneres possi-
bles. El motiu és que, tot i que en aquest text farem servir la primera forma (és a
dir, només en funcié de E i B), és molt habitual trobar en molts textos les con-
dicions escrites de la segona forma (és a dir, en funcio dels camps de desplacament
electric D i de la intensitat de camp magnétic H).

Densitat de corrent

A la figura 9 heu vist un exem-
ple d’una densitat de corrent
perpendicular a la component
tangencial (j)).

Recordeu

El camp magneétic ( g ) i la in-
tensitat de camp magnetic

( H ) estan relacionats per la
permeabilitat del medi materi-
al (u), segons I'expressio se-
glient:

= |
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Es interessant estudiar les condicions de continuitat de la taula per a un cas
particular: quan no hi ha cap carrega (c = 0) ni corrent (j = 0) sobre la interfi-
cie. Aquesta situacié és molt habitual i, atés que les expressions se simplifi-
quen de forma notable, val la pena analitzar-la.

Les condicions de continuitat per a interficies on no hi ha cap carrega (c = 0)
ni cap corrent eléctric (j, = 0) son:

Taula 3.2
Camp electric Camp magnetic
Components e1E1p= 8265,
- By = Bap

normals Dip=Dyp,

B B
Components Eo_F 2 _ P2t
tangencials 1=t K2

Hyt= Hyt

Un cop conegudes les condicions que han de satisfer els camps eléctric i magnetic
en una zona interficial, i que son conseqiiéncia directa del compliment de les 1leis
de Maxwell, passarem a aplicar-les a I'estudi del comportament de les ones elec-

tromagnétiques quan es troben amb una interficie de canvi de medi.

3.2. Reflexio i transmissio a la interficie entre dos medis

Quan una ona electromagnetica incideix en una superficie de canvi de medi,
el seu comportament no sera aleatori sin6é que vindra determinat per les con-
dicions de frontera que us acabem d’introduir.

Anteriorment vareu veure que el comportament de la llum quan incideix so-
bre una superficie de canvi de medi es regeix per unes lleis determinades. Tot
seguit deduirem aquestes mateixes lleis a partir d’aquestes condicions de fron-
tera i, d’aquesta manera, podrem comprovar que es poden aplicar a qualsevol
tipus d’ona electromagnetica.

En primer lloc, farem una série de suposicions que ens simplificaran la de-

ducci6. SOn les que enunciem a continuacio.

1) La zona interficial es pot considerar com un Gnic pla infinit, és a
dir, com una zona suficientment prima, infinitament extensa i com-

pletament plana.

2) A lazona interficial no hi ha cap carrega electrica (u ~ 0) ni cap cor-
rent eléctric (j ~ 0). Aixo vol dir que es poden aplicar les condicions de
frontera de la taula 3.2.

3) Les dues bandes de la zona interficial sén suficientment extenses
com per a negligir les possibles reflexions miultiples que s’hi poguessin
produir a causa de la presencia de 1’altre extrem.

Vegeu les condicions de frontera al
subapartat 3.1 d’aquest modul.

Vegeu el comportament de Ja llum en
canviar de medi al modul “Optica”.
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4) Els medis de totes dues bandes son i. h. 1. (isotrops, homogenis i li-
neals) i no magneétics.

5) L'ona incident és una ona harmonica plana i esta polaritzada line-

alment.

Cap de les suposicions anterior afecta de forma significativa el resultat final i
les poques modificacions que hi introdueixen queden fora de l'objectiu

d’aquest modul.

Un cop considerades aquestes simplificacions, vegem queé succeeix quan una
ona electromagneética incideix sobre la interficie. L'experiéncia quotidiana ens
diu que part de I'ona es reflectira i part es transmetra cap al segon medi. Estu-
diarem les caracteristiques tant de 1’ona reflectida com de 1’ona transmesa. En
tots dos casos podreu comprovar que arribarem al mateix resultat que varem

trobar anteriorment.

3.2.1. Deduccié de les lleis de reflexid i refraccio de I’optica

per a qualsevol ona electromagnética

Com ja hem dit, quan una ona electromagneética incideix sobre una interficie
de canvi de medi, una part es reflecteix i no arriba a penetrar en el segon medj,
mentre que ’altra part travessa la interficie i continua propagant-se pel segon

medi. A continuacio estudiarem les caracteristiques d’aquestes dues ones.

Per a simplificar, treballarem només amb el camp electric. Recordeu que la di-

recci6 del camp magnetic es pot determinar directament a partir de la del
camp electric. 0

Comencem per escriure les expressions dels camps eléctrics corresponents a les
ones incident (38), reflectida (39) i transmesa (40). Com ja hem dit, estem supo-

sant que es tracta d’'ones harmoniques planes amb polaritzacio6 lineal:

By = By 70 (38)
E, = B/l 7o) (39)
E = EOtei(kt o) (40)

on Eol., EOr i EOt son les amplituds, Ei, I?r i i{t son les constants d’ona i w;,
o, 1 o; son les freqiiencies angulars de les ones incident, reflectida i transmesa,
respectivament. Per tant, fixeu-vos que el subindex i vol dir “incident”, el su-

bindex r, “reflectida” i el subindex ¢, “transmesa”.

A la figura 10 podeu visualitzar un esquema amb les ones incident, reflectida

i transmesa.

Recordeu

Un medi i. h. . és un medi:

isotrop: les seves caracteris-
tiques electromagnetiques
no depenen de la direccié
de propagacié.

homogeni: les seves carac-
teristiques sén les mateixes
en qualsevol punt del medi.

lineal: les seves caracteristi-
ques eléctriques i magné-
tiques depenen linealment
dels camps electric

i magnétic.

Vegeu les caracteristiques de les ones
reflectides i de les ones transmeses al
modul “Optica”.

Recordeu

Els camps electric E i magnetic
(B ) sempre sén perpendicu-
lars entre si.

Recordeu

k-F=kex+ky+kyz
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A l'esquema de la figura podeu identificar els elements segiients:

¢ pla de la interficie: pla que conté la interficie de separaci6 entre els dos
medis. En el dibuix, correspon al pla xz.

¢ pla d’'incidéncia: més endavant veurem que les ones incident, reflectida i
transmesa es propaguen sobre un mateix pla, aquest és el pla d’incidéncia. Es
tracta d’un pla perpendicular a la interficie. En el dibuix, correspon al pla xy.

e angles d’incidéncia (0;), de reflexio (0,) i de transmissi6 (6,): angles que
formen les direccions de propagaci6 de les ones incident, reflectida i trans-

mesa respecte a una direcci6é perpendicular al pla d’incidencia

Figura 10a

Figura 10

Representaci6 grafica de les
ones incident, reflectida i
transmesa.

Pla de
la interficie

Figura 10b

El simbol ® indica una fletxa
que entra al paper. El simbol ©
indica una fletxa que surt

del paper.

Tall transversal
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Durant 'instant precis en que 1’'ona entra en contacte amb la interficie, les tres
ones presents (incident, reflectida i transmesa) coexisteixen i, com que es tro-
ben a la zona interficial, els camps electric i magnetic han de satisfer les con-
dicions de frontera que ja us hem introduit. En concret, analitzarem la
condici6 que ha de satisfer la component tangencial del camp eléctric, que re-
cordem que havia de ser idéntica a totes dues bandes de la interficie (Eq;= E5y).

Per tant, tindrem:
Eit+ E;t= Ey (41)

on E; és la component tangencial del camp electric de I'ona incident, E; és la
de I'ona reflectida i E4 és la de ’ona transmesa. Fixeu-vos que, atés que només

hem agafat una component del vector, no cal posar la fletxeta de vector.
Ates que la condici6 de I'expressio (41) s’ha de satisfer en qualsevol instant i
en qualsevol punt de la interficie, a partir de les equacions (38), (39) i (40)

deduim que:

ot = o, = ot (42)

ki.f:kr.f: t.f (43)

La condici6 (42) implica que les freqiiencies d’oscil-lacié son les mateixes per

a totes tres ones. La condici6 (43) duu a les conseqiiéncies segiients:
1) L'ona incident, I’ona reflectida i I’ona transmesa es propaguen en el ma-
teix pla. Aquest pla I'lanomenem pla d’incidencia i ja I’hem mencionat a la

figura 10.

Figura 10c

|
" [
Projecci6 z k [
* e |
k, = k'sin () 0, |
- - >|

Projecci6 y
k, = K'cos (0)

Projecci6 en els eixos

Vegeu les condicions de frontera al
subapartat 3.1 d’aquest modul.
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2) Com que k; -7 =k, -7, tindrem que (vegeu la figura 10c):

k;z sin 6; = k,z sin 6, (44)

és a dir, que la projecci6 en l'eix z de k i 7 és igual a la component z de k, -7,
que és equivalent a:

® . 0} .
—mzsin®;=—mnyzsin 6, (45)
c c

i, per tant:

sin ; = sin 6,

6 =6, (46)

Es a dir, que I'angle de reflexi6 ha de ser igual a I'’angle d’incidéncia, que és la

llei de la reflexi6é que ja varem veure.

3) Com que ]Zl. F= ]Qt .7, tindrem que

kiz sin 6; = k;z sin 6; (47)
que és equivalent a:
%nlz sin®; = %nzz sin6; (48)
i, per tant:
1y sin 6; = ny sin 6; (49)

La relaci6 (49) és la llei de Snell que ja varem veure, aplicada a la llum, i que
aqui podem comprovar que es pot ampliar a qualsevol ona electromagneética.
De fet, el que heu pogut veure també és que hem arribat a les mateixes de 1'Op-
tica pero ara a partir de les lleis de Maxwell.

Quan una ona electromagneética incideix sobre una interficie de contac-
te entre dos medis no conductors, les direccions de les ones incident,
reflectida i transmesa han de satisfer les condicions de I’0Optica geome-

trica que ja varem estudiar:

1) L’ona incident, I'ona reflectida i I'ona transmesa es propaguen en el
mateix pla (anomenat pla d’incidencia).

2) L’angle de reflexi6 ha de ser igual a I’angle d’incidéncia: 6; = 6,.

3) L’angle de transmissio es relaciona amb I'angle d’'incidéncia mitjan-

cant la llei de Snell: 7 sin 6; = n, sin 6.

Recordeu

® . c
Comque k=—in=—:
v

Vegeu el mddul “Optica geométrica”
d’aquesta assignatura..

Recordeu

O . c
Comque k=—in=—:
v

Vegeu la llei de Snell aplicada a la llum al
modul “Optica”.

Vegeu les condicions de I'optica
geometrica al modul “Optica”.
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0; 0,1 6; son els angles de les ones incident, reflectida i transmesa me-
surats des d'un pla perpendicular a la superficie. n; i n, son els indexs
de refracci6 dels medis respectius.

En resum, podeu veure que es pot determinar en tot moment el recorregut que

seguiran tant I'ona reflectida com 1’'ona transmesa només amb el coneixement de:

¢ l’angle d’incidencia (9;),
e els indexs de refraccio dels dos medis involucrats (1 i n,).

No obstant aix0, de seguida topareu amb algunes qliestions que encara no

s’han resolt:

e Com son les intensitats dels feixos reflectit i transmeés? Es a dir, com varia
I’amplitud de 'ona?
e Hi haura sempre el mateix comportament siguin quines siguin les caracte-

ristiques de I’ona incident?

Reflexionem primer una mica respecte a la segona pregunta. Si analitzeu les con-
dicions de frontera que ja hem vist i que hem resumit a les taules 3.1 i 3.2, podeu
deduir que els camps presenten comportaments diferents a la zona interficial en
funcié de com estan orientats respecte la superficie. Aixo vol dir que, en efecte,
observarem diferéncies en el comportament de les ones segons 1'orientaci6 dels
camps, és a dir, segons la seva polaritzacio.

Tot i que, a priori, ’analisi completa de la incidéncia sobre una interficie pot sem-
blar molt complicada, recordeu que ja us varem explicar que una ona polaritzada
en una direccio es pot descompondre com la suma de diverses ones polaritzades
en diferents direccions. Per tant, podem estudiar per separat el comportament de

cadascuna d’aquestes ones en que s’ha descompost.

Ates que la descomposicid es pot fer en qualsevol nombre de components i
respecte a qualsevol direccio, cal escollir una configuracié que simplifiqui els

calculs i ens sigui d'utilitat. Les direccions que escollirem sén:

e polaritzaci6 amb el camp eléctric perpendicular al pla d’'incidéncia,
e polaritzaci6 amb el camp eléctric paral-lel al pla d’'incidencia.

A continuaci6 analitzarem els comportaments de cadascun d’aquests dos ca-
sos especifics. Més endavant els veurem de forma conjunta i també n’estudia-

rem alguns casos particulars.

3.2.2. Reflexid i transmissié d’ones polaritzades amb el camp

electric perpendicular al pla d’incidéncia

La primera configuraci6é que analitzarem sera la d"'una ona que esta polaritzada de

forma lineal amb el seu camp electric perpendicular al pla d’incideéncia. L'objectiu

Vegeu les condicions de frontera al
subapartat 3.1 d’aquest modul.

Vegeu la polaritzaci6 a I'apartat 2
d’aquest modul.

Vegeu de forma conjunta aquestes dues
polaritzacions i alguns dels seus casos
particulars als subapartats 3.2.4i3.2.5
d’aquest modul.
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que perseguim és veure com varia I’amplitud de 1’ona en reflectir-se i refractar-se.
A la figura 11 podeu visualitzar aquesta configuracio.

En el dibuix podeu comprovar que la direccié perpendicular al pla d’'inciden-
cia correspon a la direcci6 de l'eix z i, per tant, és paral-lela al pla de la interfi-
cie. Aix0 vol dir que, en aquesta configuracio, el camp electric només tindra
component tangencial respecte a la interficie del canvi de medi.

Figura 11a

Figura 11

Pla LT

Ones incident, reflectida i
transmesa en una interficie en-
tre dos medis per al cas en qué
I'ona incident esta polaritzada
amb el camp electric perpendi-
cular al pla d’incidéncia.

Pla de
la interficie

¥
=7 ke
Figura 11b
Recordeu
zZ4 El simbol ® indica una fletxa
Medi 1 Medi 2 que entra al paper. El simbol ©
indica una fletxa que surt del
Tl o paper.

B, s ‘,_—' E_;
Normal 0, \ x"'lﬁ

G"X /?g( Y
’
7
{I
7
A

NI

Canvi de medi

Tall transversal

Condicions de frontera del camp eléctric

Si apliqueu la condici6 de frontera per a la component tangencial del camp
electric (consulteu la taula 3.2) tindreu que:

E;+E,=E, (50)
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on E;, E, i E; son, respectivament, els camps electrics per a les ones incident,

reflectida i transmesa.

L'equaci6 (50) mostra la relacio entre els camps eléctrics de les ones incident, re-
flectida i transmesa. Tanmateix, podeu observar que aquesta expressio no és sufi-
cient per a determinar el valor exacte dels camps electrics reflectit i transmes, ja

que tenim dues incognites (E,) i (E). Ens cal, doncs, trobar una segona condicio.
Condicions de frontera del camp magnétic

La segona condici6 la podeu trobar si procediu de forma analoga amb el camp
magnetic. En aquest cas, l'aplicacié de les condicions de frontera per a les
components tangencials resulta (consulteu la taula 3.2):

Bjcos®; B, cos6, B;cosb;
H1 H1 H2

(1)
on B;, B, i By son els camps magnetics per a les ones incident, reflectida i transme-
sa, 0; i 6; sOn els angles d'incideéncia i de transmissio i, com que suposem que es

tracta de medis no magnetics, podem fer p; = p, = pg al'equacio (51) i simplificar:

Bjcos®; B, cos6, B cosb;

(52)
Ho Ho Ho
I fent servir que 6; = 0, (equacio (46)) tenim:
(B; — B,)cos 6; = B; cos 6; (53)

Per a trobar les relacions entre les amplituds dels camps electrics fem servir la

relaci6 entre els camps eléctric i magnetic que ja varem veure:
n n
—L(E; - E,)cos®; =—2 E; cos 0 (54)
c i T i c t t

Si simplifiqueu el terme ¢, que es troba a totes dues bandes, obtindreu la sego-
na condici6 buscada:

ny(E; — E;)cos 0; = nyE; cos ¢ (85)

Aixi doncs, amb les equacions E; + E, = E; (50) i (55) el que hem trobat son dues
relacions entre tres parametres: els camps electrics de 1’ona incident (E;), de
I'ona reflectida (E,) i de 1'ona transmesa (E;). Us les tornem a mostrar una al
costat de 1'altra:

E;+E.=E; (56)
ny(E; — E,)cos 0; = nyE; cos; 87)

A les expressions E; + E, = E; (56) i (57) hi ha dos parametres desconeguts, E, i
E;, i un tercer que si que és conegut, E;. Podeu combinar aquestes expressions

Recordeu

tric i magnetic és:

B-1F
v

i, per tant:

La relacié entre els camps eléc-

magnetic al modul “Lleis de Maxwell”.

Vegeu la relacié entre els camps electric i
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per tal de trobar una expressié individual per a cadascun dels dos valors des-

coneguts.
Determinacio de ’ona reflectida

Per tal de trobar la primera relaci6, la que determina I’amplitud de 1’ona reflec-

tida, substituiu el valor de E; de I'’equacio (56) dins de I'equaci6 (57):
ny(E; — E,)cos 0; = ny(E; + E,)cos 0; (58)
Tot seguit, agrupeu en una banda els termes dependents de E, i a I’altra els de

E; i traieu factor com:

n1E, cos 8; + nyE,cos 0; = n E; cos 6; — nyE;cos 6;

(117c0os 8; + n,c0s B,)E, = (117c0s 0; — n,cos 0, E; (59)

Aixi trobareu la primera de les relacions que estavem buscant, la relacié entre

I’ona reflectida i ’ona incident:

E, nycos6; —nycosb;

Zro_
E; 1yc0s0; +1ny CcosO; (60)

Determinacio de ’ona transmesa

Per a trobar la segona relacio, la de 'amplitud de I’ona transmesa, ara heu d’ai-

llar el valor de E, a 'equaci6 E; + E, = E; (56):
E,=E - E; (61)
I substituim aquest valor a l’equacio (57):
ny(E; — E¢ + E;j)cos 0; = nyE; cos 6; (62)

Com abans, podeu agrupar en una banda els termes que depenen de E;i a I’al-

tra els que depenen de E; i després treure’n factor comu:

—n,E; cos 0; — nyE; cos 6, = —2n1E; cos ;

(n1cos 0; + nycos 0, E; = (2n,cos 6;)E; (63)
I aixi trobem la segona de les relacions que estavem buscant:

E; 2mny cos6;
- = (64)
E; nycos; +mnycosb;

Les equacions (60) i (64) demostren que es poden determinar, en tot moment,
els quocients entre les amplituds de les ones reflectida i incident i de I'ona
transmesa i incident, respectivament, si es coneixen tinicament els indexs de
refracci6 dels dos medis (17 i n,) i ’angle d’incideéncia (6;). Bé, a la figura també
apareix l’angle de transmissio, (6;), pero aquest el podem trobar a partir de

I'angle d’incideéncia mitjancant la llei de Snell (49).
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Aquests quocients s’anomenen coeficients de Fresnel per a polaritzaci6 per-
pendicular, i se simbolitzen, de forma respectiva, r; per a 1'ona reflectida i ¢

per a l’'ona transmesa.

Subindex ‘s’

Els coeficients de Fresnel de reflexi6 (r,) i transmissio (f;) per a una
. ) . e e as . . Habitualment es fa servir la lle-
ona amb polaritzacié perpendicular al pla d'incideéncia sén: tra s en comptes de p per a in-
dicar que la polaritzaci6 és
perpendicular al pla, i aixi dife-
E, nycos6; —ny cosO; (65) renciar-la de la polaritzacié
o . paral-lela (que si que fa servir la
E; 1 c0s0;+7, cos0; lletra p). L’elecci6 de la lletra s
ve del mot alemany senkrecht,
que significa ‘perpendicular’.

I =

_E 2mny cos 9;
E; m cos®; +ny cos;

(66)

N

on ¢; i @, son els angles d’incidencia i transmissio, respectivament, i

m 1 n, son els index de refraccié dels dos medis.

Els coeficients de Fresnel (r,) i (f;) expressen la relaci6 entre les amplituds de
les ones reflectida i transmesa respecte a 'amplitud de 1'ona incident. Val a dir,
també, que el que coneixem de forma habitual com a intensitat d’'una ona no
és aquesta amplitud, siné el valor mitja del flux d’energia per unitat d’area,
com veurem tot seguit.

Determinacio de les intensitats

Si recordeu, anteriorment us varem explicar que aquest flux d’energia venia v 4 :
egeu el vector de Poynting al modul

“Lleis de Maxwell”.

determinat pel vector de Poynting (§ ), i que aquest era proporcional al pro-
ducte entre el camp eléctric i el camp magnetic. A més, aquests dos camps son

proporcionals entre si:

’

IocH§

I8l el

‘BH oC HEH (67) ax b es llegeix “a

és proporcional ab”.

Per tant, la intensitat d'una ona electromagneética és proporcional al quadrat

de la seva amplitud.

Intensitat i amplitud

La intensitat d'una ona electromagnética és proporcional al quadrat de
. El concepte d’intensitat d’'una
la seva amplitud: ona com el quadrat de I'ampli-
tud ja el vareu veure en el mo-
dul “Ones i Acustica”, on

I o ||}§||2 (68) s'aplicava a ones mecaniques.

Es per aix0 que, a la practica, es defineixen uns coeficients analegs als coefici-
ents de Fresnel anteriors pero aplicats a la intensitat en comptes de ’lamplitud.
So6n les anomenades reflectancia (R,) i transmitancia (T5):

~

R=L (69)

i
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T,=t (70)

Fixeu-vos que, ates que la intensitat de 1’ona reflectida o transmesa no poden
ser mai més grans que la incident, tant la reflectancia (R) com la transmitan-

cia (T,) seran més petites que 1.

Aixi, doncs, hem trobat que el valor de la reflectancia (R,) correspon al quoci-

ent dels quadrats de les amplituds de les ones reflectida i incident (69):

R =TL_-_"r_ 71
Y (71)

I aixi trobem una relaci6 directa entre la reflectancia (R;) i el coeficient de Fres-
nel de reflexio (ry):

Ry=r1? (72)

La reflectancia (R,) per a una ona electromagnética polaritzada amb el
camp electric ( E ) perpendicular al pla d’incidéncia és:

I

R =T
S Il

2
_ Tsz _[ 1 €os6; — 1, cos b, (73)
1y COS 6; + 1, COS 6;

on ny i ny sén els index de refracci6 dels medis 11 2, 6;16; son els angles
d’incidéncia i transmissio, respectivament, i r; és el coeficient de Fresnel

de reflexio per a polaritzacio perpendicular.

Per a trobar el valor de la transmitancia (T) heu d’aplicar el principi de con-
servacio de l'energia. En altres paraules, cal considerar que tota 1’energia de
I'ona incident s’ha de “repartir” entre 1'ona reflectida i I'ona transmesa. Aixo

es tradueix en que:

R +T; =1 (74)
I, per tant:

Ty=1-R

T,=1-12 (75)
Si substituiu 7 pel seu valor:

2
T,=1- 1y COs0; — 1y COs O (76)
1y COS 6; + 1y COs B,

Després de fer algunes operacions, acabareu obtenint 1’expressio segiient:

2
1, cOs 0 2ny cos6;
Ty = t( : (77)

ny cos6; \ ny coso; +n, cos6;
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Podeu comprovar, a partir de 1'expressio (66), que el contingut de 'interior del
paréntesi correspon al valor de ;. Per tant:

_ Ny COsO; £ 2

I
1y €os0;

(78)

La transmitancia ( T; ) per a una ona electromagnetica polaritzada amb
el camp eléctric ( E) perpendicular al pla d’incidencia és:

2
T _ Iy _mnycos6, 12 _Mm Cos 6 2y cos6; (79)
S I; mcos®; °  nycos6; | mn cosd; +n,coso,

on 1 i ny son els index de refraccioé dels medis 11 2, 8; i 6, son els angles
d’incidéncia i transmissio, respectivament, i tg és el coeficient de Fresnel

de transmissio.

Ja hem vist com es comporta, en arribar a una zona interficial, una ona pola-
ritzada amb el camp electric perpendicular al pla d'incidéncia. Durant l'estudi
hem introduit els coeficients de Fresnel (r i t;), que mostren les relacions entre
les amplituds de les ones incident, reflectida i transmesa, i també els conceptes
de reflectancia (R;) i transmitancia (T), que fan el mateix per a les intensitats.
A continuaci6 repetirem ’estudi per al cas en que 'ona esta polaritzada amb
el camp electric paral-lel al pla d’incidéncia.

3.2.3. Reflexioé i transmissié d’ones polaritzades amb el camp
electric paral-lel al pla d’incidéncia

L’estudi de la component amb polaritzacié paral-lela al pla d’incidéncia podria
semblar, a priori, una mica més complicat que la perpendicular. Observeu la
figura 12.

Figura 12a

Pla o

Pla de
la interficie

Figura 12

Ones incident, reflectida i
transmesa en una interficie en-
tre dos medis per al cas en que
I'ona incident esta polaritzada
amb el camp electric paral-lel
al pla d’incidencia.
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Figura 12b

Medi 1 Medi 2
Eq, My £2, Hp
A
kl
X
M -
“a ‘_...-V‘n
MNormal 9‘/ \éé;“ "'ﬁgr k,
BJA\ / 57
II \
A
f k;
\
Canvi de medi, y =0

Tall transversal

Com podeu veure en el dibuix, a diferéncia del cas anterior, en qué podiem
veure que una direccié perpendicular al pla d'incidéncia (el pla yz) sempre era
paral-lela al pla de la interficie (el pla xz), una direcci6 paral-lela al pla d’inci-
deéncia pot estar en qualsevol orientacio respecte al pla de la interficie. Es a dir,
pot ser tant paral-lela com perpendicular o com obliqua. Aquesta indetermi-
naci6 fa dificil la seva simplificacio.

De totes maneres, hi ha un cami alternatiu que simplifica 1'analisi: podeu fer
servir el camp magnetic en comptes del camp electric. Recordeu que, en una
ona electromagnetica, tots dos camps son perpendiculars entre si. Aixo vol dir
que una ona polaritzada amb el seu camp electric paral-lel al pla d'incidéncia
(pla yz) tindra el seu camp magneétic perpendicular a aquest pla i, en concret,
en la direcci6 de l'eix x. A la figura 12 ho podeu visualitzar.

Condicions de frontera del camp magnétic

Com en el cas de la polaritzacié perpendicular, tornarem a suposar que no hi ha
cap carrega ni corrent electric a la interficie. Per tant, la condici6 de frontera del
camp magnetic tangencial a la superficie és, segons I'expressio de la taula 3.2:

B;—B,=B, (80)

on B;, B, i B; son els camps electrics per a les ones incident, reflectida i trans-

mesa, respectivament.

Per a trobar les relacions entre les amplituds dels camps electrics fem servir,
com abans, la relaci6 entre els camps electric i magnetic que ja varem veure:

n n n
_1Ei__1Er:_2Et
c c c

Recordeu

El simbol ® indica una fletxa
que entra al paper. El simbol ©
indica una fletxa que surt

del paper.

Recordeu

La relacié entre els camps eléc-
tric i magnétic és:

B=1F
\4

I, per tant:

Vegeu la relacié entre els camps electric i
magneétic al modul “Lleis de Maxwell”.
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ny(E; — E;) = naE, (81)

Aquesta és la primera condicié que necessitem. Com que conté dues incogni-
tes (E, i Ey), cal obtenir-ne una segona. Aplicarem la condici6 de frontera per a
la component tangencial del camp eléctric.

Condicions de frontera per al camp eléctric

A la zona interficial, la component tangencial del camp electric ha de satisfer
la condicié corresponent de la taula 3.2. Per tant,

E; cos 0; + E, cos 0; = E; cos 6;

(E; + E,) cos 0; = E; cos 6; (82)

Ja tenim, doncs, les dues condicions que buscavem. Les tornem a mostrar una
al costat de 1'altra:

ny(E; — E;) = nE, (83)

(E; + E,) cos 0; = E; cos 6; (84)

Podeu comprovar que a les expressions nq(E; — E;) =nyE; (83) i (84) hi ha dos pa-

rametres desconeguts, E, i E; i un tercer que si que és conegut, E;. De forma analoga

a com hem procedit anteriorment, podeu combinar-les per a trobar una expressio
individual per a I'amplitud de 1'ona reflectida i de I'ona transmesa.

Determinaci6 de I’amplitud de 1’ona reflectida

Per tal de trobar la primera relacio, comenceu per aillar el valor de E; a I'equa-
ci6 ny(E; - E,) =nyE; (83):

E = ny (E; - E) (85)
n
I ara substituiu E; a I'equacio (84):
E;,-E
(E; + E,)cos6; = Mcos 0; (86)
)

Podeu agrupar en una banda els termes que depenen de E, i a l'altra els que
depenen de E; i treure’n factor comu:

E, cosb; +ﬂEr cos0; =—E; cos0; +ﬂE,~ cos6; (87a)
h h
n m
€08 0; + —cosO; |E, =| —cos0; + —cos6; |E; (87b)
L) h

I d’aqui trobem l'expressio segiient:

n

—C0s0; + 1 cos 6,

Lr_ )

. n

Ei  cose; + ™ coso,
L)

Vegeu el procediment de condicions de
frontera al subapartat 3.2.2 d’aquest
modul.
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Per acabar, podeu “arreglar-la” una mica si multipliqueu a dalt i a baix per n,,
i obtindreu la primera de les relacions que estavem buscant:

E, _—npcos; +ny cosb; a8
E; nycos0; +mny cos; (88)

Determinacié de I’amplitud de 1’ona transmesa
Per tal de trobar la segona relaci6 (E,/E;), heu d’aillar el valor de E, a I’equacio

m(E; - E;) = nyE; (83):

E, - E - 12f (89)
m

I ara substituiu E, a I’equacio (84):

[El- +E - nZ—Etj cos6; = E; cos; (90)
m

Com abans, podeu agrupar en una banda els termes dependents de E; i a I’al-
tra, els de E; i treure’n factor comu:

—’:1—2 E; cos0; — E; cos0; = —2E; cos6;
1

[”—zcosei +coset]Et =(2cos0;)E; (91)
n

I d’aqui trobem l'expressio segiient:

E 2€0s0;

E;

n

=2 cos0; + cos O,

m

Podeu multiplicar a dalt i a baix per n; i obtindreu la segona de les relacions
que estavem buscant:

E; 2ny cos6;

E - 1y COS 6; + 1y Cos Oy ©2)

De forma analoga a com hem vist per al cas de la polaritzaci6é perpendicular, po-
deu comprovar que les relacions (88) i (92) demostren que es poden determinar,
en tot moment, els quocients entre les amplituds de les ones reflectida i incident,
i de les ones transmesa i incident, respectivament, si es coneixen Gnicament els
indexs de refraccio dels dos medis (17 i n,) i I'angle d’'incidéncia (8;). Pel que fa al
valor de 6; que apareix a (92) , es pot obtenir a partir de la llei de Snell (49).

Aquests quocients s’anomenen coeficients de Fresnel per a polaritzacio
paral-lela, i es simbolitzen, de forma respectiva, r, per a I'ona reflectida i t, per

a ’ona transmesa.

Vegeu el procediment per a polaritzacié
perpendicular al subapartat 3.2.2
d’aquest modul.
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Els coeficients de Fresnel de reflexio (rp) i transmissio (tp) per a po-
laritzaci6 paral-lela son:

. _E _ —npcos; +m coso; 93)
P E; 1y cos; +mny cosdy

E 2my cos6;
= Zt 1 L (94)
i Ny COSO; + 1y COSO;

on 6,1 0; son els angles d’'incidencia i transmissio, respectivament, i 1,
i ny son els index de refraccié dels dos medis.

Determinacio de les intensitats

Els coeficients de Fresnel (rp) i (tp) expressen la relaci6 entre les amplituds de
les ones reflectida i transmesa respecte a 'amplitud de 1'ona incident. Tal com
heu vist per a la polaritzacié perpendicular, també podeu definir la reflectan-
cia (Rp) ila transmitancia (Tp) com el quocient entre les intensitats de les ones:

I
R, =—;
I
T,=-+ (95)
I;

Recordeu que el valor de la reflectancia (R,) correspon al quocient dels qua-
drats de les amplituds de les ones reflectida i incident:

I. E?
R, —-r_%r_ 9
P, E? (96)
Per tant:
Rp:rp2 97)

La reflectancia (Rp) per a una ona electromagnética polaritzada amb el
camp electric ( f ) paral-lel al pla d’incidencia és:

2
R zizrzz —y COS 0; + 11y COS 6; 98)
P P 1y COS 0; + 11y COS O

i
on 1y in, son els index de refracci6 dels medis 112, 67 i 6, son els angles
d’incidéncia i transmissio, respectivament, i r; és el coeficient de Fresnel

de reflexio per a polaritzaci6 paral-lela.

Vegeu el procediment per a polaritzacié
perpendicular al subapartat 3.2.2
d’aquest modul.
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Per a trobar el valor per a la transmitancia (T, p) heu d’aplicar la relacié T,=1-Ry

T

2
) :1_(—n2cosei+n1cosetj 99)

1y COS 0; + 14 COs Oy

Després de fer algunes operacions, acabareu obtenint I'expressio segiient:

2
_ Ny COsO; [ 2mny cos6; ] (100)

P 1y cos0; \ ny cos6; +ny cos6;

Podeu comprovar, a partir de 1'expressio (94), que el contingut de 'interior del
parentesi correspon al valor de t,. Per tant,

_ Ny CosO; £ 2 (101)

P 1y cos0; P

Per a una ona electromagnetica amb polaritzacié perpendicular i que
incideix sobre una interficie entre dos medis, la transmitancia (T) és
el quocient entre les intensitats de 1’'ona transmesa i de I’ona incident:

T =
p I, mncosb; P 1, COS 0;

2
Iy _ 1y cos6; ¢ 2 _Mpcos 0; 2y cos6; (7
1y COS 0; + 11y COS O (L)

on ny i ny son els index de refraccio dels medis 11i 2, ;1 6; son els angles
d’incidencia i transmissio, respectivament, i ,, és el coeficient de Fresnel
de transmissio.

Ja hem estudiat els dos casos que considerem com a “bases”. A la taula 3.3 po-
deu visualitzar de forma conjunta els coeficients que acabem d’estudiar per als
dos casos.

Taula 3.3

Polaritzacio perpendicular al
pla d’incidencia

Polaritzacio paral-lela al pla
d’incidencia

coeficient de
Fresnel de Is
reflexio (r)

~ N€osB; —n, cosO, _ —Nn,€os6; + nycosb;

Ny cos0; +n, coso; P n,cos6; + nycosb,

coeficient de B 2n; cos6; B 2n; cos6;

t. =
Fresnel de S Ny cos6; + n, cosB;

p=—— 1 —L —
N n, cos®; + ny;coso
transmissio (t) 2 i+t t

p =

s 2
Reflectancia [m cosh; —n, coset) R
S

2
P —n, cos0O; + N, Cosh, )
R=r ~\ nycos0; +ny cos 6,

N, cosO; + ny coso;

Transmitancia

2 2
7 _M2C0s 0; { 2n, cos; J 7 _Mm Cos6, [ 2n, cos6; J

_pcosb; 2 5 nycos®; | nycos®; +n, cos6, P nycos®; | n, cos®; +ny cos6,
nycoso;
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Per a totes les expressions, 17 i 11, sOn els indexs de refraccioé respectius dels me-
dis 1i2,i6;i6;s0n els angles d’incidéncia i de refraccid. Recordeu que els an-
gles sempre es mesuren respecte a la perpendicular al pla de la interficie.

Anteriorment ja varem veure que qualsevol ona electromagnetica es pot con-
siderar com una combinaci6 de diverses ones amb polaritzacions lineals en di-
reccions diferents, com per exemple aquests dos casos que hem estudiat. Aixi
doncs, el coneixement del comportament per separat de les polaritzacions
perpendicular i paral-lela ens permet determinar de forma completa el com-
portament de qualsevol ona en una interficie de canvi de medi.

Val la pena estudiar un cas particular per a les expressions anteriors: el d'una
ona que es propaga en una direccié perpendicular a la interficie de canvi de
medi. Aquest cas s’anomena de forma habitual incidéncia normal. Els motius

per a estudiar-lo sén:

e Esun cas forca habitual.
e Les expressions se simplifiquen considerablement.
e Ajuda a entendre bé els conceptes de reflectancia i transmitancia.

Per a determinar les expressions corresponents a aquest cas, simplement cal
agafar el cas general per a la polaritzacié perpendicular de la taula 3.3 i fer la
substituci6 6;=016,= 0 (aquest Gltim valor s’obté a partir del d'incidencia mit-
jancant la llei de Snell (49)).

Taula 3.4

coeficient de ny€os0; —n, cos 6, m-n;
re= 2 T2 I =——%
Fresnfe! de n;cos®; +n, cos6, = m+n;
reflexié (r)
coeficient de 2n,cos6; ¢ =2
Fresnel de 7 nycos; +n, cos b, = T
transmissio (t)
> . 2 2
Reflectancia R =M €0s0; —n, cos6, Ro_[ M=
R=" M cosO; +n, cosO; = SRR
Transmitancia
0 2 0 ? 2m Y
_nycos6; o | 7, =2 t[ M €osb; j = T, ='LZ[ M j
= ny coso; Ny cos®; | nycos6; +n, cos; m\m+n

Podeu comprovar que, igual que en els casos que hem estudiat anteriorment,
en aquest cas particular també es compleix que R, + T,, = 1 per a qualsevol va-

lor de ny i n,.

Exemple de determinacié de les intensitats

Sobre un vidre (n ~ 1,5) hi incideix, perpendicularment, un feix de radiaci6 electromag-
nética d’'intensitat 50 W/m2. Calculeu:

a) La intensitat de la radiacio reflectida.
b) La intensitat de la radiaci6 transmesa a 'interior del vidre.

Vegeu la polaritzacié a I'apartat 2
d’aquest modul.

6=0°06=90°7

Recordeu que en I'estudi de la
reflexié i transmissid, els angles
sempre es mesuren respecte a
la perpendicular a la interficie.
Per tant, en el cas d’incidéencia
normal, I'angle és 6 = 0.

Vegeu la reflexi6 i transmissié d’ones
polaritzades als subapartats 3.2.2i 3.2.3
d’aquest modul.
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Solucid

Si llegiu bé I’enunciat del problema, podeu veure que es tracta d’'una ona electromagne-
tica que incideix de forma perpendicular. Aixi doncs, farem servir les expressions corres-
ponents al cas d’incidéncia normal (6 = 0).

D’altra banda, ates que tant les dades de que disposem com les que se’ns demana trobar
son totes elles magnituds d’intensitat, vol dir que haurem de treballar amb la reflectancia
(R,)), per a la radiacio reflectida, i la transmitancia (7},), per a la radiaci6 transmesa.

a) El primer que hem de fer és determinar la reflectancia per a incidencia normal corres-
ponent a la interficie. Com que "’enunciat no ens diu res al respecte, suposarem que el
medi 1 és l'aire (177 ~ 1). Fem el calcul a partir de I’expressio de la taula 3.4:

2 2
R, - m—n | _ 1-1,5 ~0,04 (103)
m+n, 1+1,5

De la definici6 de reflectancia (73), podeu deduir que la intensitat de la radiaci6 reflec-
tida sera:

Ig = Rylp=0,04 - 50 = 2 W/m? (104)

b) Per a la determinaci6 de la radiaci6é transmesa, procedim de forma analoga pero ara
amb el valor de la transmitancia:

2 2
Tn _ & an _ 1,5( 2 j _ 0,96 (105)
m\n +n, 1\1+15

També podriem haver-la determinat mitjancant la propietat R,, + T,, = 1:

T,=1-R,=1-0,04=0,96 (106)

Com en el punt (a), podem determinar la intensitat de la radiaci6 transmesa a partir de
la intensitat incident i el valor de la transmitancia:

Ip=T,I=0,96 - 50 = 48 W/m? (107)

Podeu comprovar que la suma dels resultats dels dos apartats dona la intensitat total
(50 W/m?).
Ja hem vist els coeficients de Fresnel (ri f) i els conceptes de reflectancia (R) i
transmitancia (7). Hem vist que tots aquests parametres depenen de:

¢ els indexs de refraccio del dos medis (117 i 11,),
¢ l’angle d’incidencia de 1'ona (6;).

L’angle de transmissio (8;), com ja hem dit diverses vegades, no el tenim en
compte perque ve determinat directament per 'angle d’'incidéncia, mitjan-

cant la llei de Snell (49): ny sin 6; = n, sin 6.

Tot seguit, analitzarem els coeficients de la taula 3.3 i veurem com els afecten tant
els indexs de refracci6 com l'angle d'incidéncia. Comencarem per estudiar un fe-
nomen que depen només de la polaritzacid, I'angle de Brewster; i continuarem
amb un cas que només es dona quan n; > 1, i que ja heu vist anteriorment, I'angle

critic.

3.2.4. Angle de Brewster

A partir de les expressions dels coeficients de Fresnel (ri t) i de la reflectancia
(R) ila transmitancia (7) de la taula 3.3, podem estudiar la relaci6 entre les in-

Vegeu |'angle critic i la reflexi6 interna
total al modul “Optica”.
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tensitats o les amplituds de les ones incident, reflectida i transmesa per a una
interficie entre dos medis no conductors i per a qualsevol angle d’incidéncia.

Centrarem l’analisi en 1'expressio per a la reflectancia (R ), ja que és el parame-
tre més interessant i a partir del qual es dedueix la resta. Aquests altres para-
metres es poden calcular de forma directa a partir de les relacions (74), (73), (o
(98))i (79) (o (102)), que us tornem a recordar:

T=1-R (108)

r=+R (109)

fo [MmCosdi ;. (110)

1y COS 6;
Tot seguit estudiarem com és la reflectancia (R) per al cas particular en que 'in-
dex de refraccié del primer medi és inferior al del segon (17 < n) ('estudi és
equivalent a fer-ho per a ny > n,, pero aquest segon cas el deixem per a més

endavant). Un exemple d’aquest cas en que n; < 1, podria ser una ona que es

propaga per l'aire (n; ~ 1) i entra a l’aigua (1, ~ 1,33).

A la figura 13 us mostrem graficament la reflectancia en funcio6 de I’angle d'in-
cidencia (6;) per a aquest exemple, tant per a la polaritzacio perpendicular (Rg)

com paral-lela (Rp).

Figura 13

a. b.

Reflectancia Ral cas n;=1in,=1,33

Vegeu la reflexié i transmissié d’ones
polaritzades als subapartats 3.2.2i 3.2.3
d’aquest modul.

Recordeu

L'angle d’incidéncia (8;) és
I'angle que forma la direccié
de propagacié6 de I'ona amb el
pla d’incidencia, no amb el pla
de la interficie

[V,

~ | /

—

Angle de Brewster

— — Rs Valor maxim / 0,10+ — ~ Rs
08014 —— Rp ! — R
/ 0,08
/
0,60 L 0,06
/
/ 0,04
0,40 / 1 -
/ 0,02 F—=t=
/ —
Valor minim y i
0,20 ) :
,’/ 0 10 20 30 40 so‘Kéo 70 80 90
0,00 = — T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Angle d’incidéncia 0; (*)

Si observeu les corbes tant de la polaritzacié perpendicular (R) com de la
paral-lela (R,) a la figura 13a, podeu comprovar que, en tots dos casos, els va-
lors maxims de la reflectancia es troben per a angles propers a 6 ~ 90°. Aquesta
situaci6 s’anomena incidencia rasant, i en ella 'ona incident es propaga de for-

ma paral-lela a la interficie. Per a angles propers a aquesta regio, la reflectancia

Figura 13

a. Reflectancia en funcié de
I'angle d'incidéncia per al cas
(m < ny).

b. Ampliacié de la regi6 prope-
ra a I'angle de Brewster.
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és gran i la transmitancia es fa gairebé nul-la. Aquest és el motiu pel qual, per
exemple, un llac molt tranquil actua com un mirall quan el mirem des de la
seva mateixa altura i, en canvi, no succeeix el mateix quan 'observem des de

més amunt.

Pero si us fixeu de nou en la mateixa figura, veureu que també hi ha un valor
minim de la reflectancia. On es troba aquest valor minim? I encara més, po-
dem arribar a trobar algun angle per al qual la reflectancia es faci 0? La figura
13b mostra una ampliaci6 de la regi6é propera a aquest minim.

Observeu primer la corba per a la polaritzacié perpendicular (Rg). Podeu veure
que el valor minim correspon al cas 6 ~ 0°, anomenat d’incidéncia normal o
perpendicular, pero aixi i tot, el valor de la reflectancia no arriba fer-se 0. La
conseqiiéncia és que sempre hi haura una part de I’ona que es veura reflectida,

és a dir, no tindrem mai una transmissié completa (Tg < 1).

Per contra, si us fixeu en la corba per a polaritzacio paral-lela (Ry,) observareu
que el minim en la reflectancia ja no correspon a I’angle 6 ~ 0°, sind que exis-
teix un altre angle d’incideéncia per al qual no només la reflectancia és minima,
sin6 que fins i tot es fa zero (figura 13b). Aquest angle “especial” s’anomena
angle de Brewster.

L’angle de Brewster és un concepte nou que no havieu vist, ja que els seus efec-
tes s’obtenen a partir de la polaritzaci6 de 'ona. Es a dir, 'angle de Brewster
no es pot mostrar des d’'un punt de vista purament fenomenologic com el que
haviem fet servir anteriorment, en el cas de I'Optica geometrica.

Determinem, doncs, el valor exacte de 1'angle de Brewster. Us heu de fixar en
I’expressio per a la reflectancia R, de la taula 3.3:

(111)

2
R, _[Mmcos 0; —ny cos6;
P 1 €os 0; +ny Ccos 6;

L’angle de Brewster correspon al valor de 6; per al qual la reflectancia és nul-la,
és a dir, I'angle per al qual el numerador de I'expressié (111) es fa zero. Aquest
angle es pot trobar a partir de 'anomenada llei de Brewster:

n
tano6p =2

n (112)

Com podeu comprovar, el valor exacte de 1'angle de Brewster depén tnica-
ment dels indexs de refraccié dels dos medis implicats.

6~90°0 6==7

T
2

Recordeu que la forma més
adequada de mesurar els an-
gles és en radians, ja que és aixi
com estan definides les funci-
ons matematiques.

Tanmateix, en aquest text fa-
rem una excepci6 per als an-
gles geometrics i els
especificarem en graus sexage-
simals (°), ja que és com se sol
fer en el mén quotidia.

Aixo sf, només ho farem per als
angles geometrics, mai en els
desfasaments ja que, en aquest
cas, s’haurien de fer servir els
radians.
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Activitat

Deduiu la llei de Brewster a partir de n; cos®, —n, cos6; = 0. Recordeu que 6; i 6; es rela-
cionen a través de la llei d’Snell. Ajuda: sin (26) = 2 sinf cos6.

L'angle de Brewster (6p) és I'angle d’incidéncia per al qual la reflectancia
corresponent a la polaritzaci6 paral-lela a I'eix d’incidencia (Ry) es fa zero i
nomeés es reflecteix la component perpendicular. Per tant, per a aquest an-
gle, 'ona reflectida sempre presentara polaritzacié perpendicular.

El seu valor exacte depen només dels valors dels indexs de refraccio dels
dos medis implicats i es pot trobar mitjancant la llei de Brewster:

tan @y =2 (113)
4]

on 1, i n, son els index de refracci6 dels medis.

Exemple de I’angle de Brewster
Determineu l’angle de Brewster per a la interficie entre 1'aire (n ~ 1) i I'aigua (n ~ 1,33).
Solucio

Per a trobar I'angle de Brewster per a la interficie aire-aigua, heu de fer servir la llei de
Brewster (113):

n
tan@y = —2
n

1

Nomeés cal substituir els valors de n; i n, corresponents (1 ~ 11 n, =~ 1,33):

tan0p = 1,33

=0p =arctan1,33 =53°

En resum, una ona amb polaritzacio lineal paral-lela al pla d'incidéncia i que
incideix sobre una interficie entre dos medis amb un angle d’inclinaci6 igual
a l’angle de Brewster (8p) corresponent, tindra reflectancia nul-la i, per tant, es

transmetra completament.

Perd que succeeix si I'ona incident no presenta aquest tipus de polaritzaci6? Per
exemple, suposeu una ona “no polaritzada”. Recordeu que en realitat aixo vol dir
que l'ona presenta polaritzaci6 en infinites direccions. Recordeu també que una
polaritzaci6 lineal en qualsevol direccié de polaritzacié es pot representar com
una combinaci6 de polaritzaci6 parallela i polaritzacié perpendicular. Quan
aquesta ona incideix amb 1’angle de Brewster (8g) la seva component paral-lela no
es veura reflectida mentre que la component perpendicular si. Per tant, 1'ona re-

flectida nomeés presentara polaritzacié perpendicular.

Un cop hem estudiat el comportament en el cas n; < n, passem tot seguit a
analitzar el cas contrari: una interficie en que n; > n,. Veureu que apareix un
fenomen nou que ja us varem descriure anteriorment i que ara explicarem meés

detalladament.

Vegeu la polaritzacié a I'apartat 2
d’aquest modul.

Vegeu I'angle critic al modul “Optica”.
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3.2.5. Angle critic

Podem aplicar el mateix procediment que hem seguit anteriorment per a de- Vegeu ¢l procediment per a Fangle de

. N 1p2 . 2z B ter al subapartat 3.2.4 d’ t
terminar el comportament d'una ona en el cas en que I'index de refracci6 del modul, e e

primer medi és més gran que el del segon (117 > 1,). Un exemple d’aquest cas
és la mateixa interficie entre 1'aigua (n ~ 1,33) i l'aire (n ~ 1) que hem vist
abans, pero ara vista “des de 1'altra banda” (des de dins de 1'aigua).

Com abans, estudiarem nomeés el valor de la reflectancia, ja que la resta de coefi-
cients es troben a partir d’aquesta. Analitzem com evoluciona la reflectancia en
funci6 de I'angle d’incidéncia (6;) segons les expressions de la taula 3.3:

2
R - 1 COs0; — 1y COs Oy
s 1y COS6; + 1y COs Oy

2
R, = 1y cosO; — 1, COSH; (114)
1y cos 0y + 1y cos b;

Tal com hem fet en el cas anterior, us presentem la figura 14, on hem repre-
sentat de forma grafica les expressions per a les reflectancies (114). Hem fet
servir com a exemple la interficie entre l'aigua (11, ~ 1,33) i l’aire (111 ~ 1). Noteu
que, a diferencia del cas de ’angle de Brewster, aqui ’'ona va en sentit contrari,
és a dir, de l'aigua a l'aire.

Figura 14
a. b,
Reflectancia R peral cas n; =1,33in; =1
1100 l ] / 0,12 :
— = Rs A1 >
R Valor maxim 0,10 )
0,80 {— p — R ) ‘
0,08 7
! ’
0,60 0,06 )
I Regi6 de , , I
If reflexio total 0.04 ,
" ' P
0,40 l: |l /
i 0,02 % =
Valor minim 1 /
0,20 / } : Angle critic 0,00 \-~__/
, s [ o 10 20 30 f40 50 60
X 1 / Angle de Brewster
0,00 == = y

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Angle d'incidéncia 0; (°)

Fixeu-vos que la forma de les corbes és molt similar al cas 1y < n, (figura 13) i, - 1
igura

fins i tot, tornem a trobar I’angle de Brewster (aixo si, ara amb un valor inferior
a. Reflectancia en funcié de
I'angle d'incidéncia per al cas
ny > n,.

En efecte, podeu observar com hi ha tota una regid, a partir d’'un angle deter- b. Ampliaci de la regi6 prope-
ra a I'angle de Brewster

a l'altre cas). Pero el fenomen més rellevant el trobem per a un angle més gran.

minat, on la reflectancia és 1. Es a dir, existeix un angle limit a partir del qual
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tota 1'ona es reflecteix i ja no hi ha ona transmesa. Aquest angle s’anomena
angle critic, angle limit o angle de reflexid total.

La determinaci6 del valor exacte de l’angle critic es pot fer a partir de qualsevol
de les equacions (114). Només cal imposar Rg=1 (o bé R, = 1):

2
R - 1y COSO; — 1y COS Oy 1 (115)
1y COs0; + 1y COs O,

La soluci6 de I'’equaci6 (115) ens dona la relaci6 per a trobar 1’angle critic (6,):

. 1y
sinf, = " (116)

No hem detallat el procés de resolucio de l’equacio (116) perque queda més
enlla dels objectius de l’assignatura, i hem passat directament al resultat. Si
que us direm que ha calgut aplicar la llei de Snell (49), n;sin6; = n,sin6,, i la
identitat trigonometrica sin0 + cos0 = 1.

Activitat

Obtingueu 1’'equacio (116).

L’angle critic, angle limit o angle de reflexi6 total (6,) és I'angle d’in-
cidencia a partir del qual una ona que incideix sobre una interficie de
separacio de dos medis es reflecteix de forma total i no es transmet cap
a l’altre medi. El seu valor depén només dels valors dels indexs de re-
fracci6 dels dos medis implicats:

. n
sinf =-2 (117)
1

on ny i n, son els index de refracci6 respectius dels dos medis.

L'angle limit nomeés apareix quan el I'index de refraccio del primer

medi és més gran que el del segon (117 > n,).

Com podeu comprovat, la relacié (117) és la mateixa que ja vareu veure an-

teriorment, en el cas de I'Optica geometrica.

Com en el cas de I'angle de Brewster, el valor especific de 1'angle critic depén Gni-
cament dels indexs de refraccio respectius dels medis implicats (177 i 11,). El signi-
ficat fisic d’aquest angle és que una ona que incideix sobre una interficie de
separacio de medis amb un angle d’incidéncia més gran que I'angle critic corres-

ponent, pateix 1'efecte de la reflexio total i no es transmet cap al segon medi. Un

Vegeu |'angle critic i la reflexi6 interna
total al modul “Optica”.

g




CC-BY-SA « PID_00159125 57

Propagaci6 d’ones electromagnétiques

exemple d’aquest fenomen el podeu trobar si observeu la superficie de 1'aigua vis-
ta des de sota. Per a certs angles, la superficie apareix com un mirall.

L'existéncia d'un angle critic és una propietat molt interessant que es fa servir
en multitud d’aplicacions. Una de les més comunes és en el disseny de fibres
optiques, on el que interessa és que la llum que s’hi propaga es reflecteixi in-

ternament de forma indefinida.

Exemple d’angle critic
Determineu l’angle critic per a la interficie entre 1'aigua (n ~ 1,33) i l'aire (n = 1).
Solucié

Per determinar ’angle critic heu de fer servir la relaci6 (117):

sin@, = o
n
Si substituiu els valors dels indexs de refraccié corresponents a l’aigua (n; = 1,33) i 'aire
(ny =~ 1), tindreu:

sin®, =i=0,75 (118)
1,33

Per acabar, calculeu l'angle critic a partir del resultat (118):

0. = arcsin 0,75 = 49°

3.3. Que hem apres?

En aquest apartat hem estudiat els comportament de les ones quan incideixen
sobre una interficie entre dos medis.

Per comencar hem vist les “bases” per a aquest estudi, les condicions de fron-
tera, és a dir, les condicions que els camps eléctric i magnetic han de satisfer
obligatoriament a les regions properes a les interficies entre dos medis. Aques-
tes condicions sén conseqiiencia directa de les lleis de Maxwell que varem
veure en el modul corresponent, tot i que aqui les hem mostrat des d’'un punt

de vista més intuitiu.

A continuacié hem analitzat el comportament de les ones en travessar una in-
terficie i hem deduit les mateixes lleis de reflexio i refraccié que vareu veure
anteriorment, pero ara amb més detall i des d"un punt de vista de les ones elec-
tromagnetiques.

Durant l'estudi hem comprovat que existeixen diferéncies en el comporta-
ment entre una ona i una altra segons la seva polaritzacio i, per tant, hem di-
vidit I’analisi en dos casos: un per a una ona amb polaritzaci6 lineal i amb el
camp electric perpendicular al pla d’incidencia i 1’altre amb el camp eléctric
paral-lel. Aquests dos casos son la “base” a partir de la qual es pot estudiar el

comportament general.

Vegeu les lleis de reflexié i de refraccié
de la llum al modul “Optica”.
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També durant 'estudi hem trobat que existeixen alguns angles concrets per
als quals es produeixen uns comportament especifics. Es el cas de l'angle de
Brewster, que correspon a I'nic angle d’incidéncia per al qual una ona podria
transmetre’s completament i no reflectir-se. I també és el cas de 1'angle critic,
angle a partir del qual succeeix precisament el contrari, €s a dir, 1'ona es reflec-
teix completament i no hi ha transmissio.
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4. Reflexiod i transmissio per una capa prima:
interferéncia

Fins aqui hem estudiat la propagaci6 de les ones electromagnetiques i el seu
comportament en trobar-se amb una interficie entre dos medis materials dife-
rents. Ja tenim, doncs, les “eines” necessaries per a poder analitzar algunes
configuracions concretes que es troben de forma habitual en moltes aplicaci-
ons quotidianes.

Si recordeu, quan varem deduir els coeficients de Fresnel i els conceptes de re-
flectancia i transmitancia varem establir una serie de condicions per a simpli-
ficar el calcul. Una d’elles feia referéncia a que les dues bandes de la interficie
tenien una extensio infinita. Pero que succeiria si aquesta suposicié no fos cer-

ta, és a dir, si el segon medi tingués un gruix determinat?

Aquesta configuraci6 s’anomena capa prima i, tal com podeu observar a la
figura 17, es tracta d’un sistema amb tres medis material involucrats: el
medi d’“entrada”, el medi de l'interior de la capa i el medi de “sortida”.
També podeu observar que en el sistema hi ha presents dues interficies de

canvi de medi.

Les capes primes son molt habituals en moltes aplicacions dels ambits de la
telecomunicaci6 i de I’Optica, ja que, com veureu en aquest apartat, una de les
seves propietats és que produeixen interferéncies. Aquest fenomen, que ja us
varem introduir aplicat a ones mecaniques, és el fonament en que es basen
bona part dels mecanismes per a separar o filtrar ones de diferent longitud
d’ona.

En aquest apartat estudiarem el comportament d’'una ona electromagnetica
quan travessa una capa prima i com varia en funci6 de les caracteristiques tant
de la capa com de I’ona mateixa. Abans, pero, tornarem a explicar el concepte

d’interferéncia en una ona.

4.1. Concepte d’interferéncia

Abans d’entrar en l'estudi de les interferéncies degudes a una capa prima, és
necessari recordar-vos el concepte d’interferencia. Aquest fenomen ja el vareu
veure i per a explicar-vos millor en qué consisteix comencarem amb un exem-
ple. A la figura 15 podeu observar dues ones circulars amb fonts molt properes

i que interfereixen entre si.

Vegeu la propagacié de les ones
electromagneétiques als apartats 1i 2
d’aquest modul.

Vegeu el seu comportament en trobar-se

una interfici e a I'apartat 3 d’aquest
modul.

Vegeu els coeficients de Fresnel al
subapartat 3.2 d’aquest modul.

Vegeu les interferéncies aplicades a ones
mecaniques al modul “Ones”.

Vegeu el concepte d‘interferéncia
al modul “Ones”.
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Figura 15

La figura mostra les interferéncies creades per ’accié conjunta de dues ones
(en aquest cas, circulars) de les mateixes caracteristiques perd provinents de
dues fonts independents. Les zones clares representen els maxims en l’'ampli-
tud de I'ona, mentre que les zones fosques representen els minims. A la imatge
podeu comprovar que existeixen punts on I'amplitud és sempre maxima i
d’altres on és sempre minima. No els heu de confondre amb els maxims i mi-
nims de les ones. Aquests Gltims es desplacen a mesura que 1’'ona es propaga,
mentre que els punts en qiiesti6 romanen en posicions determinades i fixes,

que depenen de factors geometrics.

L'explicaci6 de 'existéncia d’aquests punts rau en que, atés que la distancia
que ha de recorrer cadascuna de les ones des del seu respectiu origen fins arri-
bar al punt en qiiesti6 és diferent, també ho sera el seu destasament.

Anteriorment us varem introduir el principi de superposicié, que deia que la
magnitud de I'ona resultant de la superposicié de dues ones és la suma alge-
braica de les magnituds de cadascuna en aquell instant. Aquesta suma es fa te-
nint en compte també el signe de les magnituds, de tal manera que si una ona
arriba amb la seva magnitud positiva i I’altra ho fa amb la magnitud negativa,
es compensaran de forma parcial o fins i tot total. Per tant, la magnitud de
I'ona resultant en un punt i en un instant determinats depén del desfasament
amb queé arriben les ones respectives. A aquest fenomen se I’anomena interfe-

rencia.

Per a visualitzar aquest fenomen, val la pena analitzar els dos casos extrems:
quan les ones arriben en fase entre elles i quan les ones arriben en contrafase.
A la figura 16 us mostrem un exemple esquematic amb aquests dos casos.

Figura 15

Exemple d‘interferéncies crea-
des per dues ones circulars

Vegeu el principi de superposicié al
modul “Ones”.
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Figura 16

a.
Ona resultant

Interferencia
constructiva

Desfasament:
0, 2n, 4m...

b.

Interferencia
destructiva

Ona resultant

Desfasament: 4:"
w, 37, 5T... 5 ;

A la figura 16a, les dues ones estan completament en fase. Aquesta situacio
succeeix quan el desfasament és un multiple parell de = (0, 2, 4m, ..., 2nn). En
aquest cas, I'amplitud resultant és la suma de les dues amplituds. Diem que es

tracta d’'una interferéncia constructiva.

A la figura 16b les dues ones tenen fases oposades. Aquesta situacio succeeix
quan el destasament és un multiple senar de = (0, 3=, ..., (2n + 1)n). En aquest
cas, 'amplitud resultant és la diferéncia entre les dues amplituds. Diem que es
tracta d'una interferencia destructiva.

Es diu que en un punt on es propaguen dues ones de fonts diferents es
produeix una interferéncia constructiva quan la diferéncia en el des-
fasament (A¢) de totes dues és un multiple parell de n:

Ag = 2nn
(Ap =0, 27, 4m, ...) (119)

En els punts on es compleix aquesta condicid, I’'amplitud d’oscil-lacio
és maxima.

Es diu que en un punt on es propaguen dues ones de fonts diferents es
produeix una interferéncia destructiva quan la diferéncia en el desfa-

sament (Ap) de totes dues és un multiple senar de

Ap=(2n+ 1)n
(Ap=m, 3=, 3m, ...) (120)

En els punts on es compleix aquesta condicio, I'amplitud d’oscil-lacio

és minima.

Figura 16

Explicacié esquematica dels
conceptes d’interferencia:

a) interferéncia constructiva
b) interferéncia destructiva

Recordeu

sin 6 = sin(0 + 2x)
cos 0 = cos( + 2m)

o0 = @i(0+21)

per a qualsevol valor de 0

Delta fi

A és la lletra grega delta ma-
jascula i s'acostuma a usar per
a indicar una diferéncia o un
canvi en la magnitud a que
acompanya.

Aixi, Ag indica una diferéncia
de ¢ i es llegeix “delta fi".
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En la resta de casos ens trobarem en un terme mitja. Heu de tenir present que
I’amplitud sera més gran com més s’apropi a un multiple parell de &, i més pe-

tita com més s’apropi a un maultiple senar.

Un cop ja coneixeu el concepte d’interferéncia, podem procedir, ara si, a l’es-
tudi de les reflexions i transmissions successives que es produeixen en una

capa prima.

4.2. Estudi de les reflexions i transmissions en una capa prima

Com ja varem veure, quan una ona incideix sobre una superficie de canvi de
medi es genera una ona reflectida i una altra transmesa. En el cas d'una capa
prima, un cop l'ona incident ha travessat la primera interficie, es troba amb

una segona interficie, corresponent a l'altra cara de la capa prima.

A la figura 17 podeu visualitzar un exemple esquematic d'una capa prima de
gruix [ a l'interior de la qual hi ha un medi material B amb index de refraccio
n. La capa esta ubicada entre dos medis (A i C). Per a simplificar, suposarem
que aquests medis A i C son l'aire, amb un index de refraccié molt proper al
del buit (n = 1); també suposarem que el medi B és un medi no conductor que

no presenta absorcio.

Figura 17
A B C
h [ n
R r
0 N 7
Ao
R
1 _—
o
Rz o Tz
«— | —>

En el dibuix podeu veure una ona (I) que viatja per un medi material A. En
incidir sobre la interficie de separaciéo amb el medi B, es “divideix” en dues
ones: una ona reflectida (R;) que retorna cap al medi A i una ona transmesa
que es propaga per l'interior de B amb un angle 6 respecte a la perpendicular

a la superficie.

L'ona que ha continuat el seu cami per l'interior de B ara es troba amb la se-

gona interficie, la que separa B i C. En conseqiiencia, torna a generar dues no-

Vegeu les ones reflectides i les ones
transmeses a I'apartat 3 d’aquest modul.

Figura 17

Esquema de les reflexions i
transmissions successives en
una capa prima




CC-BY-SA ¢ PID_00159125 63

Propagaci6 d’ones electromagnétiques

ves ones: una nova ona reflectida que “torna enrere” per l'interior de B i una

ona transmesa (T) que continua el seu cami ja per I'exterior del medi C.

De la mateixa manera, I’ona que ja ha estat reflectida un cop i s’esta propagant
cap enrere per l'interior de B es retroba amb la primera interficie entre A i B
per on ja ha passat abans, pero ara ho fa en sentit contrari. De nou, podeu veu-
re que tornen a generar-se dues ones: una nova ona reflectida que continua a
I'interior de B i una ona (R;) que travessa la interficie i continua el seu cami

per 'exterior, A.

Aquest procés es repeteix de forma indefinida i es generen les ones R,, R3, etc.,

en el medi Ai Ty, Ty, etc. en el medi C.

Limitarem l’analisi a 1'altim grup d’ones (les del medi C), ja que son les que
ens interessen. A partir de la figura 18 podeu deduir que les ones que es pro-
paguen pel medi C (T, Ty, T5, ...) soOn totes paral-leles i la seva direcci6 de pro-
pagacio és exactament la mateixa que la de I’ona incident inicial I (desplacades

lateralment, aixo si).

Figura 18
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En efecte, si analitzeu bé la geometria de la imatge, podeu comprovar que tots
els angles de les reflexions internes son iguals (0). Per tant, i ates que els medis
exteriors presenten el mateix index de refraccié (n = 1), els angles exteriors

també han de ser iguals (6g).

Ara bé, ja sabem que apareix un nombre indefinit d’ones paral-leles i equidis-

tants entre si, perd com s6n aquestes ones. SOn totes iguals entre si?

Per a respondre a aquesta pregunta, feu una ullada a la figura 19, on us mos-
trem els recorreguts que fan I'ona T(;, que no ha patit cap reflexi6 interna (fi-

gura 19a), i 'ona T4, que ha patit dues reflexions internes (figura 19b).

Figura 18

Esquema de les reflexions i
transmissions successives en
una capa prima. S’hi han inclos
els angles involucrats.
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Figura 19
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Podeu comprovar que totes dues ones fan una part del recorregut compartit, en
concret fins el punt b. A partir d’aqui, I'ona T, fara un recorregut “de més” res-
pecte a l'ona Tj,. Tot seguit analitzarem per separat com afecta aquest recorregut
a la intensitat i ’amplitud de 1’'ona, d'una banda, i al seu desfasament, de l'altra.

Intensitat i amplitud

Al llarg del recorregut entre bid, I’ona T; pateix dues reflexions internes i, per
tant, la seva intensitat es veura reduida un cert factor degut a aquestes reflexi-
ons. Si recordeu, anteriorment (equacions (73) o (98)) us varem introduir el
concepte de reflectancia com el quocient entre les intensitats de les ones re-
flectida i incident:

I
R=L (121)

i
on I;iI, s6n les intensitats de les ones incident i reflectida, respectivament.

Per tant, la reducci6 de la intensitat de 1’'ona T; respecte a la de Ty a causa de
la distancia addicional recorreguda entre b i d és:

L _p.r_g? (122)

Iy

on I iI; son les intensitats de les ones T i T7, i R és la reflectancia de les dues
interficies entre el medi interior B i els medis exteriors A i C. Fixeu-vos que

hem multiplicat per R dos cops perque hi ha hagut dues reflexions.

El mateix raonament es podria aplicar a les successives ones T,, T3, ... Per auna
hipoteética ona T, 1a reduccié de la intensitat a causa de les successives refle-

xions internes seria:

T _ gam (123)
Iy

Figura 19

Comparativa dels recorreguts
de les ones Tyi Ty.

Vegeu el concepte de reflectancia al
subapartat 3.2 d’aquest modul.
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on Iyil, son les intensitats de les ones T i T, i R és la reflectancia de les dues
interficies entre el medi interior B i els medis exteriors A i C. Noteu que 1'ex-
ponent 2m és degut al fet que 'ona T,,, ha sofert 2m reflexions a 'interior de

la capa prima.

Per a trobar la reducci6 de 'amplitud heu de recordar que la intensitat és pro-
porcional al quadrat de I'amplitud (consulteu 1’equacié (68)). Per tant, per a

I'ona T}, tindrem que:
Am _ Jg2m _ gm (124)
Ao

on AgiA,, son les amplituds (tant del camp electric com del camp magnetic)
de les ones Ty i T, i R és la reflectancia de les dues interficies entre el medi

interior B i els medis exteriors A i C.
Desfasament

Hem deixat per al final, pero, I’aspecte de ’'ona més rellevant per al nostre pro-
posit: el seu destasament. Si recordeu, hem iniciat aquest apartat introduint el
concepte d’'interferéncia i hem vist que aquesta era deguda al desfasament en-
tre dues ones que arriben a un mateix punt en un cert instant. Per tant, és im-
portant deduir el desfasament de 1'ona per a després poder-lo comparar amb

el de la resta d’ones que s’han produit.

Anteriorment us varem explicar el concepte de desfasament i la seva relacié amb
la distancia recorreguda per l'ona. Recordeu que el desfasament present en una

ona degut al recorregut que ha efectuat en propagar-se en la direcci6 x és:

o=k x (125)
on k és la constant d’ona en el medi interior (B) i x és la distancia recorreguda.

Per a calcular el desfasament ¢ degut a la propagacio al llarg de tot el gruix de
la capa prima, heu de determinar la distancia recorreguda per a travessar-la.
Observeu de nou la figura 19. Sil’ona s’estigués propagant en una direcci6 per-
pendicular a les interficies, la distancia recorreguda seria x = [. Pero, ates que
I'ona es propaga per l'interior amb un angle ¢, la distancia recorreguda sera

I lavors:
coso

o=k —— (126)

Podeu comprovar, a la figura 19b, que 1’'ona T; travessa la capa prima dues ve-

gades. Per tant el desfasament sera dues vegades el de 'expressio (126):

(pzz_kl (127)
Ccos0

Vegeu el concepte de desfasament al
modul “Ones”.

Recordeu

La constant d’ona k és un dels
parametres d’una ona i esta re-
lacionada amb la seva freqiien-
cia (f) i la seva velocitat de
propagacié (v):

k="
\4
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Per a una hipotetica ona T,,, el desfasament sera 2m vegades el de ’expres-
si6 (126):

_ 2mkl
cos0

(128)
Tanmateix, no hem acabat aqui amb el desfasament, ja que hi ha una altra
contribuci6 al desfasament que també heu de tenir en compte. Si us fixeu en
la figura 20a, el fet que les ones transmeses es propaguin en una direccié no
perpendicular a la superficie fa que els punts de “sortida” no estiguin a la ma-
teixa distancia del front d’ona. Per que fos aixi, ’'ona T; hauria de tenir el punt
de sortida a e.

Figura 20

[-tan 0

cqv

= [

_ . _ sin @ .
= 2 tan B sin 0, = 2/ cos0 " 0,

En efecte, podeu comprovar com el punt d es troba avancat una distancia / res-
pecte al punt b. Aquest avancament es tradueix en el calcul del desfasament com
un terme que cal restar al desfasament total que hem calculat fins ara:

o =—koly (129)
on kg és la constant d’ona en el medi exterior (C).
Per a determinar el valor exacte d’aquesta distancia /y, cal que observeu l'es-
quema de la figura 20b. Si feu servir les relacions trigonometriques que s’hi in-
diquen, podreu comprovar que el valor de [ és:

lp=2I - tan 6 sin 6 (130)

Si us hi fixeu, 1’altim terme es pot substituir, mitjancant la llei de Snell (49),
que ja hem vist, amb la consideracié que el medi exterior és l'aire (ng ~ 1):

sin g =nsin 6 (131)

on n és I'index de refraccié del medi interior (B).

Figura 20

Comparativa dels recorreguts
de les ones Tyi Ty.

Vegeu la llei de Snell al subapartat 3.2
d’aquest modul.
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Si substituiu la igualtat (131) dins de I'expressio per a Iy (130) tindreu:
lop=2nl - tan 6 sin 6 (132)

Per tant, el desfasament total de I’ona T, sera la resta dels desfasaments deguts
a (128) i a (132) combinats amb (129):

_ 2mkl
Ccos0

(133)

—ko2nltan0sin

Finalment, podeu expressar les constants d’ona k i ky en funcié de la longitud
d’ona (A) de 'ona incident i dels indexs de refracci6 respectius:

2nn 21y 2m

134
A A A (134)

On ng correspon a 'index de refraccié de ¢ que en el nostre cas és 1.

Si substituiu els valors de les igualtats (134) dins del desfasament total tindreu,
finalment:

n

(p=4nl—££—tanesinej (135)
coso

A

Ja coneixem la variaci6 en I'amplitud (124) i en el desfasament (135) que es
produeix en 1'ona T, en travessar la capa prima. Podeu reunir tots dos concep-

tes en un unic factor:

4nlﬁ(ﬂ—tan 0sin 9]
cos

Am :Rmej A

” (136)

L’expressio (136) és poc practica, ja que hi intervé 1’angle 6, que és 'angle de
les reflexions internes i no es pot mesurar directament. Tanmateix, 1’expressio
es pot simplificar de forma considerable si suposem valors petits de 6. Aquesta
és una situacié molt habitual, ja que per a la majoria d’aplicacions en que es
fan servir les capes primes, en general les ones hi incideixen de forma perpen-
dicular i, per tant, es pot fer I'aproximaci6 6 ~ 0. Sota aquesta suposicié podeu
fer les substitucions segiients:

sin®~0 ; cosO~1 ;tan06~0 (137)

La reducci6 en les magnituds del camp eléctric (E) o del camp magneétic
(B) d'una ona que es pateix m reflexions internes en una capa prima per

a angles d’incidéncia molt petits (6 ~ 0) és:

(138)

Recordeu

1. la constant d’ona (k) és:

ot
_V

k

2. I'index de refraccié (n) d’un
medi és:

n=—
v

3. i la relaci6 entre la freqiién-
cia fila longitud d’ona A és:

f-A=c

Recordeu

Qualsevol nombre complex es
pot representar de la forma Ae/*.
Quan aquest nombre multiplica
una ona, el factor A (modul) no-
més modifica la seva amplitud,
mentre que el factor &* (fasor),
el que fa és modificar el seu des-
fasament.
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on [ és el gruix de la capa prima, n és I'index de refraccio del medi del
seu interior, R és la reflectancia entre el medi interior i el medi exterior

i A ésla longitud d’ona de 1'ona incident.

Hem vist que quan una ona electromagnetica incideix sobre una de les ca-
res d’'una capa prima, a ’altra banda es genera una série indefinida d’ones
paral-leles amb les mateixes caracteristiques que l’ona inicial pero amb va-
lors d’amplitud i desfasament diferents.

Al principi de l'apartat hem introduit el concepte d’interferéncia i hem expli-
cat que quan dues (o més) ones arriben a un punt amb amplitud i desfasament
diferent, es produiran interferéncies. Aquest és precisament l’efecte que es bus-

ca en una capa prima.

El desfasament entre els diferents feixos que es produeixen depén, segons 1'ex-
pressio (138), de la longitud d’ona A de I'ona incident (també depen d’algunes
caracteristiques del dispositiu mateix, com ara el gruix / o I'index de refraccio
del seu interior n, perd aquestes son fixes). Per tant, el que trobarem és que al-
gunes ones produiran interferéncia constructiva i unes altres produiran inter-

feréncia destructiva, segons el valor de 6.

Els dispositius que es basen en aquesta configuracié de capa prima s’anome-
nen interferometres de Fabry-Pérot i es fan servir per a la detecci6 o el filtratge
d’ones amb unes longituds d’ona determinades.

4.3. Queé hem apres?

En aquest apartat hem vist el primer dels exemples de configuracions basi-
ques, una capa prima d'un material dielectric, i hem estudiat el comportament
de les ones electromagnetiques quan hi incideixen.

Hem comencat explicant el concepte d’interferéncia i el seu fonament fisic,
per tal de poder-lo fer servir més endavant.

A continuaci6 hem analitzat el comportament especific de les ones a 'interior
d’una capa prima i hem vist que el resultat és que les ones transmeses produ-
iran interferéncies que podran ser constructives o destructives en funcio6 de la

seva longitud d’ona.

Vegeu el concepte d’interferencia al
subapartat 4.1 d’aquest modul.

Vegeu el comportament de les ones a
I'interior d’una capa prima al subapartat
4.2 d’aquest modul.
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5. Guies d’ona

Ja hem estudiat el comportament d’una ona electromagnética quan incideix

Vegeu el comportament d’una ona en
. . . sz 4z s . incidir sobre una capa prima a I'apartat 4
sobre una Capa prima. Hem vist que aquesta Conflgura(:10 té moltes aphcac1- d’aquest modul.

ons forca interessants, en especial com a filtres d’ones.

En aquest apartat estudiarem una nova configuracié també molt habitual en
el mon quotidia. Es tracta de regions limitades per medis materials en totes les
seves direccions excepte en una. Es a dir, com un tub de longitud indefinida.

Aquesta configuracié s’anomena guia d’ona.

En el mo6n hi ha un gran nombre d’estructures que es poden considerar o ca-
talogar com a guies d’ona. Aquests elements es fan servir principalment per
a propagar ones electromagnetiques destinades a transmetre informacio.
Aquests “senyals” son, en general, ones de freqiiencia elevada i sovint ens
trobem que no podrien ser transmeses d’altres maneres, ja sigui per la baixa
eficiencia dels sistemes emprats o bé perque produirien interferéncies sobre

altres dispositius.

En aquest apartat estudiarem el comportament de les ones en estructures
d’aquest tipus i explicarem el fonament fisic en queé es basen. Podriem dir, de
forma molt simplificada, que una guia d’ones canalitza un cert tipus d’ones
electromagnetiques i permet que es propaguin amb una atenuacié minima.
Per contra, altres freqiiéncies es veuran molt atenuades i, per tant, sera gairebé
impossible la seva propagacio per la guia d’ona. Aix0 explica, per exemple, que
ens sigui molt dificil sintonitzar una emissora de radio quan circulem per un
tinel molt llarg. Podriem dir que el tanel esta actuant com a guia d’ona i no
deixa passar les ones de radio perque, com veurem, les guies d’ona nomeés pro-

paguen determinades longituds d’ona.

De qué depen que unes ones es puguin propagar per una guia d’ona i altres
no? Depen de diversos factors, els més rellevants dels quals son la seva geome-

tria i les seves dimensions.

Per a no allargar el text de forma considerable, limitarem l'estudi al cas més
simple: les guies d’ona de seccio rectangular. L’estudi d’aquest cas és suficient
per a entendre el fonament fisic general de les guies d’ona.

5.1. Guies d’ona de seccié rectangular

Ja hem dit que una guia d’ona és una regi6 de l’espai limitada per un medi ma-

terial en totes les seves direccions excepte en una. En una guia d’ona de seccio
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rectangular, la regi6 esta limitada per dos parells de plans paral-lels entre si de
tal manera que, vist des dels costats oberts, s'observara una seccié amb forma
rectangular; (a la figura 21 podeu visualitzar-ne un dibuix esquematic). Les di-
reccions x i y son les que estan limitades, mentre que la direccio z és la que es

troba lliure.

Figura 21
a c.
b P
y=0
y
T—»x x=0 x=a

En el dibuix es mostren les diferents seccions d'una guia d’ona rectangular
de dimensions a i b. Veurem més endavant que precisament els valors exac-

tes de a i b determinen les caracteristiques de les ones que s’hi poden pro-

pagar.

Tot seguit estudiarem el comportament de les ones electromagnetiques a
I'interior d'una guia d’ona rectangular. Atés que l’analisi completa pot ar-
ribar a ser forca complicada, considerarem una serie de suposicions i apro-
ximacions, que corresponen a les situacions més habituals a la practica i no

afecten el resultat general de forma significativa. Aquestes suposicions son:

e Les parets limitadores son d’'un material conductor perfecte (c — ). Re-
cordeu que, segons l’equacié (19), la conductivitat d’'un material augmen-
ta l’atenuaci6 sobre les ones electromagnetiques que s’hi propaguen. Un
material amb una alta conductivitat presenta una atenuacio elevada, i aixo
vol dir que les ones no poden penetrar-hi. Per tant, si les parets de la guia
d’ona s6n conductores perfectes, la conseqiiéncia és que les parets actuen

com a “barreres”

e A linterior de la guia hi ha o bé el buit o bé un material dielectric i. h. 1.
Aix0 vol dir que els valors corresponents de la permitivitat eléctrica (¢) i de

la permeabilitat magneética (i) son constants i reals.

Figura 21

Esquema d’una guia d’ona de
seccié rectangular.

a) Secci6 transversal, pla xy, és
a dir, vista des de davant.

b) Longitudinal, pla yz, és a
dir, com si I’'haguéssim tallat
longitudinalment des

de dalt.

¢) Longitudinal des de dalt, pla
xz, és a dir, com si I'haguéssim
tallat per fer un entrepa.

Recordeu

Un medi i. h. . és un medi:

e isotrop: les seves caracteris-
tiques electromagnetiques
no depenen de la direccié
de propagacié.

* homogeni: les seves carac-
teristiques sén les mateixes
en qualsevol punt del medi.

¢ lineal: les seves caracteristi-
ques eléctriques i magné-
tiques depenen linealment
dels camps electric
i magnétic.
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e Per a simplificar els calculs, suposarem els eixos de coordenades tal com es
mostren a la figura 21. Els eixos x i y corresponen a les direccions dels dos plans
que determinen la secci6 rectangular, mentre que 1'eix z correspon a la direc-
ci6 longitudinal de la guia d’ona. Aquesta suposicié no afecta el resultat final,
ja que l'elecci6 dels eixos de coordenades és totalment arbitraria.

Una vegada tenim clares les suposicions anteriors, suposeu ara que a l'in-
terior de la guia d’ona es propaga una ona electromagnetica al llarg de la
direcci6 longitudinal (z). La podeu representar mitjancant les expressions
seglients:

E=Ey(x,y)- G

B — BO (X,y) . ei(kl—o)t)

(139)

on E, i By so6n les amplituds d’oscil-laci6 dels camps eléctric i magnétic i
lkz=0Y) g5 el fasor corresponent.

Les expressions (139) son la generalitzaci6 d'un nombre infinit d’ones possi-
bles. No obstant aix0, i com ja hem insinuat abans, no totes es poden propagar
en una guia d’ona. Les solucions possibles estan limitades a aquelles que com-
pleixen una serie de condicions, les anomenades condicions de contorn. En una
guia d’ona com la que estem estudiant, aquestes condicions es deuen al fet que
la regi6 esta limitada fisicament per les parets conductores.

Les condicions de contorn es poden determinar a partir de les propietats dels
camps electric i magnetic a les regions properes a un conductor. A la figura 22
podeu visualitzar un exemple que us permetra entendre aquestes condicions.
A T’exemple hem fet servir la configuracié més basica d'un material conductor
(fils rectilinis perpendiculars al pla del paper), per facilitar-ne la comprensio.

Figura 22

o
=

)

—_/
—_

)

Camp magneétic

=

el

Camp electric

Recordeu

Un terme del tipus & és un
nombre complex equivalent a:

%= cos a + jsin a
on j és la unitat imaginaria

(j=~=1i2=-1).

Recordeu

Una equacié diferencial en ge-
neral pot tenir infinites soluci-
ons. Les condicions de
contorn sén les condicions
que la geometria o la fisica
d’un problema obliguen a sa-
tisfer i que permeten discrimi-
nar entre les solucions
matematiques que sén valides i
les que no.

Figura 22

Exemple dels camps eléctric i
magneétic a les rodalies de dos
conductors. L'esquema ens per-
met deduir les condicions de
contorn a causa de la preséncia
d’un material conductor.

a) Camp electric en les rodalies
d’un pla conductor.

b) Camp magnetic al voltant
d’un pla conductor.

Fixeu-vos que dins el conductor
hi ha la imatge especular del
que hi ha fora.
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¢ El camp electric a la superficie de les parets conductores no pot tenir compo-
nent tangencial (figura 22a). Fixeu-vos que les linies de camp entren perpen-
diculars a la superficie de separaci6. Aquesta condici6 és una caracteristica del
camp electric en regions properes a un material conductor i ja I'heu vista an-

teriorment.

e El camp magneétic a la superficie de les parets conductores no pot tenir
component normal (figura 22b). Fixeu-vos que les linies de camp s6n tan-
gents a la superficie de separaci6. Aquesta condici6 €s una caracteristica del
camp magnetic en regions properes a un material conductor i ja I'heu vista

anteriorment.

Aquestes condicions de contorn sén de compliment obligatori per a qualsevol
material conductor i per a qualsevol geometria. Per tant, les expressions (139),
que realment s6n ones electromagnetiques possibles, estaran limitades a aque-
lles que compleixin aquestes condicions.

Anomenem mode a cadascuna de les ones electromagnetiques possi-
bles que compleixen les condicions de contorn i que, per tant, es poden
propagar en una guia d’ona.

Els modes corresponents a una guia d’ona son les oscil-lacions “basiques” que
s’hi poden produir. Totes les oscil-lacions en els camps eléctric i magnetic que
es produiran en una guia d’ona sén combinacions d’'un nombre indefinit
d’aquests modes.

Per tal de determinar com s6n aquests modes el que farem sera fer una classifica-
ci6 segons com siguin els seus camps electric o magneétic. Es important que noteu
que aquesta classificacié que realitzarem no és "tnica possible i la seva eleccio és
arbitraria. Els motius que ens porten a procedir amb aquesta classificaci6 son:

e Aquesta classificacio ens permet simplificar els calculs.

* Fsuna classificacié que es fa servir de forma habitual en I’estudi de les guies
d’ones.

e Qualsevol mode que es produeixi en una guia d’ones rectangular es pot
descompondre en una combinacié de diversos modes d’aquests dos grups.

Aixi doncs, tindrem que els modes d’ones electromagnétiques en una guia
d’ona es poden classificar en:

e Modes transversals electrics (TE)
En aquests modes, la component del camp electric en la direccié longitu-

dinal (eix z) de la guia d’ona és zero (E, = 0) per a qualsevol punt del seu

interior.

Vegeu les caracteristiques del camp
eléctric al subapartat 3.1.1 d’aquest
modul. Vegeu les caracteristiques del
camp magnétic al subapartat 3.1.2
d’aquest modul.

Etapa transitoria

En realitat el procés mitjancant
el qual es “discriminen” certes
ones de les altres (el que ano-
menem etapa transitoria) és
forca més complex. Tanma-
teix, el que ens interessa per al
nostre proposit és només I'es-
tat final (o estacionari). Es a dir,
que els modes son les Gniques
ones que es mantenen.
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e Modes transversals magneétics (TM)
En aquests modes, ara és la component del camp magnetic la que és zero
en la direcci6 longitudinal de la guia d’ona (B, = 0) per a qualsevol punt del
seu interior.

A continuaci6 estudiarem aquests dos primers grups de modes per separat. Co-

mencarem pels modes transversals electrics.

5.1.1. Modes transversals eléctrics (TE)

Com ja hem mencionat, en un mode transversal electric (TE) el camp eléctric

és nul en la direcci6 longitudinal (E, = 0). Per tant, tindrem:

Ey = Egy(x,y) - 2D
Ey = EOy(XfY) . dkz-ot)
E,=0 (140)

on Egy iEg, son les amplituds d’oscil-lacio.

Per la seva banda, ates que tant E, com E;, son components d'una ona elec-

tromagnetica, hauran de satisfer les equacions d’ona corresponents:

’E, 1

2
-—V2%E, =0
or2 pe
o%E B}
?Zy—iszy =0 (141)
ue

on pie sén la permeabilitat magneética i permitivitat electrica del medi a l'in-

terior de la guia d’ona.

I, ates que es tracta del camp electric, s’hauran de satisfer les condicions de
contorn corresponents. Es a dir, que el camp eléectric no tingui component
tangencial a les regions al voltant de les parets conductores. Per a veure com

es tradueixen aquestes condicions a la guia d’ona, observeu la figura 23.
A partir de I'esquema (a) podeu deduir que:

E,(y=0)=E,(y=b)=0
E,(x=0) =E,(x=a)=0 (142)
Un cop determinades les condicions de contorn del problema, ja podem resol-
dre les equacions (141). No detallarem el procés de resolucié perque queda

meés enlla dels objectius de 1’assignatura i passarem directament al resultat.

Recordeu

una velocitat c és:

L’equacié diferencial que expli-
ca el comportament d’una ona
qualsevol que es propaga amb

Vegeu les equacions d’ones al modul
“Lleis de Maxwell”.

Y
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Les components del camp eléctric a l'interior de la guia d’ona sén:

Ey = Ag, cos(

=3

xj sin [”—; yj e/kz=ot)

_ [ mn nn 3 j(kz-ot)
E, AEy sm[ o xjcos( Y yje

E,=0
(mn=0,1,23,..) (143)

on Ap i AEy son les amplituds d’oscil-laci6 o valors maxims de cada compo-
X
nent, a i b son les dimensions de la guia d’ona i m i n sén qualsevol combina-

ci6 de nombres enters.

Més endavant explicarem el significat de les equacions i del seus parametres.

Abans, pero, procedirem al calcul del camp magneétic:

B, = Boy(x,p) - 4700
B, = Boy(x,y) - 4400

B, = Bo,(x,) - =00 (144)

Com en el cas del camp electric, el camp magnetic també ha de satisfer les con-
dicions de contorn. En aquest cas, pero, les que s’han de fer zero so6n les com-
ponent normals (per a entendre millor d’on surten, torneu a consultar la

figura 21):

B,(x=0) = By(x=a) =0
B, (y=0) = B,(y=b) =0 (145)
Tampoc explicarem el procés de resoluci6 de I'equacio i us donarem directa-

ment el resultat:

mn=0,1,23,..) (146)

on Ag , ABy i Ap soOn les amplituds d’oscil-laci6 o valors maxims de cada
X z
component, a i b soén les dimensions de la guia d’ona i m i n s6n qualsevol

combinacié de nombres enters.



CC-BY-SA ¢ PID_00159125 75 Propagaci6 d’ones electromagnétiques

Ara si que ja podem analitzar les equacions (143) i (146):

* El primer terme de les equacions (Ap , Ag , -..) correspon als valors ma-
x Py
xims que poden assolir els camps. No entrarem en detall en els seus valors

exactes, ja que no entra dins els objectius d’aquest modul.

e Elsegon i tercer terme inclouen les dependéncies dels camps respecte a les di-
reccions transversals x i y. Fixeu-vos que en tots els casos es tracta de funcions
harmoniques del tipus sin(kx), cos(ky), etc. Els valors de k son diferents per a x
i per a y i depenen de les dimensions de la guia en les direccions respectives,

com en el cas de les ones estacionaries que ja vareu veure.

En efecte, si fem un tall transversal i analitzem 1’amplitud de qualsevol de les

Vegeu les ones estacionaries al modul
“Ones”

components del camp al llarg d'un dels eixos, podeu comprovar que es com-

porta com una ona estacionaria amb una longitud d’ona que sempre sera un
divisor exacte de la distancia entre les parets respectives. Els valors de m i n in-
diquen precisament el nombre de maxims al llarg de les direccions respectives
x1iy. Alafigura 23 es mostra, a tall d’exemple, com seria 'amplitud de la com-

ponent Ey, al llarg de la direcci6 x per als casos m =1, 2, 3 i 4.

Figura 23
Figura 23
a. b.
Esquema dels modes d’os-
E,=+A 18 Ey=+A--18 cil-lacié d’E, que es produeixen
E,=0 E-0 al llarg d’una de les direccions
transversals de la guia d’ona (a
E=-A-18 Ey=-A = I'exemple, la direccié x) per als
casos:
m=1 x=0 x=a m=2 x=0 etey aym=1,
by m=2,
= d. .
cm=3,i
E,=+A .1 E,=+A .1 d) m=4.
E =0 /\ =0 /\

A l'exemple de la figura podeu comprovar que m = 1 implica que el camp
presenta un maxim d’amplitud al llarg de 'eix x, m = 2 indica que se’n pro-
dueixen dos (un de positiu i un de negatiu). I aixi successivament per a
m=3, 4,5, ... Per la seva banda, tot i que no ho hem inclos a la figura, n =
1 indicaria que hi haura un maxim al llarg de la direcci6 y, n =2 vol dir que
n’hi haura dos, etc. Els casos m =01in =0 no els hem inclos perque impli-

quen que el camp és constant en la direcci6 respectiva.

e L’altim terme (¢/k?~*D) és el fasor de 'ona corresponent. Recordeu que el
fasor indica com varia el desfasament tant en el temps com en la direcci6

longitudinal (z).

Les diferents combinacions de valors de m i n determinen cadascun dels mo-

des possibles en una guia d’ona. Per a identificar els modes, els denominem
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fent servir la notaci6 TE,,,, on els subindexs corresponen als valors respectius
demin.

En una guia d’ona, un mode transversal eléctric TE,,,,, és aquell en el qual
no hi ha component del camp eléctric en la direccié longitudinal (z).

Per al cas d'una guia d’ona de secci6 rectangular, els camps eléctric i

magnetic en un mode TE,,,, son:

E,=Ag cos(ﬂxJ sin(ﬂy]ei(kz_“’t)
X a b

b
E,-0
B, = Ag_sin (ﬂx]cos(ﬂy] e/(kz=ot)
a b
B, = Ag cos(@xj sin(ﬂyj el(kz=0t)
a b

(147)

on AEX , AEy ABX ) ABy i Ag, son les amplituds d’oscil-lacié o valors
maxims de cada component, a i b son les dimensions de la guia d’ona i
m in son qualsevol combinaci6 de nombres enters (m, n=0, 1, 2, 3 ...).

Per a acabar d’entendre el significat dels modes, analitzarem un cas parti-
cular: el mode TE;. Aquest és, juntament amb el TE;;, el mode més simple
i també el més facil d’entendre. Vegem com sén el camp eléctric ( E ) i mag-
nétic ( B) en aquest mode. Per a trobar-los cal substituirm=1in=0 a les
expressions (147):

E,=0

E, = A, sin [gx)ei(kz_“’t)

(148)

Recurs a Internet

En el web http://www.fals-
tad.com/embox/guide.html
(en anglés) trobareu una mini-
aplicacié (applet) on podeu vi-
sualitzar una simulacié dels
modes transversals eléctrics
(TE) en una guia d’ona rectan-
gular.

Existeix el mode TEyy?

El “mode” TEyg no existeix
com a tal, ja que aixo implica-
riaE,=0, E,=0iE,=0.Esadir,
que no hi ﬁauria cap ona.

Recordeu
sin0=sin2n=..=0
cosO0=cos2n=..=1
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A la figura 24 podeu visualitzar una representacio grafica de les amplituds
d’aquests camps en una seccioé transversal, és a dir, vista des de davant (figura
24a), longitudinal, des de dalt (com si I'haguéssim tallat per fer un entrepa, fi-
gura 24b) i des del costat (figura 24c).

Fixeu-vos primer en el camp eleéctric. Com que E, =01 E, = 0, aquest camp no-
més presenta component en la direcci6 y. En els esquemes a i b podeu com-
provar que, efectivament, el camp eléctric sempre apunta en aquesta direccio
(fletxes continues). A 'esquema c el camp electric és perpendicular al pla del

paper i pot anar cap enfora (per aixo esta representat amb el simbol e).

Figura 24
a c
Y= b A A A A A A A y
‘
¢
y=0 :
y '
X x=0 X=4a LI ses s s es s ese s s
x=10
x [ \ J
[ \/
b —
| £ :
y=b W Y A A A A A A A4
E E
i
=0
y ¢ I bI 3
| . «— > X
z 5 iz
Figura 24

La seva amplitud és una funcio sinusoidal que es fa zeroax=0iax=aitéun
maxim en el centre de la guia. Per aixo les linies de camp estan més separades
a prop de les parets i més juntes cap al centre. Podeu comprovar que aquest
comportament de E,, E, i E, esta totalment en concordang¢a amb la condici6
de contorn que diu que el camp eléctric només pot ser normal a la paret de la
guia d’ona (mireu les figures 25a i 25b).

Pel que fa al camp magnetic, podeu comprovar que ara succeeix justament a
la inversa: no hi ha component en la direccié y (B, = 0) per0 si en la resta (ob-
serveu la figura 24c, on s’ha representat amb linies discontinues). Aquest fet
no us hauria de sorprendre si recordeu que els camps eléctric i magneétic sem-

pre son perpendiculars entre si.

L'amplitud de B, varia igual que la de E,, és a dir, és zeroax=0iax=ai
té un maxim en el centre de la guia. L’amplitud de B,, en canvi, és maxima
ax=01iax=aipresenta un minim en el centre de la guia. Podeu compro-
var que aquest comportament de B,, B, i B, esta totalment en concordanca
amb la condici6 de contorn que diu que el camp magnétic només pot ser
tangencial a la paret de la guia d’ona (vegeu la figura 24c).

Esquema del camp eléctric i
magnétic en un mode TE;
d’una guia d’ona de secci6 rec-
tangular.

a) secci6 transversal, pla xy, és
a dir, vista des de davant. El
camp eléctric es representa
amb fletxes verticals.

b) secci6 lateral, pla zy.
El camp eléctric es representa
amb fletxes verticals.

<) longitudinal des de dalt, pla
xz. Es a dir, com quan tallem
una barra de pa per un entre-
pa. El camp magnétic es repre-
senta amb linies discontinues, i
el camp eléctric amb fletxes
verticals i creus o punts segons
si entra o surt del paper.
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Ja us hem introduit el concepte de modes d’una guia i hem vist el primer grup
de classificaci6: els modes transversals eléctrics (TE). A continuacié veurem el

segon grup: els modes transversals magnetics (TM).

5.1.2. Modes transversals magneétics (TM)

En els modes TE que hem estudiat fins ara hem inclos tots aquells que no pre-
senten component del camp electric en la direcci6 de propagacio (E, = 0). En
aquest apartat estudiarem aquells que no presenten component del camp
magnetic en aquesta mateixa direccio (B, = 0). Aquests modes reben el nom de
transversals magneétics (TM). Els modes TM podriem dir que sén els comple-
mentaris dels transversals eléctrics (TE).

Per tant, les expressions dels camps electric i magnetic per als modes TM sén:

E,=Eg(xp) - o (kz—ot)
E, = Egy(x,y) - 4700

EZ _ EOz(X;)’) . ef(kz—wt)

BX _ BOx(X;Y) . e]'(szu)t)
By = BOy(X:y) . ¢l(kz-ot)

B,=0 (149)

on Eg,, Eg,, etc. son les amplituds d’oscil-lacio.

Les expressions anteriors han de satisfer les equacions d’ones que ja varem

veure anteriorment:

2

%_lﬁ 2E=0
ot ue

”-

@—iﬁ 2B=0
ot ue

(150)

Tal com hem procedit amb els modes TE, hem d’imposar que les solucions de
les equacions (150) satisfacin les condicions de contorn. Recordem quines
eren aquestes condicions (per a veure-les més clares, torneu a fer una ullada a
les figures 21 i 22):

e Elcamp eléctric ( E ) no pot tenir component tangencial sobre la superficie

de les parets conductores:

E,(y=0) = Ex(y=b) =0

E,(x=0)=E,(x=a)=0 (151)

Recordeu

L’equacié diferencial que expli-
ca el comportament d‘una ona
qualsevol que es propaga amb
una velocitat c és:

Vegeu les equacions d’ones al modul
“Lleis de Maxwell”.
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* Fl camp magnétic ( B) no pot tenir component normal sobre la superficie

de les parets conductores:

B,(x=0) =B,(x=a)=0
B,(y=0) =B,(y=b)=0 (152)
El procés de resolucio de les equacion (150) queda més enlla dels objectius de
I'assignatura i passarem directament al resultat. Observareu que el resultat és
molt similar al que hem trobat per als modes TE. L'Gnica difereéncia esta en les
components E, i B, (les components longitudinals), a causa de la definici6 ma-
teixa dels modes TE i TM.

De forma analoga al cas dels modes TE, per als modes transversals magnetics
(TM) fem servir la denominacié TM,,,,,, on els subindexs corresponen als valors

respectius de m i n.

En una guia d’ona, un mode transversal magnetic TM,,,, és aquell en
el qual no hi ha component del camp magnetic en la direcci6 longitu-
dinal (z). Per a una guia d’ona de secci6 rectangular, els camps electric

i magnetic en un mode d’aquest tipus son:

(153)

. . . o .
on AEX p AEy, AEz , ABX i ABy son les amplituds d’oscil-lacié o valors
maxims de cada component, a i b son les dimensions de la guia d’ona i
min sén qualsevol combinacié de nombres enters (m, n=0, 1, 2, 3, ...).

El significat dels components de les equacions (153) és el mateix que en el cas
dels modes TE, per tant, ens limitarem a assenyalar les petites diferéncies que

hi trobem.

e La diferéncia més notable la trobem en les components longitudinals (E, i

B,). Ara la component longitudinal del camp eléctric no és zero (E, = 0),

Recurs a Internet

En el web http://www fals-
tad.com/embox/ (en angles)
trobareu una miniaplicaci6 (ap-
plet) on podeu visualitzar una si-
mulacié dels modes transversals
magneétics (TM) per a una guia
d’ona rectangular.

Existeix el mode TMy(?

El “mode” TMgyqo no existeix
com a tal, ja que aixo implica-
riaE,=0, E,=0iE,=0.Esadir,
que no hi F:auria cap ona.
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mentre que per al cas dels modes TE si que ho era (E, = 0). En canvi, per al
camp magnetic és precisament a l'inrevés (B, = O per als modes TM i B, = 0
per als modes TE). Aquesta diferéncia no ens hauria de sorprendre, ja que

prové de la definici6 mateixa de TE i TM.

* Ag, AEy, ... corresponen als valors maxims que poden assolir els
camps. Aquests valors no tenen perque ser els mateixos que en el cas
dels TE. Simplement hem fet servir la mateixa notaci6 per a no compli-
car les equacions. Tot i aixi, com en el cas dels modes TE, no entrarem
en detall en els seus valors exactes, ja que no entra dins els objectius

d’aquest modul.

¢ Els modes corresponents a m = 0 (TMyy, TMy,, TMy3, ...) i a n =0 (TMyy,
TMy, TM3y, ...) no existeixen com a tals, ja que aixo implicaria que tindriem
alhora E, = 01 B, = 0. Aquest cas particular, de fet, s’Tanomena mode trans-
versal electromagneétic (TEM) i, tot i ser una solucié matematicament pos-
sible, no correspon a una ona que es pugui propagar per una guia d’ones com
la que estem estudiant. L'estudi de guies d’ones on si que es poden propagar

els modes TEM tampoc entra dins dels objectius d’aquest modul.

Ja hem vist que existeix un nombre infinit de modes TE i de modes TM que
es poden propagar per una guia d’ona, i que cadascun d’ells presenta unes
caracteristiques diferents. Ara bé, una pregunta que no ens hem fet és si tots
ells es propaguen de forma indefinida dins la guia d’ona o si, pel contrari,

pateixen una atenuacio significativa. Tot seguit estudiarem aquest aspecte.

5.1.3. Atenuacié en una guia d’ona. Modes guiats, modes de tall

i mode dominant

A la practica s’observa que en una guia d’ona hi ha modes que pateixen una
atenuacio elevada i que, per tant, no es poden propagar a grans distancies,
mentre que hi ha d’altres en que l'atenuacio és molt més petita i, per tant, son

aptes per a la propagacio6 de senyals.

Es pot demostrar que existeix un criteri que determina quins modes es con-
sideren del primer grup i quins del segon. Es tracta de 'anomenada relaci6

de dispersio:

k 2 mrm 2 nr 2
mn = 4|© HS_[7J —[7j (154)

on k,;,;, s la constant de propagaci6 de I'ona corresponent al mode TE,,,, (0
T™,,;), o és la freqiiencia angular de I'ona, p i € sén la permitivitat eléctrica i

la permeabilitat magnetica del medi i a i b son les dimensions del rectangle.

Recordeu

sin0=0

Al modul “Linies de transmissié”
trobareu un cas en que si fem servir els
modes TEM.
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El valor de k,,,,,, la constant de propagaci6 de 1'ona, és el que determina quin
comportament tindra el mode en qiiesti6. Fixeu-vos que aquest valor pot ser
real o imaginari en funci6 del signe de 1'expressié continguda dins de 'arrel.

Estudiem-ne els dos casos:

¢ Quan el radicand és positiu, la constant de propagacié és un nombre real
i, per tant, correspon a la d’'una ona que es propaga indefinidament en la
direcci6 de la guia d’ona. No hi haura una atenuacio6 significativa (a excep-
ci6 de I'atenuacio6 propia del medi de propagaci6). Com podeu comprovar,
aquesta condicié no es verifica per a qualsevol mode, siné només per a
aquells, els valors m i n dels quals, ho fan possible. Aquests modes s’ano-

menen modes guiats.

¢ Quan el radicand és negatiu, la constant de propagacio6 és un nombre ima-
ginari pur i, per tant, correspon a la d'una ona que presenta una certa ate-
nuacio, en general elevada. Els modes que compleixen aquesta condicio

s’anomenen modes de tall, i no es poden propagar en aquesta guia d’ona.

S’anomenen modes guiats aquells que es poden propagar per una guia
d’ona especifica. La condicié que han de complir és:

mn 2 ()
(—WJ +(—ﬂ] < 0’ue (155)

S’anomenen modes de tall aquells que no es poden propagar per una
guia d’ona especifica. La condicié que han de complir és:

mn ) (nn)
(_”J +(7nj > ’ue (156)

on min son els indexs del mode corresponent (TE,,,, 0 TM,,,;,), ai b sén
les dimensions de la secci6 rectangular,  és la freqiiencia angular de
I'ona propagada i p i € son, respectivament, la permeabilitat magnetica
i la permitivitat electrica del medi de propagacio.

Aixi doncs, podeu comprovar que, donada una ona d’una certa freqiiéncia,
aquesta nomeés es podra propagar per la guia en qiiestio segons certs modes:
aquells que presenten uns valors de m i n suficientment petits perque com-
pleixin la relaci6é (155). En canvi, els modes amb indexs m i n que no satisfan

aquesta relaci6, no es podran propagar per a aquesta freqiiéncia.

De la mateixa manera, també podem analitzar el sentit invers. Es a dir, donat
un mode especific, determinar les freqiiencies de les ones que es poden pro-

pagar de forma indefinida per la guia d’ona. Existeix una freqiiéncia limit
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que divideix I’espectre en aquests dos grups. El seu valor s’obté a partir de la
relaci6 (155):

(157)

Anomenem freqiiencia de tall (f) d'un mode TE,,,, o TM,,, a la fre-
qiiencia minima per sota de la qual una ona no pot propagar-se segons
aquell mode. El seu valor és:

i) ()

on min sén els indexs del mode corresponent (TE,,;;,, 0 TM,,,,,), aib son les

dimensions de la secci6 rectangular i p i € s6n, respectivament, la permea-

bilitat magnetica i la permitivitat eléctrica del medi de propagacié.

Com podeu comprovar, cada mode (TE,,,, o TM,,,,) presenta una freqiiéncia
de tall diferent. Si calculéssiu aquesta freqiiéncia per a cada mode, trobarieu
que un d’ells presenta el valor més petit de tots. O el que és equivalent,
imagineu-vos que partiu d'una freqiiencia molt elevada, és a dir, que us tro-
beu per sobre de la freqiiéncia de tall per a molts modes. Suposeu ara que
aneu disminuint la freqiiencia de forma gradual. A poc a poc anireu supe-
rant un a un, per sota, les freqiiencies de tall dels diferents modes, i aixo
vol dir que cada cop hi haura menys modes possibles. Finalment arribareu
a un punt en queé nomeés quedara un tnic mode segons el qual I’ona es po-
dria propagar: aquell que presenta la freqiiéncia de tall més baixa. A aquest

mode se 'anomena mode dominant.

Denominem mode dominant o fonamental d’'una guia d’ona al mode

que presenta una freqiiéncia de tall (f;) més petita.

Recordeu

La freqliencia fi la freqliencia
angular o es relacionen mitjan-
cant:

o =2nf
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La freqiiencia de tall (fp) del mode dominant indica quina és la freqiiéncia mi-
nima que es podra propagar per aquella guia d’ona. Freqiiencies més petites
no seran possibles, ja que estarien per sota de la freqiiencia de tall més petita

possible.

A partir de l'expressio per a la f; (158) podeu comprovar que els modes que
presenten una freqiiéncia més petita son aquells en que els valors de m i n sén
els més petits possibles. Atés que la combinacié m =0 i n =0 no té gaire sentit
perque no correspon a cap mode (de fet, vol dir que no hi ha cap ona), el mode

dominant correspon al casm=0in =1, és a dir, al mode TEg;.

Aixi doncs, el mode dominant en una guia d’ona rectangular sempre és el

mode TE(, ja que, tal com hem explicat, el mode TM(; no existeix com a tal.

Exemple de freqiiéncia de tall

Determineu els tres modes amb freqiiéncies de tall més petites per a una guia d’ona de
dimensions a =1,3 cm i b =2,0 cm. Calculeu també el valor de les seves freqiiéncies de
tall. Suposeu que a l'interior de la guia hi ha el buit.

Solucié

Per a resoldre el problema, el més practic és fer una taula amb les freqiiencies de tall
f: per als primers valors de m i n. Per a calcular aquestes freqiiencies heu de fer servir
I’expressi6 (158). Recordem-la:

f, = ZT% /(%)Z +(%j2 (159)

Ja podeu calcular els elements de la taula per a diferents valors de m i n. Les dades que
heu de fer servir son:

e a=13cm
e p=2,0cm

* nu=pg=4n- 1077 % (permeabilitat magnetica del buit)

° c=¢g,=8,854.10712 anz (permitivitat eléctrica del buit)
fe n=0 n=1 n=2 n=3
m=0 - 7,5 GHz 15,0 GHz
m=1 11,5 GHz 13,8 GHz
m=2 24,3 GHz
m=3

Hem marcat amb negreta els tres valors més petits, que és el que ens demana l’enun-
ciat. Les caselles amb punts suspensius les podeu deixar sense calcular perque ja sa-
bem amb seguretat que els nombres que obtindreu seran més grans que els tres que
ja tenim marcats.

Aixi doncs, els modes i les freqiiéncies que se’'ns demanen son:
1) Mode dominant: transversal eléctric TEy, amb f;= 7,5 GHz

2) Segon mode: transversal eléctric TE1g, amb f;=11,5 GHz

Recordeu

Els “modes” TEyq i TMpo no

existeixen com a tals, ja que im-
plicarien £,=0, E,=0iE,=0.Es
a dir, que no hi hauria cap ona.

Hipotesi

Per arribar a aquesta conclusié
hem suposat que el rectangle
és com el de la figura 21, és a
dir, que a < b.

Si fos a I'inrevés (a > b),

el mode dominant corres-
pondria al cas

m=1i n=0, és adirel
mode Tqg.

Vegeu que no existeix el mode TMy; al
subapartat 5.1.2 d’aquest modul.
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3) Tercer mode: transversal eléctric TEq; o bé transversal magnétic TMqq, amb f; = 13,8
GHz

Noteu que hem inclos a la llista el mode transversal magnétic TM1; pero no el TMy; ni
el TM;. Recordeu que els modes del tipus TMy,, i TM,,, no existeixen.

5.2. Queé hem apres?

En aquest apartat hem vist que les ones es poden propagar per una regi6 limi-
tada en l'espai per parets conductores, les anomenades guies d’'ona i hem es-
tudiat el cas particular d'un tub de secci6 rectangular. En aquest cas, hem vist
que a causa de les condicions de contorn es propaguen determinades ones de
camps electric i magnetic, el que anomenem modes. Hem vist també que hi
ha una freqiiéncia, la freqiiéncia de tall, per sota de la qual no es propaga 1'ona,
la qual cosa explica fenomens quotidians com el fet que la radio no se sent
dins un tinel. Que passaria si tanquessim el tub i el convertissim en una caixa?

Ho veurem tot seguit.
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6. Cavitats ressonants

Ja hem estudiat dues de les estructures més habituals que ens trobem en apli- v —
egeu la capa prima a l'apartat 4

d’aquest modul.
Vegeu la guia d’ona a |'apartat 5
d’aquest modul.

cacions de I'ambit de I'0Optica i de les telecomunicacions: la capa prima i la guia

d’ona. Ens queda, pero, presentar-vos una tltima configuracio: la cavitat res-

sonant o ressonador. Tot i que és possible que, per aquest nom, no conegueu
cap exemple d’aquest tipus de configuraci6, segur que canvieu de parer quan
us presentem una aplicacié ben coneguda que la fa servir: els forns de micro-

ones que trobeu a qualsevol cuina.

Es considera com a cavitat ressonant qualsevol regio de 1'espai limitada per un
medi conductor en totes direccions. Es a dir, és com una caixa tancada les “pa-

rets” de la qual s6n d'un material conductor.

L'aplicaci6 principal de les cavitats ressonants és el seu s com a dispositius
d’emmagatzematge d’energia en forma de camps electrics i magneétics oscil--

lants.

El comportament de les ones electromagnétiques en una cavitat ressonant és
molt similar al d’'una guia d’ona. Tanmateix, a diferéncia d’aquesta Gltima, on
existeix una direcci6 en la qual les ones poden propagar-se indefinidament, en
una cavitat ressonant les ones presents no es propaguen, siné que experimen-
ten reflexions continues sobre les superficies fins que adopten la forma d’ones
estacionaries, d’acord amb la geometria de la cavitat.

En aquest apartat estudiarem les caracteristiques d’aquestes ones estacionari-
es. Limitarem 1’analisi a un cas especific: les cavitats ressonants amb forma de

paral-lelepipede regular (com una caixa de sabates).

6.1. Cavitats ressonants amb forma de paral-lelepipede regular

Tot i que existeix una gran varietat de formes i dimensions, com a exemple
especific de cavitat ressonant considerarem el cas simple d'una cavitat en for-
ma de paral-lelepipede regular (prisma rectangular). Els principis de funciona-
ment son sempre els mateixos i, per tant, es pot generalitzar a tot tipus de

cavitats ressonants.

El procediment per a determinar com sén les ones que s’estableixen a l'interior
de la cavitat és molt similar al que hem utilitzat per a les guies d’ona. Comen-

cem escrivint les equacions per als camps eléctric i magnetic:
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B=By(xy,2) /) (160)
Figura 25
a. C.
y= b - X=0 ---
y=0..
yL
X X:O Xx=aq
b.
y=b-
y=0

on Eoi Bo son les amplituds dels camps i ¢-°9 son els fasors, que en aquest
cas només depenen del temps. El motiu és que com que la cavitat esta tancada
per tot arreu, tenim una situacié en que cal aplicar condicions de contorn a
les ones en qualsevol direcci6. Aquesta situacié genera ones estacionaries en
totes les direccions i, si recordeu el que ja hem vist, les ones estacionaries no
es propaguen i, per tant, el terme dins del cosinus (o el que és el mateix, dins
de I’exponencial complexa) no dependra de k -7 .

Tal com hem procedit per a les guies d’ona, cal que imposeu que totes les com-
ponents dels camps satisfacin les respectives equacions d’ona:

2 2
0L Lg2p,0 2 lg2g g
ot ue ot ue
o%E . o’B .
C¥-Lemeo ThoLem o
ot ue ot e
2 2
%_LWEZ:() lel_iﬁszzo (161)
ot ue ot ue

onE,, E,, i E, son les components del camp electric en les tres direccions prin-
cipals, By, By, i B, son les del camp magnetic i p i € son, respectivament, la per-
meabilitat magnetica i la permitivitat electrica del medi que hi ha a l'interior
de la cavitat ressonant.

Figura 25

Esquema d’una cavitat
ressonant amb forma de
paral-lelepipede regular.

a) Secci6 transversal, pla xy,
és a dir, vista des de davant.

b) Longitudinal des de dalt,
pla yz.

¢) Longitudinal des de dalt, pla
xz, és a dir, com si I'haguéssim
tallat per fer un entrepa.

Vegeu les ones estacionaries al modul
“Ones”.

Vegeu les guies d’ona al subapartat 5.1
d’aquest modul.

Recordeu

L’equacié diferencial que expli-
ca el comportament d’una ona
qualsevol que es propaga amb
una velocitat c és:
2~
U _ 25259
ot
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També com en el cas de les guies d’ona, les equacions (161) tenen infinites
solucions matematiques, de les quals només tindran sentit fisic aquelles que
compleixin les condicions de contorn, pel fet que les parets de la cavitat son

conductores.

Aquestes condicions sén les mateixes que en el cas d'una guia d’ona, amb la
diferéncia que ara cal aplicar-les a totes tres dimensions (en el cas de la guia
d’ona només s’havien d’aplicar a les direccions x i y. Observeu la figura 25, on

podeu veure que, des de tots els punts de vista, la zona esta tancada.
Determinem quines son les condicions de contorn.

e Elcamp eléctric ( E ) no pot tenir component tangencial sobre la superficie

de les parets conductores. Analitzem els esquemes de la figura 25.
Segons la secci6 paral-lela al pla xy (figura 25a), aixo vol dir que:

Ey(y=0) = Ex(y=b) =0
E,(x=0) = E,(x=a) = 0 (162)

Segons la secci6 paral-lela al pla yz (figura 25b), vol dir que:

Ey(z=0) = Ey(Z=C) =0
E,(y=0) = E,(y=b) =0 (163)

I segons la secci6 paral-lela al pla xz (figura 25¢), tindrem que:

E,(z=0) =E,(z=c) =0
E,(x=0) = E,(x=a) =0 (164)

e El camp magnetic ( B) no pot tenir component normal sobre la superficie

de les parets conductores. Si tornem a analitzar la figura 25 trobem:

B,(x=0) = B,(x=a) =0
B,(y=0) = B,(y=b) =0
B,(z=0) = B,(z=c) =0 (165)

Com en el cas de les guies d’ona tampoc no detallarem el procediment de re-

solucio6 de les equacions (161) i donarem directament el resultat:

Els camps electric i magnetic a 'interior d'una cavitat ressonant amb
forma de paral-lelepipede regular de dimensions a, b i c prenen la forma
d’ones estacionaries:

E, =Ag Cos(@stin[EyJ sin(ﬂzJ et
x a b c

Vegeu que el camp eléctric no pot tenir
component tangencial sobre la
sugerﬁcie de les parets conductores al
subapartat 3.1.1 d’aquest modul.

Vegeu que el camp magnétic no pot
tenir component normal sobre la
sugerﬁcie de les parets conductores al
subapartat 3.1.2 d’aquest modul.

Recurs a Internet

En el web http://www fals-
tad.com/embox/index.html
(en anglés) trobareu una mini-
aplicacié (applet) on podeu vi-
sualitzar una simulacié dels
modes presents en una cavitat
ressonant.
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(m,n,p=0,1,2,..) (166)

on AEx , AEy , AEz ) ABx’ ABy i ABz son les amplituds o valors ma-
xims dels camps, a, b i ¢ sOn les dimensions de la cavitat ressonant i
m, n i p sén qualsevol combinacié de nombres enters positius. 7/t
és el fasor, que en aquest cas només depen del temps, atés que tenim

ones estacionaries.

L’analisi de les equacions (166) és molt similar al que varem fer per a les guies
d’ona:

e El primer terme de les equacions (AEX, AEy, AEz , ABx’ ABy i ABZ) Cor-
respon als valors maxims que poden assolir els camps. No entrarem en
detall en els seus valors exactes, ja que no entra dins dels objectius
d’aquest modul.

El segon, tercer i quart termes inclouen les dependencies dels camps res-
pecte a les tres direccions possibles (x, y i z). Fixeu-vos que en tots els casos
es tracta de funcions harmoniques del tipus sin(kx), cos(ky), etc. Els valors
d’aquesta constant k son diferents per a cadascuna de les direccions i estan
determinats per les dimensions de la cavitat, com en el cas de les ones es-

tacionaries que ja us varem introduir.

Si feu un tall transversal imaginari en qualsevol de les tres direccions i ana-
litzeu I'amplitud del camp al llarg de qualsevol dels eixos que s’observen,
observareu el mateix comportament que ja varem veure en una guia d’ona.
Es a dir, trobareu que 'amplitud dibuixa una corba sinusoidal amb un “pe-
riode” igual a un divisor exacte de la distancia entre les dues parets en qiies-
tio. Els valors de m, n i p indiquen precisament el nombre de maxims al
llarg de les direccions respectives x, y i z. A la figura 26 es mostra, a tall
d’exemple, com seria I'amplitud de la component E,, al llarg de la direcci6

x peralscasosm=1, 2, 3i4.

Vegeu el concepte d’ones estacionaries
al modul “Ones i acUstica”.




CC-BY-SA « PID_00159125 89

Propagaci6 d’ones electromagnétiques

Figura 26
a b.
£, =Eg - ﬁ £, =Eg-
E, =k E,=-E
m=1 x=0 Xx=a m=2 x=0 Xx=a
[ d.

o L’Gltim terme (¢7?) és el fasor de 'ona corresponent. En aquest cas només
presenta dependencia temporal, ja que la resta de variables (x, y i z) estan

incloses dins les funcions harmoniques anteriors.

Les diferents combinacions de valors de m, ni p determinen cadascun dels mo-

des que es poden produir en una cavitat ressonant.

En una cavitat ressonant, s’anomena mode de vibracio a cadascuna de

les combinacions de valors enters de m, ni p.

Per acabar d’entendre el significat dels modes, analitzarem un cas particu-
lar: el mode 101. Vegem com sén el camp eléctric (E) i magnétic (B) en
aquest mode. Per trobar-los cal substituirm =1, n=01p =1 a les expressi-
ons (166):

E,=0
E, = Ag, sin E)(j&‘,in(fzj(e_"“’t
y a c
2=0

T . T —j
B, = Ag cos —x}sm(—z]e jot
‘ a c

(m,np=0,1,2,..) (167)

A la figura 27 podeu visualitzar una representacio grafica de les amplituds

d’aquests camps en les tres seccions possibles: en una secci6 transversal, és a

Figura 26

Esquema dels modes
d‘oscil-lacié d'E, que es pro-
dueixen al llarg de la direccié x:
aym=1,

by m=2,

cm=3,i

d)y m=4.

101 es llegeix “u zero u”
(no “cent u”), ja que es refereix
a tres xifres diferents.

Recordeu

sin0=sin2r=..=0
cosO0=cos2n=..=1
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dir, vista des de davant (figura 27a), longitudinal, des de dalt (com si I’hagu-

éssim tallat per fer un entrepa, figura 27c¢) i des del costat (figura 27b).

Fixeu-vos primer en el camp electric. Com que E, =01 E, = 0, aquest camp només
presenta component en la direccio y. En els esquemes a i b podeu comprovar que,
efectivament, el camp eléctric sempre apunta en aquesta direccio (fletxes conti-
nues). A 'esquema c el camp eleéctric és perpendicular al pla del paper i va “cap

enfora” respecte al paper (per aixo esta expressat amb el simbol e).

Figura 27
a C
y:b A2 4 A Adbd A 4 A Xx=a n .
E — ’”ﬁ e . -
8 + 'y b e
y= 0 ¢ : .
: ¢
y ; : ;e
t L
X x=0 x=a "
b.
y= b A A AAMMAA 4 A
E
y=0
VL
z=0 z=c¢

L’amplitud del camp eléctric és una funci6 sinusoidal que es fa zeroa x =0 i
ax=a,iaz=0iaz=atéun maxim en el centre de la guia. Per aix0 les linies
de camp estan més separades a prop de les parets i més juntes cap al centre.
Podeu comprovar que aquest comportament de E,, E, i E, esta totalment en
concordanca amb la condici6 de contorn que diu que el camp eléctric nomeés

pot ser normal a les parets.

Pel que fa al camp magnetic, podeu observar que ara succeeix justament a la in-
versa que en el camp electric: no hi ha component en la direcci6 y (B, = 0) pero
si en la resta (observeu les linies discontinues a la figura 27c). Aquest fet no us hau-
ria de sorprendre si recordeu que el camp electric i magnetic sempre son perpen-

diculars entre ells.

Fins aqui us hem explicat com s6n els modes que es “podrien” produir en una
cavitat ressonant de forma general. Com en el cas de les guies d’ona, ara hau-
riem de determinar quines ones (és a dir, quines freqiiencies) “sobreviuran” a
I’estat transitori i es mantindran en l’estat estacionari. Tanmateix, a diferéncia
de les guies d’ona on hi havia un cert interval de freqiiéncies possibles, en una

cavitat ressonant nomeés hi haura un tnic valor possible.

Figura 27

Esquema del camp eléctric i
magnétic en un mode TE;
d’una guia d’ona de secci6 rec-
tangular:

a. Seccid transversal, pla xy, és
a dir, vista des de davant. El
camp eléctric es representa
amb fletxes verticals.

b. Secci6 lateral, pla yz. El
camp eléctric es representa
amb fletxes verticals.

c. Longitudinal des de dalt, pla
xz. Es a dir, com quan tallem
una barra de pa per fer un en-
trepa. El camp eléctric es repre-
senta amb punts i el camp
magnétic amb linies
discontinues.

Recordeu

El terme transitories refereix als
fendomens i comportaments
que s’observen en |’estat inicial
i durant un temps finit, mentre
que el terme estacionari es refe-
reix als fenomens que “sobre-
viuen” de forma indefinida.
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La relaci6é que assigna una freqiiencia determinada a cada mode es pot deduir
a partir de I’“obligaci6” que les equacions del camp eléctric i magnétic en una
cavitat ressonant (166) satisfacin I’equaci6 d’ones corresponent:

(168)

No detallarem el procés de resolucié perqué queda més enlla dels objectius de

I’assignatura i donarem directament la relaci6 que cerquem:

2 (2 2
(2] (] (2 -
a b c

m,np=0,1,2,3,.. (169)

La relaci6é (169) implica, com ja hem dit, que existeix una tnica freqiiéncia
possible per a cada mode d’una cavitat ressonant.

La freqiiéncia caracteristica d'un mode de vibracio (f;,,,,) €s la freqiien-
cia corresponent a les ones estacionaries corresponents. Per a una cavi-
tat ressonant amb forma de paral-lelepipede regular de dimensions a, b
ic, el valor d’aquesta freqiiéncia és:

el [ KON

m,n p=0,1,2,3, ..

(170)

on m, nip soén els indexs corresponents al mode de vibracio i p i € son
la permeabilitat magneética i la permitivitat electrica del medi material
de l'interior de la cavitat.

Exemple de freqiiéncia caracteristica d’'un mode de vibracid

Determineu la freqiiéncia caracteristica del mode 101 per a una cavitat ressonant de dimen-
sionsa=2,0cm, b=1,5cmic=3,0 cm al'interior de la qual hi ha aire (n~ pgy i e~ gg).

Solucié
La freqtiéncia caracteristica d'un mode d’una cavitat ressonant amb forma de paral--

lelepipede esta determinada per I’equaci6 (170). Per a trobar la freqiiéncia corresponent
al mode 101 hem de substituirm=1,n=0ip=1, és a dir:

1 ) o Y 1\
+ +
" (2~10*2j (1,5.10*2j (3~10*2j
101 =

-9 GHz 171)
2/4m-107 .8,85.10712

Recordeu

L’equacié diferencial que expli-
ca el comportament d‘una ona
qualsevol que es propaga amb
una velocitat c és:

2~
07; 20250
ot
Recordeu
o =2nf
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Les cavitats ressonats permeten I’'emmagatzematge d’energia en camps elec-
trics i magnetics oscil-lants de forma indefinida. Les pérdues d’energia que es
puguin produir son degudes a les successives reflexions a les parets dels con-
ductors pel fet que aquests no son del tot perfectes com haviem suposat a I'ini-

ci, és a dir, o és molt gran pero no arriba a ser c —o0.

6.2. Que hem apres?

Es aquest apartat hem agafat la guia rectangular de I'apartat anterior i I'hem
tancat, transformant-la en una caixa. El que es coneix com a caixa ressonant
o ressonades. Com en el cas de les guies d’ona, en la cavitat ressonant només
estan permesos alguns modes. En aquest cas pero, hi ha una tnica freqiiéncia
permesa per mode, que es diu feqiiéncia carateristica.
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7. Problemes resolts

7.1. Enunciats

1) Una ona de radio presenta una longitud d’ona A =9 m quan es propaga per
un medi no magnetic amb una permeabilitat electrica relativa ¢, = 9. Calculeu
la freqiiéncia d’aquesta ona. Podeu fer servir ’aproximacié c » 3 - 108 m/s.

2) Esnecessita enviar un missatge a un submari que es troba a una profunditat
de 120 m. Per tal que el submari pugui rebre de forma correcta el senyal, cal
que l'ona arribi al seu desti amb una intensitat que sigui com a minim un 1%
de la que té quan s’emet (en altres paraules, I’atenuaci6 no pot superar el 99%).
Determineu la freqiiencia maxima que pot tenir I'ona per tal que el missatge
pugui ser llegit. La conductivitat de 1’aigua de mar és ¢ = 4,8 o 'm.

3) Una ona que es propaga per un medi amb index de refraccié n; incideix
sobre una interficie amb un altre medi amb index n, amb un angle d’'inciden-
cia 6 =63,43° i s'observa que no es produeix cap ona reflectida. Es decideix re-
orientar la interficie de tal manera que s’aconsegueix que 1’ona hi incideixi de
forma perpendicular, i aleshores s’observa que si que existeix una ona reflec-
tida. Determineu la intensitat d’aquesta ona reflectida, expressada en termes
relatius respecte a la intensitat de I’ona incident. Com ha de ser la polaritzacio
de 'ona incident perqué aquest exemple correspongui a un cas real?

4) Determineu les freqiiencies de tall dels modes TEq, TEy; i TE1; per a una
guia d’ona de secci6 rectangular de dimensions a = 1,5 cm i b = 3,0 cm, supo-
sant que:

a) al'interior de la guia hi ha el buit,
b) al'interior de la guia hi ha un material no ferromagnetic amb n = 1,50.

5) Determineu les freqiiencies caracteristiques dels modes 110, 101 i 111 per
a una cavitat ressonant amb forma de paral-lelepipede regular de dimensions
a=20cm, b=25cm ic=30cm, suposant que:

a) al'interior de la guia hi ha el buit,
b) al'interior de la guia hi ha un material no ferromagnetic amb n = 1,50.

7.2. Solucions

1) La longitud d’ona i la freqiiencia f d'una ona estan relacionades mitjan-

Vegeu la relaci6 entre la longitud

. .z N . d’ona i la freqliéncia per a una ona
cant la velocitat de propagacio v. Ho varem veure per a una ona en general i en general al mddul “Ones” i per

a una ona electromagnética al modul

per a una ona electromagnética en particular: “Lleis de Maxwell”.

A f=v (172)
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Ja hem vist que la velocitat de propagaci6 d'una ona electromagnetica en un
medi qualsevol (v) s’expressa en relacio a la velocitat en el buit (¢) mitjancant

el concepte d'index de refraccio (n):

(173)

I d’altra banda sabem que 1'index de refracci6é depen de la permeabilitat mag-

netica i la permitivitat electrica relatives (u, i ¢,;) del material (13):

=\l & (174)

Com que es tracta d'un medi no magnetic, la permeabilitat magneética es pot

aproximar a p, ~ 1 i, per tant, obtenim:
n=.g (175)

Aixi doncs, ja nomeés ens queda combinar 'expressié (175) amb la (173), i la
(172):

hof =—— (176)

N

I com que el que volem calcular és la freqiiencia f:

f:kC (177)
Er

Ja només ens queda substituir els valors de 1’enunciat:

A=9m
&=9
c~3-108 m/s (178)
I obtenim el resultat:
~3.108

=11,1 MHz (179)

f9@

2) A diferéncia de l'aigua pura, que presenta una conductivitat molt petita,
l'aigua de mar presenta una conductivitat relativament alta (c = 4,8 @ 'm™') a
causa de l'elevada concentraci6 de sals. Per tant, es pot considerar, fins a cert
punt, com un medi conductor. Aix0 vol dir que les ones electromagnétiques

que es propaguen per 1’'ocea pateixen una atenuacio significativa.

Vegeu |'expressié de la velocitat en un
medi en relacié a la velocitat en el buit al
subapartat 1.2.1 d’aquest modul.
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Recordem l'expressio per a 'atenuacio en funci6 de la profunditat x que ja
hem vist (18) :

(180)
on & ésl'anomenada profunditat de penetracio.

L’enunciat ens diu que el senyal emes ha de ser capag¢ d’arribar a una profun-
ditat de x = 120 m sense baixar de 1'1% del seu valor inicial (és a dir, sense que

I'atenuacio superi el 99%). Aixo vol dir que:

120
—=¢ & 181
100 (181)
A partir d’aqui podem deduir el valor de la profunditat de penetraci6 (8) mi-
nima necessaria per tal que el senyal arribi correctament, és a dir, per tal que
la seva intensitat no baixi per sota d’aquest llindar de 1'1%. Ho fem traient lo-

garitmes a les dues bandes de I'equacio:

1n(i __120 (182)
100 5
s=—— 120 _s61m (183)

n(}00)

D’altra banda, hem vist tamb¢ la relaci6 entre la profunditat de penetracio ()

i la frequiéncia (f) (19) :

T (184)

Si aillem la freqiiéncia (f) tenim:

__1 (185)

827tu<5

Janomés ens queda substituir els valors. La profunditat de penetracio (3) és la
que hem calculat a (183), la permeabilitat magnética és aproximadament la
del buit, ja que I'aigua de mar €s un medi no ferromagnetic, i la conductivitat

electrica (o) esta indicada a ’enunciat:
§=26,1m
wapg=4n - 1077 NA™2
c=480"m! (186)

Vegeu l'atenuacié6 en funcié de la
profunditat al subapartat 1.3.1 d’aquest
modul.

Vegeu la relacié entre la profunditat de
penetracio i la freqiéncia al subapartat
1.3.1 d’aquest modul.
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Per tant, la freqiiencia (f) maxima possible és:

1

f_26,12~n-4n-10_7-4,8

=77,7Hz (187)

3) Abans de resoldre el problema hem de llegir detingudament I’enunciat i
identificar-ne les dades rellevants:

a) Existeix un angle (6 = 63,43°) per al qual no hi ha ona reflectida. Aquest
angle ha de ser per forca I’angle de Brewster corresponent a la interficie, ates
que és I'anic angle per al qual es pot produir aquest fenomen. Per tant, s’ha de
satisfer la llei de Brewster que ja hem vist (113):

tan63,43° = 2 (188)

m

Ateés que tenim dues incognites, no podem trobar els valors exactes de ny i ny,
pero si que podem trobar la relaci6 entre tots dos:

ny, = ny tan 63,43°

Ny = 21’11 (189)
b) L’existéncia d’aquest angle de Brewster implica per forca que I’ona incident
esta polaritzada amb el camp eléctric paral-lel al pla d’incidéncia, ja que és
I"anic cas en que pot haver-hi una reflectancia R, = 0.

¢) Quan l'ona incideix sobre la interficie de forma perpendicular, 'expressio
de la reflectancia R, (144), se simplifica mitjancant:

0;=0°
0,=0° (190)
I resulta:
n —n z
R= (—1 2] (191)
1’11 + le

Com abans, tornem a tenir dues incognites, perdo podem resoldre ’equacio si
apliquem la relaci6 (189). Aixi reduirem 1’equacié a una sola incognita:

Rem=2m ) _(m 2_(1j2
n1+2n1 3711 3

(192)

Vegeu la llei de Brewster al subapartat
3.2.4 d’aquest modul.

tan 63,43° = 2

Vegeu la reflectancia R, = 0 al subapartat
3.2.4 d’aquest modul. Vegeu la
reflectancia en cas d’incidencia
perpendicular al subapartat 3.2.3
d’aquest modul.

Recordeu

Els angles es mesuren respecte
al pla d’incidencia, que és per-
pendicular al pla de la interfi-
cie. Per tant, per a incidéncia
perpendicular o normal, tenim

6=0°
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La intensitat de 1’'ona reflectida es troba a partir de la reflectancia que acabem

de trobar:

~

I _p_1
; 9

4) La freqiiencia de tall d'un mode TE,,,, en una guia de secci6 rectangular de

dimensions a i b es pot calcular a partir de 1’expressio (158):

xis)

En aquesta guia d’'ona, a=1,5cmib=3,0 cm.

a) Per al cas del buit, hem de fer servir u=pgie=¢gg.

Mode TEl()Z
2 2
s () =97 e
2.Juoeo V10,015 0,030
Mode TE;:
2 2
e
2.Juoeo V00,015 0,030
Mode TEq1:

1 1 Y (1 )
fi = + =11,14 GHz
2Jupeo V10,015 0,030

b) Per a un medi no ferromagneétic amb index de refraccié n = 1,50, podem fer

servir:
n=Ho
e=¢gy- &~ n280 = 2,25¢ (194)
Mode TEl()Z
2 2
=5 oo1s) |0 ~6/64 GHe
24/2,25u0g0 |\ 0,015 0,030

Mode TE;:

2 2
fo=sr [ 0 j{ . J=3,32GHZ
2.Juoeo V00,015 0,030

Recordeu

€0 = 8,854 - 10712 C2/Nm?
1o =4 - 1077 N/A?

Recordeu

Per a un medi no ferromagne-
tic, podem aproximar:

n=./e,

&= nz
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Mode TElli

1 1 V(1 Y
fi- oors) *(o0) ~7v43 ome
2Jnoeo V10,015 0,030

5) La freqiiencia caracteristica d'un mode mnp en una cavitat ressonant amb
forma de paral-lelepipede de dimensions a, b i ¢ es pot calcular a partir de 1'ex-
pressio (170):

S A CRT

En aquesta cavitat ressonant, a=20 cm, b=25cm ic=30 cm.

a) per al cas del buit, hem de fer servir p=p,ie =g,

Mode 110:

2 2 2
T .
2/ogo V10,20 0,25 0,30

Mode 101:

2 2 2
fito == [ L ) +( 0 ) +[ L j =901 MHz
2/uogo V10,20 0,25 0,30

Mode 111:

2 2 2
fi1o0 = L \/[ 1 j +[ ! ] +[ 1 j =1.082 MHz
2/1ogo V10,20 0,25 0,30

b) Per a un medi no ferromagnetic amb index de refraccié n=1,50, podem fer

servir:
n=Ho
£=¢g) - &~ n280 = 2,25¢ (196)

Mode 110:

2 2 2
fi10 = L LVl -2 ) Z640 MHZ
2,/2,25p0g0 V10,20 0,25 0,30

Mode 101:

2 2 2
fi10 = 1 1 + 0 + 1 =601 MHz
2,/2,25p0g0 V10,20 0,25 0,30

Recordeu

€0 = 8,854 -107'2 C2/Nm?
1o =4m - 107 N/A?

Recordeu

Per a un medi no ferromagne-
tic, podem aproximar:

n=./e,

&~ nz
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Mode 111:

1 12 (1 V% (1)
fi10 = + +( j -722 MHz
2,/2,25p0g0 V10,20 0,25 0,30
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Resum

La velocitat de propagaci6 de les ones electromagnétiques en un medi material
depén de la permitivitat electrica i de la permeabilitat magnetica del material:

V= |— (197)

Per al cas del buit (uy=4n - 1077 N/A% i gy = 8,854 - 10712 C2/Nm?), 1a velocitat
correspon a la velocitat de la llum en el buit (c = 2,998 - 108 m/s).

Aquesta velocitat es pot representar de forma relativa mitjancant el concepte
d’index de refraccio6 (1) d'un medi, que és el quocient entre la velocitat d'una
ona en el buit i la velocitat de la mateixa ona en el medi en qiiesti6. El valor
de I'index de refraccio esta relacionat amb la permeabilitat i la permitivitat re-
latives del medi:

c
n= ; =~ Hrér (198)

Quan l'ona es propaga per un medi conductor, la seva intensitat es redueix de
forma gradual a causa del fenomen de 'atenuaci6. La profunditat de pene-
tracio (8) mesura la distancia que una ona és capag de penetrar dins d'un medi
conductor abans d’atenuar-se un cert factor. Aquesta distancia depen de la fre-
quiencia de 'ona i de la conductivitat del medi:

1

e (199)

§=

L’estat de polaritzacio d'una ona electromagneética indica com “estan posats”
els camps electric i magnetic. Els dos tipus de polaritzacié6 que hem estudiat

2

son:

¢ DPolaritzaci6 lineal: el camp eléctric sempre oscil-la en una mateixa direccio.

e Polaritzacid circular: la projecci6 del vector del camp electric respecte a un
pla perpendicular a la direccié de propagaci6 dibuixa una circumferéncia.

Quan una ona incideix en una interficie entre dos medis materials part de
I’energia es propagara mitjancant una ona reflectida i 1'altra mitjancant una
ona transmesa. La geometria que involucra les direccions de propagacio
d’aquestes tres ones (incident, reflectida i transmesa) és regida per les mateixes
lleis de 1'Optica geomeétrica que s’apliquen a la llum. En canvi, la relaci6 entre
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les intensitats depen del seu estat de polaritzacié. Podem estudiar aquesta re-
laci6é per a dos casos especifics, ja que, a causa de les propietats dels vectors,
qualsevol estat de polaritzacio genéric es pot representar com una combinacio
lineal d’aquests dos estats.

Polaritzacié perpendicular Polaritzacio paral-lela
al pla d’incidéncia al pla d’incidencia

S 2 2
Reflectancia g [ mcos6; —nycos6; g [ mcos6; —ny coso;
R=1 Ny cos6; +n, coso; P\ n, cos6; + ny cos6,

Transmitancia

Tp

L) cos0; 2 T.

2
_ n,cos6, [ 2n, cos; ]
nycosb;

2
_ n,cos6, 2n, cosb;
nycos6; \ nycos6; +n,cosé,

N, cos6; \ n, cosO; +nycos6;

Per a una ona polaritzada de forma paral-lela al pla d’incidéncia, existeix
un cert angle, anomenat angle de Brewster, per al qual la reflectancia es
fa 0 i aix0 vol dir que tota I'ona es transmet cap al segon medi. Per a una
ona amb polaritzacié perpendicular al pla d’'incideéncia, no existeix aquest
angle.

Per altra banda, si I'index de refraccio del primer medi és més gran que el del
segon (1, > ny), existira també un angle limit a partir del qual hi ha reflexi6
total i ’'ona no es pot propagar cap al segon medi. Aquest angle s'Tanomena an-
gle critic o angle de reflexio total.

Quan una ona incideix sobre una configuraci6é basada en una capa molt prima
d'un material dieléctric, es descompon en un nombre indefinit de feixos
paral-lels amb desfasaments diferents, cadascun d’ells degut a un nombre di-

ferent de reflexions internes.

Una guia d’ona és un dispositiu de geometria variable en el qual un material
dielectric esta envoltat per un material conductor en totes les seves direccions
excepte una, que correspon a la direcci6é de propagacio6. Sota aquesta configu-
racio, només certes ones electromagnetiques s’hi poden propagar, els anome-
nats modes de propagacio. Les caracteristiques d’aquests modes estan
determinades per la geometria i les dimensions de la guia d’ona. La més im-
portant és la freqiiencia de tall, que és la freqiiéncia minima per sota de la

qual una ona no es pot propagar per la guia d’ona.

fi = ﬁ1 /(%}2 + (%f (200)

Una cavitat ressonant és un volum d'un material dielectric envoltat per un
conductor en totes direccions. En el seu interior es produeixen una serie
d’ones estacionaries les caracteristiques de les quals estan determinades pels

anomenats modes de vibraci6, que depenen de la geometria i les dimensions
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de la cavitat. Cada mode de vibraci6 presenta una tnica freqiiencia possible,

I'anomenada freqiiéncia caracteristica del mode:

S EECEC
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Exercicis d’autoavaluacio

1. La velocitat de propagacié d'una ona electromagnetica és....

a) sempre igual a ¢ = 2,998 - 108 m/s.

b) més alta com més grans son la permitivitat i la permeabilitat del medi.
c) més baixa com més grans soén la permitivitat i la permeabilitat del medi.
d) sempre la mateixa sigui quin sigui el medi per on es propagui.

2. La profunditat de penetracié d’'una ona en un material conductor és...

a) més gran com més alta és la freqiiéncia de I’'ona.

b) més gran com més baixa és la freqiiencia de 1’ona.

c) independent de la freqiiencia de I’'ona pero dependent de la conductivitat del material.
d) independent de la freqtiéncia de I’ona i de la conductivitat del material.

3. En una ona electromagnética amb polaritzacio lineal...

a) els camps eléctric ( E ) i magneétic ( B) no sén perpendiculars entre si.

b) tant E com B oscil-len sempre en una mateixa direccié respectiva i son perpendiculars
entre si.

¢) E oscil-la sempre en una mateixa direcci6 perd B no.

d) B oscillla sempre en una mateixa direcci6 perd E no.

4. En una interficie entre dos medis qualssevol...

a) els camps eléctric ( E ) i magnétic ( B) son idéntics a totes dues bandes.

b) les components tangencials de E i B son ideéntiques a totes dues bandes.

¢) les components tangencials de E i les components normals de B son idéntiques a totes
dues bandes.

d) les components normals de E ila components tangencials de B sén ideéntiques a totes
dues bandes.

5. En una interficie entre dos medis no conductors...

a) la reflectancia i la transmitancia sempre han de sumar 1 sigui quina sigui la direccié de
polaritzaci6 de 'ona incident.

b) la reflectancia i la transmitancia han de sumar 1 només per a les ones amb polaritzacié
paral-lela al pla d’incidéncia.

c) la reflectancia i la transmitancia han de sumar 1 només per a les ones amb polaritzacié
perpendicular al pla d’incidéncia.

d) la reflectancia no pot arribar a fer-se zero mai.

6. En una interficie entre 'aire (12~ 1) i un vidre (12~ 1,5)...

a) existeix un angle de Brewster i un angle critic en tots dos sentits.

b) només existeix angle de Brewster en un sentit perd angle critic en tots dos sentits.

c) hi ha angle de Brewster en tots dos sentits perd només hi ha angle critic quan I’ona inci-
deix des del costat de l'aire.

d) hi ha angle de Brewster en tots dos sentits perd només hi ha angle critic quan 1’ona inci-
deix des del costat de 'aigua.

7. En una guia d’ona rectangular, el camp eléctric d'una ona que es propaga en el mode TE;
presenta components...

a) E,iE,

b) nomes E,

C) només E,

d) No es pot propagar cap ona en aquest mode, perqué el primer subindex és un O.

8. En una guia d’ona rectangular, el camp electric d'una ona que es propaga en el mode TM(;
presenta components...

a) E,iE,

b) nomes E,

C) només E,

d) No es pot propagar cap ona en aquest mode, perqué el primer subindex és un O.

9. En una guia d’ona rectangular de dimensionsa =1 cm i b =2 cm a l'interior de la qual hi ha el
buit, la freqiiencia minima per sota de la qual una ona no s’hi pot propagar és...

a) 748 kHz.

b) 7,48 GHz.

c) 14,95 GHz.

d) 1495 kHz.
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10. De les magnituds segiients, quina correspon a la freqiiencia caracteristica del mode de vibraci6
110 d’una cavitat ressonant de dimensions a =1 cm, b =2 cm i c =3 cm? Suposeu que el medi
de l'interior és el buit.

a) 1,03 MHz.

b) 10,3 GHz.

c) 1,67 MHz.

d) 16,7 GHz.
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Solucionari

1.¢;2.b;3.b;4.¢;5.a3;6.d;7.b;8.d;9.b; 10.d

Glossari

amplitud [ Separaci6 maxima que pren una magnitud oscil-latoria respecte la posicid
d’equilibri.

angle de Brewster m Angle per al qual una ona electromagnética amb polaritzaci6 paral--
lela al pla d’incidéncia no es reflecteix i es transmet completament. Aixo és equivalent a dir
que l'ona reflectida esta per forca polaritzada perpendicularment al pla d’incidencia. El seu
valor depen dels indexs de refraccié dels dos medis.

angle critic m Angle a partir del qual una ona electromagnética que incideix sobre una in-
terficie de separaci6 entre dos medis es reflecteix completament i, per tant, no existeix ona
transmesa. El seu valor depén dels indexs de refracci6 dels dos medis.

sin. angle de reflexi6 total

angle de reflexié total m
sin. angle critic

camp eléctric m Entitat matematica que s’utilitza per a concentrar, amb una sola expressio,
tota la informaci6 electrica en un punt de 'espai.

camp magnetic m Entitat matematica que s’utilitza per a concentrar, amb una sola expres-
sig, tota la informacié magnetica en un punt de l'espai.

capa prima f Dispositiu basat en una configuracié formada per un material dielectric d'un
gruix relativament prim sobre el qual es fan incidir ones electromagnétiques per tal que s’hi
produeixin interferéncies.

cavitat ressonant [ Dispositiu basat en una configuraci6 en la qual un medi dieléctric esta
limitat per un material conductor en totes direccions. En una cavitat ressonant es produeixen
ones estacionaries amb unes freqiiéncies determinades.

coeficients de Fresnel m pl Relacions entre les amplituds de les ones incident i reflectida,
iincident i transmesa per a una interficie entre dos medis. Els valors dels coeficients varien
en funcio6 dels indexs de refracci6é dels dos medis implicats, i també en funci6 de la polarit-
zacio6 de l’ona incident.

conductor m Material en el qual, a causa de la seva estructura microscopica, poden haver-
hi carregues lliures que es veuran afectades per la preséncia d'un camp eléctric i, per tant, per-
metran al material conduir corrent electric.

constant d’ona f Ritme de variaci6 del desfasament respecte ’espai, igual a 2n dividit per
la longitud d’ona.

dieléctric m Material en el qual, a causa de la seva estructura microscopica, les carregues
que hi ha estan lligades i no es poden moure lliurement.

fase fEstat d'una ona en un instant i posicié determinats.

freqiiéncia f Nombre de cicles o oscil-lacions que realitza una magnitud oscil-latoria i peri-
odica per unitat de temps.

freqiiéncia angular f Ritme de variaci6 de la fase en funci6 del temps. Es igual a la fre-
quiéncia multiplicada per 2.

freqiiéncia de tall fFreqiiéncia minima per sota de la qual una ona no pot propagar-se per
una guia d’ona segons un cert mode.

guia d’ona f Dispositiu basat en una configuracié en la qual un medi dieléctric esta limitat
per un material conductor en totes direccions excepte una. Una guia d’ona permet la propa-
gacio de certes ones d'una manera eficient.

incidencia normal [ Situaci6 en la qual una ona electromagneética incideix sobre una in-
terficie de canvi de medi de forma perpendicular a aquesta.
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intensitat fPoténcia d’una ona per unitat de superficie. Es proporcional al quadrat de 'am-
plitud de l'ona.

linies de camp [ pl Linies imaginaries que serveixen per a dibuixar el camp i per a donar
una idea de quina seria la direcci6 i la intensitat del camp electrostatic en un determinat punt
de l'espai.

longitud d’ona f Distancia minima entre dos punts d’'una ona que tenen el mateix estat
d’oscil lacio.

mode m Ona electromagneética amb una configuracié determinada que es pot propagar per
una guia d’ona o pot establir-se de forma estacionaria en una cavitat ressonant.

ona [ Pertorbacié que es propaga per l'espai i el temps, amb transport d’energia pero sense
transport net de materia.

ona electromagnetica f Ona que propaga energia electromagnetica.

ona harmonica f Ona la magnitud de la qual es pot expressar matematicament per una
funcié sinusoidal.

permeabilitat magneética f Propietat dels medis materials que déna compte de les seves
propietats magnetiques. En el valor de la permeabilitat es concentren tots els efectes microsco-
pics relacionats amb el camp magneétic.

permitivitat eléctrica f Propietat dels medis materials que déna compte de les seves pro-
pietats electriques. En el valor de la permitivitat es concentren tots els efectes microscopics
relacionats amb el camp electric.

polaritzacié f Condicié d’'una ona transversal per la qual la seva magnitud caracteristica
esta establerta amb una orientacié determinada respecte la direccié de propagacio.

polaritzacio circular fPolaritzacié en el qual la direccié d’oscil-lacié del camp eléctric (o
magnetic) d’'una ona transversal varia peridodicament de manera que la seva projecci6é sobre
un pla perpendicular a la direcci6é de propagacié dibuixa un cercle. Aixo és equivalent a dir
que les components en la direccions x i y estan desfasades un angle n/2.

polaritzacio lineal f Polaritzaci6 en el qual el camp eléctric (0 magnétic) d’una ona trans-
versal sempre oscil-la en una mateixa direcci6. Aixo és equivalent a dir que les components
en la direccions x i y estan en fase.

reflectancia f Relaci6 entre les intensitats de 'ona incident i ’ona reflectida per a una in-
terficie entre dos medis. El seu valor varia en funci6 dels indexs de refracci6é dels dos medis
implicats i també en funci6 de la polaritzaci6 de 1’ona incident.

transmitancia f Relacid entre les intensitats de ’'ona incident i I’ona transmesa per a una
interficie entre dos medis. El seu valor varia en funcio6 dels indexs de refracci6 dels dos medis
implicats i també en funcio6 de la polaritzacié de I’ona incident.
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