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Introducció

aEn altres mòduls heu vist quines són les característiques principals de les ones

electromagnètiques, com es propaguen en el buit, entre plaques conductores

o en guies d’ones. En aquest mòdul parlarem d’un nou element relacionat

amb la propagació de les ones electromagnètiques: les línies de transmissió.

El primer que us podeu preguntar a l’hora de pensar en les línies de transmis-

sió pot ser: què son? com són aquests dispositius? per a què serveixen?

Per a intentar respondre aquestes preguntes podem fer ús de la Viquipèdia,

que diu:

“Una línia de transmissió és una estructura material utilitzada per a dirigir la

transmissió d'energia en forma d'ones electromagnètiques, comprenent el tot

o una part de la distància entre dos llocs que es comuniquen.”

Perquè us feu una idea: el cable que porta el senyal de televisió des de l’antena

fins al televisor és una línia de transmissió (tot i que molt llarga en comparació

amb algunes de les que veurem en aquest mòdul).

Us pot semblar que connectant una antena a un receptor mitjançant un cable

qualsevol n’hi ha prou per a tenir una bona recepció d’un senyal, però no és així. 

La necessitat de les línies de transmissió

Us posarem un parell d’exemples per tal d’entendre millor per què són necessàries les lí-
nies de transmissió i quins problemes ens podem trobar en connectar dos dispositius.

Prengueu com a exemple un circuit compost per una aixeta i una rentadora. Entre aquests
dos dispositius necessitem una mànega, que és l’element que farà la funció de línia de trans-
missió, per tal de connectar ambdós aparells i poder transmetre l’aigua des de l’aixeta fins a
la rentadora. Si l’aixeta està oberta, depèn del gruix i llargària de la mànega que la vostra ren-
tadora rebi tota l’aigua que necessita per a rentar la roba. Mirem-ho amb més detall:

• Si, per exemple, posem una mànega molt estreta i llarga, hi haurà una gran resistència
al pas de l’aigua i la rentadora no rebrà prou aigua (a part que possiblement l’aixeta no
tindrà prou potència o pressió per a traslladar tota l’aigua fins a l’entrada de la renta-
dora), de forma que es pot espatllar per manca d’aigua.

• Si, en el cas contrari, utilitzem una mànega massa gruixuda, hi haurà menys resistèn-
cia, però podem tenir massa entrada d’aigua, de manera que la rentadora tampoc fun-
cioni correctament.

Per tant, ens cal dissenyar tot el sistema per tal que la rentadora rebi la quantitat exacta
d’aigua que necessita i així poder rentar la roba sense problemes. En aquest cas direm que
el sistema es troba ben adaptat o ben acoblat.

Us mostrarem més funcionalitats de la línia de transmissió amb el següent exemple:.

Possiblement alguna vegada tots hem tingut una corda molt llarga a les mans que s’ha
enganxat amb alguna cantonada o algun obstacle del terra. Instintivament tots hem aga-
fat la corda i hem fet un moviment brusc amb el braç per tal de generar un moviment o
“senyal” que es propagués a traves de la corda i el qual, en arribar a l’obstacle, la desen-
ganxés. Ara bé, quan el “senyal” arriba a l’obstacle poden passar dues coses:

Vegeu les característiques principals de 
les ones electromagnètiques i com es 
propaguen als mòduls “Lleis de 
Maxwell” i “Propagació d’ones 
electromagnètiques”.
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• si l’obstacle ha absorbit tota l’energia que hem transmès a la corda, aquesta quedarà

enganxada.

• però si l’obstacle no ha pogut aguantar tota l’energia del senyal que circula per la cor-

da, aquesta es desenganxarà.

A l’hora de generar aquesta pertorbació, o senyal, també hem de tenir en compte les pro-

pietats de la corda que tenim a les mans. En el cas de tenir una corda molt pesant haurem

de fer un gran esforç per a propagar el senyal, o no tindrà prou força per a arribar fins a

l’obstacle; si la corda es molt llarga el senyal tampoc arribarà a l’obstacle que enganxa la

corda.

En el cas de les línies de transmissió no es transmetrà un senyal generat per un moviment

físic, com el del nostre braç, sinó una diferència de potencial que es propagarà per l’inte-

rior de la línia.

Els exemples anteriors ens mostren símils de línies de transmissió per tal que us feu una

idea de quins problemes podem tenir a l’hora de connectar un dispositiu generador d’un

senyal i un altre dispositiu receptor del senyal. Aquests problemes suposen un gran obs-

tacle a l’hora de dissenyar, per exemple, sistemes de transmissió i recepció de ràdio, en

què el senyal és molt sensible a alteracions i atenuacions. També poden suposar un obs-

tacle per a dissenyar dispositius com filtres de ràdio, a causa de les característiques dels

senyals a filtrar, en què podem fer servir les línies de transmissió per a modificar el nostre

senyal.

En aquest mòdul veurem com podem dissenyar les línies de transmissió, l’ele-

ment de connexió entre dos dispositius, per a obtenir el millor grau d’acobla-

ment o adaptació possible (recordeu l’exemple anterior).

En el primer apartat d’aquest mòdul explicarem què són les línies de transmis-

sió per tal que en tingueu una idea conceptual i en farem un model equivalent

per a poder treballar-hi fàcilment. Un cop tinguem el model equivalent, en de-

finirem els paràmetres principals. En l’apartat 2 veurem uns exemples d’apli-

cació del model equivalent directament sobre circuits i com evolucionen els

senyals per l’interior de la línia de transmissió.

En l’apartat 3 estudiarem el cas particular de la transmissió de senyals sinuso-

ïdals per la línia de transmissió i com es creen les ones estacionàries dins de les

línies.

En l’apartat 4 us presentarem una eina imprescindible per a treballar amb les

línies de transmissió: la carta d’Smith. Ja veureu que aquesta eina pot simpli-

ficar-vos molt la feina i tots els càlculs. En l’apartat 5 veureu uns exemples

aplicats d’ús de la carta d’Smith.

En l’apartat 6 us presentarem una introducció a les línies de transmissió amb

pèrdues, així com als diferents tipus de línies de transmissió que us podeu tro-

bar en el dia a dia. També donarem un cop d’ull a les línies del tipus micropista

El terme acoblament s’utilitza quan un senyal s’ha transmès en la seva

totalitat, sense que hagi sofert cap tipus de pèrdua o atenuació des del

dispositiu que el genera fins al dispositiu que el rep.
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i triplaca, molt importants ja que són les més utilitzades en els circuits inte-

grats que es fan actualment.

Només ens queda desitjar-vos ànims per a estudiar aquest mòdul i si en algun

moment penseu que les línies de transmissió semblen complicades, no us es-

panteu; ho són, però no tant com sembla al principi, i ja veureu que amb la

carta d’Smith tots els càlculs se simplifiquen força.
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Objectius

Els principals objectius d’aquest mòdul són els següents:

1. Entendre què és una línia de transmissió.

2. Comprendre els paràmetres que defineixen una línia de transmissió per tal

de saber com funciona. 

3. Entendre el concepte de transmissió de la diferència de potencial entre dos

punts d’un circuit. 

4. Aprendre el funcionament de la carta d’Smith, quina és la seva utilitat, els

paràmetres que la defineixen i com utilitzar-la.

5. Entendre el concepte d’adaptació d’impedàncies en les línies de transmissió.

6. Comprendre els conceptes explicats i saber-los aplicar en el disseny de circuits,

i entendre com varia el seu comportament en funció de la freqüència.

7. Tenir la base d’alguns dissenys de línies de transmissió, inclosos els de les

del tipus micropista i triplaca, per tal d’obtenir un coneixement més gene-

ral de les diferents estructures i configuracions en les quals cal tenir en

compte les línies de transmissió.
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1. Línies de transmissió

Iniciarem la introducció a les línies de transmissió amb l’objectiu que enten-

gueu conceptualment:

• com són les línies de transmissió,

• quina és la seva funció,

• quins elements les componen,

• com són els senyals que hi circulen.

Després veureu com podem construir un model elèctric que es comporti igual

que les línies de transmissió, mitjançant elements passius tan bàsics com una

resistència, un condensador i una bobina.

1.1. Concepte de línia de transmissió

Tal com hem dit en la introducció del mòdul, les línies de transmissió servei-

xen per a transmetre senyals elèctrics (ones electromagnètiques) d’un disposi-

tiu a un altre.

Seguint amb l’exemple de la corda, imagineu-vos que ara la corda està lligada

a una paret, en lloc d’estar enganxada a un obstacle del terra. Si generem un

moviment brusc amb el braç, podem comparar els elements d’aquest exemple

amb els elements d’un circuit elèctric (vegeu les figures 1a i 1b):

• A la figura 1a teniu un circuit que inclou un generador de senyals sinusoï-

dals, format per V0 i Z0, una línia de transmissió (element central), i una

càrrega o impedància, ZL.

• A la figura 1b teniu la representació de l’exemple d’una persona amb un

extrem d’una corda a la mà i l’altre extrem lligat a una paret.

A l’hora de fer la comparació, el nostre braç seria la font del senyal correspo-

nent a la font de tensió en el circuit; la corda, la nostra línia de transmissió; i

l’obstacle, el nostre dispositiu que rep el senyal i en fa ús (el processa) o sim-

plement el dissipa.



CC-BY-SA • PID_00159126 12 Línies de transmissió

Figura 1

En el cas dels circuits elèctrics, el que intentem transmetre a través de la línia

és un senyal elèctric (o ona electromagnètica) caracteritzat per una tensió i un

corrent.

El senyal elèctric estarà generat per una font de tensió, que connectarem a la

línia de transmissió. Com que tota font de tensió està formada per dos pols

(un de positiu i un altre de negatiu), necessitarem connectar la línia de trans-

missió a aquests dos pols. Per tal de poder utilitzar el nostre símil de la corda,

necessitem tenir dues cordes per a poder simular els dos pols de la font de ten-

sió i de la línia de transmissió (vegeu la figura 2). El que mesurarem en el símil

serà la diferència de posició entre les dues cordes a una distància determinada

de les nostres mans.

Figura 2

Els senyals generats per la font de tensió poden tenir qualsevol forma:

• tensió constant, exemple de només fer un moviment brusc amb un braç i

deixar l’altre quiet, tal com podeu veure a la figura 3a; 

• tensió alterna, exemple de realitzar un moviment amb els dos braços, amb

un valor de pic determinat per la diferència de potencial entre els dos ter-

minals de la font, figura 3b.

D’aquesta manera, la nostra línia de transmissió serà un dispositiu que con-

nectarem als dos pols d’una font de tensió, pel qual circularà el senyal generat

(ja sigui un senyal en corrent continu, DC, o en altern, AC).

Figura 1

Comparació del circuit elèctric 
amb una línia de transmissió 
(a) i un moviment generat 
amb les mans en una corda lli-
gada a la paret (b).

En la figura a) la font de tensió 
faria de generador, ZL faria de 
càrrega o obstacle i la corda fa-
ria de línia de transmissió.

Figura 2

Representació de la transmissió 
de senyals mitjançant la propa-
gació d’una pertorbació en 
dues cordes. En el punt a tin-
drem una amplitud de senyal 
diferent de la del punt b (zero).
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Figura 3

Tal com hem dit a la introducció del mòdul, no n’hi ha prou amb utilitzar un

cable o fil elèctric per a connectar una font i un aparell, cal que el cable estigui

adaptat al senyal que es vol propagar i a l’aparell al qual va connectat.

En les línies de transmissió el que farem és analitzar com es propaga un cor-

rent (i també una tensió) en forma d’ona. Com tota ona, aquesta es propaga

i pot “impactar” contra els elements del circuit i reflectir-s’hi totalment o

parcialment.

Cal recalcar que en les línies de transmissió és molt important la seva longitud

respecte a la longitud d’ona, de forma que si tenim una línia molt curta, no

podrem utilitzar-la com a línia de transmissió, ja que l’ona no hi podrà circu-

lar. En els circuits en què la longitud d’ona és superior a la llargada del circuit

no es pot aplicar el concepte de línia de transmissió; en aquest cas fem servir

la teoria de circuits.

El fet que el funcionament de les línies de transmissió es basi en el temps de

propagació del senyal concorda amb el fet que la longitud de la línia de trans-

missió ha de ser molt més llarga que la longitud d’ona del senyal.

Utilitzant l’exemple de la corda, si tenim una corda molt curta, ens serà

molt difícil, o fins i tot impossible, generar un senyal que s’hi pugui pro-

pagar.

Figura 3

Símil de generació de tensió en 
corrent continu (a) o en altern 
(b), en funció de si generem el 
senyal amb un braç o amb tots 
dos.

És important que us quedeu amb el concepte de línia de transmissió: 

És un dispositiu que serveix per a transmetre senyals electromagnètics,

en forma d’ona, d’una font a una càrrega.

El seu funcionament es basa en el temps que tarda el senyal, o ona elec-

tromagnètica, en propagar-se per l’interior de la línia de transmissió.
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1.2. Característiques físiques de les línies de transmissió

Un cop vista la idea de línies de transmissió, vegem exactament què són.

Però què ens està dient aquesta definició? Doncs, en altres paraules, que:

• Una línia de transmissió està formada per, almenys, dos conductors: si pen-

seu en el cable de la televisió, fixeu-vos que és un cable coaxial, amb un

conductor a dins i un altre a fora (vegeu la figura 4).

• Que els conductors estan en un medi dielèctric, és a dir, aïllant: un cop

més, si pensem en el cable de la televisió, tenim que els dos conductors es-

tan separats pel plàstic.

• Que la disposició dels dos conductors és sempre igual. Si prenem com a

exemple de línia de transmissió el cable de l’antena, podem tallar el cable

en qualsevol punt i la secció que veurem serà exactament la mateixa en tots

els punts, de manera que no ha canviat la seva secció transversal. La secció

transversal permet, fins i tot, classificar les línies de transmissió.

Figura 4

Un cop vist què són les línies de transmissió, hem de veure com treballar-hi

esquemàticament. Penseu en els circuits elèctrics: un condensador és un ob-

jecte físic, però quan dibuixem un circuit el representem només amb dues bar-

res verticals. Amb les línies de transmissió fem el mateix: les representem

esquemàticament.

Definirem físicament la línia de transmissió com un sistema de dos,

o més, conductors separats per un dielèctric i amb les característiques

següents:

• Els conductors es troben en disposició paral·lela.

• Els conductors estan immersos en un medi dielèctric.

• La secció transversal del sistema no canvia al llarg del seu recorregut.

Recordeu

L’aire també és un dielèctric.

Figura 4

Cable coaxial d'una antena de 
televisió. Podeu observar els 
dos conductors, disposats con-
cèntricament, el material aï-
llant entre ambdós, i el 
revestiment de plàstic.
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1.2.1. Representació esquemàtica de les línies de transmissió

Tot seguit us mostrarem com es representen les línies de transmissió. Per a fer-

ho, agafarem tres maneres diferents de representar-les, com les que teniu a la

figura 5: bifilars, plano-paral·leles i concèntriques.

Figura 5

Fixeu-vos que totes les representacions esquemàtiques de les línies estan for-

mades per:

• un port d’entrada format per dos pols o connectors, al qual normalment

connectarem un generador de tensió (figura 6),

Figura 6

Figura 5

Diverses representacions gràfi-
ques de les línies de transmis-
sió: a) bifilars, formades per 
dos fils conductors en paral·lel; 
b) planes; c) concèntriques, 
formades per dos conductors 
concèntrics un respecte a l’al-
tre (font: en.wikipedia.org).

Figura 6

Situació dels ports d'entrada 
en una línia de transmissió, on 
es connecten els generadors 
de senyals.
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• els dos o més conductors en la configuració apropiada: paral·lela o con-

cèntrica,

• un port de sortida igualment format per dos pols o connectors, al qual con-

nectarem una càrrega, ZL, (el subíndex L prové del mot anglès load, ‘càrre-

ga’), presentada a la figura 7 de la forma més general.

Figura 7

Ara bé, per què hem triat precisament aquestes tres possibles representacions?

Doncs perquè cadascuna respon a un tipus diferent de línia de transmissió, se-

gons quina sigui la seva secció transversal, com veureu tot seguit.

Val a dir, però, que a l’hora de treballar amb esquemes de circuits, es fa servir

indistintament qualsevol dels tres tipus de representacions, independentment

de la línia a què correspon.

1.2.2. Classificació de les línies de transmissió en funció 

de la seva secció transversal

En funció de la seva secció transversal podem trobar línies de transmissió dels

següents tipus:

• Bifilars. La línia està formada per dos fils, o conductors, en disposició

paral·lela com podeu veure a la figura 5a. Aquestes línies s’utilitzen en al-

Figura 7

Posició dels ports de sortida de 
les línies de transmissió i de les 
càrregues.

Els components bàsics de les línies de transmissió són:

• Port d’entrada

• Els conductors (dos o més)

• Port de sortida
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gunes antenes de televisió (tot i que avui en dia el més normal és fer servir

els cables coaxials).

• Coplanàries. La línia està formada per dos o més plans en disposició

paral·lela com podeu veure a la figura 5b. Aquest tipus de línia s’utilitza

en circuits integrats. Normalment es fan servir per a dissenyar les línies

micropista (en anglès microstrip) i triplaca (en anglès stripline), que des-

criurem en l’últim apartat del mòdul.

• Concèntriques. La línia està formada per dos conductors cilíndrics, nor-

malment un dins de l’altre, com els de la figura 5c. L’exemple més usual

d’aquest tipus de línies és el cable de l’antena de televisió.

A part de les característiques físiques de les línies de transmissió, podrem dife-

renciar dues línies del mateix tipus (ja sigui bifilar, coplanària o concèntrica)

segons les seves característiques pròpies.

1.2.3. Característiques pròpies de les línies

Les línies de transmissió es caracteritzen per una sèrie de paràmetres (vegeu la

figura 8):

• Una impedància característica Z0 que, seguint amb el símil de la mànega,

correspondria a l’efecte de tenir una mànega més estreta.

• La seva longitud l que, seguint amb el símil de la corda, correspondria a

l’efecte de la llargada de la corda.

• Un coeficient de propagació . Aquest paràmetre ens defineix el comporta-

ment de la línia en funció de les característiques de l’ona que hi circula.

Com que estem parlant de transmetre un senyal mitjançant dos conduc-

tors, aquests tindran unes característiques i un comportament diferents en

funció de la freqüència del senyal.

Utilitzant el símil de la corda, podeu pensar que si realitzem un moviment

molt lleu, gairebé imperceptible, el mateix pes de la corda farà que no es pro-

pagui cap senyal. En canvi, si realitzem un senyal molt brusc, és possible que

la corda es trenqui. Aquests dos fets depenen del senyal que vulguem transme-

tre, però també de les característiques pròpies de la corda.

 és la lletra grega minúscula 
i es llegeix “beta”.
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Figura 8

Val a dir que, pel que fa a la representació, en un dibuix esquemàtic es poden

fer servir qualsevol de les representacions físiques mostrades a la figura 8, ja

que totes estan formades pels mateixos elements comentats en els punts ante-

riors. La diferència en el seu ús és purament descriptiva o conceptual, ja que:

• podeu utilitzar el disseny concèntric en el cas d’estar representant un cir-

cuit amb una antena i un televisor (on s’utilitza un cable coaxial),

• o una línia bifilar en el cas que dissenyeu un circuit entre una emissora de

ràdio i una antena dipolar,

però tots dos dibuixos representaran dues línies de transmissió que només es di-

ferenciaran pels seus paràmetres, que són els que hem vist en aquest subapartat.

Tal com ho hem presentat, les línies de transmissió s’utilitzen com un dispo-

sitiu més en el disseny de circuits elèctrics.

1.3. Senyals dins de les línies de transmissió

Ara que ja heu vist com són les línies de transmissió i quins són els seus paràme-

tres característics, ens centrarem en el senyal que transmetrem dins de la línia.

Figura 8

Paràmetres de les línies de 
transmissió: longitud (l), impe-
dància característica (Z0) i coe-
ficient de propagació ().

Els paràmetres que caracteritzen una línea de transmissió són:

• La seva longitud, l.

• La seva impedància característica, Z0.

• El seu coeficient de propagació, β.



CC-BY-SA • PID_00159126 19 Línies de transmissió

aCom hem dit, una font d’alimentació Vg, genera el senyal. La font crea una

diferència de potencial entre els seus pols que anomenarem v(z,t) (vegeu la fi-

gura 9). Aquest senyal es transmetrà al llarg de tota la línia i les seves caracte-

rístiques seran funció de la posició, z, en la qual fem la mesura dins de la línia

de transmissió, i del temps, t. Fixeu-vos que per això el representem amb v(z,t):

v representa el senyal i z i t, de què depèn el senyal.

Aquesta mesura és equivalent a mesurar la diferència de potencial entre els dos

conductors que formen la línia. En aquest cas utilitzarem la coma de superín-

dex per a diferenciar les tensions i els corrents que hi ha en els pols d’entrada

i de sortida de la línia.

Figura 9

Ben mirat, podeu pensar que és normal que la tensió pugui variar en funció de

la posició dins de la línia. Recordeu que si tenim una corda, el moviment que

hem fet amb el braç anirà propagant-se a través de la corda i hi haurà una di-

ferència de posició entre el punts on hi hagi la pertorbació respecte als punts

on la corda estigui en repòs.

Això ho podeu veure amb el símil de les cordes lligades a la paret (figura 3).

Tan bon punt generem una pertorbació en una de les cordes i aquesta es pro-

paga, la diferència de posició entre dos punts de les cordes que es troben a la

mateixa distància de nosaltres pot variar en funció de:

• si la propagació està passant per aquest punt en una de les cordes,

• si el punt de la corda es troba en repòs.

Com que aplicarem una diferència de tensió en els pols de la línia de transmis-

sió, per la llei d’Ohm, tindrem una intensitat, o corrent, dins de la nostra línia

i(z,t). Mesurarem la intensitat entre els ports d’entrada i de sortida de la línia.

Igual que la tensió, la intensitat també dependrà de la posició de la línia en

què fem la mesura, z, i del temps, t.

D’aquesta manera mesurarem els corrents que circulen entre els dos pols del

generador, que simbolitzarem i1(z,t) i i2(z,t). Utilitzarem el subíndex 1 per al

pol superior a l’entrada de la línia i el subíndex 2 per al corrent que circula pel

pol inferior a l’entrada de la línia (vegeu la figura 9).

Vegeu que el senyal ve generat per una 
font d’alimentació al subapartat 1.2 
d’aquest mòdul.

Figura 9

Corrents i1 i i2, i tensions v(z,t) 
i v’(z,t), que circulen pels ports 
d’una línia de transmissió, tots 
ells funció de la posició dins de 
la línia, z, i del temps, t.
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Per tal de poder treballar amb les línies de transmissió, ens cal definir l’origen

relatiu i així poder localitzar la posició de l’ona que s’hi propaga sobre l’eix ho-

ritzontal, z. En el símil de les cordes z és la distància que hi ha entre nosaltres

i la posició on fem la mesura entre els dos punts de les cordes.

En la majoria de casos situarem l’origen, el 0, de la línia de transmissió en la

banda del port d’entrada, i l’extrem l al port de sortida, tal com podeu veure a

la figura 10.

Figura 10

Un cop hem vist les característiques pròpies de les línies de transmissió i dels

senyals que hi circulen, podem passar a definir sota quines condicions defini-

rem el nostre model de línia de transmissió.

1.4.  Característiques del model de les línies de transmissió

En aquest subapartat construirem un model elèctric de les línies de transmis-

sió amb la intenció de conèixer-les més a fons i veure com podem obtenir un

circuit que ens sigui comprensible.

Inicialment estudiarem les característiques de les línies de transmissió des d’un

punt de vista de les propietats dels elements que les formen, els conductors.

En fer circular un corrent per l’interior de dos conductors, aquests experimenten

una influència mútua a causa dels camps elèctrics i magnètics que es generen.

1.4.1. Hipòtesi inicial: aproximació quasiestàtica

Per a aquest estudi de la influència mútua utilitzarem el que s’anomena l’apro-

ximació quasiestàtica.

Recordeu

Sense diferència de potencial 
no es pot crear un camp elèc-
tric que desplaci les càrregues 
elèctriques i, per tant, no es té 
cap corrent que circuli dins del 
circuit.

Figura 10

Posició de l'eix z sobre la línia 
de transmissió.

Criteri de signes

Més endavant en aquest ma-
teix mòdul veureu que canvia-
rem el criteri de signes que 
apareix a la figura 10. El canvi-
arem quan estudiem l’ona que 
torna de la càrrega a la font, en 
comptes d’estudiar l’ona que 
va de la font a la càrrega, com 
fem ara.

Observació

Això és, precisament, el que pas-
sa en els circuits que hem fet ser-
vir sempre, on la longitud d’ona 
és molt més llarga que el circuit 
i, per tant, la diferència de po-
tencial entre dos punts de la lí-
nia, no varia amb el temps.

L’aproximació quasiestàtica es basa en considerar un tros molt petit

de línia de transmissió i un interval de temps molt curt, i així poder fer

l’aproximació que els valors de corrent i voltatge a la línia són cons-

tants.
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A partir de les propietats obtingudes de l’aproximació quasiestàtica, dissenya-

rem un circuit elèctric amb propietats equivalents a les de les línies de trans-

missió.

Podeu imaginar l’aproximació quasiestàtica com si agaféssiu un tros molt petit

d’una corda on hi ha un senyal propagant-se en un instant concret. Si agafeu

un tros petit de la cresta de l’ona, semblarà que la corda sigui recta (vegeu la

figura 11) i, en triar un instant de temps concret, semblarà que no hi ha pro-

pagació.

Figura 11

aL’aproximació quasiestàtica ens serveix per a entendre la importància de la

longitud de la línia de transmissió respecte a la longitud d’ona. Si l’ona que

circula té una longitud d’ona molt gran, o la línia és molt petita, semblarà que

no hi ha ona i que la tensió i el corrent siguin constants al llarg de la línia.

1.4.2. Camps elèctrics i magnètics entre conductors

Començarem analitzant el comportament de la línia de transmissió. Per a fer-

ho la descompondrem en seccions elementals de llargària molt petita, el que

en direm diferencials de longitud, dz.

El que farem amb l’aproximació quasiestàtica és agafar trossos molt petits de

la corda per tal que sigui fàcil d’estudiar-ne les propietats i després els ajunta-

rem tots per a crear el nostre model de línia de transmissió.

Podem tornar al símil de la corda; si n’agafem un tros molt petit, en podem

veure els nusos i com estan entrelligats entre sí i, a partir d’aquí, aproximar un

valor característic com ara la densitat, la rigidesa o la flexibilitat. De manera

semblant volem veure el comportament d’una “rodanxa” molt fina d’una lí-

nia de transmissió. Podeu veure un exemple d’una “rodanxa” o secció trans-

versal (elemental) d’una línia de transmissió coaxial a la figura 12, on podeu

observar el dielèctric i els dos conductors.

Figura 11

Diferencial de corda on, per a 
un tros molt petit, la cresta de 
la propagació sembla que sigui 
recta.

Vegeu la importància de la longitud de 
la línia de transmisió respecte a la 
longitud d’ona al subapartat 1.1 
d’aquest mòdul.

dz es llegeix “diferencial de zeta”.
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Figura 12

Per a trobar un model de línia de transmissió que sigui útil i que tingui unes

propietats tan semblants com sigui possible a la realitat, però que, al mateix

temps, no sigui de difícil utilització, cal fer unes hipòtesis inicials.

Plantejarem les hipòtesis següents entre dues porcions de la línia, o seccions

elementals, que es troben dins del mateix pla transversal:

1) Les línies de camp elèctric que es creen entre els conductors de les dues sec-

cions (a causa de la diferència de potencial) estan contingudes en plans trans-

versals, és a dir, no hi ha component axial del camp elèctric. A la figura 13

podeu veure un exemple del que volem dir sobre una línia de transmissió bi-

filar; les línies de camp estan dins del pla transversal i no hi ha línies de camp

en la direcció perpendicular al pla.

aSi recordeu el mòdul d’ones, l’ona electromagnètica és una ona transversal, ja

que les components dels camps elèctric i magnètic estan orientades en plans

perpendiculars a la direcció de propagació. Per a definir el nostre model de lí-

nia de transmissió, utilitzarem camps electromagnètics del tipus transversal,

el que es coneix com a mode transversal electromagnètic (TEM), en el qual el

camp elèctric i el camp magnètic totals són perpendiculars a la direcció de pro-

pagació. Si l’ona es desplaça en la direcció z correspon a Ez  0 i Bz  0.

Les ones que circulen entre els dos conductors són exemples d’ones TEM.

Aquest mode és el mode de propagació dominant quan la secció transversal

de la línia de transmissió és petita en relació amb la longitud d’ona del senyal

(com és el nostre cas), és a dir, la longitud d’ona del senyal és molt més gran

que la secció transversal de la línia.

Podem aplicar el mateix a les línies de camp entre dos conductors en configu-

ració concèntrica.

2) No hi ha línies de camp magnètic entre els conductors de dues seccions ele-

mentals fora del mateix pla transversal (com podria passar a la figura 13). A la

Figura 12

Secció transversal (o elemen-
tal) d'una línia de transmissió 
coaxial on podeu veure el con-
ductor 1 extern, el conductor 2 
intern i el dielèctric que els se-
para.

Pla transversal

El pla transversal és el pla per-
pendicular als conductors que 
conté dues seccions elementals 
dels conductors que formen la 
línea de transmissió. General-
ment aquestes seccions ele-
mentals seran paral·leles i 
estaran situades a la mateixa 
posició, z.

Vegeu les línies de transmissió bifilars al 
subapartat 1.2.2 d’aquest mòdul.

Mode TE i mode TM

Al mòdul “Ones” heu vist els 
modes transversal elèctric (TE) 
en el qual Ez  0 i transversal 
magnètic (TM) en el qual Bz  0. 
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figura 14 podeu veure que el camp magnètic només afecta seccions elementals

que estan contingudes dins del mateix pla transversal (igual que en la hipòtesi

1, però aplicada al camp magnètic).

Figura 13

Figura 14

1.5. Model de línia de transmissió

Les aproximacions del subapartat anterior ens permetran realitzar un model

per a les línies de transmissió, utilitzant bàsicament elements discrets (com ara

resistències, condensadors, bobines, etc.) i centrant-nos en les propietats dels

conductors.

Tots els conductors tenen unes certes característiques inherents al material

que el constitueix, com la conductivitat (o el seu invers, la resistivitat) i altres

propietats físiques en les quals ara no entrarem, que provoquen uns efectes en-

tre les seccions transversals que hi ha en un mateix pla transversal. A la figura

Figura 13

Línies de camp elèctric a i b en-
tre els conductors de dues sec-
cions elementals en un mateix 
pla transversal que creua els 
dos conductors 1 i 2, d'una lí-
nia bifilar.

Figura 14

Interacció del camp magnètic 
entre seccions elementals dins 
d’un mateix pla transversal.

El resum de les dues hipòtesis és que centrarem el desenvolupament del

model de la línia de transmissió en els efectes (elèctrics i magnètics) en-

tre seccions elementals que es trobin dins del mateix pla transversal.
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15 teniu representat el model de línia de transmissió d’una secció elemental

de què parlàvem al subapartat anterior.

Amb les hipòtesis realitzades en el subapartat anterior, el potencial v(z,t) i el

corrent i(z,t) que circula per una secció elemental només estan afectats per:

• Una certa resistència per unitat de longitud provocada pel mateix material

del conductor, que es representa a la figura 15 amb R’dz. 

• Una conductància per unitat de longitud, que representa l’aïllament entre

els dos conductors a causa del dielèctric. Apareix a la figura 15 com a G’dz. 

a• Una capacitat per unitat de longitud entre els conductors. Aquesta capaci-

tat és deguda al fet de tenir dos conductors a una certa distància amb un

dielèctric (en el cas de línies de transmissió bifilars l’aire actua com a die-

lèctric) o un aïllant (en el cas de les línies coaxials) entre ambdós, que for-

men un condensador. Aquesta capacitat es crea entre els dos conductors i

la podeu veure representada a la figura 15 com a C’dz. 

• Un coeficient d’autoinducció o, el que és el mateix, una bobina disposada

en un dels conductors a causa del camp magnètic creat per les càrregues en

moviment dins dels conductors, que podeu veure a la figura 15 com a L’dz. 

A la figura 15, L’ i C’ representen la inductància i la capacitat de la línia de trans-

missió per unitat de longitud, i les seves unitats són henrys per metre (H/m) i fa-

rads per metre (F/m), respectivament. Recordeu que estem analitzant un element

molt petit de la línia, per tant la capacitat total del segment és la densitat lineal de

capacitat per la longitud del segment, C’dz, i la inductància total és la densitat li-

neal d’inductància per la mateixa longitud, L’dz.

El mateix passa per a la resistència per unitat de longitud R’ i la conductància

per unitat de longitud G’. Aquests elements tenen unitats d’ohms per metre

(/m) i de siemens per metre (S/m). Els paràmetres de R’dz i G’dz són els parà-

metres que simulen els efectes dissipatius, o d’atenuació, del nostre model de

línia de transmissió.

D’aquesta manera obtenim, per a una secció elemental de llargària dz, el cir-

cuit equivalent de la figura 15.

Figura 15

Vegeu les línies de transmissió bifilars al 
subapartat 1.2 d’aquest mòdul.

Nota

El siemens, S, és la unitat de 
conductància i correspon a la 
inversa de l’ohm:

1 S = 1 1/

Figura 15

Model o circuit equivalent 
d'una secció infinitesimal d'una 
línia de transmissió on es pre-
senta una resistència R’dz, una 
capacitat C’dz, una conductàn-
cia G’dz i una inductància L’dz.



CC-BY-SA • PID_00159126 25 Línies de transmissió

Per tal de poder analitzar el circuit de la figura 15 amb més detall, hem de des-

compondre’l en diferents subcircuits i aplicar les lleis de Kirchhoff.

Lleis de Kirchhoff

La primera llei de Kirchhoff, o llei de Kirchhoff dels corrents, afirma que la suma alge-
braica de les intensitats que entren en un node és nul·la en qualsevol instant de temps.

La segona llei de Kirchhoff, o llei de Kirchhoff de les tensions, afirma que la suma alge-
braica de les tensions en una malla del circuit és zero. 

La utilització d’elements com la bobina i el condensador implica que els cor-

rents i les tensions a l’entrada de la línia, i(z,t) i v(z,t), i a la sortida de la línia,

i(zdz,t) i v(zdz,t),varien en funció del temps.

És per això que en els següents punts analitzarem com varien el corrent i la

tensió per a trobar les equacions diferencials que descriuen el comportament

del circuit.

a) Corrent d’entrada de la línia

Tal com podeu veure a la figura 16, el corrent i(z,t) que entra pel pol positiu

de la línia de transmissió travessarà la resistència R’dz i la bobina L’dz i arribarà

al node A de la figura 16 sense haver canviat la seva intensitat i(z,t), ja que no

hi tenim cap branca que distribueixi el corrent.

Figura 16

b) Corrent de sortida de la línia

Ara buscarem l’expressió del corrent als connectors de sortida de la línia de

transmissió.

Al node A arriba un corrent i(z,t) i en surt un corrent i(zdz,t). La diferència entre

aquests dos corrents, per la primera llei de Kirchhoff, ha de ser igual als corrents

que circularan per la conductància i pel condensador que veieu a la figura 17. Ai-

xí, podem obtenir les equacions (1) i (2) d’intensitat per a cada branca i1 i i2.

Figura 17

Figura 16

Conservació del corrent d'en-
trada a la línia que arriba al 
node A.

Figura 17

Corrents que circulen per la 
conductància i la capacitat.
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Atès que no sabem els valors exactes dels corrents i1 i i2, el que podem fer és

calcular-los a partir de la diferència de potencial entre els pols de sortida de la

línia de transmissió v(zdz,t). Així, el corrent i1 que circula per la conductància

G’dz és donat per la següent equació:

i1  G’dz  v(z  dz,t) (1)

i el corrent i2 que circula per un condensador sotmès a una diferència de po-

tencial és  donat per l’equació:

(2)

Utilitzant la primera llei de Kirchhoff sobre el node A de la figura 17 obtenim

l’equació dels corrents:

i(z + dz,t) + i1 + i2 - i(z,t) = 0 (3)

Si partim de l’equació (3) i substituïm pels seus valors les equacions (1) i (2),

tenim:

(4)

Si ara dividim l’equació (4) per dz, podeu arribar a la següent equació:

(5)

Podem interpretar l’equació (5) com que qualsevol variació en el corrent que

circula per la línia és deguda a la capacitat distribuïda C’ multiplicada per la

variació de tensió en el temps, i a la conductivitat distribuïda, G’, multiplicada

per la tensió.

Si ara fem el límit de dz  0, el primer terme de l’equació (5), entre claudàtors,

passa a ser una equació diferencial i obtenim:

(6)

Si substituïm l’expressió del diferencial, equació (6), en el primer i últim terme

de l’equació (5), obtindrem:

(7)

on hem aplicat que dz 0.

Recordeu

La llei d’Ohm diu que el voltat-
ge (v) és igual a la intensitat (i) 
per la resistència (R): v = Ri. La 
conductància (G) és la inversa 
de R i, per tant: i = Gv.

Recordeu

La intensitat i que travessa un 
condensador de capacitat C és:

on v és el voltatge als extrems 
del condensador.


dv

i C
dt

2
( , )

'
v z dz t

i C dz
t

 
 



( , )
( , ) ' ( , ) ' ( , ) 0

v z dz t
i z dz t G dz v z dz t C dz i z t

t

 
      



( , ) ( , ) ( , )
' ( , ) ' 0

i z dz t i z t v z dz t
G v z dz t C

dz t

           

Derivada parcial

El símbol  significa que el 

que estem fent és una derivada 
parcial. Utilitzem la derivada 
parcial en lloc de la derivada 

normal, , ja que les funcions 

de corrent, i(z,t), i tensió, 
v(z,t), són funcions de més 
d’una variable, z i t, i nosaltres 
en fem la derivada només res-
pecte a una d’elles, la t.

t




d

dt

0

( , ) ( , ) ( , )

dz

i z dz t i z t i z t

dz z
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Així, hem obtingut l’equació diferencial del corrent, i(z,t), en funció del temps

i de la posició en la línia.

c) Tensió d’entrada de la línia

Si ara apliquem la segona llei de Kirchhoff a les malles que hi ha a la banda

esquerra del node A (vegeu la figura 18):

Figura 18

podem obtenir una equació semblant a l’equació (5) per a les tensions, v(z,t):

v(z,t) – vR’ – vL’ – v(z + dz,t) = 0 (8)

on

vR’ = R’  i(z,t) (9)

(10)

d) Tensió de sortida de la línia

La tensió a la sortida de la malla és la mateixa que la tensió a l’entrada de la

malla i, per tant, la caiguda de tensió a la conductància serà la mateixa que la

caiguda de tensió al condensador.

Igual que en el cas dels corrents, si substituïm les equacions (9) i (10) dins de

l’equació (8) podem obtenir una equació semblant a l’equació (5) per a les tensi-

ons del circuit. Llavors només ens resta dividir totes les equacions per dz:

(11)

on l’últim terme representa la tensió que cau a la bobina. Podem interpretar

l’equació (11) com que en qualsevol punt z de la línia, qualsevol diferencial en

la tensió és degut a la inductància distribuïda de la línia, L’, multiplicada per

la variació en el temps del corrent i a la resistència distribuïda de R’ multipli-

cada per la intensitat.

Figura 18

Model equivalent d'una línia 
de transmissió amb les caigu-
des de tensió a cada malla.

Recordeu

El voltatge v que cau als ex-
trems d’una bobina d’autoin-
ductància L és:

 on i és la intensitat.


di

v L
dt

'
( , )

'L
i z t

v L
t






( , ) ( , ) ( , )
' ( , ) ' 0

v z dz t v z t i z t
R i z t L

dz t
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Si fem dz 0, com hem fet amb la intensitat, de l’equació (11) podem obtenir

l’equació diferencial per a la tensió:

(12)

1.6. Equacions d’ona en una dimensió 

o equacions del telegrafista

Les equacions diferencials (7) i (12) ens descriuen com canvien les tensions

i els corrents en el nostre model de línia de transmissió. Si podem trobar

unes funcions i(z,t) i v(z,t) que compleixin les condicions de les equacions

diferencials (7) i (12), haurem trobat les funcions de les ones de corrent i

tensió.

a

( , ) ( , )
' ( , ) ' 0

v z t i z t
R i z t L

z t

 
  

 

Vegeu el subapartat 2.2.3 del mòdul 
“Ones”.

Equació d’ones

Fixeu-vos que tant l’equació 
(14) com la (15) són de l’estil 
de l’equació de propagació 
d’una ona:

on tenim la derivada segona 
d’una funció, u, respecte a l’es-
pai, z, igual a una constant de 
propagació, k, multiplicada 
per la mateixa funció.

La lletra α es la lletra grega alfa 
minúscula i es llegeix “alfa”.

La lletra  es la lletra grega gamma 
minúscula i es llegeix “gamma”.

La lletra  es la lletra grega omega 
minúscula i es llegeix “omega”.


 



2
2

2
0

u
k u

z

No ho demostrarem aquí, però si estem en règim permanent sinusoïdal,

a partir de les equacions (7) i (12) podem obtenir l’equació d’ones en

una dimensió per a la tensió, v(z,t),

(13)

I per al corrent, i(z,t),

(14)

on  s’anomena constant de propagació de la línia de transmissió i es

defineix de la següent manera:

(15)

on α s’anomena constant d’atenuació i representa el factor d’atenuació

causat pels conductors de la línia de transmissió i β s’anomena constant

de fase o de propagació de la ona.  és la freqüència angular de l’ona

que circula per la línia.

Aquestes equacions es coneixen amb el nom d’equacions del telegra-

fista.

La solució més general a l’equació d’ones per a la tensió i el corrent és: 

v(z,t)  Ve(jtz)  Ve(jtz)   (16)

i(z,t)  Ie(jtz)  Ie(jtz)   (17)

0),(),( 2
2

2




 tzv
z

tzv

2
2

2

( , )
( , ) 0

i z t
i z t

z


  



( ' ')( ' ')j R j L G j C      
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Les equacions (16) i (17) ens mostren que en qualsevol punt de la línia de

transmissió, z, i en qualsevol instant, t, la tensió i el corrent mesurats són la

suma dels valors de les dues ones corresponents (progressiva i regressiva).

Així, tots els punts de la línia de transmissió experimenten la mateixa variació

en funció del temps, el factor jt, però amb un retard degut a la posició, el fac-

tor z, que serà més gran com més gran sigui la distància a l’origen de la línia

en l’eix z.

1.6.1. Impedància característica

Un cop definides les ones que circulen per la línia de transmissió, ja podem

deduir-ne alguna propietat més utilitzant lleis bàsiques, com la llei d’Ohm, i

jugant una mica amb les equacions deduïdes fins a aquest punt.

Si introduïm les ones progressives de les equacions (18) i (19) dins de les equa-

cions diferencials de la tensió, equació (7), i de corrent, equació (12), obtenim

Per a simplificar...

Per a simplificar, prendrem 
la velocitat de la llum en 
el buit, c, com la velocitat 
de propagació de les ones de 
tensió i de corrent per l’interior 
del conductor.

on V, V, I i I representen les amplituds de les ones, i les següents

equacions:

v  Ve(jtz) (18)

i  Ie(jtz) (19)

representen una ona de tensió, v, i una ona de corrent, i, que es pro-

paguen en el sentit de les z creixents, o del generador cap a la càrrega.

A aquestes ones les anomenarem ones progressives.

De la mateixa manera, parlem d’ones que es propaguen en el sentit de

les z decreixents, o de la càrrega cap al generador, a les equacions se-

güents:

v  Ve(jtz) (20)

i  Ie(jtz) (21)

que anomenarem ones regressives. Aquestes ones regressives es gene-

ren quan l’ona progressiva es reflecteix en la càrrega.

Les ones progressives es propaguen des de la font en direcció a la càrrega

i les regressives es propaguen des de la càrrega cap a la font (fixeu-vos

en el signe de z).
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(no cal realitzar el desenvolupament pas a pas, ja que només ens interessa el

resultat final):

(22)

(23)

Val a dir que per a l’ona regressiva obtindríeu el mateix resultat.

Fixeu-vos que en les equacions (22) i (23) la derivada de l’ona progressiva de

tensió, v(z), i de corrent, i(z), són igual a l’altre component multiplicades per

un factor. Aquests factors són la impedància Z i l’admitància Y. L’admitància

té unitats d’inversa d’impedància:

(24)

Tal com acabem de dir, la relació entre el corrent i la tensió en un circuit és

donada, segons la llei d’Ohm, per la impedància.

(25)

Utilitzant aquesta relació, substituint les equacions (18) i (19) a (22) i (23)

arribem a:

(26)

d’on obtenim Z0, que és la impedància característica de la línia de transmis-

sió en funció dels seus paràmetres distribuïts.

Noteu que en aplicar la solució de l’ona de tensió i de corrent, equacions (16) i

(17), a l’equació (23), l’ona de corrent regressiva, i, té el signe canviat respecte a

l’ona de tensió regressiva, v. A partir de l’ona de corrent regressiva, (21), trobem:

(27)

Z

En aquest cas Z representa una 
impedància qualsevol formada 
per les components resistiva i 
inductiva del model de línia de 
transmissió. Més endavant uti-
litzarem Z0 com la impedància 
característica de la línia de 
transmissió.

( ' ') ( ) ; ( )
v v

R j L i z Z i z
z z

 
  

       
 

( ' ') ( ) ; ( )
i i

G j C v z Y v z
z z

 
  

       
 

Recordeu

La notació [ ] indica que ens es-
tem referint a les unitats.

   
1

Y
Z



Llei d’Ohm

La llei d’Ohm ens diu que la 
caiguda de tensió, v, és pro-
porcional al corrent, i, que pas-
sa per una impedància, Z. 

v
v Z i Z

i
   

0
' '

' '

v V R j L
Z

G j Ci I

 

 
 

  
 

La lletra  es la lletra grega omega 
majúscula i es llegeix “omega”.

Impedàncies 
característiques variables

Més endavant (en el subapar-
tat 3.2) veureu que, quan la 
càrrega no esta adaptada, la 
impedància característica de la 
línia va variant a mesura que 
les ones circulen dins de la línia 
de transmissió. Això és degut a 
les reflexions de l’ona progres-
siva en la càrrega.

Definim la impedància característica d’una línia de transmissió, Z0, com

la impedància equivalent deguda a les propietats característiques dels con-

ductors que formen la línia. La seva unitat de mesura és l’ohm, que es re-

presenta amb la lletra . Aquesta és la impedància equivalent que “veurà”

una font connectada als borns d’entrada de la línia de transmissió.

 j t zi
I e i

z
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Multiplicant i dividint per Z0 i fent servir (15), (20) i (26) trobem:

(28)

Qué és com l’equació 23, però canviada de signe.

D’on, atès que l’equació (25) continua sent válida.

(28b)

Això és degut al fet que, en fer la derivada de l’ona de corrent regressiva, i,

respecte a z, la solució té el signe canviat respecte a l’ona progressiva.

1.6.2. Aproximació a línies de transmissió ideals

Fins aquest punt hem estat treballant amb el model complet, utilitzant tots els

paràmetres, de les línies de transmissió.

A partir d’ara utilitzarem l’aproximació de línies de transmissió sense pèrdues,

per la qual cosa tindrem:

• R’  0. Considerarem que la resistència distribuïda del diferencial de línia

és molt petita, ja que per a un tros de conductor molt petit, la diferència de

tensió entre els seus extrems ha de ser zero.

• G’  0. Considerarem que la conductància és zero i, per tant, que la resis-

tència és infinita o, el que és el mateix, que tenim un circuit obert en aquest

punt. En anul·lar la conductància el que estem fent és eliminar els possibles

contactes que pugui haver entre els dos conductors.

Si apliquem aquestes aproximacions a l’equació (26) obtenim la impe-

dància característica d’una línia de transmissió ideal:

(29)

L’aproximació de línia de transmissió sense pèrdues es defineix per

R’  0 i G’  0, i deixa només els efectes d’inducció, L’, i de capacitat, C’,

entre els conductors.

   


     
       

 0
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A les equacions (30) i (31) veiem que la tensió en qualsevol punt de la línia, v, és

la suma de les tensions de les ones progressiva v i regressiva v. El mateix es pot

aplicar al corrent que circula per la línia, i (vegeu les equacions 25 i 31).

Noteu que en la segona igualtat de l’equació (31) hem fet servir l’equació

(28b), per la qual cosa la intensitat total serà la resta de les ones de tensió

progressiva i regressiva, amb el factor de la impedància dividint.

Exemple de comparació de línia contínua i sense pèrdues

Donada una línia de transmissió on hi circula un senyal de freqüència f  330 MHz, amb
els següents paràmetres: L’  0,3 Hm, R’  75 m, G’  0,01 Sm i C’  450 pFm; calcu-
larem la seva impedància característica, Z0, en els casos de tenir línies amb pèrdues i lí-
nies sense pèrdues (línies ideals).

Solució

En el cas de les línies de transmissió amb pèrdues, utilitzarem l’equació (26) per a calcular
la impedància característica de la línia:

(32)

Per a trobar la solució a l’arrel de l’equació (32) podem multiplicar el numerador i el de-
nominador pel conjugat del denominador. D’aquesta manera obtindrem:

(33)

I utilitzem l’equació (15) per al càlcul de la constant de propagació:

(34)

Ara podem utilitzar l’equació (29) per a calcular la impedància característica en el cas de
línies de transmissió ideals. Si apliquem el valors, obtindrem:

(35)

En el cas de línies ideals, el càlcul de la constant de propagació es redueix a:

(36)

Nota

Fixeu-vos que les equacions 
(30) i (31) diuen el mateix que 
les equacions (16), combinada 
amb (28) i (29) i (17) combina-
da amb (20), (21) i (26).

Les expressions de la tensió, v, i del corrent, i, no es veuen afectades per

l’aproximació de línia de transmissió ideal, de manera que quan tenim

una ona progressiva i una de regressiva en qualsevol punt de la línia de

transmissió, les podem calcular a partir de les equacions següents:

v  v  v (30)

(31)
0

1
( )i i i v v

Z
      

6 6' ' 75 330 10 2 0,3 10 75 622
0 6 12' ' 0,01 0,9330,01 330 10 2 450 10

R j L j j
Z

G j C jj

         
  

        

0 0,667 73,23 25,9 1,4 Z j j    

  6 6 6 12

( ' ')( ' ')

75 330 10 2 0,3 10 0,01 330 10 2 450 10

579,6 76,2 1,58 24,1

j R j L G j C

j j

j j
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Com veieu en els resultats de les equacions (33) i (35), el mòdul de Z0 és pràcticament el
mateix considerant línia sense pérdues i, per tant podem fer servir aquesta aproximació. 

1.7. Coeficient de reflexió

Al subapartat anterior hem definit les ones progressives, aquelles que van de

la font cap a la càrrega, i les regressives, aquelles que es reflecteixen en la càr-

rega i tornen cap a la font.

En aquest subapartat veurem com es crea l’ona regressiva en funció de la càr-

rega que tinguem connectada a la línia de transmissió i de l’ona progressiva

que hi incideix. El coeficient que ens relaciona les ones regressives i les pro-

gressives ens permetrà, més tard, optimitzar la transmissió de la potència.

Observeu el circuit de la figura 19, en el qual tenim un generador de tensió

Vg(t) amb una resistència interna Zg, connectat a una línia de transmissió de

longitud l i una impedància de càrrega ZL.

Figura 19

a

Recordeu que el fonament del funcionament de les línies de transmissió es

basa en el retard de les ones que hi circulen? Doncs bé, ara analitzarem el cir-

cuit de la figura 19 a partir de l’estat inicial: quan el generador ha creat el se-

nyal a transmetre i aquest entra als connectors d’entrada de la línia. En aquest

instant inicial el temps serà t  0 i l’ona es trobarà a la posició z  0.

Per a calcular el valor de la tensió a l’entrada de la línia de transmissió v, el que

cal és aplicar un divisor de tensió entre la tensió generada pel generador Vg i el

circuit equivalent a la seva entrada, a z  0. Aquest circuit equivalent està format

per la resistència del generador, Zg, i la línia de transmissió, amb una impedància

de valor constant Z0. Recordeu que Z0 és la impedància equivalent que “veurà”

una font connectada als borns d’entrada de la línia de transmissió.

Amb el divisor de tensió entre ambdós circuits obtenim:

(37)

Si calculem el coeficient entre la tensió a l’entrada de la línia, v, i la intensitat

que circularà per la línia de transmissió, i, obtindrem la seva impedància

d’entrada.

(38)

Figura 19

Circuit amb una línia de trans-
missió d’impedància caracte-
rística Z0 i una càrrega ZL.

Observació

Tot i que a partir d’ara dibuixa-
rem els circuits amb el genera-
dor i la seva impedància, a 
nosaltres només ens interessa 
la part del circuit de la línia de 
transmissió i la càrrega connec-
tada al circuit.

No entra dins l’abast d’aquest 
mòdul com funciona el gene-
rador ni com es genera l’ona 
inicial, o progressiva.

Vegeu què és la impedància equivalent 
Z0 al subapartat 1.6.1 d’aquest mòdul.
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A l’equació (38) podeu veure que el quocient entre la tensió i el corrent és Z0

(recordeu l’equació (26)) i la línia presenta, per tant, una impedància d’entra-

da igual a Z0.

Recordeu que ens trobem en l’instant inicial en què el generador subministra

el corrent al circuit, el temps és zero, t  0, i per això l’equació (37) no depèn

del temps.

En aquest instant t  0 és quan el retard en la propagació de les ones dins de

les línies de transmissió comença a tenir rellevància. En aquest instant l’ona

és a l’entrada de la línia, a z  0, per la qual cosa encara no ha recorregut la

línia i no ha arribat a la càrrega. En aquest punt, la impedància d’entrada de

la línia és la impedància que podríem mesurar a la sortida del generador o, el

que és el mateix, a l’entrada de la línia de transmissió.

Atès que l’ona tot just ha arribat als connectors d’entrada de la línia de trans-

missió, sembla que l’ona encara no hagi “vist” la càrrega. A la figura 20 podeu

veure el circuit equivalent per a t  0 a z  0.

Figura 20

Passem ara a mirar-nos el càlcul des d’un altre punt de vista: des del punt de

vista de la càrrega. Aplicant les equacions (30) i (31) podem calcular el valor

de la impedància de sortida de la línia en la posició z  l i, un cop l’ona pro-

gressiva ha arribat a la càrrega, aplicant la llei d’Ohm, tenim:

(39)

On hem fet servir (30) i (31). Si de l’equació (39) n’aïllem la relació entre v i

v, obtindrem un paràmetre molt important a l’hora de calcular la relació de

proporcionalitat entre l’ona regressiva i l’ona progressiva. Així doncs, per a ob-

tenir la relació entre l’ona regressiva, v, i l’ona progressiva, v, partim de (39),

que us tornem a escriure sense el terme intermedi:

(40)

Recordeu

Les línies de transmissió basen 
el seu funcionament en el re-
tard en la propagació de les 
ones dins de la línia.

Figura 20

Circuit equivalent del circuit de 
la figura 19 per a t  0 i z  0. 
En el moment inicial l’ona pro-
gressiva es troba a l’entrada de 
la línia, per la qual cosa no 
"veu" la càrrega.
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Ara passem el denominador de la segona part de l’equació (40) a la banda es-

querra de la igualtat i així obtindrem:

ZL(v  v)  Z0(v  v) (41)

Si ara multipliquem els factors comuns de cada parèntesi, obtenim:

ZLv  ZL v  Z0v  Z0v (42)

De manera que només ens cal passar a cada banda de la igualtat els factors de

les ones progressives, v, a l’esquerra, i de les ones regressives, v, a la dreta.

Així obtindrem:

ZLv  Z0v  Z0v  ZL v (43)

I si tornem a extreure com a factor comú les ones progressives i regressives, ob-

tenim:

vZL  Z0)  vZ0  ZL) (44)

Passant els elements multiplicadors comuns a una banda i els dos parèntesis a

l’altre, arribem a:

(45)

És a dir, a la resistència de càrrega, ZL, l’ona regressiva està relacionada amb

l’ona progressiva mitjançant un factor de proporcionalitat L que anomena-

rem coeficient de reflexió en la càrrega.

Recordeu que a l’inici del mòdul hem dit que ens interessa caracteritzar les lí-

nies en funció de la seva capacitat de transmetre tot el senyal que porten cap

a la càrrega. Doncs bé:

0
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L
L

L

v Z Z i

Z Zv i

 

 


    


La lletra  és la lletra grega rho 
minúscula i es llegeix “ro”.

Nota

De vegades, en lloc de  es fa 
servir la lletra  (gamma ma-
júscula).

El coeficient de reflexió en la càrrega, L, és el paràmetre que ens in-

dica quin percentatge (o porció) de l’ona incident NO és consumida, o

utilitzada, per la càrrega i és retornada a la font en forma d’ona regres-

siva.

(46)0
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Cal recalcar que aquest coeficient el calculem quan l’ona progressiva, v, ha

arribat a la càrrega, a la posició z  l. És llavors quan es genera l’ona regressiva,

v, en funció del valor de la càrrega ZL.

Si tenim en compte que els valors de les ones varia en funció de z i t (recordeu

les equacions (16) i (17)), resulta que el valor del coeficient de transmissió 

pot anar variant al llarg de la línia de transmissió. Més endavant ja aprofundi-

rem en aquest punt.

Ara que tenim l’expressió del coeficient de reflexió a la càrrega, podem estudi-

ar una mica tots els casos possibles per a qualsevol valor de la impedància de

càrrega que podem posar en el circuit de la figura 19.

1.8. Possibles valors de la impedància de càrrega, ZL

Ara analitzarem els valors que pot prendre la impedància de la càrrega, ZL, i

com afecten el coeficient de reflexió. Com que la impedància de càrrega, ZL,

és un valor complex (vegeu requadre a la dreta), podem imaginar els casos se-

güents :

• Que prengui un valor purament real, sense part imaginària.

• Que prengui un valor purament imaginari, sense part real.

• Que sigui una barreja dels dos casos anteriors.

1.8.1. Impedància de càrrega real

Començarem amb tots els casos possibles d’una impedància de càrrega pura-

ment resistiva:

a) Impedància de càrrega de valor igual a la impedància característica de la línia

de transmissió, o el que és el mateix: ZL  Z0. Llavors, segons hem vist a l’equació

(46) L  0. Atès que no tenim reflexió, no existeix ona regressiva v. En no haver-

hi ona regressiva, sembla que la línia de transmissió tingui una longitud infinita,

ja que és com si l’ona progressiva estigués viatjant per sempre cap a la càrrega. Se-

ria equivalent a tenir la línia adaptada.

El circuit equivalent seria el que podeu veure a la figura 21, on tenim una línia

de transmissió infinitament llarga, o sense connectors de sortida.

Càrregues purament 
resistives

L’expressió més general de la 
impedància és: Z  R j, on R 
representa la component resis-
tiva (real) i , la component re-
activa (o imaginària). Una 
càrrega “purament resistiva” 
és aquella que només té com-
ponent real, R.

Es diu que la càrrega, ZL, està adaptada quan aquesta absorbeix tota la

potència que el generador lliura a la línia, i no hi ha cap tipus d’ona re-

flectida per la càrrega. Això passa quan la impedància de la línia és igual

a la impedància de la càrrega, Z0  ZL.
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Figura 21

Cal veure aquest cas com si tinguéssim una de les cordes de la figura 2 de lon-

gitud infinita, sense una paret on estigués lligada. D’aquesta manera, l’ona

que nosaltres generem amb el braç es propagarà infinitament (recordeu que

no tenim pèrdues) al llarg de tota la línia i no tindrem ona reflectida.

b) Impedància de càrrega de valor infinit, ZL  , és a dir, molt més gran que

Z0. Llavors L  1 amb la qual cosa tenim que, segons l’equació (46), v  v

(vegeu la figura 22a). En aquestes condicions es reflecteix tota l’ona progressi-

va en la càrrega. 

c) Impedància de càrrega de valor zero, ZL  0. Llavors segons l’equació (46) ob-

tenim un coeficient de reflexió en la càrrega de L  1 amb la qual cosa: v  v 

(vegeu la figura 22b).

Quan tenim una ona sinusoïdal del tipus v(t)  V · cos(t), si afegim un desfasament equi-

valent a 180°, o  radians, obtenim el mateix valor de v(t) però multiplicat per un signe

negatiu: v(t )  1 · v(t).

L’ona reflectida es veu desfasada 180° (el canvi en el signe v  1 · v) respecte a

l’ona progressiva o incident. En aquest cas, la línia de transmissió es troba en curt-

circuit i tota l’ona progressiva torna cap al generador en forma d’ona regressiva,

però desfasada 180°, és a dir, en contrafase, amb la qual cosa l’ona total s’anul·larà.

La diferència entre els casos b) i c) anteriors es basa en el canvi de signe, o inversió,

de l’ona reflectida respecte a l’ona incident. En ambdós casos tota l’energia de

l’ona incident és retornada cap al generador (tindran la mateixa amplitud).

Figura 22

Figura 21

Línia de transmissió de longi-
tud infinita on no es crea ona 
regressiva ja que no hi ha refle-
xió, L  0. Correspon al cas en 
què ZL està adaptada.

Si la impedància de la càrrega és infinita, es diu que la línia de transmis-

sió es troba en circuit obert.

Figura 22

Ones progressiva, v, i regressi-
va, v en fase quan ZL → , 
(cas a) i en contrafase quan 
ZL  0 (cas b).
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1.8.2. Impedància de càrrega imaginària

Si la impedància de càrrega és purament imaginària i amb valor ZL  jL tin-

drem reflexió total de la potència de l’ona progressiva cap a la regressiva.

Aquest fet el podreu observar en els casos de reactàncies inductives (L > 0) i

capacitives (L < 0).

Això ho podeu comprovar si apliquem a l’equació (46) una impedància de càr-

rega purament imaginaria:

(47)

Com podeu observar en la segona part de la igualtat de l’equació (47), el numera-

dor i el denominador són l’un el conjugat de l’altre, amb un canvi de signe

(48)

Si desenvolupem la divisió per a un cas general multiplicant el numerador i el

denominador pel conjugat del denominador, obtenim:

(49)

Ara, si calculem el mòdul del coeficient de reflexió de l’equació (49), obtindrem:

 (50)

De l’equació (50) podem deduir que, si el mòdul del coeficient de reflexió és

1, l’amplitud de l’ona regressiva serà la mateixa que la de l’ona progressiva, ex-

cepte per un canvi de fase.

Resistència, impedància, reactància

Quan tenim un condensador o una bobina en un circuit, aquests elements es caracterit-
zen idealment per un valor de capacitat, mesurada en farads [F], i un valor d’inductància,
mesurada en henrys [H]. Diem “idealment” ja que els mateixos components presenten
per naturalesa una resistència al pas del corrent pel seu interior, l’origen de la qual pot
ser autoinductiva o autocapacitiva, segons el cas. A la resistència global en tots dos casos
l’anomenarem impedància, la qual tindrà un caràcter complex Z  R jX, on R representa

La lletra  és la llegra grega chi 
minúscula i es llegeix “ji”.
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la resistència real i , la reactància deguda a l’autoinducció o efecte capacitatiu. Aquesta
reactància serà, segons el cas: inductiva, L  L; i capacitativa, C  1C. On  repre-
senta la freqüència,   2πf.

1.8.3. Impedància de càrrega complexa

aSi la impedància de càrrega és del tipus ZL  R0  jL, el resultat que obtindrem

és una combinació de tots els casos anteriors.

Exemple de càlcul de coeficient de reflexió

En aquest exemple calcularem el coeficient de reflexió per a una línia de transmissió
amb una impedància característica Z0  75 , amb una impedància de càrrega ZL, de
valors:

a) ZL = 75 
b) ZL = 50  j100 .
c) ZL  100j 

Solució

Aplicant directament l’equació (46), podem obtenir el valor per al cas a):

(51)

En aquest cas, la línia de transmissió esta completament adaptada, ja que el coeficient de
reflexió és zero.

Si tornem a aplicar l’equació (46) amb el valor b) de la impedància de càrrega:

(52)

Si utilitzem l’equació (46) amb el tercer valor de la impedància de càrrega: 

(53)

1.9. Què hem après?

En aquest primer apartat hem vist el concepte de línia de transmissió: un

element que serveix per a transmetre ones electromagnètiques, com ara un

senyal elèctric, d’un dispositiu a un altre. Hem vist que en les línies de

transmissió és molt important la seva longitud respecte a la longitud d’ona

per tal que les ones hi puguin circular. També hem explicat que basen el

seu funcionament en el retard en la propagació dels senyals dins de la línia

i hem mostrat que les línies de transmissió es poden classificar en funció

de la seva morfologia (bifilars, coplanàries i concèntriques). 

Un altre aspecte important són les principals característiques de les línies

de transmissió, la impedància característica, Z0, la seva longitud, l, i el co-

eficient de propagació, β.

Vegeu la impedància de càrrega real al 
subapartat 1.8.1 d’aquest mòdul.
Vegeu la impedància de càrrega 
imaginaria al subapartat 1.8.2 d’aquest 
mòdul.
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A continuació hem desenvolupat un model de línies de transmissió, basat en

l’aproximació quasiestàtica, que ens ha permès calcular, mitjançant compo-

nents discrets, la impedància característica de la línia, Z0, i el seu coeficient de

reflexió, .

Tot això ho hem fet per a qualsevol tipus de línia de transmissió. També hem

fet l’aproximació a una línia de transmissió ideal, sense pèrdues, en què els pa-

ràmetres de conductància, G’, i resistència, R’, són zero.

Les solucions a les equacions que hem deduït per al model de línia de transmissió

són dues ones de tensió i de corrent progressives i regressives, que viatgen del ge-

nerador cap a la càrrega, i de la càrrega cap a generador, respectivament.

Per a aplicar totes aquestes definicions, en el següent apartat veurem uns

exemples més pràctics.
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2. Exemples de circuits

Fins aquí heu vist com es definia el model equivalent de la línia de transmis-

sió, i com definíem els seus paràmetres:

• Coeficient de propagació, , que s’expressa segons l’equació (15).

• Impedància característica, Z0, segons l’equació (29) per a línies de trans-

missió ideals, o sense pèrdues.

• Coeficient de reflexió en la càrrega, L, segons l’equació (46).

Amb els exemples següents veurem com aplicar el model de línia de transmis-

sió desenvolupat fins ara i com es calculen els seus paràmetres. Al mateix

temps, aprofitarem per a definir nous conceptes, com el coeficient de trans-

missió.

2.1. Circuits amb una línia de transmissió

Ara que tenim definida la línia de transmissió amb les seves propietats més

importants, podem fer un parell d’exemples en detall per a veure com

s’apliquen tots els conceptes que hem explicat fins ara. També aprofitarem

per a introduir-ne algun de nou, derivat dels que ja hem explicat, i per a

acabar d’entendre com es propaguen les ones i com podem treballar amb

les eines explicades.

2.1.1. Coeficient de reflexió en el generador

a

Però què passa quan l’ona regressiva arriba al generador? És lògic pensar que

com que el generador té una resistència, també pot actuar de càrrega i pot pro-

vocar una altra reflexió. Vegem-ho amb més detall.

Per a resoldre aquest problema utilitzarem un circuit com el de la figura 23 on

tenim una font de tensió constant Vg  V0 amb una resistència interna Zg  RL,

una línia de transmissió amb impedància característica Z0 i longitud l, i una

resistència de càrrega purament resistiva, ZL  RL.

Vegeu que la component reflectida 
depèn d’un coeficient de reflexió al 
subapartat 1.7 d’aquest mòdul.Ja hem vist que les ones que es generen es propaguen dins de la línia

fins arribar a la càrrega i, en funció de les característiques d’aquesta úl-

tima, l’ona progressiva es reflecteix. També hem vist que la component

reflectida depèn d’un coeficient de reflexió, el qual generarà una ona re-

gressiva que tornarà cap al generador.
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Figura 23

Entre el pol positiu de la font i un dels connectors del port d’entrada de la línia

de transmissió hi situem un interruptor que podem obrir i tancar en el mo-

ment que nosaltres vulguem.

Per tal d’estudiar el circuit, analitzarem què passa per als següents instants:

• Instant inicial, t  0. Quan tanquem l’interruptor i es generen les ones pro-

gressives en direcció a la càrrega.

• Instant en què l’ona progressiva arriba a la càrrega. És quan es generen les

ones regressives, a t  T (on T és el temps que tarden les ones progressives

en arribar a la càrrega, T l/c).

• Instant t  2T, quan les ones regressives arriben al generador.

El que succeeix durant el transitori, en tancar l’interruptor, ho podem definir

pas a pas a mesura que es van produint els successos:

a) Instant inicial. A l’instant t  0 es tanca l’interruptor i permetem el pas

del corrent cap a la línia de transmissió, on es genera una ona progressiva

de tensió v1
 (el subíndex 1 indica la primera ona que es genera i que es

propaga per la línia en el primer cicle), l’expressió de la qual és (recordeu

l’equació (37)):

(54)

b) Instant t  lc  T. En aquest instant l’ona progressiva assoleix la resistència

de càrrega, on es genera una ona regressiva v1
 segons l’equació (46):

(55)

Aquesta ona, just abans de l’instant t  2T  2l/c, assolirà l’extrem del genera-

dor, ja que ha tornat fins a la font.

c) Instant t  2T. L’ona regressiva ha arribat al generador i es combina amb la

nova ona progressiva que generi el generador v2
 (el subíndex 2 indica l’ona

Figura 23

Circuit amb una línia de trans-
missió de característiques Z0 i 
, i longitud ,, amb un inter-
ruptor.

El significat de T

T  ,/c representa el temps que 
tarda una ona que es desplaça 
a una velocitat c en recórrer 
una distància , i, per tant, en 
recórrer tota la línia de trans-
missió.

0
1
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g

g

V Z
v

Z Z
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progressiva que es genera a l’arribada de l’ona regressiva 1, en el segon cicle).

Aquest cas però, ja no el farem explícitament.

Vist l’exemple anterior, podeu concloure que l’ona s’anirà propagant al llarg

de la línia de transmissió i que cada vegada s’haurà de multiplicar l’ona inci-

dent (ja sigui a la càrrega o al generador) pel coeficient de reflexió correspo-

nent per a obtenir l’ona reflectida. Podeu veure un diagrama representatiu de

totes les ones que es van creant per les successives reflexions a la figura 24.

Figura 24

2.2. Circuits amb dues línies de transmissió: 

coeficient de transmissió

Ara complicarem una mica més les coses. Ara veurem què passa en el cas de

tenir més d’una línia de transmissió i un element resistiu entre ambdues. En

l’exemple següent estudiarem aquest cas de forma general, però només estu-

diarem què passa quan l’ona arriba al final de la primera línia i com es pro-

paga fins a la segona línia de transmissió. Utilitzarem com a exemple un

circuit en què tindrem element resistiu en paral·lel entre les dues línies de

transmissió.

Val la pena comentar que es defineix un coeficient de reflexió en el ge-

nerador com:

(56)

En aquest exemple hem definit el coeficient de reflexió en el genera-

dor, G, com el quocient entre l’ona incident que es genera per reflexió,

v2, i la que arriba reflectida de la primera reflexió a la càrrega, v1.

02

01

g
G

g

Z Zv

Z Zv






  



Figura 24

Diagrama de reflexions succes-
sives entre el generador i la càr-
rega.



CC-BY-SA • PID_00159126 44 Línies de transmissió

A la figura 25 tenim un circuit on hi ha una resistència R en paral·lel amb la

unió entre dues línies de transmissió a i b de llargària l1 i l2 respectivament,

amb impedàncies característiques Z01 i Z02, i amb una resistència de càrrega

ZL al final de la segona línia de transmissió. Per conveniència hem situat l’ori-

gen de l’eix z, z  0, en la posició de la resistència R, el port d’entrada de la línia

a a z  l1 i el port de sortida de la línia b a z  l2.

Figura 25

Tal com hem vist en l’exemple anterior, quan una ona progressiva es troba

amb una càrrega, genera una ona reflectida (vegeu equació (54)). En aquest

exemple la resistència en paral·lel R provocarà reflexions parcials de l’ona

progressiva i la resta de l’ona continuarà propagant-se a traves de la línia b

fins a la càrrega ZL i, així, tindrem v 
b1  v 

a1  v 
a1. Fixeu-vos que estem

sumant l’ona progressiva i l’ona regressiva (recordeu l’equació (30)), ja que

la fase de cada ona està implícita dins de l’ona progressiva, va1, i de la re-

gressiva v 
a1. És a dir, el signe, si se suma o es resta, vindria donat per la fase.

A la relació entre l’ona que passa fins a la línia b, vb1, i l’ona que arriba a la

resistència R procedent de la línia a, va1, l’anomenarem coeficient de trans-

missió, ab. Aquest coeficient l’expressarem segons la següent equació: 

(57)

Figura 25

Circuit amb una resistència R en 
paral·lel entre dues línies de 
transmissió a i b. Centrarem la 
resistència R a l’origen de l’eix z.

La lletra  és la lletra grega tau 
minúscula i es llegeix “tau”.

En aquest exemple hem definit el coeficient de transmissió, ab, com

la relació entre l’ona que arriba a la resistència R, procedent de la línia

a, i l’ona que passa fins a la línia b. 

(58)

A més, es compleix que la suma del coeficient de transmissió i del de

reflexió (equació (46)) és 1:

ab    1 (59)
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Podeu veure-ho així: tenim l’ona progressiva que va del generador a la càrrega,

va1. Quan arriba a la càrrega una part es reflexa,  (equació (55)) i una

altra part es transmet,  (equació (58)).

Es crearà un coeficient de reflexió i un de transmissió per a cada element que

hi hagi dins del circuit fins arribar a la càrrega, on l’ona incident només podrà

ser reflectida o dissipada.

Amb els coeficients definits en les equacions (46), (56) i (58) podeu determinar

les tensions i els corrents dins de cada línia de transmissió en cada instant.

Ara treballarem amb aquests coeficients per al cas en què es propaguin ones

planes harmòniques.

2.3. Què hem après?

En aquest apartat hem presentat dos exemples de circuits als quals hem aplicat

el model de línies de transmissió, i hem vist com circula l’ona progressiva, es

reflecteix a la càrrega i es crea una ona regressiva que retorna cap a la font.

També hem aprofitat els exemples presentats en aquest apartat per a veure

com s’apliquen els coneixements explicats en el primer apartat i, al mateix

temps, definir el coeficient de reflexió en diversos punts de la línia de trans-

missió: en el generador i en la càrrega.

Un cop heu aprés com funcionen les línies de transmissió, hem d’analitzar els

senyals que hi circulen. Ho farem a l’apartat següent.

  1 1a av v
  1 1b ab av v
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3. Transmissió de senyals sinusoïdals

En l’apartat anterior heu vist com podíem calcular les amplituds dels corrents

i les tensions que circulaven dins d’una línia de transmissió en funció de la po-

sició dins de la línia i del temps.

aTambé heu vist diversos circuits als quals aplicàvem els coneixements ad-

quirits per a calcular les diverses reflexions i encavalcaments de les ones

progressives i regressives dins de les línies, i com afectaven les càrregues el

comportament de les ones.

En aquest apartat:

• Veurem el comportament de les línies de transmissió quan injectem se-

nyals purament sinusoïdals a la línia.

• Estudiarem un cas particular dels senyals sinusoïdals: les ones estacionàries

dins de la línia. Les ones estacionàries es creen quan la càrrega està mal

adaptada i apareixen reflexions (ones regressives). Estudiarem aquest cas

particular perquè és molt important tenir les ones estacionàries ben con-

trolades, ja que poden fer malbé els nostres generadors de senyals a causa

del retorn de l’ona regressiva.

3.1. Els senyals sinusoïdals

En aquest subapartat estudiarem el comportament de les línies de transmissió

excitades per generadors de senyals sinusoïdals en règim permanent, és a dir,

generadors que emeten ones sinusoïdals, que serien les ones planes harmòni-

ques amb què hem estat treballant al llarg de l’assignatura.

Per a això cal que introduïm la notació fasorial. Aquesta notació és una forma

d’expressar les equacions (16) i (17) per mitjà d’equacions trigonomètriques (si-

nus i cosinus), amb l’objectiu de simplificar les equacions i el seu tractament.

Amb aquest tipus de generadors, tots els senyals aplicats a la línia es poden ex-

pressar segons una funció del tipus d’equació trigonomètrica. Podeu veure

una representació d’una funció sinusoïdal a la figura 26a:

v  V  sin (60)

o en notació fasorial complexa, podeu veure una representació fasorial de la

funció sinusoïdal a la figura 26b:

v  V  ejt  z  j (61)

Vegeu els exemples dels subapartats 2.1 
i 2.2 d’aquest mòdul.

Les ones sinusoïdals 
i el teorema de Fourier

Té sentit estudiar les ones sinu-
soïdals perquè gràcies al teore-
ma de Fourier qualsevol ona es 
pot expressar com una suma 
d’ones sinusoïdals (vegeu 
l’apèndix del mòdul “Ones”).

Règim permanent

L’expressió en règim permanent 
fa referència al cas ideal en què 
les ones es generen perma-
nentment i no tenim els pro-
blemes de transitoris deguts al 
cas inicial, en què es comencen 
a generar, ni al cas en què 
s’apaga el generador.

Recordeu

 és un número complex, per 
això, no posem la j en l’expo-
nent en l’equació (61).
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on:

– v representa l’ona de tensió.

– V és l’amplitud de l’ona.

–  és la freqüència angular.

–  és la constant de propagació (equació 15). Aquesta constant té una part

real, , i una part imaginària . Només estarà dins el sinus la part imaginà-

ria, ja que la part real queda ez, i com que no és una exponencia comple-

xa no correspon a una funció trigonomètrica.

–  una fase arbitrària qualsevol. Normalment farem   0.

Les dues barres verticals us indiquen que estem prenent el valor absolut de

l’amplitud, V. Això és degut al fet que el seu signe (positiu o negatiu) el tin-

drem inclòs dins de la fase arbitraria .

Figura 26

Per a passar l’equació trigonomètrica a complexa ho podeu fer aplicant les relacions

d’Euler:

(62)

Després heu de tenir en compte que la part (t z  ) és només una fase.

Ara el que farem és expressar les ones progressives i regressives que circulen per

l’interior de la línia en forma trigonomètrica (equació (60)),

L’ona progressiva de tensió (recordeu l’equació (18)) pren la forma d’una ona

sinusoïdal en funció de la posició, z, i del temps, t, segons l’equació (60):

v(z,t)  V ezsin(t  z  ) (63)

I per a l’ona progressiva de corrent (recordeu l’equació (19)) també pren la for-

ma d’una ona sinusoïdal en funció de la posició, z, i del temps, t. Això ho po-

dem expressar mitjançant l’equació:

(64)

La lletra  és la lletra grega phi 
minúscula i es llegeix “fi”.

Figura 26

Representació d’una ona amb 
amplitud |V| en forma trigono-
mètrica (a) o en forma de fa-
sors (b).  representa l'angle, o 
fase, de l’ona (  t z ).

La lletra  és la lletra grega psi 
majúscula i es llegeix “psi”.

Recordeu

Recordeu que la diferència en-
tre el sinus i el cosinus és una 
fase afegida de 90 (o /2):

 cos sin
2

a a
   

 

2
)cos(i

2
)sin(

 





iiii ee
i
ee

Nota

Fixeu-vos que la part real de 
no queda dins la funció tri-
gonomètrica.

0
( , ) e sin( )z

V
i z t t z

Z
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on hem fet servir la llei d’Ohm (V  RI).

Les equacions (63) i (64) indiquen que el voltatge i el corrent experimenten el ma-

teix tipus de variació sinusoïdal en tots els punts de la línia. També ens diuen que

aquests senyals estan molt més retardats en la seva oscil·lació com més a la dreta

estiguin (factor z creixent). Tanmateix, aquesta notació és incòmoda per a treba-

llar amb línies de transmissió i a partir d’ara treballarem només en notació fasori-

al. D’altra banda, considerarem també que la fase inicial, , és igual a zero.

Si recordem les equacions (18) i (19) en notació fasorial i separem la part del

coeficient temporal ejt tenim, per a les ones progressives de tensió i corrent:

v  V e(jt  z)  V ejt ez (65)

i  I ejt ez (66)

A partir d’aquest punt deixarem d’escriure la part temporal (ejt) de les equa-

cions en forma fasorial per a simplificar-les. Aquest terme sempre es pot afegir

multiplicant ejt en els fasors, o afegint aquest terme a la fase arbitrària .

3.2. Propietats dels senyals sinusoïdals

Una vegada definida la forma dels senyals que introduirem a la línia de trans-

missió passarem a veure quines propietats tenen i com circulen.

a3.2.1. Longitud d’ona

Recordeu que en el cas de línies de transmissió ideals, l’atenuació és nul·la,

  0, ja que no existeixen pèrdues i, per tant, substituint a (15) (que teniu re-

produïda a la dreta):

(69)

Podem utilitzar les equacions (30) i (31), de manera que l’ona de tensió ens

queda:

v  V ez  V ez (67)

I la de corrent:

(68)

on  és la constant de propagació de la línia i s’expressa segons l’equació

(15).

0

1 z zi V e V e
Z

      

Vegeu les línies de transmissió ideals al 
subapartat 1.6.2 d’aquest mòdul.

La constant de propagació

L’equació (15) de la constant 
de propagació és:

( ' ')( ' ')j R j L G j C         

j LC    
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I si recordeu la definició de la velocitat de fase, tenint present que la fase

és t z, i que per calcular la velocitat de fase fem t z = constant tenim:

(69b)

aon  és el nombre d’ona relacionat amb la freqüència d’oscil·lació de l’ona, ,

segons l’equació (69). La freqüència angular, , es relaciona amb la freqüència

lineal, f, mitjançant la següent equació:

  2  f (70)

on f és la freqüència de l’ona que es propaga dins de la línia.

Si agafem la segona part de l’equació (69b) i hi substituïm l’equació (70), po-

dem arribar a l’expressió:

(71)

Atès que es compleix la relació següent per a qualsevol tipus d’ones:

  f  c (72)

on  és la longitud d’ona, tenim:

(73)

a

3.2.2. Interferència

Les ones de tensió progressives i regressives de l’equació (67) es poden inter-

pretar com a dos vectors que es mouen en sentits contraposats en el pla com-

plex (recordeu la notació fasorial de (63)). Per tant, la tensió total en un punt

z, v(z), tindrà un màxim quan ambdós vectors, V+ez i V ez, se sumin, o es-

tiguin en fase (vegeu la figura 27a), i tindrà un mínim quan ambdós vectors es

restin, o estiguin en contrafase (vegeu la figura 27b). A la figura teniu tant la

Recordeu

Velocitat de fase:

p
dz

v
dt


  

p
dz

c v
dt

Vegeu la velocitat de fase al mòdul 
“Ones”.

Recordeu

Estem considerant que les ones 
que estudiem es desplacen 
a la velocitat de la llum 
en el buit, c.

2 2
f c

c c f


         

2
2 2

c

f

  
        

Vegeu l’exemple 1.1 del subapartat 
3.1.2 del mòdul “Ones”.

Anomenarem longitud d’ona  a la distància mínima entre dos punts

de la línia que estiguin sempre en fase o, el que és el mateix, a una dis-

tància entre ells de 2.

Així, segons l’equació (73), els termes que estiguin en fase han de com-

plir   2, és a dir:

(74)2 2c

f
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representació en ones com la representació fasorial, en la qual els fasors apa-

reixen dibuixats com a vectors que giren l’angle que dóna la fase.

Figura 27

Podem fer la mateixa suma fasorial amb les ones progressives, i  , i

regressives, i  , per al corrent (figura 28a i figura 28b):

Figura 28

Si recordeu les equacions (30) i (31), quan la tensió tingui un màxim, la intensitat

|I| presentarà un mínim, i viceversa, a causa del desfasament de 180° entre l’ona

Figura 27

Representació fasorial de les 
ones de tensió progressiva i re-
gressiva en el pla complex. 
Suma (fletxa més gruixuda) en 
fase de les dues ones de tensió 
(a) i suma en contrafase (b).




0

zV
e

Z




0

zV
e

Z

Figura 28

Representació fasorial de les 
ones de corrent progressiva i 
regressiva en el pla complex. 
Suma (fletxa més gruixuda) en 
fase de les dues ones (a) i suma 
en contrafase (b).
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regressiva de tensió i l’ona regressiva de corrent (vegeu la figura 29). Aquest és el

motiu que la impedància característica variï al llarg de la línea de transmissió.

Figura 29

3.3. Coeficient de reflexió en una línia de transmissió ideal 

amb senyals sinusoïdals

aAra que heu vist com interfereixen les ones progressives i regressives, podem

calcular el coeficient de reflexió a partir d’aquestes ones progressives i regres-

sives del mateix mode que hem fet abans.

aSegons les equacions (67) i (68), les ones de tensió i de corrent tenen forma

sinusoïdal. Això comporta que el seu valor vagi variant al llarg de la línia en

funció de la posició, z. Si hem definit la impedància, segons la llei d’Ohm, com

el quocient entre la tensió i el corrent, en cada punt de la línia anirà variant

en funció dels valors de v i i.

Per a calcular la impedància de la línia en qualsevol punt, considerarem una

secció de línia de longitud l carregada amb una impedància complexa ZL, tal

com podeu veure a la figura 30.

Figura 30

Figura 29

Desfasament de 180° entre els 
màxims de l'ona de tensió i de 
l'ona de corrent.

Els màxims de tensió estaran desfasats 180° respecte als màxims de cor-

rent i viceversa, amb els mínims respectius. Aquest desfasament provo-

ca que quan tenim un màxim de tensió en un punt de la línea de

transmissió, en aquest mateix punt hi hagi un mínim de corrent.

Vegeu la definició de coeficient de 
reflexió al subapartat 2.1 d’aquest 
mòdul.

Vegeu la impedància al subapartat 1.6.1 
d’aquest mòdul.

Figura 30

Línia de transmissió carregada 
amb una impedància general 
(complexa).
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El primer pas per a calcular la impedància en qualsevol punt de la línia és cal-

cular el coeficient de reflexió de forma complexa. Per a fer-ho aplicarem

l’equació (46) i tindrem present que estem en el cas sense pèrdues i, per tant,

  0 (equació 69). A més, escriurem les ones de tensió progressives i regressi-

ves en forma fasorial, de manera que obtenim:

(75)

L’equació (75) ens mostra que el coeficient de propagació en qualsevol posi-

ció, (z), depèn del coeficient de reflexió en la càrrega, L(z l) i d’una fase,

2z. Aquesta fase fa que el coeficient de reflexió vagi variant al llarg de tota la

línia de transmissió, l.

Exemple de propagació del coeficient de reflexió

Donada una línia de transmissió ideal amb una impedància característica, Z0  50 , i amb
una impedància de càrrega ZL  50  j100 , calculeu el coeficient de reflexió a una distància
d8 de la càrrega (el símbol negatiu de la distància és degut al fet que partim del valor del
coeficient de reflexió en la càrrega, zl, i llavors ens desplacem enrere 8).

Solució

Per tal de poder aplicar l’equació (75) el que hem de fer en primer lloc és trobar el coefi-
cient de reflexió en la càrrega, L.

(76)

i ara ja podem calcular el coeficient de reflexió en la posició d8, substituint a l’equa-
ció (75):

(77)

Noteu que hem aplicat l’equació (74) per a no haver de calcular el coeficient de pro-
pagació.

Cal que us fixeu en el fet que hem canviat l’origen del sistema de refe-

rència en aquest circuit. Ara la càrrega es troba a l’origen, z  0, i el ge-

nerador de senyals es troba a z  l. Això ho hem fet perquè partirem de

les condicions en què l’ona progressiva ja ha arribat a la càrrega i, per

tant, tenim un coeficient de reflexió L. A partir d’aquest punt veurem

com evoluciona, o es transforma, aquest coeficient al llarg de la línia de

transmissió.

A la variació del coeficient de reflexió al llarg de la línia, en direm pro-

pagació del coeficient de reflexió.

zj
Lzj

zj
e

eV
eV

v
vz 








 2)(

Recordeu

Per passar un número complex 
de forma binòmica 

a forma exponencial cal 
fer:

Vigileu amb el signe de 

 z a bi
jz e

 2 2z a b

arctag
b

a
 

4

0

0
2
2

5010050
5010050












j

L

L
L e

j
j

ZZ
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4248
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4
2
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2
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2
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3.3.1. Coeficient de reflexió en la càrrega

Per tal de trobar el coeficient de reflexió en la càrrega, cal calcular aquest coe-

ficient de reflexió utilitzant l’equació (75) en la posició z0: 

(78)

Fixeu-vos que l’equació (78) concorda perfectament amb l’equació (46) per al

coeficient de reflexió en una càrrega:

(79)

3.4. Impedància d’entrada en una línia de transmissió 

amb senyals sinusoïdals

Ara calcularrm la impedància a l’entrada de la línea de transmissió quan tenim

un senyal sinusoïdal.

Si apliquem la llei d’Ohm i dividim l’expressió de l’ona progressiva de tensió,

equació (30), per l’ona progressiva de corrent, equació (31), obtindrem la im-

pedància a l’entrada de la línia, ZIN. Aquesta impedància la podem calcular

amb la següent equació:

(80)

on v i i representen la tensió i el corrent a l’entrada de la línia, en la posició zl

en el nostre exemple.

Si apliquem l’equació (31) a l’equació (80) obtindrem:

(81)

I si substituïm les ones progressives i regressives de tensió i corrent per la seva

notació fasorial (equació (67)), tenim:

(82)

0

0
( 0) L

L
L

V Z Z
z

Z ZV






     


0

0

L
L

L

v Z Z

Z Zv






  


IN
v v v

Z
i i i

 

 


 










vv
vvZZ IN 0

0

j z j z

IN j z j z

V e V e
Z Z

V e V e
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També podem expressar l’equació (82) dividint el numerador i el denomina-

dor per V:

(83)

Si ara substituïm l’equació del coeficient de reflexió, que és la segona igualtat

de l’equació (78), i fem zl ens queda:

(84)

Fixeu-vos que aquesta expressió ens dóna, de fet, la impedància en qualsevol

punt de la línia, ja que si volem la impedància en un punt de la línia, podem

pensar que “tallem” la línia en aquell punt i que, per tant, té aquella longitud.

Podem expressar l’equació (85) d’una forma més compacta si dividim nume-

rador i denominador per cos(βl):

(86)

L’equació (86) és una equació difícil de representar gràficament ja que conté termes ex-
ponencials i depèn del coeficient de reflexió en la càrrega. Per tal de poder tenir una re-
presentació gràfica de l’evolució de la impedància d’entrada, podem escriure aquesta
equació de la forma:

ZIN  Z0tanh(,  Z) (87)

on 

(88)

L’equació (84) expressada en la forma trigonomètrica i fent servir l’ex-

pressió (78) per a L, ens dóna la impedància a l’entrada de la línia en

funció de la impedància de càrrega, ZL, i la impedància característica,

Z0:

(85)

0

j z j z

IN
j z j z

V V
e e

V VZ Z
V V

e e
V V
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L
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L
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Per tal que us feu una idea, la representació gràfica de la tangent hiperbòlica és:

Figura 31

O sigui que els seus valors estan fitats entre 1 i 1.

3.5. Periodicitat de la impedància d’entrada, o línies de λ/2

Ara veurem com la impedància que podem mesurar al llarg de la línia de trans-

missió té un comportament periòdic.

Fixeu-vos que les equacions (85) i (86) són funcions periòdiques amb període

proporcional a la longitud de la línia de transmissió, l (recordeu el factor βl).

Això és degut a la periodicitat de les funcions trigonomètriques que la formen,

que és de 2 radians:

cos(2)cos() (89)

i

sin(2)sin() (90)

I de la mateixa forma:

cos()cos() (91)

i

sin()sin() (92)

Les funcions trigonomètriques de les equacions (91) i (92) canvien el seu signe

cada  radians, tot mantenint el seu valor absolut. Tanmateix, en el cas de

l’equació (85) això vol dir que es canvia el signe del numerador i el denomi-

nador, per tant, el resultat és el mateix, tal com us mostrem en el següent des-

envolupament, en què hem afegit  a l’argument per a veure’n la periodicitat:

(93)

Figura 31

Representació de la funció tan-
gent hiperbòlica de x.

0 0

0 0

0

0

cos( ) sin( ) cos( ) sin( )

cos( ) sin( ) sin( ) cos( )

[ cos( ) sin( )]

[ cos( ) sin( )]

L L
IN

L L

L
IN

L

Z l jZ l Z l jZ l
Z

Z l jZ l Z l jZ l

Z l jZ l
Z

Z l jZ l
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Si preneu l’equació (74), per tal de poder afegir aquest desfasament de  radi-

ans a la línia de transmissió, veureu que cal que (recordeu que 2):

(94)

D’on podem deduir que:

Tot seguit veurem alguns casos particulars, com el curtcircuit i el circuit obert.

3.5.1. Impedància en curtcircuit i en circuit obert

Un cop hem calculat de forma general la impedància d’entrada de la línia de

transmissió, podem calcular-ne els següents casos particulars:

• Impedància en curtcircuit, que simbolitzarem Zcc.

• Impedància en circuit obert, que simbolitzarem Zca.

Si preneu l’equació (84), podem concretar ambdós casos particulars en funció

dels valors de la impedància de càrrega ZL:

• Per a ZL  0, tenim la línia de transmissió en curtcircuit, ja que és com si

tinguéssim una càrrega de resistència R  0 (vegeu la figura 32).

Figura 32

Podem calcular la impedància a l’entrada del circuit, Zcc, que serà pura-

ment reactiva. El valor d’aquesta reactància en curtcircuit l’anomenarem

cc. Vegem-ho! Si a l’equació (85) hi substituïm ZL  0, obtenim:

(95)

La impedància de les línies de transmissió té una periodicitat de 2.

Aquesta periodicitat vol dir que cada 2 prenen els mateixos valors, les

ones de tensió i corrent. És a dir, la impedància d’entrada pren el mateix

valor si anem inserint tantes línies de longitud 2 com vulguem.

2


    

Figura 32

Línia de transmissió en curtcir-
cuit.

La lletra  és la llegra grega khi 
minúscula i es llegeix “ji”.

0
0 0

0

tan
tan( )cc cc

jZ
Z Z jZ l j

Z
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Per a ZL  ,tenim la línia de transmissió en circuit obert, ja que si tenim

una resistència infinita és com si no tinguéssim connectats els dos extrems

de la línia de transmissió (vegeu la figura 33).

Figura 33

Podem calcular l’admitància en circuit obert, Yca, que també serà purament

reactiva, en funció de la reactància en circuit obert ca.

(96)

Si a l’equació (86) hi substituïm ZL , obtenim:

(97)

La impedància d’entrada en els casos de circuit obert i curtcircuit és sempre re-

activa, ja que la impedància Z només depèn de . Els valors possibles de la im-

pedància d’entrada en curtcircuit, Zcc, i en circuit obert, Zca, els valors de

l’equació (95) i (97), varien entre  i  segons la longitud de la línia (vegeu

la figura 34a i la figura 34b).

Figura 34

Tal com podeu veure en els dos casos de la figura 34, la impedància en circuit

obert, Zca, i en circuit tancat, Zcc, tenen representacions molt semblants per a

un mateix valor de l llevat d’un desfasament de 2 radians. Aquest desplaça-

ment es pot expressar tal com podeu veure a l’equació següent:

(98)

Figura 33

Línia de transmissió en circuit 
obert.

1
ca

ca
Z

Y


  0 0
0

0

tan

( )tan tan
L

ca ca
L

Z jZ Z
Z Z j j

Z j Z

  
     

    

 

Figura 34

Representacions gràfiques de 
les impedàncies, Zcc, en circuit 
tancat (a) i en circuit obert Zca, 
(b). Noteu que els seus valors 
varien entre – i , i que en-
tre Zcc i Zca hi ha un desfasa-
ment de /2.

( ) ( )
2cc caZ Z
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3.6. Inversor d’impedància d’entrada o línies de /4

Hem vist que quan tenim un senyal sinusoïdal que circula per l’interior d’una

línia de transmissió, aquest no es veu pertorbat si afegim un tros de línia de

longitud igual a la meitat de la longitud d’ona del senyal sinusoïdal, 2.

Ara veurem què passa si, en lloc d’una línia de 2, tenim una línia de longitud

4. Agafem aquest valor ja que la línia de transmissió presenta un comporta-

ment curiós quan la seva longitud és igual o proporcional a una quarta part de

la longitud d’ona del senyal que hi circula.

aPer tal de veure què passa en aquest cas operarem igual que hem fet amb l’an-

terior.

Si recordeu l’equació del coeficient de propagació, equació (74), i hi substitu-

ïm el valor de la longitud de la línia de transmissió per 4, obtenim:

(99)

i llavors, substituint a la dreta per 4, tenim per :

(100)

Si apliquem aquest resultat a l’equació (85) obtindrem:

(101)

I si ara operem el resultat de l’equació (101) per tal de simplificar, obtenim:

(102)

on  representa la impedància d’entrada normalitzada, ja que l’hem divi-

dit entre Z0.

Normalment la normalització d’un paràmetre, o d’una llista de valors (per exemple entre
0 i 10), es fa per tal de passar aquest rang de valors a un rang normalitzat entre 0 i 1. Per
a normalitzar, el que farem serà dividir els valors de la llista pel valor màxim de tots els
possibles en aquesta llista, en el nostre exemple, 10. Així ja tenim que tots els elements
de la llista tindran un valor entre 0 i 1.

En aquest cas, el que fem és normalitzar el rang de valors de la impedància d’entrada ZIN

al valor de la impedància característica de la línia de transmissió, dividint per Z0.

Vegeu com hem operat per al cas 
d’impedància en curtcircuit i en circuit 
obert al subapartat 3.5 d’aquest mòdul.
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3.7. Ones estacionàries

Ara que heu vist com circulen els senyals sinusoïdals per l’interior de les línies

de transmissió, podem estudiar un cas particular del comportament de les lí-

nies quan hi circulen ones estacionàries.

Tal com indica el seu nom, les ones estacionàries són un tipus d’ona sinusoïdal

que tenen la propietat d’estar “quietes” dins de la línia de transmissió. Amb el

terme “quietes” volem dir que sempre tenen els màxims i els mínims en la ma-

teixa posició. Després del desenvolupament, veurem com és que les ones esta-

cionàries presenten aquesta característica tan curiosa.

Quan per una la línia de transmissió només es transmet una ona progressi-

va (positiva o negativa), podem mesurar l’amplitud de la tensió mitjançant

el seu valor eficaç. Aquest valor ens indica la mitjana de l’amplitud de l’ona

mentre es desplaça per la línia, que romandrà constant al llarg de tota la

línia.

Si preneu l’equació (65) i calculeu el valor absolut de l’ona progressiva, ens

quedarà:

|V(z)||V||Vejtjz|| (103)

El símbol de dues barres verticals |X| indica valor absolut de X o, en el cas de les tensions
i els corrents, el seu valor eficaç, |V| i |I| respectivament. Calcularem el valor eficaç
d’una ona de tensió sinusoïdal a partir de la integració de l’ona des de t  0 fins a l’in-
finit t  , com a:

(104)

on V0 és el valor de l’amplitud de l’ona. El valor eficaç és un valor constant.

A la figura 35 podeu veure la representació de l’ona progressiva i el seu valor

eficaç. Aquest valor eficaç de l’ona progressiva de tensió, equació (104), és

constant per a qualsevol valor de z.

L’equació (102) ens diu que les línies de transmissió amb una longitud

de 4 actuen com a inversors d’impedàncies, ja que a partir d’una lí-

nia de longitud igual a una quarta part de la longitud de l’ona que hi

circula, la impedància normalitzada passa de ser  a ser .Z 1

Z

Recordeu

Estem estudiant el cas sense 
pèrdues, és a dir,  = 0. Per 
això a (103) hem posat j 
en lloc de .






0

00 2
2)sin( VdttVV
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Figura 35

a

Ara bé, cal tenir en compte el fet següent: 

Aquests punts de màxim i mínim els podeu veure representats a la figura 36.

Figura 35

Representació del valor eficaç 
|V| d'una ona de tensió pro-
gressiva Vejβz.

Recordeu

L’ona de tensió es representa 
com v i la seva amplitud 
comV.

Vegeu que els valors màxims i mínims 
són el resultat de la interferència entre 
l’ona progressiva i la regressiva al 
subapartat Interferència d’aquest mòdul.

Quan dins de la línia es propaguen al mateix temps una ona progressiva

i una altra de regressiva, el mòdul de la tensió pot fluctuar, a causa de la

interferència entre les dues ones (vegeu la figura 37), entre els següents

valors (recordeu la figura 27):

• Un valor màxim que apareix quan els vectors Vejz i Vejz se su-

men en fase i que estarà expressat per l’equació següent:

|Vmàx||V||V| (105)

L’equació (104) la podem expressar en funció del coeficient de refle-

xió, L, fent servir l’equació (46):

|Vmàx||V
|(1|L|) (106)

• Un valor mínim que es produeix quan els vectors Vejz i Vejz se

sumen en contrafase, determinats per l’equació següent:

|Vmín||V|  |V| (107)

Aquesta equació la podem expressar en funció del coeficient de re-

flexió, L, tornant a fer servir l’equació (46):

|Vmín||V|(1 |L|) (108)

Aquest mínim es dóna a una distància 4 a la dreta o a l’esquerra de

la situació del valor màxim. Recordeu que β·4  2 és una distància

igual al desfasament per a passar d’un màxim a un mínim en una

ona sinusoïdal (vegeu la figura 36).
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Figura 36

A la figura 37 podeu veure com es crea l’ona d’interferència a partir de la suma

entre l’ona progressiva i l’ona regressiva a mesura que ambdues es propaguen

per la línia. En el cas a) les dues ones es troben quasi en fase, per la qual cosa

l’amplitud de l’ona resultant és quasi el doble de la de les ones inicials. En el

cas c) les dues ones es troben en contrafase, de manera que l’ona resultant té

amplitud zero. En el cas b) podeu observar el cas intermedi del resultat de la

interferència entre les dues ones.

Figura 37

Ara veurem quina expressió tenen aquestes ones, que veureu que són ones es-

tacionàries.

Si representem les equacions de les ones de tensió progressiva i regressiva en

funció de la posició, z, i del temps, t, (equació (65)) ens quedarà:

v(z,t)  v(z,t)  v(z,t) (109)

Figura 36

Distribució del mòdul de l'am-
plitud en una línia de transmis-
sió amb una ona de tensió 
estacionaria t.

Figura 37

Patró de l'ona resultant de la 
interferència entre una ona 
progressiva (línia sòlida) i una 
de regressiva (línia ratllada). En 
el cas a. podeu observar la in-
terferència constructiva, en el 
c., la destructiva, mentre que 
en el cas b., teniu un cas inter-
medi.

Enllaç d’interès

A l’enllaç següent podeu 
veure com es creen les ones 
d’interferència en una 
representació en moviment.

L’enllaç és: http://
es.wikipedia.org/wiki/
Archivo:Standing_wave_2.gif
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O el que és el mateix, en les seves formes trigonomètriques:

v(z,t)  |V|sin(t  βz)  |V|sin(t  βz) (110)

Si, per a simplificar, suposem que les dues ones tenen la mateixa amplitud,

|V|  |V| (111)

podem utilitzar la següent igualtat trigonomètrica:

(112)

Amb   t  βz i φ  t  z, obtenim:

v(z,t)  2|V|cos(βz)sin(t) (113)

Aquesta equació (113) no és l’equació d’una ona normal que es propaga per la

línia de transmissió, ja que no té el terme (z  t). Ha desaparegut per tant

la propietat de propagació i és per això que parlem d’ones estacionàries.

L’amplitud del senyal resultant serà:

|V|  2|V|cos(βz) (114)

I cada punt de la línia de transmissió, z, vibrarà amb una freqüència angular .

L’equació (113) reflecteix el fet que la tensió, v, en funció del temps t i de la

posició dins de la línia, z, es veu representada per dues funcions sinusoïdals:

• La primera només és funció de la posició:

2|V|sin(βz) (115)

• La segona només és funció del temps:

cos(t) (116)

És a dir, tots el punts de la línia de transmissió es troben simultàniament en

fase, independentment de la seva posició, ja que la fase no depèn de z (no és

del tipus (z + t)), tal com dèiem a l’inici d’aquest subapartat.

a

Recordeu

Estem en el cas  = 0 i, per 
tant, j

sin( ) sin( ) 2cos sin
2 2

               
   

Recordeu

cos() = cos

Vegeu el concepte d’ona estacionària al 
mòdul “Ones”.

A la figura 37 podeu observar que els nodes de l’ona resultant sempre es

troben en el mateix lloc i que només canvia l’amplitud de l’ona. Aquest

fet reflecteix el caràcter d’estacionarietat. L’equació (113) representa,

per tant, el que anomenem ona estacionària (que pren la forma de la

figura 36c).



CC-BY-SA • PID_00159126 63 Línies de transmissió

3.7.1. Relació d’ona estacionària 

aTal com heu vist anteriorment, les ones estacionaries tenen un valor d’am-

plitud màxima, |Vmax|, i un valor d’amplitud mínima, |Vmin|. Calculem ara

el paràmetre anomenat relació d’ona estacionària (ROE) que es defineix

com el quocient entre els valors màxim i mínim de l'amplitud. El paràmetre

ROE en permet mesurar, en certa manera, “com d’estacionària” és una ona

estacionària.

aEl paràmetre ROE, o S, ens dóna una idea de com de “bona” és una ona esta-

cionària en termes de com de ben definida està l’ona, o el que és el mateix, de

si es poden diferenciar clarament els màxims dels mínims.

L’ona estacionària es caracteritza per la relació entre el seu màxim i mínim

d’interferència, donats per les equacions (105) i (107) (o (106) i (108)):

(117)

En funció del valors del coeficient de reflexió, la relació d’ona estacionària pot

variar entre els valors següents:

a• Per a una línia adaptada (sense reflexions), ||  0, i per tant, el paràmetre

és S  1. Aquest és el valor mínim que pot tenir el paràmetre S, i ens diu que

no existeix ona estacionària.

• Si a la línia hi ha una càrrega que reflecteix tota l’energia incident, el coe-

ficient de reflexió ||  1, i el paràmetre S → . En aquest cas, l’ona reflec-

tida és igual a l’ona incident, de manera que tota la potència retorna al

generador. Aquest seria el pitjor cas, ja que l’ona estacionària és màxima i

el generador es pot fer malbé si no està protegit.

Vegeu que les ones tenen 
un valor d’amplitud màxima i un valor 
d’amplitud mínima al subapartat 3.7 
d’aquest mòdul.

El paràmetre ROE en anglès rep 
el nom de voltage standing wave ratio i el 
trobareu sovint expressat amb la sigla 
VSWR.

El paràmetre S s’anomena relació d’ona estacionària o ROE. Aquest

paràmetre expressa com d’ideal és l’ona estacionària mitjançant la rela-

ció entre les seves amplituds màxima i la mínima. Podem relacionar

aquest paràmetre amb el coeficient de reflexió mitjançant la fórmula:

(118)

D’on també podem trobar  a partir de S:

(118b)

max

min

1

1

V VV
S

V V V

 

 

  
  

 

1

1
S

 


 



1

1

S

S


 



Vegeu que en una línia adaptada ||  0 
al subapartat 1.9 d’aquest mòdul.
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Recordeu que S representa un quocient entre tensions.

El paràmetre ROE és molt important, ja que ens dóna una idea de quina po-

tència es reflecteix de retorn cap al generador. En el cas que la potència retor-

nada sigui molt gran, pot fer malbé el generador si no està ben protegit.

Exemple de cálcul del paràmetre ROE

Calcularem el paràmetre S, o ROE, d’una línia de transmissió d’impedància característica
50 , per la qual circula una ona progressiva d’amplitud 1 V i fase 4 radians. Carrega-
rem aquesta línia amb una impedància de valor ZL  50  j100 . També calcularem els
valors de tensió màxim, |Vmax|, i mínim, |Vmin|, de l’ona estacionària.

Solució

El primer que haurem de fer és calcular el coeficient de reflexió en la càrrega, L (equa-
ció (46)), per tal de poder aplicar l’equació (118). Així:

(120)

O, en notació fasorial:

(121)

Ara ja podem aplicar l’equació (117):

(122)

Si ara volem calcular els valors de |Vmax| i |Vmin|, aplicarem directament les equacions
(105) i (107):

(123)

i

(124)

3.8. Què hem après?

En aquest apartat ens hem centrat en la transmissió de senyals sinusoïdals a

través de les línies de transmissió.

El valor de la relació d’ona estacionària pot variar entre 1 i , i s’acostu-

ma a expressar en decibels [dB].

S(dB)  20 log(S) (119)

Observació

No confongueu S amb el parà-
metre de la transformada de 
Laplace ja que el de Laplace és 
en minúscula, s.

0

0

50 100 50
0,5 0,5

50 100 50 1
L

L
L

Z Z j j
j

Z Z j j

  
     

   

Mòdul i fase d’un nombre 
complex

Per a passar a notació fasorial 
un nombre complex z  a  jb, 
hem de calcular el mòdul i la 
fase del nombre complex:

i

2 2z a b 

arctan
b

a
    
 

42

2

j

L e


 

2
11 2 5,82

1 2
1

2

L

L

S
 

  
 



4
max rms

2
(1 ) 1 (1 ) 1,7 V

2

j

LV V e


     

4
min

2
(1 ) 1 (1 ) 0,29 V

2

j

LV V e
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Hem definit com són les funcions de les ones que circulen per l’interior de la

línia i com van variant els paràmetres definits en el primer apartat en funció

del senyal. Amb aquest objectiu hem tornat a trobar el coeficient de reflexió

en la càrrega i la impedància d’entrada.

L’anàlisi de les ones ens ha mostrat una característica curiosa dels senyals si-

nusoïdals: la seva periodicitat dins de la línia de transmissió cada 2. Aquesta

propietat ens ha permès:

• Definir les impedàncies de línia en circuit obert, Zca, i en circuit tancat, Zcc.

• Definir les característiques d’una línia de transmissió inversora, que inver-

teix la impedància que té a l’entrada i que té una longitud de 4.

a• Definir les ones estacionàries com un efecte d’interferència entre la reflexió

de l’ona incident en la càrrega i la pròpia ona reflectida, i definir també el

seu paràmetre de relació d’ona estacionària (ROE).

Tots aquests càlculs són llargs i poden ser complicats. Al proper apartat us

mostrarem com fer servir una eina que ens facilitarà molt tots els càlculs dels

paràmetres anteriors, la carta d’Smith.

Recordeu que el paràmetre ROE en 
anglès rep el nom de voltage standing 
wave ratio i el trobareu sovint expressat 
amb la sigla VSWR.
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4. La carta d’Smith

aJa heu vist com es comporten les línies de transmissió quan les utilitzem per a

transmetre un senyal sinusoïdal. També hem definit les impedàncies d’entra-

da, ZIN, de les línies (recordeu les equacions (85) i (86)) i el coeficient de refle-

xió, L.

aEl càlcul de la impedància característica d’una línia de transmissió és essencial

per a poder adaptar bé la línia i poder transmetre, així, tota la potència gene-

rada per la font a la càrrega. És per això, per a poder simplificar aquests càlculs,

que es va inventar la carta d’Smith.

La carta d’Smith la va inventar P. H. Smith l’any 1939, mentre treballava per

als laboratoris Bell, per a calcular l’adaptació de les línies de transmissió a an-

tenes de grans dimensions. Inicialment va proposar que la carta tingués un

disseny de forma quadrada, però tenia limitacions en el rang de valors que es

podien utilitzar, fins que va resoldre el disseny utilitzant coordenades polars.

Teniu una carta d’Smith completa a la figura 38.

Els transmissors de ràdio

En el cas d’un sistema de transmissió de ràdio, l’antena esta dissenyada específicament
per al tipus d’ones que es volen transmetre, i el generador senzillament les genera. Només
ens cal que la línia de transmissió que dissenyem s’adapti a aquests dos sistemes per tal
de realitzar una bona transmissió del senyal.

En aquest apartat veurem com és la carta d’Smith, com està dissenyada i com

fer-la servir, mitjançant alguns exemples.

4.1. Descripció de la carta d’Smith

A la carta d’Smith trobem representat:

• El coeficient de reflexió: ho estarà en forma fasorial, de manera que tindrà

un mòdul i una fase:

  ||e (125)

Vegeu el comportament de les línies de 
transmissió en transmetre un senyal 
sinusoïdal, les impedàncies d’entrada i el 
coeficient de reflexió a l’apartat 3 
d’aquest mòdul.

Vegeu el càlcul de la impedància 
característica d’una línia de transmissió 
al subapartat 3.4 d’aquest mòdul.

Recordeu 

La impedància d’entrada de la 
línea de transmissió, ZIN, varia 
en funció de la freqüència del 
senyal sinusoïdal (equació 
(90)).

La carta d’Smith s’utilitza, entre altres usos, per a calcular la impe-

dància d’entrada d’una línia de transmissió a partir de la longitud de

la línia en relació a la freqüència del senyal sinusoïdal que hi circula,

i de la seva impedància de càrrega, o, en un nivell més avançat, per

a acoblar impedàncies.
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Figura 38. Carta d’Smith completa

• La impedància de la línia de transmissió, ZIN (equació 85):

(126)

Recordeu

Els nombres complexos es po-
den representar per compo-
nents: part real i part 
imaginària, per exemple: a  
jb; o per mòdul i fase, per 
exemple: Ae, on A és el mòdul 
i  l’angle o fase.

i

 2 2A a b

    
 

arctg
b

a

0
0

0

cos sin

cos sin
L

IN
L

Z jZ
Z Z

Z jZ
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aTot i que, de fet, la carta d’Smith no representa les impedàncies així, sinó

que les representa normalitzades respecte a la impedància característica de

la línia de transmissió, Z0:

(127)

Ara que ja hem vist què s’hi representa, vegem com és la carta d’Smith. Te-

niu una carta completa representada a la figura 38 i podeu veure que està

formada per:

• Una primera circumferència exterior on s’indica la fase ( a l’equació 125)

del coeficient de reflexió (vegeu la figura 39) en graus sexagesimals.

Figura 39

• Una segona circumferència exterior on s’indica la longitud d’ona, , del se-

nyal sinusoïdal que hem introduït en la línia en relació amb la longitud, l,

de la pròpia línia (vegeu la figura 40) l. Aquesta circumferència ens per-

metrà propagar les impedàncies i els coeficients de reflexió, , i transmissió,

, en les dues direccions de la línia de transmissió: cap al generador i cap a

la càrrega. Més endavant ja veureu com s’utilitza.

aSi us fixeu en la banda esquerra de la circumferència, veureu que hi ha el

0, i a l’altre extrem hi ha el 0,25 (o 4). Això reflecteix la propietat de pe-

riodicitat cada 0,5 (o cada 2) que ja hem explicat.

Vegeu la impedància característica d’una 
línia de transmissió al subapartat 3.6 
d’aquest mòdul.

0

Z
Z

Z


Figura 39

Circumferència de l’angle del 
coeficient de reflexió en graus 
sexagesimals.

Vegeu la periodicitat en /2 al 
subapartat 3.5 d’aquest mòdul.
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Figura 40

• Unes corbes de reactància constant (vegeu la figura 41).

Figura 41

En aquestes corbes, la mesura de la reactància es pot llegir en el punt on la

corba talla la circumferència del perímetre o, en una mesura més fina, en

la circumferència que talla el centre de la carta. Les circumferències que ta-

Figura 40

Circumferència de longitud 
d'ona que relaciona la freqüèn-
cia del senyal amb la longitud 
de la línia, amb doble mesura, 
cap al generador i cap a la càr-
rega.

Figura 41

Carta d’Smith on hem ressaltat 
les circumferències de reactàn-
cia  constant i les circumfe-
rències de reactància unitària.

Recordeu

La reactància és la part imagi-
naria de la impedància i que 
pot ser reactiva o capacitiva en 
funció de si és positiva o nega-
tiva, respectivament
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llarien l’eix vertical que partiria la carta per la meitat són les circumferèn-

cies de reactància unitària   1, i aquesta disminueix a mesura que creix

el radi de la circumferència de reactància constant.

A la figura 42 podeu veure més simplificades les circumferències de reac-

tància constant. En aquesta figura s’hi han senyalitzat:

– La circumferència de reactància zero,   0.

– La circumferència de reactància unitària.

– Les circumferències de casos intermedis amb  1 i  1.

Figura 42

• Unes corbes de resistència constant (vegeu la figura 43)

La mesura de la resistència es realitza quan la circumferència talla l’eix ho-

ritzontal que divideix la carta en dos hemisferis. La circumferència que pas-

sa pel centre de la carta és la circumferència de resistència unitària R  1, que

va disminuint a mesura que creix el radi de la circumferència, i viceversa.

  0

La circumferència de reactàn-
cia nul·la,   0, és una recta, i 
aquesta recta es pot considerar 
com una circumferència de 
radi infinit.

Figura 42

Circumferències de reactància 
constant per a   0,  < 1, 
  1 i   ∞. Aquest primer 
cas se situa sobre l’eix d’orde-
nades (horitzontal).
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Figura 43

A la figura 44 podeu veure una simplificació de l’estructura de les circum-

ferències de resistència constant.

Figura 44

Si tenim en compte aquestes circumferències de resistència constant, el co-

eficient de reflexió varia segons els diferents casos en funció del valor de R

(vegeu la figura 44):

– Per a R  0 és una circumferència de radi unitari, dins del qual con-

viuen els casos R  0 i   0. Aquesta circumferència és la que contin-

Figura 43

Circumferències de resistència 
R constant en la carta d'Smith.
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drà tota la resta de valors de la carta i, per tant, la circumferència més

externa.

– Circumferència de R  1. El centre de la circumferència es trobarà a l’es-

querra de l’eix de coordenades.

– Circumferència de R  1. La circumferència es troba centrada sobre la

part positiva de l’eix de coordenades.

– Circumferència de R  1. El centre de la circumferència es trobarà a la

dreta de la meitat positiva de l’eix de coordenades.

A partir de les circumferències de resistència i de reactància constant, podem

definir certes característiques de la carta d’Smith:

a) Pel que fa a R   i    i R  0 i   0. Si busquem aquests punts en la

carta d’Smith de la figura 44, ens trobem:

a• Que el punt de R   i    es troba a la dreta de l’eix d’abscisses i repre-

senta el circuit obert. A tots els punts de l’infinit de la carta d’Smith, on

R  ,    o ambdós, els correspon   1.

• Que el punt de R  0 i   0 es troba a l’esquerra de l’eix d’abscisses i re-

presenta el curtcircuit. A valors de Z simètrics respecte a l’eix de les abscis-

ses els corresponen valors de  també simètrics respecte a l’eix d’abscisses.

La raó d’això és que la carta és simètrica en els dos hemisferis dividits per

la recta de resistències.

b) A la base de la carta podeu observar quatre rectes horitzontals que presenten

els valors de les atenuacions de la línia (en decibels), de les pèrdues, i el que més

ens interessa, del mòdul del coeficient de reflexió i de transmissió, indicats a la fi-

gura 45. El mòdul del coeficient de reflexió es pot llegir a la meitat esquerra de la

recta, en canvi, el coeficient de transmissió es pot llegir a la meitat dreta.

A partir de les equacions del coeficient de reflexió (46) i de la impedància nor-

malitzada (102), podem definir el coeficient de reflexió tal com es llegeix a la

carta d’Smith, com:

(128)

on hem dividit numerador i denominador de (46) per Z0 i hem definit .

Ara que ja heu vist els components de la carta, veurem com es fa servir.

Vegeu el cas d’un circuit obert al cas b 
del subapartat 1.8.1 d’aquest mòdul.
Vegeu el cas d’un curtcircuit al cas c del 
subapartat 1.8.1 d’aquest mòdul.

1

1

Z

Z


 



0

LZ
Z

Z




CC-BY-SA • PID_00159126 73 Línies de transmissió

Figura 45

4.2. Com s’utilitza la carta d’Smith

La carta d’Smith està dissenyada de manera que a partir dels valor de resistència i

reactància es puguin llegir, de forma quasi automàtica, tots els valors dels coefici-

ents de reflexió i transmissió utilitzant les rectes de la part inferior i les circumfe-

rències exteriors. En aquest apartat us explicarem com es llegeix la carta.

Al subapartat anterior heu vist què representen les circumferències dibui-

xades en la carta d’Smith i quins son els punts més importants en referèn-

cia a la impedància normalitzada (tant per a la resistència com per a la

reactància).

Abans d’aprendre a fer servir la carta d’Smith, cal que tingueu en compte les

següents consideracions o propietats de la carta:

a) La semicircumferència superior,   0, correspon a les impedàncies induc-

tives (amb reactància positiva,   0) i la part inferior,   0, a les capacitives

Figura 45

Coeficient de reflexió i de 
transmissió com a projecció 
dels paràmetres de la carta.

Enllaç d’interès

Podeu consultar i fer proves 
amb una carta d’Smith a la 
pàgina web Interactive Smith 
Chart:

http://www.amanogawa.com/
archive/LossLessSmithChart/
LossLessSmithChart-2.html
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(reactància negativa,   0). Aquestes reactàncies tenen el mateix mòdul, però

canvia el signe degut a la fase.

b) Les resistències normalitzades més grans que la unitat, R  1, es troben con-

tingudes dins de la circumferència de resistència constant que passa per l’ori-

gen. El punt del centre, R  1, correspon a la impedància que adapta la línia.

Recordeu la figura 44.

c) El coeficient de reflexió en una línia val (recordeu l’equació (75)):

(z)  (0)ejβz (129)

aDe manera que quan ens movem per tota la línia, el mòdul del coeficient de

reflexió |(z)| és constant, mentre que la seva fase varia de manera directament

proporcional a la longitud (mireu l’exponent de l’equació (129)).

Figura 46

Recordeu que el coeficient de reflexió és periòdic cada 2. Aquesta és la raó

per la qual la circumferència que mesura la fase en una posició donada de la

línia de transmissió pot tenir valors de 0 a 0,5: no calen més valors perquè, des-

prés de 2 tot es repeteix.

Així, la carta ens permet mantenir el mòdul fix i anar llegint el valor del coe-

ficient de reflexió a mesura que varia la seva fase.

aNoteu que si ens movem en sentit antihorari o positiu sobre la circumferència

de fase de la carta d’Smith, ens movem cap a la dreta de la línia, o cap a la càr-

Vegeu que la fase varia de manera 
directament proporcional a la longitud al 
subapartat 3.3 d’aquest mòdul.
Vegeu que el coeficient de reflexió és 
periòdic cada /2 al subapartat 3.5 
d’aquest mòdul.

Figura 46

Direccions de les longituds 
d'ona relatives a la freqüència de 
l'ona i la longitud de la línia 
de transmissió segons si ens mo-
vem en direcció al generador o a 
la càrrega.

Vegeu la descripció de la carta d’Smith al 
subapartat 4.1 d’aquest mòdul.
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rega, i quan ho fem en el sentit horari o negatiu, cap al generador (vegeu la

figura 46).

a

d) Podeu calcular directament el valor de l’admitància d’una impedància si-

tuada directament sobre la carta a partir del punt simètric respecte al centre de

la carta (vegeu la figura 47). Recordeu que per a invertir la impedància, només

cal afegir una línia de longitud 4 o, el que és el mateix, donar una volta de

180° a la carta d’Smith.

Figura 47

Amb aquestes propietats ben enteses, ja podem passar a veure un exemple de

com fer servir la carta d’Smith.

4.2.1. Exemple d’utilització de la carta d’Smith

Suposem una línia de transmissió amb impedància característica Z0  50  i

amb una càrrega d’impedància ZL  50  j50 , com la de la figura següent:

Figura 48

Recordeu

L’admitància és l’invers de la 
impedància:

Vegeu que per a invertir la impedància 
només cal afegir una línia de longitud /
4 al subapartat 3.6. d’aquest mòdul.

Figura 47

Lectura dels valors d'admitàn-

cia  a partir del valor de 

la impedància .

1
Y

Z



1

Y
Z

Z

Figura 48

Línia de transmissió amb impe-
dància característica Z0  50 , 
i impedància de càrrega 
ZL  50  j50 .
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Ara calcularem la impedància normalitzada i el coeficient de reflexió.

Si partim de la impedància de càrrega:

ZL  50  j50  (130)

i expressem aquesta impedància de forma normalitzada utilitzant l’equació

(102), obtindrem:

(131)

On  és la impedància normalitzada. Podem separar l’equació (131) en part

real, on tindrem R  1, i part imaginaria, on tindrem   1. El fet de tenir una

reactància negativa vol dir que aquesta reactància és capacitiva.

Figura 49

Aquest punt es localitza a la carta d’Smith mitjançant el punt on confluei-

xen la circumferència de resistència R  1 i la circumferència de reactància

capacitiva   1, tal com podeu veure a la figura 49 (recordeu que la im-

0
1 1LZ

Z j
Z

   

Z

Figura 49

Exemple de càlcul del mòdul i 
la fase del coeficient de reflexió 
per a una impedància caracte-
rística i una longi-
tud d'ona donades.

  1 1Z j



CC-BY-SA • PID_00159126 77 Línies de transmissió

pedància de la carta està normalitzada respecte a la impedància caracterís-

tica de la línia Z0).

El coeficient de reflexió  ve donat, en mòdul, per la projecció del radi que genera

la circumferència que passa pel punt de la impedància normalitzada, que està cen-

trat en el centre de la carta (vegeu la figura 49). Aquest coeficient és únic per a tots

els valors de les impedàncies de la carta que creua la circumferència.

La fase es llegeix en la circumferència exterior. Correspon al punt en què el

creua una recta que surt del centre de la carta i passa pel punt de la impedància

normalitzada. Així obtenim un valor del coeficient de reflexió complex  

0,45ej63,4 (vegeu la figura 49).

Si ara ens movem cap al generador, el punt que ens indica la impedància nor-

malitzada es mou per sobre de la circumferència centrada en la carta en sentit

horari. A mesura que recorrem la circumferència anem creuant diferents cir-

cumferències de resistència constant, R, i reactància constant, , per la qual

cosa obtenim diferents valors per a la impedància normalitzada .

Al mateix temps que ens movem per sobre de la circumferència, també anem

variant la fase del coeficient de reflexió (vegeu la figura 50).

Figura 50

Z

Figura 50

Moviment de la impedància 
del punt A (   1  j1) cap al 
generador fins al punt B 
(   0,38  j0,1).

Z

Z
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Fixeu-vos que els punts A i B de la figura 50 presenten el mateix mòdul del co-

eficient de reflexió, ||, el que varia entre les dues impedàncies és la fase del

mòdul, representats com a Fase de A i Fase de B.

4.2.2. Exemple de determinació d’impedàncies de càrrega

Al subapartat anterior hem vist com calculem el mòdul i la fase del coeficient

de reflexió donada la impedància de la càrrega. Ara farem el càlcul a la inversa,

buscarem la impedància de càrrega donada una ona que circula per la línia de

transmissió.

Suposem que tenim una línia de transmissió amb una impedància caracte-

rística Z0  50  i volem transmetre un senyal estacionari amb una fre-

qüència f  500 MHz. El senyal estacionari que volem transmetre té les

següents característiques: el valor d’amplitud de tensió màxima és

|Vmax|  6 V; l’amplitud del mínim és |Vmin|  3 V, i la distància d’un mínim

de voltatge a la càrrega és de 142,5 cm. Amb aquestes dades, volem calcular

la impedància de càrrega, ZL.

Figura 51
Figura 51

Punt A on es creuen la circum-
ferència de R  0,5 i l’eix   0 
(eix horitzontal), equivalent a 

  0,5  j0, i propagació de 
la impedància en direcció a la 
càrrega una distància de 3/8 
fins al punt B, amb una impe-
dància   0,8  j0,6.

Z

Z
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En primer lloc obtindrem el valor del paràmetre de relació d’ona estacionaria

ROE o S (recordeu l’equació (117)), a partir del qual podem obtenir el mòdul

del coeficient de reflexió ||:

(132)

I, segons l’equació (118), el mòdul del coeficient de reflexió val:

(133)

Atès que la impedància característica de la línia, Z0, és purament resistiva i S

no té unitats (ja que és la divisió de dues impedàncies, recordeu l’equació

(102)),  també serà purament resistiva i, per tant, la seva reactància és   0. 

D’altra banda, un senyal amb freqüència f  500 MHz té una longitud d’ona

  60 cm. Aquest valor el podem calcular a partir de l’equació (72):

(134)

Ara transformarem la distància en centímetres entre el mínim de voltatge i la càr-

rega en longituds d’ona, per a tenir-ho tot en les unitats de la carta d’Smith.

En l’exemple que estem considerant ens diuen que la distància entre un mí-

nim de voltatge i la càrrega és dminL  142,5 cm. A partir d’aquesta informació

podem extreure dues dades:

• La distància dminL transformada en números de longitud d’ona és:

(135)

i 2  38 equival a 38, a causa de la periodicitat de la carta d’Smith. És

a dir, si surten 2,375, és com si construíssim el número sumant fragments

de 2 i ens acabéssim quedant amb el que queda quan no n’hi ha prou per

a fer un nou fragment. Així, en l’equació anterior tenim quatre fragments

de 2, equivalent a 2, i 38 és el que en queda.

• La posició d’un mínim de tensió, segons la llei d’Ohm, implica una impe-

dància mínima. Si busquem el punt de mínima impedància sobre la cir-

cumferència corresponent al coeficient de reflexió ||  13, el trobem a R 

0,5 i   0 (punt A de la figura 51).

max

min
2

V
S

V
 

( 1) 1

( 1) 3

S

S


  



Z

8

8

3 10
0,6 m 60 cm

5 10

c
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f


          



min 142,5 3
2,375 (2 0,375) 2

60 8
Ld cm
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Localitzat a la carta el punt mínim d’impedància, la impedància a la càrrega cer-

cada l’obtindrem girant en sentit antihorari (en direcció a la càrrega) l’angle equi-

valent a 38. Recordeu que mitja circumferència és equivalent a 2 i que 8 és

14 de circumferència; per tant, 38 és equivalent a 34 de circumferència.

Fet això ja podem llegir sobre la carta d’Smith una impedància normalitzada

  (0,8  j0,6), és a dir, una impedància de càrrega, ZL:

(136)

Si teniu en compte l’equació (131),

(137)

el valor real, no normalitzat, de la impedància de càrrega és:

ZL  (0,8  j0,6)50  40  j30  (138)

4.3.  Precisió de la carta d’Smith

A aquestes altures ja haureu notat que en alguns casos pot ser una mica difícil me-

surar amb precisió el valor de la impedància amb la carta d’Smith. La carta de la

figura 38 ja està dissenyada de manera que a mesura que la distància entre les cir-

cumferències de resistència constant, i de reactància constant, es va fent més gran

s’introdueixen noves línies per a obtenir una mesura millor (vegeu la figura 52a).

A la part de la dreta de la carta passa totalment el contrari, la precisió és molt pit-

jor, ja que tenim menys resolució (vegeu la figura 52b).

Figura 52

Z

0,8 0,6Z j 

0LZ Z Z 

Figura 52

Zones de la carta d’Smith amb 
resolució ampliada (a) i de re-
solució reduïda (b).
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La precisió de la carta és suficient per a la majoria dels casos en què us po-

deu trobar, ja que l’escala angular en el perímetre té divisions d’1500 de

longitud d’ona (aproximadament 0,72°) i l’escala del coeficient de reflexió

es pot llegir amb una precisió de 0,002.

A tall d’exemple: tenim un transmissor de ràdio i volem fer arribar el senyal

fins a una antena mitjançant una ona de freqüència f  1.000 MHz en un

cable de l  20 cm. La carta ens dóna una precisió de 20500  0,4 mm, i és

molt difícil tallar un cable coaxial amb aquesta precisió, tenint en compte

el seu gruix.

4.4. Què hem après?

En aquest apartat hem definit els elements que formen la carta d’Smith i hem

estudiat com s’utilitza aquesta eina.

També hem aprofitat per a fer dos exemples d’utilització, calculant les impe-

dàncies característiques de les línies de transmissió i determinant com es “pro-

paguen” els coeficients de transmissió al llarg de la línia.

Ara aprofitarem aquesta eina tan potent per tal de veure com podem adaptar

les impedàncies mitjançant uns exemples més pràctics.
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5. Adaptació d’impedàncies

En l’apartat anterior heu vist quins són els elements de la carta d’Smith i com

s’utilitza per a calcular coeficients de transmissió i per a propagar una impe-

dància a través d’una línia de transmissió ideal. Ara cal que passem a un nivell

més avançat i provem d’utilitzar la carta per tal d’adaptar la mateixa línia a

una càrrega del tipus que sigui, mitjançant la combinació en sèrie i en paral·lel

d’aquests elements.

5.1. Adaptació en sèrie

Podem prendre com a exemple d’adaptació en sèrie un circuit amb una impe-

dància de càrrega normalitzada de valor L  (1,5  j1), com el punt A de la

figura 53.

Per a adaptar la línia caldrà afegir un element en sèrie en un dels ports de la

línia de transmissió. Com que la càrrega a adaptar té component real norma-

litzada (   1,5) i imaginària normalitzada (   1), caldria posar un element

que també tingués components reals i imaginàries. Per tal de simplificar

aquest element adaptador, buscarem el punt de la línia de transmissió on tin-

guem la part real igual a 1 (només component real) i així poder tenir un coe-

ficient de reflexió   0 (recordeu l’equació (46)).

Buscarem el punt que talla la circumferència de R  1 de la carta més proper

en direcció al generador, ja que ens trobem a la càrrega i només podem re-

córrer la línia en direcció al generador. Aquest punt és el valor   1  j0,91

situat en el punt B de la figura 53, que es troba a una distancia d  0,148 de

la càrrega, que se situa a la posició L  1,5  j1 (punt A de la figura).

El que farem serà introduir una impedància reactiva de valor j   0,91 en sè-

rie amb la línia (vegeu la figura 54), en el punt de la línia que és a 0,148 de la

càrrega.

Observació

En alguns casos la mateixa línia 
de transmissió actua com a 
càrrega per a una altra línia de 
transmissió.

Z

Recordeu que i  són valors 
normalitzats i, per tant, no tenen 

unitats.

R 

El que hem fet ha estat buscar la posició més propera a la càrrega en la

qual tenim una impedància equivalent a   1  j0,91 (en aquest cas d

 0,148), i hi hem introduït una reactància per tal de compensar la part

imaginària.

R 

Z

Z

Z



CC-BY-SA • PID_00159126 83 Línies de transmissió

Figura 53

Figura 54

La línia de transmissió queda adaptada ja que:

(139)

Recordeu que la línia està adaptada quan transmet tota la potència a la càrrega

i, per tant, no hi ha ona reflectida. Aquest fet es dóna quan el coeficient de

reflexió és zero,   0, cosa que podeu comprovar substituint el resultat de

l’equació (139) a l’equació del coeficient de reflexió (equació (46)):

(140)

Figura 53

Representació sobre la carta 
d’Smith de la impedància de 
càrrega L  1,5j1 (punt A), 
de la impedància normalitzada 

  1j0,91 (punt B) i de la 
seva distància d  0,148 sobre 
la circumferència de longituds 
d’ona.

Z

Z

Figura 54

Circuit amb una línia de trans-
missió en què hem inserit una 
impedància reactiva de valor 
j   j0,91 a una distància 
0,148 de la càrrega.

(1 0,91) 0,91 1Z j j   

1 1 1
0

1 11

Z

Z
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5.2. Adaptació en paral·lel

El procediment d’adaptació en sèrie no és el més utilitzat, ja que implica

“obrir” la línia de transmissió per a inserir-hi la impedància en sèrie dins d’un

dels conductors de la línia.

El més usual és utilitzar una impedància col·locada en paral·lel amb la línia, ja

que només ens caldrà connectar-la entre els dos conductors.

Per a fer l’adaptació en paral·lel treballarem amb les admitàncies en lloc de les

impedàncies, per tal de simplificar les equacions.

L’estratègia que seguirem serà la mateixa que en el cas anterior: buscarem un

element en paral·lel que ens adapti la línia en funció de la impedància carac-

terística de la línia i de la seva càrrega.

Figura 55

Si, com a exemple, prenem un valor d’impedància normalitzada   0,67 

j0,46, obtenim un valor d’admitància normalitzada, :

(141)

Figura 55

Representació de la impedàn-

cia   0,67  j0,46, punt A, 
i de la seva admitància 

  1 j0,7, punt B.

Z


1

Y
Z

Z
Y

0,67 0,46Z j 
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(142)

I, per tant:

(143)

A la figura 55 podeu veure la representació de la impedància normalitzada 

i de la seva admitància normalitzada .

En aquest cas, la distància en longituds d’ona entre l’admitància normalitzada

de la línia de transmissió (punt B de la figura 56) i la impedància normalit-

zada de la càrrega L (punt A de la figura 56) és de 0,277.

Figura 56

Si afegim en paral·lel una susceptància qualsevol de valor   0  jB  0  j0,7,

l’admitància que s’obté directament és   1 i, així, la línia queda adaptada

(vegeu la figura 57).

1 1 (0,67 0,46)

(0,67 0,46) (0,67 0,46)(0,67 0,46)

j
Y

j j jZ


  

  

1 0,7Y j 

Z

Y

Recordeu

La susceptància, B, és l’equiva-
lent a la reactància, , en l’ad-
mitància complexa.

Y

Z

Figura 56

Representació de l’admitància 
  1  j0,7, punt A, i la im-

pedància de càrrega, L  0,6 
 j0,8, punt B, separats una dis-
tància en longituds d’ona d  
0,277.

Y
Z

Y

Y



CC-BY-SA • PID_00159126 86 Línies de transmissió

Figura 57

No cal anar afegint impedàncies i admitàncies per tal d’adaptar línies de trans-

missió. En alguns casos podem utilitzar línies de transmissió com a elements

adaptadors.

Tant en el cas anterior d’adaptació d’impedàncies en sèrie, com en aquest cas,

podeu fer servir un tros de línia amb un circuit obert (en el cas d’adaptació en

paral·lel) o amb un curtcircuit (en el cas d’adaptació en sèrie) per tal d’obtenir

els valors de reactància necessaris per a aconseguir l’adaptació de la línia prin-

cipal a la seva càrrega.

Això és degut al fet que, en el cas de l’adaptació en sèrie, en tenir una línia

de transmissió en curtcircuit, tenim resistència zero, R  0, per la qual cosa

només ens afecta la part reactiva de la línia. En aquest cas ens trobaríem

sobre la circumferència més externa de la carta d’Smith. El cas contrari el

podem aplicar en el cas de l’adaptació en paral·lel i una línia de transmissió

en circuit obert.

5.3. Transformador /4

Com acabem de dir, les línies de transmissió també es poden utilitzar com a

elements adaptadors. 

A part del procediment d’adaptació d’impedàncies explicat en el subapartat

anterior, també podem utilitzar el transformador en 4 com un recurs més per

a adaptar impedàncies.

aAquesta metodologia aprofita la propietat d’inversió d’impedàncies de les lí-

nies 4 que ja hem explicat.

En aquest cas adaptarem una càrrega resistiva ZL, (ZL = RL), a una línia d’im-

pedància característica Z0 mitjançant una altra secció de línia de transmissió

amb impedància característica (vegeu la figura 58):

(144)

Figura 57

Circuit amb adaptació de la lí-
nia de transmissió amb una 
susceptància en paral·lel.

Vegeu la propietat d’inversió 
d’impedàncies de les línies /4 al 
subapartat 3.6. d’aquest mòdul.

Transformadors

Utilitzarem el terme transfor-
mador per a expressar que 
l’efecte d’inserir una línia de 
longitud /4 provoca un canvi 
en la impedància característica 
de la línia de transmissió, Z0.

'
0 0 LZ Z Z
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Figura 58

Per una línia de transmissió de longitud l  4 obtenim (recordeu les equa-

cions (71) o les (99) i (100)):

(145)

de manera que segons l’equació (101) podem calcular la impedància d’entrada

utilitzant l’equació (144):

(146)

A la figura 59 teniu el circuit amb la línia de transmissió amb impedància ca-

racterística Z0, i la línia 4 que utilitzem per a realitzar l’adaptació a la impe-

dància de càrrega ZL.

Figura 59

En el cas que la càrrega no sigui purament resistiva, teniu dues opcions:

• Inserir el transformador  o una línia de transmissió de longitud , en

un punt de la línia de transmissió on la impedància d’entrada sigui pura-

ment resistiva. Això ho fem afegint la línia de longitud l  4 a una distàn-

cia  de la càrrega (vegeu la figura 60).

Figura 60

Figura 58

Línia de transmissió amb impe-
dància Z0 adaptada a la càrre-
ga ZL mitjançant una altra línia 
de transmissió amb impedàn-
cia característica Z'0.

2 2

4 2

   
      

 
   

'2
0 0

0
L

IN
L L

Z Z R
Z Z

R R
  

Figura 59

Circuit amb adaptació d'impe-
dàncies que utilitza una línia de 
longitud /4.

Figura 60

Adaptació d'impedàncies mit-
jançant la inserció d'una línia 
/4 a una distància de la càrre-
ga en què la impedància sigui 
purament resistiva (RL).
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Així ens mourem des de la càrrega, ZL, cap al generador. Fent això estem

resseguint la circumferència centrada en la carta i en algun punt de la línia

tallarem la recta d’impedàncies purament resistives (eix horitzontal), o de

reactància nul·la   0 (vegeu la figura 61).

Figura 61

• Una altra opció és cancel·lar la part reactiva de la impedància de càrrega

amb un element reactiu en sèrie o en paral·lel, com en els exemples de les

figures 54 i 57, i després afegir el transformador 4.

5.4. Què hem après?

L’aplicació de la carta d’Smith ens ha permès adaptar impedàncies en sèrie i

en paral·lel de forma ràpida i senzilla.

També hem vist com podem utilitzar les característiques de les línies de trans-

missió de longitud 4 per tal d’ajudar-nos en les adaptacions d’impedàncies.

Cal recalcar que la carta d’Smith no només ens ha estat útil per a calcular els

paràmetres dels elements que hem d’utilitzar a l’hora d’adaptar les línies (la

seva impedància), sinó que també ens ha estat útil per a saber en quina posició

de la línia s’han de col·locar aquest elements (com la línia de 4).

Figura 61

Punts de la circumferència cen-
trada en la carta d’Smith que 
tallen la recta de reactància 
nul·la,   0.
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6. Tipus de línies de transmissió

Després d’haver iniciat, en el primer apartat, un recorregut en què heu descobert

les característiques principals dels models aproximats de línies de transmissió, i al-

gunes de les seves aplicacions al llarg del segon apartat, heu vist com tot s’anava

complicant. Per sort, en el tercer apartat hem descobert la carta d’Smith, una eina

que ens facilita molt els càlculs i que ens permet tenir una idea molt visual del

funcionament de les línies de transmissió i de la seva adaptació.

Per a finalitzar aquest mòdul, farem un repàs ràpid a alguns dels tipus de línies

de transmissió més importants que podeu trobar arreu. Des de les línies coaxi-

als del primer exemple (el cable de l’antena del televisor) fins a les línies inte-

grades en circuits d’alta freqüència, que van encastades directament sobre les

plaques impreses d’alguns aparells.

Cal remarcar que durant tot el mòdul hem tractat les línies de transmissió com

si fossin línies ideals, o sense pèrdues. Ara ens trobarem que algunes de les ca-

racterístiques principals de les línies que ara presentarem es basen precisament

en les pèrdues. 

És per això que farem primer una petita introducció a les pèrdues en les línies de

transmissió i veurem com aquestes pèrdues afecten les equacions que hem vist

fins ara. Després introduirem els diversos tipus de línia. Cal dir que només presen-

tarem les equacions que defineixen les característiques bàsiques de les línies de

transmissió i que no desenvoluparem la matemàtica corresponent a la seva de-

ducció.

6.1. Petita introducció a les pèrdues

Dins del model equivalent de línies de transmissió presentat en el primer apar-

tat, podem considerar que hi ha els efectes següents que provoquen pèrdues

en la línia:

• Pèrdues del propi conductor

• Pèrdues per radiació

• Pèrdues per l’escalfament del dielèctric

• Pèrdues per acoblament i descàrrega

6.1.1. Pèrdues del conductor

Tota resistència per la qual circula un corrent provoca una pèrdua de potència.

Aquestes pèrdues seran funció de:

• la longitud de la línia i 

• el gruix del conductor.
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Per tant, per tal de reduir les pèrdues del conductor, només ens cal fer servir

una línia més curta, o bé un conductor més gruixut.

Cal tenir en compte que part d’aquesta pèrdua de potència és deguda a un

efecte anomenat efecte pel·licular, que és funció de la freqüència del senyal que

circula per la línia.

Les causes de l’efecte pel·licular

L’efecte pel·licular es produeix en un conductor degut a la circulació d’un corrent pel seu
interior. En tenir un corrent que circula per l’interior del conductor, es creen unes línies
de camp magnètic més intenses en l’interior del conductor que en la seva superfície.
Aquestes línies de camp magnètic provoquen una disminució del flux de corrent i aug-
menten el flux en una zona propera a la superfície del conductor.

6.1.2. Pèrdues per radiació

aLes pèrdues per radiació són degudes al fet que els camps electromagnètics

provoquen que el conductor es comporti com una antena i radiï energia cap

a l’exterior.

La quantitat d’energia radiada dependrà:

• del material utilitzat com a dielèctric,

• de la distància entre els conductors,

• de la longitud de la línia.

6.1.3. Pèrdues per escalfament del dielèctric

Quan tenim una diferència de potencial entre dos conductors es produeix un

efecte capacitiu que provoca l’escalfament del dielèctric. Aquest escalfament

es pot propagar al llarg de la línia de transmissió.

aEn alguns casos (com en les línies bifilars) el dielèctric és l’aire, per la qual cosa

aquest efecte serà menyspreable en front d’altres tipus de pèrdues que pugui

tenir la línia de transmissió.

6.1.4. Pèrdues per acoblament i descàrrega

Les pèrdues per acoblament es donen quan, tal com indica el seu nom, es pro-

dueix una connexió entre dues línies de transmissió. Aquestes unions es po-

den fer de moltes maneres diferents, però són aquestes mateixes connexions

mecàniques les que provoquen aquestes pèrdues per acoblament.

Les pèrdues per descàrrega (o corona) es produeixen quan la diferència de po-

tencial entre els dos conductors supera la tensió de ruptura del material i es

genera una descàrrega entre un conductor i un altre.

Veureu què és una antena al mòdul 
“Radiació”.

Vegeu les línies bifilars al subapartat 
1.2.2. d’aquest mòdul.

Tensió de ruptura

La tensió de ruptura és el vol-
tatge mínim a partir del qual 
un material aïllant esdevé con-
ductor.
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6.2. Paràmetres característics de les línies de transmissió 

amb pèrdues

Fins ara hem considerat línies ideals i hem ignorat: 

• la resistència dels conductors R,

• la possible conductivitat G del medi dielèctric que forma part de les línies

(recordeu la figura 15).

aUna de les primeres conseqüències de les pèrdues en les línies de transmissió

és l’aparició de la dispersió, és a dir el fenomen pel qual els senyals sinusoïdals

que es transmeten per la línia amb freqüències diferents ho fan amb velocitats

de fase diferents. Això ho podeu observar a partir de l’equació (71), en la qual,

per a una mateixa línia amb constant de fase , la velocitat de fase del senyal

sinusoïdal, vf,, varia en funció de la freqüència f. 

(147)

Noteu que l’equació (147) es diferencia de l’equació (71) pel fet d’haver subs-

tituït la velocitat de la llum per una velocitat de fase, vf.

Ara partim de l’equació (15) en què es defineix la constant de propagació 

com:

(148)

on  és la constant de fase i  la constant d’atenuació amb dimensions de me-

tre elevat a menys 1 (m-1). Com que la constant de propagació pot tenir un

valor real o complex, les equacions de la tensió i del corrent (equacions (16) i

(17)) en la línia no canviaran quan calculem aquestes equacions en el cas que

hi hagi atenuacions:

v(z,t)  V e(jt  z)  V e(jt  z) (149)

i(z,t)  I e(jt  z)  I e(jt  z) (150)

Un cop tenim les ones de tensió i corrent quan tenim atenuacions, podem cal-

cular la impedància característica de la línia de transmissió. Si recordeu les

equacions (20), (21) i (26) i apliquem la llei d’Ohm, podem concloure:

(151)

Vegeu que els senyals sinusoïdals de 
freqüències diferents es transmeten amb 
velocitats de fase diferents al subapartat 
0. d’aquest mòdul.
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on Z representa la impedància en sèrie i Y l’admitància en sèrie. Els valors de

Z i Y venen donats per les equacions següents:

Z  R’  jL’ (152)

Y  G’  jC’ (153)

6.2.1. Línies de pèrdues baixes

Si utilitzem les línies per a transmetre senyals en una freqüència de la banda

de microones, és a dir, d’alta freqüència, es dóna el cas de línies amb pèrdues

baixes. Això ho podeu veure pel fet que les components resistives degudes a la

inductància i a la capacitància són més grans que les degudes als efectes de la

resistència i la conductivitat:

L’ >> R’ (154)

C’ >> G’ (155)

i llavors podem deduir els valors de la constant de fase, , i de l’atenuació,

, aplicant les aproximacions de les equacions (154) i (155) a l’equació

(151):

(156)

(157)

on Z0 és la impedància característica de la línia, que és el cas que hem estudiat

durant tot el mòdul.

6.2.2. Efecte de l’atenuació en el coeficient de reflexió

Si ara tenim en compte els efectes de l’atenuació  en el càlcul del coeficient

de reflexió, obtindrem, a partir de l’equació (75):

(z)  Lej2z = Le2zej2z (158)

En aquest cas sí que tenim un efecte atenuador en el coeficient de reflexió, ja

que el tenim multiplicat per una funció exponencial amb exponent negatiu

(vegeu la figura 62).

LC  

0

02 2

R Z G

Z
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Figura 62

De la mateixa manera es veuran afectades les equacions del corrent i la tensió

en la línia de transmissió, equacions (65) i (66), ja que substituirem el factor 

per les mateixes exponencials de l’equació (158).

v+(z,t)  |V|ezejtejz (159)

(160)

Ara que ja us hem presentat les principals causes de les pèrdues en les línies de

transmissió i heu vist el seu efecte en les equacions que hem desenvolupat al

llarg de tot el mòdul, vegem alguns dels tipus de línies més utilitzats.

6.3. Tipus de línies de transmissió

En aquest subapartat introduirem alguns dels diferents tipus de línies de trans-

missió que s’utilitzen més usualment en els dispositius actuals.

Cal que recordeu que no demostrarem les equacions que presentarem per a

cada tipus de línia.

6.3.1. Línies de plaques paral·leles

Les línies de transmissió anomenades de plaques paral·leles estan formades per

dues tires de material conductor d’amplada w disposades en paral·lel i separa-

des una distancia h per un material dielèctric.

La seva anàlisi pot arribar a ser molt complicada, ja que en tenir dues plaques

paral·leles, com en un condensador, existeixen unes línies de camp que no

van d’una placa a l’altra seguint un camí perpendicular a les plaques, sinó que

passen per l’exterior de l’espai entre els conductors (vegeu la figura 63). La dis-

torsió creada per aquestes línies de camp s’anomena efecte frontera.

Figura 62

Coeficient de reflexió (z) afec-
tat per una atenuació expo-
nencial negativa (línia 
puntejada) en funció de la dis-
tancia, z.

0
( , ) z j t j z

V
i z t e e e

Z
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Figura 63

És bastant difícil realitzar un càlcul exacte del efectes que creen aquestes línies

de camp no perpendiculars, però podem simplificar els càlculs quan l’amplada

del condensador és molt més gran que la distància entre les plaques, w h.

És llavors quan la capacitat del sistema es pot calcular utilitzant l’equació del

condensador pla:

(161)

on:

• 0 és la constant dielèctrica del buit, 

• r és la constant dielèctrica relativa del medi, 

• w és l’amplada de les plaques conductores, i 

• h és la distància entre les dues plaques. 

La impedància característica de la línia es pot calcular utilitzant l’equació:

(162)

Amb aquesta aproximació, el corrent està uniformement distribuït i el parà-

metre R’ (resistència per unitat de longitud) és:

(163)

on expressem la resistència total del conductor com:

(164)

on  és la conductivitat del conductor i  la profunditat de penetració en el

conductor a la freqüència f:

(165)

0 r
w

C
h

  

 és la lletra grega èpsilon 
minúscula.

0
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aLa profunditat de penetració és la distància que una ona de freqüència f pene-

tra cap a l’interior del conductor.

Utilitzant les equacions (164) i (165) podem definir les atenuacions del dielèc-

tric d i del conductor c:

(166)

(167)

De les expressions (166) i (167) podem deduir que, per a una profunditat de

penetració  constant amb la freqüència f,

• l’atenuació en el dielèctric, d, creix linealment;

• l’atenuació en el conductor, c, creix amb l’arrel quadrada de la freqüència.

6.3.2. Línies bifilars

Les línies bifilars estan formades per dos conductors en forma de fil situats en

paral·lel l’un respecte a l’altre (vegeu la figura 64). Es fan servir des de fa molt

de temps en línies telegràfiques i telefòniques.

Figura 64

Aquest tipus de línies tenen el problema que, en estar molt descobertes (normal-

ment només estan recobertes per un revestiment de plàstic) es veuen molt afecta-

des per radiacions i interferències externes. També tenen una atenuació intrínseca

molt alta, fet que fa difícil obtenir unes impedàncies característiques prou baixes

per a permetre la transmissió d’un senyal a llargues distàncies.

La impedància característica d’una línia bifilar es pot calcular mitjançant la se-

güent equació:

(168)

Vegeu la profunditat de penetració en el 
mòdul “Propagació d’ones 
electromagnètiques”.

 és la lletra grega mu minúscula.1
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Figura 64

Línia de transmissió bifilar en 
què els dos conductors es tro-
ben separats per un dielèctric de 
constant dielèctrica relativa εr.
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on:

• D és la distància entre els dos conductors i 

• d el diàmetre dels conductors (vegeu la figura 64).

Els problemes de radiació i d’interferències en aquest tipus de línies es poden

solucionar mitjançant els mètodes següents:

• El trenat dels cables. D’aquesta manera fem que la pròpia inducció creuada

entre els cables sigui la menor possible gràcies al creuament d’un conduc-

tor amb un altre.

• L’apantallament utilitzant un material conductor, que fa de barrera contra

interferències externes.

6.3.3. Línies de transmissió coaxials o concèntriques

Els conductors coaxials s’utilitzen molt ja que no tenen les deficiències de les

línies bifilars.

Aquestes línies estan constituïdes per dos conductors cilíndrics concèntrics. El

conductor exterior normalment es fabrica amb una malla de fils trenats sobre

un nucli dielèctric (normalment de tefló o polietilè) que cobreix totalment el

conductor intern (vegeu la figura 65).

Figura 65

Donada la simetria de l’estructura, el corrent es distribueix uniformement i la

seva impedància característica Z0 és:

(169)

i la resistència unitària R:

(170)

Recordeu

Dins d’un conductor el camp 
és zero. Penseu per exemple en 
la gàbia de Faraday, en què uti-
litzem una caixa totalment se-
gellada i metàl·lica per tal 
d’aïllar el seu contingut d’inter-
ferències externes.

Figura 65

Disseny de línies de transmissió 
coaxials.
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on:

• Rs és la resistència total del conductor, 

• a és el radi exterior de la línia, i 

• b és el radi interior de la línia.

La seva atenuació per pèrdues en els conductors la podem definir com:

(171)

Noteu que l’atenuació és inversament proporcional al diàmetre del cable i, per

tant, per a trams molt llargs (com per a línies de televisió per cable o Internet),

convé fer-lo com més gruixut millor per tal de reduir al màxim l’atenuació.

Aquesta solució no és tan fàcil com sembla, ja que un cable molt gruixut acos-

tuma a ser molt car i molt pesant.

6.3.4. Línies triplaca

Les línies de transmissió triplaca estan formades per una tira conductora d’am-

plada W centrada entre dos plans conductors (vegeu la figura 66), separats per

un dielèctric de gruix h.

En l’actualitat, l’estructura d’aquest tipus de línies està formada per dues làmines

dielèctriques (de gruix h2) amb una de les cares metal·litzada (conductors exteri-

ors, 1 i 3 a la figura 66, o plans de massa). D’aquestes dues làmines, una d’elles

també té a l’altra cara la tira conductora central, de manera que es completa l’es-

tructura posant en contacte les làmines dielèctriques i estrenyent-les fortament.

Figura 66

Els avantatges d’aquesta línia són: 

• el seu caràcter blindat (molt protegit en front de les interferències exter-

nes), i

• la facilitat de fabricar circuits complexos mitjançant tècniques fotolitogrà-

fiques.
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Les línies triplaca en anglès 
s’anomenen stripline.

Figura 66

Estructura de la línia triplaca. 
Noteu que la placa del conduc-
tor 2 es troba en el dielèctric 
superior.
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El seu principal inconvenient és el seu caràcter tancat (integrat dins de la placa

d’un circuit), fet que no permet la inserció de components per a dissenyar cir-

cuits més avançats o modificacions i adaptacions.

La seva impedància característica es pot calcular mitjançant:

(172)

i on K(x) i K’(x) s’anomenen integrals el·líptiques de primera espècie que es defi-

neixen segons les equacions següents:

(173)

(174)

on x és una variable qualsevol utilitzada per a l’obtenció dels valors en les in-

tegrals el·líptiques (173) i (174). En funció dels valors del quadrat de x, x2, po-

dem trobar-nos amb els casos següents:

si 0  x2  0,5: (175)

si 0,5 x2  1: (176)

on (177)

El càlcul de la resistència unitària és bastant complex, a causa de la distribució

no uniforme del corrent en la placa i en els plans de massa.

També cal dir que, com a conseqüència del seu disseny, les línies triplaca te-

nen un molt bon comportament en freqüència.

6.3.5. Línia micropista

La línia micropista és una línia de transmissió plana, semblant a les línies

coplanàries, formada per una tira conductora d’amplada W sobre una là-

mina dielèctrica de gruix h (també anomenada substrat) que a l’altra cara té

un pla de massa (vegeu la figura 67), amb una estructura similar a la de la

línia triplaca.
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Una integral el·líptica de pri-
mera espècie és un cas particu-
lar de la integral el·líptica. 
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de primera espècie, completes 
i incompletes. Les primeres de-
penen d’una sola variable (x) i 
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Les línies micropista en anglès 
s’anomenen microstrip.



CC-BY-SA • PID_00159126 99 Línies de transmissió

Figura 67

Aquesta línia té l’avantatge que, en no tenir una altra capa de dielèctric al da-

munt, és molt més senzill realitzar circuits més avançats muntant els elements

a la superfície de la placa, i també que, gràcies al seu disseny, també és més

fàcil de fabricar.

La capacitat es pot calcular amb l’ajut de transformades conformes, si bé en aquest

cas, a causa de la inhomogeneïtat del dielèctric cal introduir aproximacions que

simplifiquin els càlculs, amb un grau d’error inferior a l’1. La impedància carac-

terística, Z0, en aquest tipus de línies de transmissió s’expressa segons:

(178)

on r és la constant dielèctrica relativa del dielèctric i h és el gruix del dielèctric;

també es pot definir una constant dielèctrica ref per a W/h ≤ 1 com:

(179)

Si tenim Wh≥1 obtenim:

(180)

El càlcul de l’atenuació causada pel dielèctric, D, i al conductor, C, en aquest

cas és bastant complicat.

En aquest tipus de línies el comportament en freqüència es veu afectat per la

dispersió, o diferència de velocitat de transmissió dels senyals amb diferent

freqüència per l’interior de la línia.

6.3.6. Línies coplanàries

En les línies micropista els contactes a massa dels components que afegim ex-

ternament s’han de realitzar a través del substrat dielèctric, que s’ha de perfo-

Figura 67

Estructura de la línia micropis-
ta.
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rar. Això, en el cas dels substrats durs, com poden ser els substrats del tipus

ceràmic o de quars, implica una certa complicació.

Les línies coplanàries, que ara veurem, solucionen part del problema que te-

nen les línies micropista.

Les línies coplanàries estan formades per una tira conductora i dos semiplans

conductors de massa, equidistants d’aquesta i situats en el mateix pla (vegeu

la figura 68).

Figura 68

En aquest cas es pot calcular la impedància característica de la línia de trans-

missió, Z0, mitjançant l’expressió:

(181)

on x pren el valor:

(182)

En aquest cas, el valor de la constant dielèctrica ref es pot calcular amb:

(183)

6.4. Què hem après?

Al començament d’aquest apartat hem fet una petita introducció a les línies

de transmissió amb pèrdues, per tal de poder definir una mica com són les

equacions que regeixen el comportament de les línies de transmissió no ideals.

Hem explicat a nivell conceptual quines són les principals causes de les pèrdu-

es en les línies de transmissió (els propis conductors, la radiació, l’escalfament

i l’acoblament) i hem vist com es veien afectades les equacions dels paràmetres

de les línies de transmissió.

Figura 68

Estructura de la línia de trans-
missió coplanària.
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Després hem fet un ràpid repàs a alguns dels tipus de línies de transmissió més

importants que podeu trobar avui en dia i a les equacions que en defineixen

els paràmetres principals, en funció de la seva estructura. Hem classificat les

línies com:

•  línies de plaques paral·leles

•  línies bifilars

•  línies coaxials o concèntriques

•  línies triplaca

•  línies micropista

•  línies coplanàries
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7. Problemes resolts

7.1. Enunciats

1) Una línia de transmissió amb impedància característica Z0  50  està car-

regada amb una impedància de valor ZL  50  j25 . Calculeu:

a) El coeficient de reflexió en la càrrega, L.

b) El coeficient de transmissió, L.

2) Una línia de transmissió amb impedància característica Z0  75  està car-

regada amb una impedància de valor ZL  10  j50 . Calculeu:

a) El valor de la relació d’ona estacionaria S (o ROE).

b) Els valors d’amplitud màxim i mínim per a una ona d’amplitud |V|  2 V i

fase   4 radians.

3) Una línia de transmissió amb impedància característica Z0  50  està car-

regada amb una impedància de valor ZL  50  j25 . Utilitzant la carta

d’Smith, calculeu:

a) El coeficient de reflexió, L (mòdul i fase).

b) El coeficient de reflexió i la impedància a 2 de la càrrega.

c) El coeficient de reflexió i la impedància a 8 de la càrrega.

4) Una línia de transmissió amb impedància característica Z0  50  està car-

regada amb una impedància de càrrega igual a ZL  25  j50 . Calculeu:

a) El coeficient de reflexió en la càrrega, L.

b) El valor de la impedància en sèrie per tal d’adaptar la línia.

c) La longitud d’una segona línia per tal d’adaptar la primera línia a la càr-

rega.

7.2. Solucions

1) a)Podem obtenir el coeficient de reflexió en la càrrega mitjançant

l’equació 46:

(184)
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b) Com el coeficient de transmissió és el complementari del coeficient de

reflexió, obtenim el coeficient de transmissió amb l’equació (59):

(185)

2) a)Per tal de calcular el paràmetre S, primer cal calcular el coeficient de re-

flexió (46):

(186)

i llavors calculem el paràmetre S amb l’equació (118):

(187)

b) Un cop tenim el valor de L, podem calcular els valors d’amplitud màxim

i mínim amb les equacions (106) i (108), respectivament:

|Vmax|  |V|(1  |L|)  2  (1  0,83)  3,66 V (188)

|Vmin|  |V|(1  |L|)  2  (1  0,83)  0,34 V (189)

3) a)El primer que hem de fer és normalitzar la impedància de càrrega respec-

te al valor de la impedància de la línia.

(190)

i ara localitzarem aquest punt sobre la carta d’Smith. Com podeu veure a la

figura 69 (punt A), podeu llegir en la barra inferior el mòdul del coeficient de

reflexió ||  0,24, i en la circumferència externa, la fase del coeficient de refle-

xió   75.
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Figura 69

Recordeu que a causa del fet que la impedància té la part imaginària positiva,

és una reactància inductiva i, per això, agafem el valor de la reactància que es

troba a la part superior de la carta d’Smith.

A la figura 70 podeu observar que l’aplicació que teniu a l’enllaç d’interès us

dóna directament el valor del coeficient de reflexió: L  0,24ej0,42 (||  0,24

i   750,42)

Figura 70

Figura 69

Posició de la impedància nor-
malitzada Z  1j0,5 a la carta 
d’Smith.

Atenció

Fixeu-vos que escrivim l’angle 
en radiants. Per passar de 
graus a radiants només cal:





rad

radiant = graus
180

Enllaç d’interès

També podeu fer servir 
l’aplicació de la pàgina web 
d’Interactive Smith Chart:

http://
www.amanogawa.com/
archive/LossLessSmithChart/
LossLessSmithChart-2.html

Figura 70

Representació de la impedàn-
cia normalitzada Z  1  j0,5 
sobre la carta d’Smith utilitzant 
una aplicació d’Internet.
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b) Per a calcular com es propaga el coeficient de reflexió al llarg de la línia de

transmissió, només hem de recórrer la circumferència centrada en la carta una

distància 2.

A causa de la propietat de periodicitat de les ones (i de la carta d’Smith), veu-

rem que arribem al mateix punt al que estàvem. Per tant, el coeficient de re-

flexió ens queda:

(191)

I la impedància serà la mateixa:

(192)

c) Si ara volem fer el mateix per a 8, només cal recórrer la circumferència en

el sentit horari una distància equivalent a 90(la quarta part d’una volta que

seria 2). El resultat que obtindrem serà el punt B a la següent figura:

Figura 71

0,42( ) 0,24
2

jd e 
    

1 0,5Z j  

Figura 71

Punt A d'impedància 
  1  j0,5 transformat 

en el punt B d'impedància 
  1,6  j0,2 mitjançant una 

rotació de 90.
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El coeficient de reflexió serà (fixeu-vos que passem els graus a radiants per po-

der posar la forma exponencial):

(193)

i la impedància resultant en aquest punt és:

(194)

Podeu comprovar els valors en l’aplicació de la pàgina web esmentada en

l’apartat a) del problema.

4)

a) El primer que farem per a calcular el coeficient de reflexió és trobar la im-

pedància normalitzada :

(195)

A partir de la impedància normalitzada calcularem el coeficient de reflexió en

la càrrega, L (amb l’equació 46):

(196)

b) Amb el coeficient de reflexió, podem observar que hi ha una reflexió de

l’ona incident de retorn cap al generador. Per tal d’adaptar la línia cal que el

coeficient de reflexió sigui L  0 (o, el que és el mateix,   1). Perquè es com-

pleixi aquesta condició, cal afegir una impedància normalitzada de valor  

R  j de manera que la suma de les dues impedàncies sigui:

(197)

Si substituïm els valors de l’enunciat ens queda la següent igualtat:

(0,5  j1)  (R  j)  1 (198)

La qual podem separar per la part real i la part imaginària:

0,5  R  1 (199)

j1  j  0 (200)

De l’equació (199) en resolem R  0,5, i de l’equació (200)   1. Per tant, la

impedància normalitzada que hem d’afegir ha de ser:
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(201)

I sense normalitzar:

G  25  j50  (202)

Per tal de no haver d’inserir en la línia més d’un component adaptador passiu

(un purament resistiu i l’altre només reactiu), el que farem és buscar el punt

de la línia de transmissió en què la part real de la impedància de càrrega és

igual a 1. Per tant, buscarem el punt més proper al punt A de la carta d’Smith

que talla la circumferència de R  1 (vegeu la figura 72). Aquest és el punt B.

Figura 72

El punt més proper que talla la circumferència de R  1 es troba a una distancia

d  0,043 de la càrrega, en la impedància   1  j1,57. És en aquest punt on

introduirem una reactància capacitiva de valor   1,57.

0,5 1G j 

Reactància capacitiva

El valor negatiu de la part ima-
ginària de la impedància ens 
indica que és una reactància 
capacitiva.

Figura 72

Carta d’Smith amb el punt A 
d'impedància Z  0,5  j1 i el 
punt més proper (punt B) que 
talla la circumferència de R  1.

Z
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Resum

En aquest mòdul hem definit una línia de transmissió com un element que

serveix per a transmetre ones electromagnètiques, com ara un senyal elèctric,

d’un dispositiu a un altre. Normalment, la línia de transmissió transmetrà els

senyals d’una font fins a una càrrega.

El funcionament de la línia de transmissió es basa en el temps que tarda el se-

nyal, o ona electromagnètica, en propagar-se per l’interior de la línia.

Els paràmetres que caracteritzen una línea de transmissió són:

• la seva longitud, l,

• la seva impedància característica, Z0,

• el seu coeficient de propagació, .

Utilitzarem el model de línies de transmissió quan volem transmetre senyals

amb una longitud d’ona molt superior a la longitud de la línia de transmissió.

Si la línea de transmissió és molt curta, no cal aplicar el model de línia de

transmissió, i en tenim prou amb la teoria de circuits tradicional.

Definim un model de línia de transmissió basant-nos en l’aproximació quasi-

estàtica. Aquest model, o circuit equivalent, està compost per:

• una resistència R’dz,

• una capacitat C’dz,

• una conductància G’dz,

• una inductància L’dz.

De l’anàlisi diferencial del model equivalent de la línia de transmissió obtenim

les equacions d’ona en una dimensió (també anomenades equacions del tele-

grafista) de la tensió i del corrent:

(203)

(204)

on  és la constant de propagació de la línia de transmissió. Aquesta constant

de propagació té una component deguda a l’atenuació de la línia, α, i una

constant de fase, β. La constant de propagació es defineix com:

(205)
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En el cas de línies de transmissió ideals, l’atenuació és nul·la, α  0.

La solució a les equacions d’ona per a la tensió i el corrent són:

v(z,t)  V e(jt z)  V e(jt z) (206)

i(z,t)  I e(jt z)  I e(jt z) (207)

Aquestes ones estan formades per una ona incident, o progressiva (superíndex

positiu), i una ona reflectida, o regressiva (superíndex negatiu), que viatgen en

sentits contraris. Les ones incidents viatgen de la font a la càrrega i les reflec-

tides, de la càrrega a la font.

A partir de l’aplicació de la llei d’Ohm entre les ones de tensió i de corrent,

hem definit la impedància característica de la línia de transmissió, Z0:

(208)

Aquest model equivalent, i la impedància característica, estan definits de la

forma més propera possible a la realitat. Per tal de simplificar els càlculs, hem

aproximat aquest model més real al model de línies de transmissió ideals. Les

línies de transmissió ideals es caracteritzen per tenir R’  0 i G’  0.

Si la línia de transmissió està carregada amb una impedància diferent de la im-

pedància característica de la línia, apareixen ones reflectides. La relació entre

l’ona reflectida i l’ona incident és el coeficient de reflexió:

(209)

L’adaptació de la línia es produeix quan no hi ha ona reflectida en la càrrega

i, per tant, es compleix la condició:

L  0 (210)

Podem definir el coeficient de transmissió, , de la mateixa manera que el co-

eficient de reflexió, com la relació entre l’ona regressiva (subíndex b) i la nova

ona progressiva que es crea (subíndex a):

(211)

Les ones que circulen dins de les línies de transmissió tenen una periodicitat

de 2. Aquest fet provoca invariància de la impedància d’entrada quan afegim

línies de transmissió de longitud igual a 2.
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El coeficient de reflexió es “propaga” al llarg de la línia de transmissió en el cas

sense perdues, segons:

(212)

De la interferència entre les ones progressives i regressives que circulen per

l’interior de la línia de transmissió, apareixen les ones estacionàries. L’equació

de l’ona estacionària pel cas sense pèrdues és:

v(z,t)  |V|cos(z)sin(t  2) (213)

Les ones estacionaries es caracteritzen amb la relació d’ona estacionària (ROE),

simbolitzat per S i que es defineix com:

(214)

També hem vist que la impedància de càrrega que es veu a cada punt de la lí-

nia és diferent: si posem una càrrega d’impedància ZL, la impedància al llarg

de la línia, en el cas sense pèrdues, vindrà donada per l’equació:

(215)

Per a trobar com es propaga aquesta impedància, però també els coeficients de

reflexió i transmissió, hem vist que en lloc de resoldre les equacions (75) i (58)

(equacions 212 i 215), respectivament, es pot fer servir la carta d’Smith. Grà-

cies al mode en què aquesta carta simplifica els càlculs, és una eina indispen-

sable a l’hora d’adaptar impedàncies.

Finalment, hem vist els principals tipus de línies de transmissió:

• línies de plaques paral·leles

• línies bifilars

• línies coaxials o concèntriques.

• línies triplaca

• línies micropista

• línies coplanàries
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Exercicis d’autoavaluació

1. Cal tenir en compte els efectes de propagació quan...
a) la longitud d’ona és molt superior a la longitud de la línia de transmissió.
b) la longitud d’ona és molt inferior a la longitud de la línia de transmissió.
c) no hi ha cap relació entre la longitud d’ona i els efectes de propagació.
d) Totes les respostes anteriors són falses.

2. Quan una ona progressiva incideix sobre la càrrega, ...
a) la càrrega absorbeix tota l’ona progressiva.
b) la càrrega reflecteix tota l’ona progressiva.
c) Una combinació de les anteriors, en funció de la relació entre la impedància de càrrega i

la impedància característica de la línia.
d) Totes les respostes anteriors són falses.

3. Segons el model equivalent de línia de transmissió...
a) la línia es divideix en seccions elementals i cal estudiar en cada cas quins elements la cons-

titueixen.
b) la línia es divideix en seccions elementals constituïdes per una resistència R’dz, una con-

ductància G’dz, un condensador C’dz i una autoinductància L’dz, que no existeixen realment

en la línia sinó que s’usen per a modelar-ne el comportament.
c) la línia es divideix en seccions elementals i es modelen els efectes de propagació d’aquesta

secció mitjançant una resistència R’dz, una conductància G’dz, un condensador C’dz i una

autoinductància L’dz, que no existeixen realment en la línia sinó que s’usen per a modelar-

ne el comportament.
d) tota la línia es comporta com un gran condensador C.

4. Per a estudiar la línia sense pèrdues considerem que...
a) l’autoinductància, L’dz, i la capacitat, C’dz, de la línia són 0.
b) l’autoinductància, L’dz, i la resistència, R’dz, de la línia són 0.
c) la capacitat, C’dz, i la resistència, R’dz, de la línia són 0.
d) la resistència, R’dz, i la conductància, G’dz, de la línia són 0.

5. En la línia carregada amb una impedància adaptada...
a) l’ona de tensió no es reflecteix en la càrrega.
b) l’ona de tensió es reflecteix parcialment en la càrrega.
c) l’ona de tensió es reflecteix totalment en la càrrega.
d) Totes les respostes anteriors són falses.

6. En la línia carregada amb un circuit obert...
a) l’ona de tensió no es reflecteix en la càrrega.
b) l’ona de tensió es reflecteix parcialment en la càrrega.
c) l’ona de tensió es reflecteix totalment en la càrrega.
d) Totes les respostes anteriors són falses.

7. En la línia carregada amb un curtcircuit...
a) l’ona estacionària de tensió és 0 en la càrrega i en els punts corresponents a cada quart de

longitud d’ona (d  4), per la qual cosa és com si tinguéssim un curtcircuit en aquests punts,

sense tenir-lo realment.
b) l’ona estacionària de tensió és 0 en la càrrega i en els punts corresponents a cada semilon-

gitud d’ona (d  2), per la qual cosa és com si tinguéssim un curtcircuit en aquests punts,

sense tenir-lo realment.
c) l’ona estacionària de corrent és 0 en la càrrega i en els punts corresponents a cada quart

de longitud d’ona (d  4), per la qual cosa és com si tinguéssim un circuit obert en aquests

punts, sense tenir-lo realment.
d) l’ona estacionària de corrent és 0 en la càrrega i en els punts corresponents a cada semi-

longitud d’ona (d  2), per la qual cosa és com si tinguéssim un circuit obert en aquests

punts, sense tenir-lo realment.

8. En la línia carregada amb un circuit obert...
a) l’ona estacionària de tensió és 0 en la càrrega i en els punts corresponents a cada quart de

longitud d’ona (d  4), per la qual cosa és com si tinguéssim un curtcircuit en aquests punts,

sense tenir-lo realment.
b) l’ona estacionària de tensió és 0 en la càrrega i en els punts corresponents a cada semilon-

gitud d’ona (d  2), per la qual cosa és com si tinguéssim un curtcircuit en aquests punts,

sense tenir-lo realment.
c) l’ona estacionària de corrent és 0 en la càrrega i en els punts corresponents a cada quart

de longitud d’ona (d  4), per la qual cosa és com si tinguéssim un circuit obert en aquests

punts, sense tenir-lo realment.
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d) l’ona estacionària de corrent és 0 en la càrrega i en els punts corresponents a cada semi-
longitud d’ona (d  2), per la qual cosa és com si tinguéssim un circuit obert en aquests
punts, sense tenir-lo realment.

9. La impedància d’entrada de la línia de transmissió és...
a) periòdica en els punts de la línia que són múltiples enters d’un quart de longitud d’ona
(d  4), independentment de la impedància característica de la línia i de la impedància
de càrrega.
b) periòdica en els punts de la línia que són múltiples enters d’un quart de longitud d’ona
(d  4), només quan hi hagi adaptació d’impedàncies.
c) periòdica en els punts de la línia que són múltiples enters de la semilongitud d’ona
(d  2), independentment de la impedància característica de la línia i de la impedància
de càrrega.
d) periòdica en els punts de la línia que són múltiples enters de la semilongitud d’ona (d  2),
només quan hi hagi adaptació d’impedàncies.

10.Quina de les següents afirmacions és certa?
a) Les línies coplanàries solucionen els problemes d’accés al substrat de les línies micropista.
b) Les línies triplaca estan formades per tres plaques separades per dos conductors i ofereixen
una gran protecció enfront de les interferències.
c) La condició de “baixes pèrdues” es dóna quan circulen ones electromagnètiques d’alta fre-
qüència dins de la línia de transmissió.
d) Totes les respostes anteriors són certes.
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Solucionari

1. b; 2. c; 3. c; 4. d; 5. a; 6. c; 7. a; 8. b; 9. c; 10. c

Glossari

adaptació d’impedàncies f Condició de càrrega d’una línia de transmissió que evita l’apa-
rició de l’ona reflectida.

carta d’Smith f Eina gràfica utilitzada per a simplificar l'adaptació de la impedància d’una
línia de transmissió amb la seva càrrega i, en general, per facilitar els càlculs en les línies de
transmissió.

coeficient de reflexió m Relació entre l’amplitud de l’ona reflectida i l’amplitud de l’ona
incident.

coeficient de transmissió m Relació entre l’amplitud de l’ona transmesa i l’amplitud de
l’ona incident.

equacions del telegrafista f pl Conjunt d’equacions diferencials que relacionen el corrent
i la tensió al llarg d’una línia de transmissió. A partir d’aquestes equacions es pot obtenir
l’ona.

impedància característica f Relació entre l’amplitud de l’ona progressiva de tensió i
l’amplitud de l’ona progressiva de corrent.

línia de transmissió f Estructura destinada al guiatge controlat o delimitat d’una ona elec-
tromagnètica.

ona estacionària f Ona resultant de la interferència, al llarg de la línia de transmissió, de
l’ona progressiva i de l’ona regressiva.

ona progressiva f Ona que viatja en la direcció de z positiva, és a dir, en direcció del gene-
rador a la càrrega.

ona regressiva f Ona que viatja en la direcció de z negativa, és a dir, en direcció de la càr-
rega al generador.

relació d’ona estacionària f Relació entre l’amplitud màxima i mínima d’una ona esta-
cionària. Normalment es defineix amb les amplituds de l’ona estacionària de tensió.
sigla ROE

ROE f Vegeu relació d’ona estacionària.

Bibliografia

Bará Temes, J. (1991). Curs de microones. Barcelona: Edicions UPC.

Pozar, D. M. (1998). Microwave Engineering (2a ed.). John Wiley & Sons.





<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends false
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments false
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage false
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo false
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings false
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
    /ACaslonPro-Bold
    /ACaslonPro-BoldItalic
    /ACaslonPro-Italic
    /ACaslonPro-Regular
    /ACaslonPro-Semibold
    /ACaslonPro-SemiboldItalic
    /AdobeArabic-Bold
    /AdobeArabic-BoldItalic
    /AdobeArabic-Italic
    /AdobeArabic-Regular
    /AdobeFangsongStd-Regular
    /AdobeFanHeitiStd-Bold
    /AdobeGothicStd-Bold
    /AdobeHebrew-Bold
    /AdobeHebrew-BoldItalic
    /AdobeHebrew-Italic
    /AdobeHebrew-Regular
    /AdobeHeitiStd-Regular
    /AdobeKaitiStd-Regular
    /AdobeMingStd-Light
    /AdobeMyungjoStd-Medium
    /AdobeSongStd-Light
    /AGaramondPro-Bold
    /AGaramondPro-BoldItalic
    /AGaramondPro-Italic
    /AGaramondPro-Regular
    /AgencyFB-Bold
    /AgencyFB-Reg
    /Aharoni-Bold
    /AlbertusExtraBold
    /AlbertusMedium
    /Albertus-Medium
    /Algerian
    /Amienne
    /Amienne-Bold
    /Andalus
    /AngsanaNew
    /AngsanaNew-Bold
    /AngsanaNew-BoldItalic
    /AngsanaNew-Italic
    /AngsanaUPC
    /AngsanaUPC-Bold
    /AngsanaUPC-BoldItalic
    /AngsanaUPC-Italic
    /AntiqueOlive
    /AntiqueOliveBold
    /AntiqueOliveItalic
    /Aparajita
    /Aparajita-Bold
    /Aparajita-BoldItalic
    /Aparajita-Italic
    /ArabicTypesetting
    /Arial-Black
    /Arial-BlackItalic
    /Arial-BoldItalicMT
    /Arial-BoldMT
    /ArialGreek-Bold
    /Arial-ItalicMT
    /ArialMT
    /ArialNarrow
    /ArialNarrow-Bold
    /ArialNarrow-BoldItalic
    /ArialNarrow-Italic
    /ArialNarrowSpecialG1
    /ArialNarrowSpecialG1-Bold
    /ArialNarrowSpecialG1-Italic
    /ArialNarrowSpecialG2
    /ArialNarrowSpecialG2-Bold
    /ArialNarrowSpecialG2-Italic
    /ArialRoundedMTBold
    /ArialSpecialG1
    /ArialSpecialG1-Bold
    /ArialSpecialG1-BoldItalic
    /ArialSpecialG1-Italic
    /ArialSpecialG2
    /ArialSpecialG2-Bold
    /ArialSpecialG2-BoldItalic
    /ArialSpecialG2-Italic
    /ArialUnicodeMS
    /Arnprior
    /AvantGarde-Book
    /AvantGarde-BookOblique
    /AvantGarde-Demi
    /AvantGarde-DemiOblique
    /AvantGardeITCbyBT-Book
    /AvantGardeITCbyBT-BookOblique
    /AvantGardeITCbyBT-Medium
    /AvantGardeITCbyBT-MediumOblique
    /BaskOldFace
    /Batang
    /BatangChe
    /Bauhaus93
    /Baveuse
    /BellMT
    /BellMTBold
    /BellMTItalic
    /BerlingBold
    /BerlinSansFB-Bold
    /BerlinSansFBDemi-Bold
    /BerlinSansFB-Reg
    /BernardMT-Condensed
    /Berylium
    /Berylium-BoldItalic
    /Biondi
    /Biondi-Light
    /BirchStd
    /BlackadderITC-Regular
    /BlackoakStd
    /BlueHighway
    /BlueHighway-Bold
    /BlueHighwayCondensed
    /BlueHighwayDType
    /BlueHighwayLinocut
    /BodoniMT
    /BodoniMTBlack
    /BodoniMTBlack-Italic
    /BodoniMT-Bold
    /BodoniMT-BoldItalic
    /BodoniMTCondensed
    /BodoniMTCondensed-Bold
    /BodoniMTCondensed-BoldItalic
    /BodoniMTCondensed-Italic
    /BodoniMT-Italic
    /BodoniMTPosterCompressed
    /BookAntiqua
    /BookAntiqua-Bold
    /BookAntiqua-BoldItalic
    /BookAntiqua-Italic
    /Bookman-Demi
    /Bookman-DemiItalic
    /Bookman-Light
    /Bookman-LightItalic
    /BookmanOldStyle
    /BookmanOldStyle-Bold
    /BookmanOldStyle-BoldItalic
    /BookmanOldStyle-Italic
    /BookshelfSymbolSeven
    /Boopee
    /Boopee-Bold
    /BradleyHandITC
    /BritannicBold
    /Broadway
    /BroadwayBT-Regular
    /BrowalliaNew
    /BrowalliaNew-Bold
    /BrowalliaNew-BoldItalic
    /BrowalliaNew-Italic
    /BrowalliaUPC
    /BrowalliaUPC-Bold
    /BrowalliaUPC-BoldItalic
    /BrowalliaUPC-Italic
    /BrushScriptMT
    /BrushScriptStd
    /Bryant-LightCondensed
    /Bryant-MediumCondensed
    /BryantPro-Light
    /BryantPro-LightAlternate
    /BryantPro-Regular
    /Bryant-RegularCondensed
    /BurnstownDam
    /Byington
    /Byington-Bold
    /Byington-Italic
    /Calibri
    /Calibri-Bold
    /Calibri-BoldItalic
    /Calibri-Italic
    /CalifornianFB-Bold
    /CalifornianFB-Italic
    /CalifornianFB-Reg
    /CalisMTBol
    /CalistoMT
    /CalistoMT-BoldItalic
    /CalistoMT-Italic
    /CalvertMT
    /CalvertMT-Bold
    /CalvertMT-Light
    /Cambria
    /Cambria-Bold
    /Cambria-BoldItalic
    /Cambria-Italic
    /CambriaMath
    /Candara
    /Candara-Bold
    /Candara-BoldItalic
    /Candara-Italic
    /CarbonBlock
    /CarrAstroDings
    /Castellar
    /Catriel
    /Catriel-Bold
    /Catriel-BoldItalic
    /Catriel-Italic
    /Centaur
    /Century
    /CenturyGothic
    /CenturyGothic-Bold
    /CenturyGothic-BoldItalic
    /CenturyGothic-Italic
    /CenturySchoolbook
    /CenturySchoolbook-Bold
    /CenturySchoolbook-BoldItalic
    /CenturySchoolbook-Italic
    /CGOmega
    /CGOmegaBold
    /CGOmega-Bold
    /CGOmegaBoldItalic
    /CGOmega-BoldItalic
    /CGOmegaItalic
    /CGOmega-Italic
    /CGTimes
    /CGTimesBold
    /CGTimes-Bold
    /CGTimesBoldItalic
    /CGTimes-BoldItalic
    /CGTimesItalic
    /CGTimes-Italic
    /ChaparralPro-Bold
    /ChaparralPro-BoldIt
    /ChaparralPro-Italic
    /ChaparralPro-Regular
    /CharlemagneStd-Bold
    /Chiller-Regular
    /CityBlueprint
    /Clarendon
    /ClarendonCondensedBold
    /Clarendon-Condensed-Bold
    /Clarendon-Light
    /ColonnaMT
    /ComicSansMS
    /ComicSansMS-Bold
    /CommercialPiBT-Regular
    /CommercialScrDEE
    /CommercialScriptBT-Regular
    /Complex
    /Consolas
    /Consolas-Bold
    /Consolas-BoldItalic
    /Consolas-Italic
    /Constantia
    /Constantia-Bold
    /Constantia-BoldItalic
    /Constantia-Italic
    /CooperBlack
    /CooperBlackStd
    /CooperBlackStd-Italic
    /CooperBT-Black
    /CopperplateGothic-Bold
    /CopperplateGothic-Light
    /Corbel
    /Corbel-Bold
    /Corbel-BoldItalic
    /Corbel-Italic
    /CordiaNew
    /CordiaNew-Bold
    /CordiaNew-BoldItalic
    /CordiaNew-Italic
    /CordiaUPC
    /CordiaUPC-Bold
    /CordiaUPC-BoldItalic
    /CordiaUPC-Italic
    /CorinthianBoldLetPlain
    /CorinthianLightLetPlain
    /CorinthianMediumLetPlain
    /Coronet
    /CountryBlueprint
    /Courier
    /Courier10PitchBT-Bold
    /Courier10PitchBT-BoldItalic
    /Courier10PitchBT-Italic
    /Courier10PitchBT-Roman
    /CourierBold
    /Courier-Bold
    /Courier-BoldOblique
    /CourierNewPS-BoldItalicMT
    /CourierNewPS-BoldMT
    /CourierNewPS-ItalicMT
    /CourierNewPSMT
    /Courier-Oblique
    /CreditValley
    /CreditValley-Bold
    /CreditValley-BoldItalic
    /CreditValley-Italic
    /CurlzMT
    /DaunPenh
    /David
    /David-Bold
    /DejaVuSans
    /DejaVuSans-Bold
    /DejaVuSans-BoldOblique
    /DejaVuSansCondensed
    /DejaVuSansCondensed-Bold
    /DejaVuSansCondensed-BoldOblique
    /DejaVuSansCondensed-Oblique
    /DejaVuSans-ExtraLight
    /DejaVuSansMono
    /DejaVuSansMono-Bold
    /DejaVuSansMono-BoldOblique
    /DejaVuSansMono-Oblique
    /DejaVuSans-Oblique
    /DejaVuSerif
    /DejaVuSerif-Bold
    /DejaVuSerif-BoldItalic
    /DejaVuSerifCondensed
    /DejaVuSerifCondensed-Bold
    /DejaVuSerifCondensed-BoldItalic
    /DejaVuSerifCondensed-Italic
    /DejaVuSerif-Italic
    /DFKaiShu-SB-Estd-BF
    /DilleniaUPC
    /DilleniaUPCBold
    /DilleniaUPCBoldItalic
    /DilleniaUPCItalic
    /DokChampa
    /Dotum
    /DotumChe
    /EarwigFactory
    /Ebrima
    /Ebrima-Bold
    /EdwardianScriptITC
    /Elephant-Italic
    /Elephant-Regular
    /EngraversMT
    /ErasITC-Bold
    /ErasITC-Demi
    /ErasITC-Light
    /ErasITC-Medium
    /EstrangeloEdessa
    /Euclid
    /Euclid-Bold
    /Euclid-BoldItalic
    /EuclidExtra
    /EuclidExtra-Bold
    /EuclidFraktur
    /EuclidFraktur-Bold
    /Euclid-Italic
    /EuclidMathOne
    /EuclidMathOne-Bold
    /EuclidMathTwo
    /EuclidMathTwo-Bold
    /EuclidSymbol
    /EuclidSymbol-Bold
    /EuclidSymbol-BoldItalic
    /EuclidSymbol-Italic
    /EucrosiaUPC
    /EucrosiaUPCBold
    /EucrosiaUPCBoldItalic
    /EucrosiaUPCItalic
    /EuphemiaCAS
    /EuphorigenicS
    /EuroRoman
    /EuroRomanOblique
    /FA-KyokashoM
    /FangSong
    /FelixTitlingMT
    /FencesPlain
    /FootlightMTLight
    /Formal436BT-Regular
    /FormalScript421BT-Regular
    /ForteMT
    /FP
    /FranklinGothic-Book
    /FranklinGothic-BookItalic
    /FranklinGothic-Demi
    /FranklinGothic-DemiCond
    /FranklinGothic-DemiItalic
    /FranklinGothic-Heavy
    /FranklinGothic-HeavyItalic
    /FranklinGothic-Medium
    /FranklinGothic-MediumCond
    /FranklinGothic-MediumItalic
    /FrankRuehl
    /FreesiaUPC
    /FreesiaUPCBold
    /FreesiaUPCBoldItalic
    /FreesiaUPCItalic
    /FreestyleScript-Regular
    /FrenchScriptMT
    /Futura2-Italic
    /Futura2-Normal
    /FuturaBlackBT-Regular
    /FuturaBT-Bold
    /FuturaBT-BoldCondensed
    /FuturaBT-BoldItalic
    /FuturaBT-Book
    /FuturaBT-BookItalic
    /FuturaBT-Heavy
    /FuturaBT-HeavyItalic
    /FuturaBT-Light
    /FuturaBT-LightCondensed
    /FuturaBT-LightItalic
    /FuturaBT-Medium
    /FuturaBT-MediumCondensed
    /FuturaBT-MediumItalic
    /Futura-Condensed-Bold
    /Futura-Condensed-BoldItalic
    /Futura-Condensed-Italic
    /Futura-CondensedLight-Italic
    /Futura-CondensedLight-Normal
    /Gabriola
    /Garamond
    /GaramondAntiqua
    /Garamond-Bold
    /GaramondHalbfett
    /Garamond-Italic
    /GaramondITCbyBT-Bold
    /GaramondITCbyBT-BoldCondensed
    /GaramondITCbyBT-BoldCondItalic
    /GaramondITCbyBT-BoldItalic
    /GaramondITCbyBT-Book
    /GaramondITCbyBT-BookCondensed
    /GaramondITCbyBT-BookCondItalic
    /GaramondITCbyBT-BookItalic
    /GaramondItcTEE-BoldItal
    /GaramondItcTEE-BookItal
    /GaramondKursiv
    /GaramondKursivHalbfett
    /GaramondNo2DCD-Medi
    /GaramondNo2DCD-Regu
    /GaramondNo4CyrTCY-LighItal
    /Gautami
    /Gautami-Bold
    /GDT
    /Gentium
    /GentiumAlt
    /GentiumAlt-Italic
    /GentiumBasic
    /GentiumBasic-Bold
    /GentiumBasic-BoldItalic
    /GentiumBasic-Italic
    /GentiumBookBasic
    /GentiumBookBasic-Bold
    /GentiumBookBasic-BoldItalic
    /GentiumBookBasic-Italic
    /Gentium-Italic
    /Georgia
    /Georgia-Bold
    /Georgia-BoldItalic
    /Georgia-Italic
    /GiddyupStd
    /Gigi-Regular
    /GillSansLight
    /GillSansMT
    /GillSansMT-Bold
    /GillSansMT-BoldItalic
    /GillSansMT-Condensed
    /GillSansMT-ExtraCondensedBold
    /GillSansMT-Italic
    /GillSansMT-UltraBoldCondensed
    /GillSans-UltraBold
    /GillSans-UltraBoldCondensed
    /Gisha
    /Gisha-Bold
    /GloucesterMT-ExtraCondensed
    /GoetheGothic
    /GoetheGothicBold
    /GoetheGothicOblique
    /GothicE
    /GothicG
    /GothicI
    /GoudyOldStyleT-Bold
    /GoudyOldStyleT-Italic
    /GoudyOldStyleT-Regular
    /GoudyStout
    /GreekC
    /GreekS
    /Grk
    /Gulim
    /GulimChe
    /Gungsuh
    /GungsuhChe
    /Haettenschweiler
    /HandelGotD-Ligh
    /HarlowSolid
    /Harrington
    /HeavyHeap
    /Helvetica
    /Helvetica56-Italic
    /Helvetica75-Bold
    /Helvetica-Black
    /Helvetica-BlackOblique
    /HelveticaBold
    /Helvetica-Bold
    /Helvetica-BoldOblique
    /Helvetica-Light
    /Helvetica-LightOblique
    /HelveticaLT-BoldOblique
    /HelveticaNeue-Black
    /HelveticaNeueLT-BlackItalic
    /Helvetica-Oblique
    /HGKyokashotai
    /HGPKyokashotai
    /HGSKyokashotai
    /HighTowerText-Italic
    /HighTowerText-Reg
    /HoboStd
    /Humanist521BT-Bold
    /Humanist521BT-BoldCondensed
    /Humanist521BT-BoldItalic
    /Humanist521BT-ExtraBold
    /Humanist521BT-Italic
    /Humanist521BT-Light
    /Humanist521BT-LightItalic
    /Humanist521BT-Roman
    /Humanist521BT-RomanCondensed
    /Humanist521BT-UltraBold
    /Humanist521BT-XtraBoldCondensed
    /Humanist777BT-BlackB
    /Humanist777BT-BlackItalicB
    /Humanist777BT-BoldB
    /Humanist777BT-BoldItalicB
    /Humanist777BT-ItalicB
    /Humanist777BT-LightB
    /Humanist777BT-LightItalicB
    /Humanist777BT-RomanB
    /HumanistSlabserif712BT-Black
    /HumanistSlabserif712BT-Bold
    /HumanistSlabserif712BT-Italic
    /HumanistSlabserif712BT-Roman
    /HurryUp
    /Huxtable
    /icona_blanca
    /Impact
    /ImpressBT-Regular
    /ImprintMT-Shadow
    /InformalRoman-Regular
    /Interstate-Bold
    /Interstate-BoldCompressed
    /Interstate-BoldItalic
    /Interstate-Light
    /Interstate-LightItalic
    /Interstate-Regular
    /Interstate-RegularCondensed
    /Interstate-RegularItalic
    /Interstate-Thin
    /IPAExtras
    /IPAExtras-Bold
    /IPAHighLow
    /IPAHighLow-Bold
    /IPAKiel
    /IPAKiel-Bold
    /IPAKielSeven
    /IPAKielSeven-Bold
    /IPAPhonBold
    /IPAPhonBoldItalic
    /IPAPhonItalic
    /IPAPhonRoman
    /IPAsans
    /IrisUPC
    /IrisUPCBold
    /IrisUPCBoldItalic
    /IrisUPCItalic
    /IskoolaPota
    /IskoolaPota-Bold
    /ISOCP
    /ISOCP2
    /ISOCP3
    /ISOCT
    /ISOCT2
    /ISOCT3
    /JasmineUPC
    /JasmineUPCBold
    /JasmineUPCBoldItalic
    /JasmineUPCItalic
    /Jokerman-Regular
    /JuiceITC-Regular
    /KaiTi
    /Kalinga
    /Kalinga-Bold
    /Kartika
    /Kartika-Bold
    /KhmerUI
    /KhmerUI-Bold
    /KodchiangUPC
    /KodchiangUPCBold
    /KodchiangUPCBoldItalic
    /KodchiangUPCItalic
    /Kokila
    /Kokila-Bold
    /Kokila-BoldItalic
    /Kokila-Italic
    /KozGoPr6N-Bold
    /KozGoPr6N-ExtraLight
    /KozGoPr6N-Heavy
    /KozGoPr6N-Light
    /KozGoPr6N-Medium
    /KozGoPr6N-Regular
    /KozGoPro-Bold
    /KozGoPro-ExtraLight
    /KozGoPro-Heavy
    /KozGoPro-Light
    /KozGoPro-Medium
    /KozGoPro-Regular
    /KozMinPr6N-Bold
    /KozMinPr6N-ExtraLight
    /KozMinPr6N-Heavy
    /KozMinPr6N-Light
    /KozMinPr6N-Medium
    /KozMinPr6N-Regular
    /KozMinPro-Bold
    /KozMinPro-ExtraLight
    /KozMinPro-Heavy
    /KozMinPro-Light
    /KozMinPro-Medium
    /KozMinPro-Regular
    /Kredit
    /KristenITC-Regular
    /KunstlerScript
    /LaoUI
    /LaoUI-Bold
    /Latha
    /Latha-Bold
    /LatinWide
    /Leelawadee
    /Leelawadee-Bold
    /LetterGothic
    /LetterGothicBold
    /LetterGothic-Bold
    /LetterGothicItalic
    /LetterGothic-Italic
    /LetterGothicMT
    /LetterGothicMT-Bold
    /LetterGothicMT-BoldOblique
    /LetterGothicMT-Oblique
    /LetterGothicStd
    /LetterGothicStd-Bold
    /LetterGothicStd-BoldSlanted
    /LetterGothicStd-Slanted
    /LevenimMT
    /LevenimMT-Bold
    /LiberationSansNarrow
    /LiberationSansNarrow-Bold
    /LiberationSansNarrow-BoldItalic
    /LiberationSansNarrow-Italic
    /Ligurino
    /Ligurino-Bold
    /LigurinoCondensed
    /Ligurino-Italic
    /LilyUPC
    /LilyUPCBold
    /LilyUPCBoldItalic
    /LilyUPCItalic
    /LithosPro-Black
    /LithosPro-Regular
    /LucidaBright
    /LucidaBright-Demi
    /LucidaBright-DemiItalic
    /LucidaBright-Italic
    /LucidaCalligraphy-Italic
    /LucidaConsole
    /LucidaFax
    /LucidaFax-Demi
    /LucidaFax-DemiItalic
    /LucidaFax-Italic
    /LucidaHandwriting-Italic
    /LucidaSans
    /LucidaSans-Demi
    /LucidaSans-DemiItalic
    /LucidaSans-Italic
    /LucidaSans-Typewriter
    /LucidaSans-TypewriterBold
    /LucidaSans-TypewriterBoldOblique
    /LucidaSans-TypewriterOblique
    /LucidaSansUnicode
    /Magneto-Bold
    /MaiandraGD-Regular
    /MalgunGothic
    /MalgunGothicBold
    /MalgunGothicRegular
    /Mangal
    /Mangal-Bold
    /Mangal-Regular
    /MapInfoCartographic
    /Map-Symbols
    /Marigold
    /Marlett
    /MathematicalPi-Five
    /MathematicalPi-Four
    /MathematicalPi-One
    /MathematicalPi-Six
    /MathematicalPi-Three
    /MathematicalPi-Two
    /MaturaMTScriptCapitals
    /Meiryo
    /Meiryo-Bold
    /Meiryo-BoldItalic
    /Meiryo-Italic
    /MeiryoUI
    /MeiryoUI-Bold
    /MeiryoUI-BoldItalic
    /MeiryoUI-Italic
    /MesquiteStd
    /MicrosoftHimalaya
    /MicrosoftJhengHeiBold
    /MicrosoftJhengHeiRegular
    /MicrosoftNewTaiLue
    /MicrosoftNewTaiLue-Bold
    /MicrosoftPhagsPa
    /MicrosoftPhagsPa-Bold
    /MicrosoftSansSerif
    /MicrosoftTaiLe
    /MicrosoftTaiLe-Bold
    /MicrosoftUighur
    /MicrosoftYaHei
    /MicrosoftYaHei-Bold
    /Microsoft-Yi-Baiti
    /MingLiU
    /MingLiU-ExtB
    /Ming-Lt-HKSCS-ExtB
    /Ming-Lt-HKSCS-UNI-H
    /MinionPro-Bold
    /MinionPro-BoldCn
    /MinionPro-BoldCnIt
    /MinionPro-BoldIt
    /MinionPro-It
    /MinionPro-Medium
    /MinionPro-MediumIt
    /MinionPro-Regular
    /MinionPro-Semibold
    /MinionPro-SemiboldIt
    /Minstrel
    /MinyaNouvelle
    /MinyaNouvelleBold
    /MinyaNouvelleBoldItalic
    /MinyaNouvelleItalic
    /Miriam
    /MiriamFixed
    /Mistral
    /Modern880BT-Bold
    /Modern880BT-Roman
    /ModernMTWide
    /Modern-Regular
    /ModernTwoSxtnITCTTBoldIta
    /ModernTwoSxtnITCTTLightIta
    /MongolianBaiti
    /Monospace821BT-Bold
    /Monospace821BT-BoldItalic
    /Monospace821BT-Italic
    /Monospace821BT-Roman
    /Monotxt
    /MonotypeCorsiva
    /MonotypeSorts
    /MoolBoran
    /MS-Gothic
    /MS-Mincho
    /MSOutlook
    /MS-PGothic
    /MS-PMincho
    /MSReferenceSansSerif
    /MSReferenceSpecialty
    /MSSong
    /MS-UIGothic
    /MT-Extra
    /MTExtraTiger
    /Mufferaw
    /MVBoli
    /MyriadPro-Bold
    /MyriadPro-BoldCond
    /MyriadPro-BoldCondIt
    /MyriadPro-BoldIt
    /MyriadPro-Cond
    /MyriadPro-CondIt
    /MyriadPro-It
    /MyriadPro-Regular
    /MyriadPro-Semibold
    /MyriadPro-SemiboldIt
    /MyriadWebPro
    /MyriadWebPro-Bold
    /MyriadWebPro-Italic
    /Narkisim
    /Neuropol
    /NewCenturySchlbk-Bold
    /NewCenturySchlbk-BoldItalic
    /NewCenturySchlbk-Italic
    /NewCenturySchlbk-Roman
    /NiagaraEngraved-Reg
    /NiagaraSolid-Reg
    /NSimSun
    /NuevaStd-BoldCond
    /NuevaStd-BoldCondItalic
    /NuevaStd-Cond
    /NuevaStd-CondItalic
    /Nyala-Regular
    /OCRAExtended
    /OCRAStd
    /OldEnglishTextMT
    /Onyx
    /OpenSymbol
    /OratorStd
    /OratorStd-Slanted
    /OutlineNew
    /PalaceScriptMT
    /Palatino-Bold
    /Palatino-BoldItalic
    /Palatino-Italic
    /PalatinoLinotype-Bold
    /PalatinoLinotype-BoldItalic
    /PalatinoLinotype-Italic
    /PalatinoLinotype-Roman
    /Palatino-Roman
    /PanRoman
    /Papyrus-Regular
    /Parchment-Regular
    /Perpetua
    /Perpetua-Bold
    /Perpetua-BoldItalic
    /Perpetua-Italic
    /PerpetuaTitlingMT-Bold
    /PerpetuaTitlingMT-Light
    /PlanetBenson2
    /PlantagenetCherokee
    /Playbill
    /PMingLiU
    /PMingLiU-ExtB
    /PoorRichard-Regular
    /PoplarStd
    /PosterBodoni-Bold
    /PosterBodoniBT-Italic
    /PosterBodoniBT-Roman
    /PragmaND
    /PragmaND-Italic
    /PragmaNDLight
    /PragmaNDLight-Italic
    /PrestigeEliteStd-Bd
    /Pristina-Regular
    /Proxy1
    /Proxy2
    /Proxy3
    /Proxy4
    /Proxy5
    /Proxy6
    /Proxy7
    /Proxy8
    /Proxy9
    /Prx1
    /Prx2
    /Prx3
    /Prx4
    /Prx5
    /Prx6
    /Prx7
    /Prx8
    /Prx9
    /Pupcat
    /Raavi
    /RageItalic
    /Ravie
    /Rockwell
    /Rockwell-Bold
    /Rockwell-BoldItalic
    /Rockwell-Condensed
    /Rockwell-CondensedBold
    /Rockwell-ExtraBold
    /Rockwell-Italic
    /Rod
    /RomanC
    /RomanD
    /RomanS
    /RomanT
    /Romantic
    /RomanticBold
    /RomanticItalic
    /RosewoodStd-Regular
    /SakkalMajalla
    /SakkalMajallaBold
    /SansSerif
    /SansSerifBold
    /SansSerifBoldOblique
    /SansSerifOblique
    /ScalaSansPro-Light
    /ScalaSansPro-LightItalic
    /ScalaSansPro-Regular
    /ScriptC
    /ScriptMTBold
    /ScriptS
    /SegoePrint
    /SegoePrint-Bold
    /SegoeScript
    /SegoeScript-Bold
    /SegoeUI
    /SegoeUI-Bold
    /SegoeUI-BoldItalic
    /SegoeUI-Italic
    /SegoeUI-Light
    /SegoeUI-SemiBold
    /SegoeUISymbol
    /serifaccentespecial
    /SerpentineD-Bold
    /SerpentineD-BoldItal
    /SerpentineDEE-Bold
    /ShonarBangla
    /ShonarBangla-Bold
    /ShowcardGothic-Reg
    /Shruti
    /Shruti-Bold
    /SILDoulosIPA
    /SILDoulosIPA93Bold
    /SILDoulosIPA93BoldItalic
    /SILDoulosIPA93Italic
    /SILDoulosIPA93Regular
    /SILManuscriptIPA
    /SILSophiaIPA
    /SILSophiaIPA93Bold
    /SILSophiaIPA93BoldItalic
    /SILSophiaIPA93Italic
    /SILSophiaIPA93Regular
    /SimHei
    /Simplex
    /SimplifiedArabic
    /SimplifiedArabic-Bold
    /SimplifiedArabicFixed
    /SimSun
    /SimSun-ExtB
    /SnapITC-Regular
    /SPSSMarkerSet
    /Stencil
    /StencilStd
    /Stereofidelic
    /STIXGeneral
    /STIXGeneral-Bold
    /STIXGeneral-BoldItalic
    /STIXGeneral-Italic
    /STIXGeneral-Regular
    /StoneSans
    /StoneSans-Bold
    /StoneSans-BoldItalic
    /StoneSans-Italic
    /StoneSans-Semibold
    /StoneSans-SemiboldItalic
    /StoneSerif
    /StoneSerif-Bold
    /StoneSerif-BoldItalic
    /stoneserifespecialrodona
    /StoneSerif-Italic
    /StoneSerif-Semibold
    /StoneSerif-SemiboldItalic
    /StylusBT
    /SuperFrench
    /Syastro
    /SybilGreen
    /Sylfaen
    /Symap
    /Symath
    /Symbol
    /SymbolMT
    /SymbolMW-Bold
    /SymbolTiger
    /SymbolTigerExpert
    /Symeteo
    /Symusic
    /Syntax-Bold
    /Syntax-Roman
    /Tahoma
    /Tahoma-Bold
    /Tandelle
    /Tandelle-Bold
    /Tandelle-BoldItalic
    /Tandelle-Italic
    /Technic
    /TechnicBold
    /TechnicLite
    /Teen
    /Teen-Bold
    /Teen-BoldItalic
    /Teen-Italic
    /TeenLight
    /TeenLight-Italic
    /TektonPro-Bold
    /TektonPro-BoldCond
    /TektonPro-BoldExt
    /TektonPro-BoldObl
    /TempusSansITC
    /Tiger
    /TigerExpert
    /Times
    /Times-Bold
    /Times-BoldItalic
    /Times-Italic
    /TimesNewRomanMT-ExtraBold
    /TimesNewRomanPS-BoldItalicMT
    /TimesNewRomanPS-BoldMT
    /TimesNewRomanPS-ItalicMT
    /TimesNewRomanPSMT
    /TimesNewRomanSpecialG1
    /TimesNewRomanSpecialG1-Bold
    /TimesNewRomanSpecialG1-BoldItalic
    /TimesNewRomanSpecialG1-Italic
    /TimesNewRomanSpecialG2
    /TimesNewRomanSpecialG2-Bold
    /TimesNewRomanSpecialG2-BoldItalic
    /TimesNewRomanSpecialG2-Italic
    /Times-Roman
    /TradeGothic
    /TraditionalArabic
    /TraditionalArabic-Bold
    /TrajanPro-Bold
    /TrajanPro-Regular
    /Trebuchet-BoldItalic
    /TrebuchetMS
    /TrebuchetMS-Bold
    /TrebuchetMS-Italic
    /TSCFLiL5TT
    /TSCFXingM5TT
    /TSCUKaiMTT
    /Tunga
    /Tunga-Bold
    /Tunga-Regular
    /TwCenMT-Bold
    /TwCenMT-BoldItalic
    /TwCenMT-Condensed
    /TwCenMT-CondensedBold
    /TwCenMT-CondensedExtraBold
    /TwCenMT-Italic
    /TwCenMT-Regular
    /Txt
    /UniversalMath1BT-Regular
    /UniversBold
    /Univers-Bold
    /UniversBoldItalic
    /Univers-BoldItalic
    /UniversCondensedBold
    /Univers-Condensed-Bold
    /UniversCondensedBoldItalic
    /Univers-Condensed-BoldItalic
    /UniversCondensedMedium
    /Univers-Condensed-Medium
    /UniversCondensedMediumItalic
    /Univers-Condensed-MediumItalic
    /UniversMedium
    /Univers-Medium
    /UniversMediumItalic
    /Univers-MediumItalic
    /UntitledNormal
    /Utsaah
    /Utsaah-Bold
    /Utsaah-BoldItalic
    /Utsaah-Italic
    /Vani
    /Vani-Bold
    /VelvendaCooler
    /Verdana
    /Verdana-Bold
    /Verdana-BoldItalic
    /Verdana-Italic
    /Vijaya
    /Vijaya-Bold
    /VinerHandITC
    /VinetaBT-Regular
    /Vivaldii
    /VladimirScript
    /Vrinda
    /Vrinda-Bold
    /Waker
    /Webdings
    /Weiss
    /Wingdings2
    /Wingdings3
    /Wingdings-Regular
    /ZapfChancery-MediumItalic
    /ZapfDingbats
    /ZWAdobeF
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 150
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects true
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e55464e1a65876863768467e5770b548c62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc666e901a554652d965874ef6768467e5770b548c52175370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /FRA <>
    /ITA (Utilizzare queste impostazioni per creare documenti Adobe PDF adatti per visualizzare e stampare documenti aziendali in modo affidabile. I documenti PDF creati possono essere aperti con Acrobat e Adobe Reader 5.0 e versioni successive.)
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020be44c988b2c8c2a40020bb38c11cb97c0020c548c815c801c73cb85c0020bcf4ace00020c778c1c4d558b2940020b3700020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken waarmee zakelijke documenten betrouwbaar kunnen worden weergegeven en afgedrukt. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents suitable for reliable viewing and printing of business documents.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /ESP <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [300 300]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


