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Introduccio

Aquest modul esta dedicat a les ones electromagnetiques. Els fenomens asso-
ciats a les ones electromagnétiques els podeu trobar manifestats de moltes ma-
neres, i la llum n’és ’exemple més caracteristic. Altres exemples d’aplicacions
de les ones electromagnetiques son 1’emissio i sintonitzacié de senyals de ra-
dio o televisio, les xarxes sense fils, els raigs X que ens permeten realitzar radi-
ografies o la radiaci6 solar que ens arriba a la Terra. Tots ells es basen en 1'as
de diferents tipus d’ones electromagnetiques.

Als apartats 1 i 2 d’aquest modul farem un repas dels conceptes clau de 1’elec-
trostatica i el magnetisme que ja us varem introduir en altres assignatures.
Tanmateix, no ens limitarem a fer un resum i prou, siné que aprofitarem per
a introduir-vos alguns conceptes i punts de vista nous i algunes eines matema-
tiques que farem servir més endavant.

A l'apartat 3 deduirem i analitzarem les lleis de Maxwell com una generalitza-
ci6 de totes les propietats i caracteristiques dels camps electric i magnétic que
us introduim a les dues primeres seccions. A partir d’aquestes lleis discutirem

I'electromagnetisme com una sola interaccio.

Per acabar, a I'apartat 4 entrarem en la definici6 del concepte clau del modul:
les ones electromagnetiques. En efecte, comprovarem que la seva existéncia i
les seves caracteristiques es dedueixen de forma directa a partir de les lleis de
Maxwell.
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Objectius

Els materials didactics continguts en aquest modul proporcionen els coneixe-
ments necessaris perqué 1’estudiant assoleixi els objectius segiients:

1. Completar el coneixement dels conceptes clau d’electrostatica que ja s’han
introduit en altres assignatures.

2. Completar el coneixement dels conceptes clau de magnetostatica i induc-
ci6 magnetica que ja s’han introduit en altres assignatures.

3. Entendre el comportament dels camps electric i magnetic en preséncia de
medis materials i el seu tractament.

4. Coneixer l'operador nabla i les eines matematiques que el fan servir: gradi-

ent, divergencia i rotacional. Entendre el seu significat matematic i fisic.

5. Coneixer les lleis de Maxwell i la seva relaci6 amb les lleis que s’han tractat
durant l'estudi dels camps electric i magnetic. Saber interpretar el seu sig-
nificat fisic com a explicacio dels camps eléctric i magnetic i de la interre-

lacio6 entre tots dos.

6. Entendre el concepte d’ona electromagnetica com un flux d’energia que
s’'intercanvia entre el camp eléctric i el camp magnetic i que es propaga per
I’espai.

7. Identificar les analogies i diferéncies respecte a les ones mecaniques que
s’han estudiat en altres moduls.



CC-BY-SA « PID_00159124 7

Lleis de Maxwell

1. Repas d’electromagnetisme: electrostatica

La carrega electrica és una propietat d’algunes particules elementals que for-
men la materia. Tota particula que presenta carrega eléctrica exerceix una in-

fluéncia sobre altres particules amb carrega que es trobin al seu voltant.

Podeu fer una analogia amb el que passa si us imagineu un matalas amb una
serie de petits objectes a sobre prou lleugers per tal de no deformar-lo. De sob-
te, hi col-loquem un objecte massiu, com ara una bola de ferro, per exemple.
La bola deformara el matalas de tal manera que els petits objectes que abans
es mantenien en repds comencaran a “caure” cap a ella. Es com si la bola ha-
gués modificat les propietats de la regi6 que I’envolta i els objectes que s’hi tro-
ben es veuen afectats per aquesta modificacio.

De la mateixa manera que la bola ha modificat les propietats del matalas on
es trobava, una carrega electrica també “modifica” 1’espai que ’envolta. En
aquest cas, qui es veu afectat son les carregues electriques que es troben sota

la seva regi6 d’influéncia.

A la figura 1 podeu visualitzar un exemple de com el fet de col-locar una car-
rega g’ en un cert punt provoca un efecte sobre altres carregues que ja es tro-
baven a la regi6 del voltant. Es com si la carrega “intrusa” hagués alterat les
propietats de 1’espai que 1’envolta. El que succeeix és que la carrega genera un
camp eléctric i que les carregues que I'envolten es veuen afectades per ell. En
concret, les carregues experimenten una forca amb la mateixa direcci6é que el

camp i proporcional al seu modul.

Figura 1

® &

Abans Després
L'efecte que us hem mostrat en els dibuixos es produeix, en més o menys me-

sura, per a qualsevol carrega i en qualsevol punt de l'espai.

Aixi doncs, en aquest apartat detallarem el concepte de camp eléctric i els seus
efectes sobre les regions de l’espai que afecta i sobre la materia que es troba
sota la seva influéncia. Per ara ens centrarem nomeés en el cas concret de camps

eléctrics generats per carregues en repos, que s'anomenen camps electrosta-

Carrega electrica

Les unitats de quantificacié de
la carrega eléctrica indivisibles
son la carrega del proté i de
I'electré:

g=+1,602-107"°
Tota carrega eléctrica ha de

ser un multiple enter d’aquest
valor.

Figura 1

Explicacié del concepte de
camp eléctric com una altera-
Ci6 de les propietats de I'espai.

Observacié

De fet, les carregues que ja
existien abans de la “intrusi¢”
també generen el seu respectiu
camp electric i, per tant, afec-
ten la resta, inclosa la carrega
“intrusa”. A la figura hem obvi-
at aquest Ultim aspecte per
motius pedagogics.
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tics, i deixarem per a més endavant l'estudi dels camps generats per carregues

en moviment, que presenta més dificultat.

En el primer subapartat estudiarem les caracteristiques dels camps electrosta-
tics sense la preséncia de cap medi material. Centrarem el text sobretot en el

concepte de linies de camp i de flux de camp.

En el segon subapartat estudiarem l’energia associada als camps electrostatics
mitjancant el concepte de potencial electrostatic. Ho farem introduint-vos
una nova eina matematica, el gradient, que ens permetra expressar directa-

ment la relaci6 entre els conceptes de camp i de potencial.

1.1. Camp electrostatic en el buit

Com ja hem dit, un camp electrostatic és aquell que és generat per carregues
en repos. La caracteristica més important dels camps d’aquest tipus es que

mantenen les mateixes caracteristiques al llarg del temps.

En aquest apartat estudiarem el camp eléctric, on les carregues electriques po-
den ser de dos tipus: positives i negatives. Aixo vol dir que hi haura dos tipus

de comportament en preséncia d'un camp electric.

La unitat de mesura de les carregues electriques és el coulomb, que es
representa amb la lletra C; i la unitat del camp electric és el newton per
coulomb, que es representa amb N/C, tot i que sovint tamb¢ es fa servir
el V/m.

Tot i aixi, a la vida quotidiana la majoria de fonts de generaci6 de camp electric
no son puntuals, sind que les solem trobar agrupades en un cert nombre.

El principi de superposicio estableix que I’efecte combinat de diverses
fonts de creaci6 de camp electric, E(F),és la suma dels efectes produits
per cadascuna d’elles per separat E; (7):

B(F)-YE () <1>

I si el que volem determinar és el camp generat per una distribuci6 con-
tinua T *, cal convertir la distribuci6 discreta en una distribuci6 conti-

nua i, en conseqiiéncia, substituir les sumes per integrals:
E(7)=[.dE )

on dE és el camp creat per un diferencial de carrega.

Recordeu

Laforca i el camp electrostatics
tenen la mateixa direccié i, a
més, els seus moduls sén pro-
porcionals. Per tant, si es co-
neixen les caracteristiques del
camp electrostatic en un punt,
podem coneixer com sera la
forca experimentada per una
carrega que s’hi trobi.

*T es llegueix “gamma”.
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El coneixement de la magnitud del camp eléctric en un punt és molt impor-
tant, ja que permet determinar en qualsevol moment la forca que experimen-
taria una carrega ubicada en ell sense necessitat de coneixer qui genera aquesta
forca ni haver-la de calcular cada vegada. En altres paraules, 1’expressio del
camp electrostatic per a una regi6é conté tota la informaci6 necessaria (modul
o intensitat, direcci6 i sentit) per tal de deduir de forma immediata la forca
electrostatica i, per tant, el comportament d'una futura carrega que s'ubiqués

en un punt de la regi6.

Cal buscar, doncs, una manera de representar de forma rapida, simple i eficag
com és el camp electric en una regi6é. Una manera molt entenedora és mitjan-

cant les linies de camp, que veurem a continuacio.

1.1.1. Linies de camp

Les linies de camp sén una representacio grafica de la magnitud del camp elec-
tric en una regio6 de l'espai. Les grafiques permeten, amb una simple observa-
ci6, deduir de forma directa la direccid, el sentit i la intensitat (de manera
qualitativa) del camp eléctric en qualsevol punt dins de la regi6 representada.
Per la seva banda, el seu coneixement ens permet saber com és el comporta-
ment electrostatic, és a dir, com sera la forca experimentada per una carrega

situada en un punt d’aquesta regio6.

Figura 2

a. Carrega positiva b. Carrega negativa

v
|
~

F Y
+
4

La figura 2 mostra, a tall d’exemple, les linies de camp generades, de forma se-
parada, per una carrega puntual positiva (a) i per una de negativa (b). Com po-
deu veure, totes dues presenten una distribuci6 de linies de camp identiques,
a excepcio del sentit de les forces. Les linies de camp comencen sobre la carre-
ga positiva i s’estenen fins a l'infinit o fins a una altra carrega situada fora de
la regio representada. Per al cas de la carrega negativa, 1’efecte és a l'inrevés: les
linies “vénen” de l'infinit, o d’hipotetiques carregues positives situades fora

del dibuix, i acaben a la posici6 de la carrega negativa.

Figura 2

La figura mostra les linies de
camp generades per una carre-
ga puntual de signe positiu (a)
i de signe negatiu (b).
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D’altra banda, la figura 3 mostra les linies de camp generades per dues carre-

gues puntuals situades forca a prop 1'una de l’altra per a quatre casos diferents:

Figura 3

Figura 3

La figura mostra la distribucié
de les linies de camp per al cas
de dues carregues puntuals en
els casos en qué:

a. totes dues soén positives,
b. totes dues s6n negatives,

c. les dues carregues sén de
signe diferent i la positiva és de

valor més petit,
d. les dues carregues sén de

a. E Si % % % é é b.

c d.
signe diferent i la positiva és de
valor més gran.

¢ Les dues carregues son positives (figura 3a). Es interessant destacar que exis-

teix una regio6 entre les dues carregues on les linies de camp estan molt sepa-
rades. AixO és perque en aquests punts les forces causades per totes dues
carregues es compensen mutuament (una “tira” cap a la dreta i l'altra, cap a
I'esquerra) i, per tant, el camp electrostatic resultant és minim. De fet, existeix
un punt (ubicat en la recta que uneix les dues carregues) on la compensacio és
total i el camp és zero. També cal destacar que de la carrega de la dreta surten

moltes més linies, fet que denota que el seu valor és més gran.

¢ Les dues carregues sén negatives (figura 3b). A I'exemple de la figura, les
dues carregues son del mateix valor que en el cas anterior (figura 3a) pero
de signe oposat. Podeu comprovar que les linies de camp sén identiques en

tots dos casos, a excepci6 del seu sentit.

e Les dues carregues son de signe diferent (figura 3c i figura 3d). La diferéncia
entre els dos casos és que en el primer (figura 3c) la carrega de la dreta és més
gran que la de l'esquerra, mentre que en el segon (figura 3d) és a I'inrevés. Po-
deu comprovar que ja no apareix la regié amb poca densitat de linies de camp
que hem vist en els dos casos anteriors, ja que ara les carregues son de signe

diferent i, per tant, totes dues “estiren” cap al mateix sentit.

Les linies de camp son linies rectes o corbes que permeten visualitzar a
primer cop d'ull el camp electrostatic en una regio i que tenen les pro-
pietats segiients (les podeu comprovar a la figura 2 i a la figura 3):

e Sempre comencen en una carrega positiva o a l'infinit.
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e Sempre acaben en una carrega negativa o a l'infinit.

e Les linies de camp mai no es poden creuar, excepte en les posicions
on es troben les carregues electriques.

¢ Elseurecorregut sempre és tangent al vector camp electric en tots els
punts per on passa. En altres paraules, sempre marquen la direcci
del camp electric en aquell punt.

e La seva densitat és proporcional al modul del vector camp eléc-
tric. Es a dir, com més juntes es troben les linies, més alta és la in-
tensitat del camp electric en aquella regi6. De la mateixa manera,
com meés separades es troben les linies, més petit és el modul del
camp.

e En una regi6 on el camp eleéctric és uniforme (€s a dir, igual en tots

els punts de la regio), les linies de camp son paral-leles.

Hem vist, a partir de les figures i de les propietats esmentades, que les linies de
camp permeten una analisi qualitativa del camp eléctric en una regi6é pero no
permeten quantificar-ne el valor exacte, ja que el nombre de linies de camp
que es fan servir és totalment arbitrari. Per poder fer-ne una analisi quantita-
tiva cal utilitzar alguna eina matematica que ho permeti; aqui és on entra el

concepte de flux a través d'una superficie.

1.1.2. Flux d’un camp electrostatic

El flux d’un camp que travessa una certa superficie és una magnitud escalar
que és proporcional al nombre total de linies de camp que la travessen. A
la figura 4a podeu visualitzar aquest concepte per a un cas simple d’una su-
perficie plana i quadrada i un camp uniforme (linies paral-leles i equidis-

tants).

El concepte de flux també té en compte el sentit de les linies, de tal manera
que quan les linies travessen la superficie en un sentit el flux és positiu i quan
ho fan en l'altre, és negatiu. El flux total correspon al balang entre les linies
que travessen la superficie en un sentit i les que ho fan en l'altre. Per tant, po-
dria ser que el flux per una superficie fos zero tot i haver-hi linies de camp que
la travessen. Aixo succeiria en el cas que hi hagués el mateix nombre de linies

que ho fan en un sentit i en l'altre.

Ala figura 4b podeu visualitzar un exemple d’aquest Gltim cas. Podeu compro-
var que el nombre de linies que entren en el cub és el mateix que les que en

surten.
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Figura 4

>

La definicio del flux de camp per una superficie com el nombre linies de camp
que la travessen és interessant des del punt de vista conceptual, intuitiu i qua-
litatiu, pero cal buscar una expressi6 matematica que permeti quantificar

aquesta magnitud (és a dir, donar-li una mesura).

Ates que, tal com us hem dit abans, la densitat de linies de camp eléctric és
proporcional al seu modul, podeu fer-lo servir per a calcular el flux a través

d’una superficie.

Es defineix el flux de camp eléctric @z per una superficie S com la in-
tegral de la component perpendicular del camp electric avaluada sobre
tota la superficie:

op = [E-dS 3)

on E és el camp eléctric i dS és el diferencial de superficie (que és un
vector perpendicular a la superficie).

La unitat de mesura del flux de camp electric en el Sistema Internacio-
nal d’Unitats és el volt-metre (V-m), encara que sovint també¢ es fa ser-
vir el N/C-m?.

La figura 5 mostra de forma grafica el significat de la component perpendicu-
lar a la superficie i la seva relacié amb el producte escalar. A la figura, el vector
E esdescompon en dues components: una component perpendicular a la su-

perficie (E perp) 1UNA component paral-lela ( E paral) -

/ IS

Figura 4

La figura mostra:

a. el concepte de flux com el
nombre de linies de camp que
travessen una superficie.

b. el flux a través d’una super-
ficie tancada pot ser zero tot i
haver-hi linies de camp si el
nombre de linies que entren és
el mateix que les que surten.

Vectors de superficie
S idS

El vector S és un vector per-
pendicular a la superficie el
modul del qual és la seva
area. El vector dS és el vector
de superficie corresponent a
cadascun dels infinitésims en
que s’ha dividit la superficie.

D es llegeix “fi sub e”.

Producte escalar

El producte escalar de dos vec-

tors 4 iv ésunamagnitud es-
calar que depén de I'angle (o)
que formen tots dos vectors:

v =ld]- V|- cosa

Quan els dos vectors sén
paral-lels el producte escalar és
maxim, mentre que si sén per-
pendiculars el producte escalar
és zero.
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L'ts de la component perpendicular per al calcul del flux per una superficie ve
implicit dins de la definicié de producte escalar quan aquest s’aplica a un vec-
tor de superficie, com ara el vector dS, ja que aquest Gltim esta definit com a
perpendicular a ella.

Figura 5
Figura 5

La figura mostra graficament el
significat de la component per-
pendicular a la superficie i la
seva relacié amb el producte
escalar. Noteu que el vector de
superficie esta definit perpen-
dicular a ella.

b

El fet de fer servir només aquesta component en comptes de tot el vector fa
que el resultat sigui realment proporcional al nombre de linies que travessen

la superficie. Podeu entendre millor aquest concepte si observeu la figura 6:

Figura 6
Figura 6

La figura mostra tres exemples
de possibles orientacions de la
superficie respecte a les linies
de camp:

a. Superficie paral-lela b. Superficie perpendicular c. Superficie obliqua

Linies de camp E Linies de camp E Linies de camp E

Yv

~ —

v

v

[i5/]

o

v

yi >

flux =0

flux g = E-S

/

£ >

NS

flux ¢ = E-S - cosa

El primer exemple (figura 6a) mostra una superficie col-locada “de costat”
respecte al camp eleéctric, de tal manera que no la travessa cap linia de
camp. En aquest cas, el calcul segons 'expressi6é anterior, és a dir, fent ser-
vir només la component perpendicular, dona com a resultat zero, que és el
resultat correcte. En canvi, si no féssim servir aquesta component, el resul-

tat no seria zero, ja que el valor del camp tampoc no ho és.

El segon exemple (figura 6b) mostra una superficie situada de forma total-
ment perpendicular al camp electric. El flux a través de la superficie és el
maxim possible. La component perpendicular és exactament el mateix va-
lor del camp, ja que no hi ha component paral-lela.

El tercer exemple (figura 6¢) mostra una superficie situada formant un an-
gle oo amb la direcci6 perpendicular al camp electric. El flux depen del valor
de 'angle.

a. S paral-lela al camp E: el flux
és zero perque no hi ha cap li-
nia de camp que travessi la su-
perficie.

b. S perpendicular al camp E: el
flux és el maxim possible.

c. S obliqua: el flux depén de
I'angle d’inclinacié de la super-
ficie respecte a la perpendicu-
lar al camp.

Observeu que el vector superfi-
cie esta definit com a perpen-
dicular a la superficie.
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Exemple de flux de camp eleéctric

El camp eléctric en una regi6 de I'espai és E(F) = 2i [N/C]. Determineu el flux de camp eléc-
tric que travessa les superficies segiients, que corresponen als casos representats a la figura 6:

a) Superficie de 0,5 m? paral-lela al pla x = 0.
b) Superficie de 0,5 m? perpendicular al pla x = 0.
¢) Superficie de 0,5 m? que forma un angle de a = 60° amb el pla x = 0.

Solucio
Recordem la definici6 de flux de camp eléctric a través d’una superficie S (3):
o, - [B-d5 (3b)
N

Com que el camp eléctric E és uniforme i la superficie S és plana, és a dir, el vector su-
perficie tindra sempre la mateixa direccio, I’expressio del flux se simplifica a:

Pp=E-S-cosa 4)

e E és el modul del camp eléctric E: E =2 N/C.

e §ésl'area de la superficie: S = 0,5 m2.

* o ésl'angle que forma el camp eléctric E amb els vectors de superficie 4S, que recor-
dem que es tracta de vectors perpendiculars a la superficie.

a) En una superficie paral-lela al pla x = 0, és a dir, al pla yz, el vector de superficie §
sempre apunta cap a la direcci6 del vectorj (com a la figura 6b). Com que el camp eléc-
tric també apunta en aquesta direcci6, tindrem que l’angle és o = 0°. Per tant, el flux és:

N_»

(I)E=E~S~c050°:2~0,5~1=16m 5)

b) En una superficie perpendicular al pla x = 0, és a dir, al pla yz, el vector de superficie
§ sempre apunta en una direcci6 perpendicular a la del vector i (com a la figura 6a). L’an-
gle en aquest cas és a = 90° i, per tant, el flux és:

®p=E-S-cos90°=0 (6)

¢) En una superficie que forma un angle de a = 60° amb el pla x = 0, el vector superficie
§ forma aquest mateix angle de a. = 60° amb el vector i (com a la figura 6c). Per tant,

(I)E=E~S~cos60°:2~0,5~0,5=0,5gmz 7)

1.1.3. Llei de Gauss per al camp electrostatic

El teorema de Gauss, anomenat aixi en honor al matematic i cientific alemany
Johann Carl Friedrich

Carl Friedrich Gauss, és un teorema matematic que, en el cas de l'electrostati- Gauss

ca, relaciona el flux de camp eléctric que travessa una superficie tancada amb Matematic i cientific alemany

(30 d'abril de 1777-23 de febrer
de 1855) que va contribuir de
forma molt significativa al
desenvolupament de molts

la carrega que hi ha dins d’aquesta superficie.

La llei de Gauss per a I'electrostatica enuncia que el flux total de camp camps de la matematica
. L. . . i la fisica, entre ells I'estudi
electrostatic que travessa una superficie tancada S qualsevol és proporci- de les funcions vectorials. Esta

considerat un dels matematics
més influents i rellevants
de la historia.

onal al valor de la carrega neta que hi ha a l'interior de la superficie (Q;;;y):

FEds = Lnt (8)
S €0
on E ésel camp eléctric i gy és la permitivitat del buit. El signe ‘gﬁ' indica

integral per a una superficie tancada S. 8
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En altres paraules, com que les linies de camp només poden comencar o aca-
bar en una carrega electrica (o a l'infinit), el balan¢ net entre les linies que
“surten” i les que “entren” dins de la superficie tancada nomeés pot ser a causa

de la preséncia de carrega neta en el seu interior.

A la figura 7 podeu veure un exemple grafic de l’aplicacio de la llei de Gauss:

Figura 7
a. b. C.
S S S
Qe =0 Qi >0 Q<0
b =0 ¢ >0 ¢g<0

e Alafigura 7a, la carrega neta a l'interior de la superficie S és zero. Com que
les linies de camp només poden comencar o acabar en una carrega electri-
ca, la conseqiiencia és que totes les linies que entren a la superficie per al-
gun punt han d’acabar sortint-ne per un altre. De forma analoga, totes les
que surten han d’haver-hi entrat per un altre punt. Per tant, el flux net de
camp eleéctric ha de ser per forca zero.

e Alafigura 7b, la carrega interior és positiva, fet que implica que existeixen
linies de camp que “neixen” a l'interior de la superficie. El flux és, doncs,

positiu.

e A la figura 7c, succeeix el mateix pero amb la carrega negativa i, per tant,
amb l’existéncia de linies de camp que entren a S pero no en surten. El flux

és ara negatiu.

El teorema de Gauss també afirma que el flux total a través d"una superficie tan-
cada només depen de la carrega interior. Per tant, és independent tant de la seva
forma com del volum que envolta. L'Gnic que “interessa” és la carrega neta inte-
rior. A la figura 8, per exemple, el flux de camp electric a través de la superficie S
és el mateix per a tots 3 casos, ja que la carrega interior és la mateixa. Per tal de
comprovar-ho, podeu fer un recompte de les linies de camp que surten menys les

que entren i veureu que sempre us donara el mateix nombre.

Figura 8

a. b. c.

Figura 7

La figura mostra I'aplicacié de
la llei de Gauss a una mateixa
superficie S en tres casos con-
crets:

a. la carrega interior és zero,
b. la carrega interior és positiva,
c. la carrega interior és negativa.

Figura 8

El flux total a través d’una su-
perficie tancada només depen
de la carrega neta al seu interi-
or i és independent tant de la
seva forma com del volum que
determina.
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Exemple de llei de Gauss per al camp electrostatic
Mitjancant el teorema de Gauss, demostreu que el modul del camp eléctric creat a una

distancia |[F| per una distribucié esférica de carrega centrada en el punt (0,0) sobre un
punt del seu exterior és:

-5 ©

4me, HFHZ

On Q és el valor total de carrega de l'esfera.
Solucio

Recordem el teorema de Gauss (8):
G- as = Y (10)
s €9

La llei de Gauss s’ha de satisfer per a qualsevol superficie S. Per tal de simplificar els cal-
culs, escollirem la superficie d'una esfera centrada també en el punt (0,0) perd amb un

radi R=|7|, on r és el punt on volem calcular el modul del camp eléctric.

Ateés que tant la superficie S com la distribucié de carrega sén esferes, el camp eléctric E
sempre sera perpendicular a § (vegeu figura 9). En cas contrari, voldria dir que no hi ha
simetria esferica. Per tant,

s -2 a
s 0
Jefs -2 (12)
Podem aillar el valor del camp eléctric:

-2 a3

Finalment, substituim S pel valor de la superficie d'una esfera de radi R:

_Q

- 53
En un punt r qualsevol, el radi és R = HFH . Per tant, tindrem:

|- % s

4| eo

Com voliem demostrar.

El concepte de flux electrostatic i el teorema de Gauss soén dos aspectes molt
importants i els farem servir més endavant. Abans, pero, estudiarem els efectes

dels camps electrostatics sobre altres carregues: les forces electrostatiques.

1.1.4. Efectes del camp electrostatic: forca electrostatica

Fins ara hem introduit el concepte de camp electrostatic generat per una car-

rega o distribuci6 de carregues eléctriques i ’hem tractat com una “alteracio”

Figura 9

Figura 9

La imatge mostra la superficie
de Gauss de radi R. S’hi mos-
tren el camp creat per una
carrega Q situada al centre
de I'esfera i el dS de I'esfera.
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de 'espai que les envolta. Pero ara toca preguntar-se com es veuen afectades
les carregues que es troben en aquest espai “modificat”. Es a dir, cal determinar
com és la forca que reben aquestes carregues pel simple fet de trobar-se en una

regi6 on existeix un camp electrostatic.

Anteriorment hem esmentat que el coneixement de les caracteristiques del
camp electrostatic en un punt ens dona tota la informaci6 necessaria sobre
el comportament que tindra una carrega electrica en aquest punt. Aquest
fet és inherent a la definici6 de camp electrostatic, ja que heu de recordar
que aquest correspon a la forca experimentada per una carrega de valor
unitari. Per tant, donant-li la volta a la definici6, podem deduir que la forca
experimentada per una carrega ubicada en un punt de l'espai on existeix
un camp electrostatic sera un vector igual al vector de camp multiplicat pel

valor de la carrega.

La forca electrostatica experimentada per una carrega situada en un
punt 7 on hi ha present un camp electrostatic E és:

F(7)=qE(r) (16)

on q és el valor, incloent-hi el signe, de la carrega que experimenta la
forca.

La unitat de mesura de la forca electrostatica en el Sistema Internacional
és, com per a totes les forces, el newton (N).

De l'expressio anterior podem deduir les propietats segiients:
e La forca sempre tindra la mateixa direcci6 que el camp.

e [El sentit dependra del signe de la carrega que experimenta la forca, de tal
manera que si la carrega és positiva, la forca i el camp tindran el mateix sen-

tit, mentre que si és negativa tindran sentits oposats.

e Elmodul o intensitat de la forca sera proporcional a la intensitat del camp,
perd també al valor de la carrega. Es a dir, com més gran sigui el valor de la

carrega més gran sera la forca experimentada.

Fixeu-vos que, en aquesta expressio, el camp electrostatic apareix com un sim-
ple vector amb un valor determinat i en cap moment no s’entra en el perque
de les seves caracteristiques. Aixo €s un gran avantatge, ja que ens permet trac-
tar de forma independent la generaci6 del camp, d'una banda, i els seus efectes

(1a forca) de l'altra.

Recordeu

El camp eléctric en un punt
correspon a la forca que expe-
rimentaria una carrega positiva
de valor unitari:

Vegeu el comportament d’una carrega
eléctrica en un camp al subapartat 1.1.1
d’aquest modul.

qiq’

Per tal de distingir-les, a partir
d‘ara utilitzarem g per a indicar
la carrega que experimenta els
efectes del camp i g’ per a la
carrega que el genera.
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De la mateixa manera que hem procedit a I'inici de ’apartat amb el camp elec-
trostatic, podem aplicar el principi de superposicio per tal de calcular la forca
experimentada per una distribuci6 de carregues. Per al cas de distribucions dis-

cretes, la forca electrostatica és:

F(7) =2 4iEi(7) (17)

Es a dir, la forcga electrostatica experimentada per un conjunt de carregues sera
igual a la suma vectorial de totes i cadascuna de les forces que experimenten

les carregues per separat.

Si el que volem determinar és la forca sobre una distribucio continua de carre-
gues, caldra convertir la distribuci6 discreta en una distribuci6 continua i, en

conseqiiéncia, substituir les sumes per integrals.

La forca F experimentada per una distribuci6 de carregues continua I'
ubicada en una regi6 on existeix un camp electrostatic és:

F(7)= [E(7)dg (18)

on dq és cadascun dels diferencials de carrega en qué hem dividit la dis-
tribuci6i E (7) és el camp electrostatic present en la posicions d’aquests
diferencials.

Ja coneixeu el concepte de camp electrostatic, les seves caracteristiques i els
seus efectes sobre altres carregues (la forca electrostatica). A continuacié ens

endinsarem en un altre aspecte que fins ara no hem tocat: la seva energia.

1.2. Potencial electrostatic i energia potencial electrostatica

Imagineu-vos dos cossos de massa qualsevol ubicats a diferents altures. Si alga
us pregunta quin dels dos cossos arribaria amb més velocitat a terra tindrieu
clara la resposta: el que es trobi a més altura. El que esteu dient no és més que
indicar que aquest cos té més potencial gravitatori, és a dir, més energia “em-

magatzemada” susceptible de ser transformada en energia cinética.

El concepte de potencial electrostatic és similar al de potencial gravitatori. De
la mateixa manera que una massa pot “acumular” energia simplement pel fet
d’estar situada en un punt a meés altura dins d'un camp gravitatori, una carrega
eléctrica podra fer el mateix situant-se en una certa posicioé dins d’'un camp

electrostatic.
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Tots els camps electrostatics tenen un potencial electrostatic associat. El po-
tencial electrostatic en un punt correspon al treball necessari per a traslladar-
hi una carrega de valor unitari des d’un altre punt de referéncia seleccionat

com a origen de potencials.

El camp electrostatic és un camp conservatiu, que vol dir que el treball realit-
zat nomeés depén de les posicions inicial i final i no del cami recorregut. Per
tant, podrem parlar de potencial electrostatic en un punt i de diferéncia de po-
tencial entre dos punts, ja que en tots dos casos es tractara sempre de valors

anics.

El potencial electrostatic V en un punt 7 és el treball necessari per tal
de desplacar una carrega positiva de valor unitat des d'un origen de po-
tencials 7, fins a aquest punt:

V(i)=-[E-dl (19)
0

on E és el camp electrostatic en els punts per on passa el recorregut.

La unitat de mesura del potencial electrostatic en el Sistema Internaci-
onal d’Unitats és el volt (V).

El signe negatiu indica que el potencial és positiu quan el recorregut es fa en
sentit contrari al camp electrostatic i, per tant, s’ha de realitzar un treball per

a desplacar la carrega, mentre que és negatiu en el cas contrari.

De la mateixa manera que hem definit el potencial electrostatic en un punt,
podem definir la diferéncia de potencial entre dos punts com el treball neces-
sari per a traslladar una carrega positiva de valor unitari entre aquests dos
punts. Com que el camp electrostatic és conservatiu, la diferéncia de potencial

entre dos punts sera un valor Unic i no dependra del cami recorregut.

La diferéncia de potencial entre dos punts A i B és el treball necessari
per tal de desplacar una carrega positiva de valor unitari des d'un origen
de potencials 7, fins a aquest punt:

V(B)-V(A)= —f[;EdT (20)

on E ésel camp electrostatic en els punts al llarg del cami recorregut
(dl ).

Integral de linia

Una integral de linia és una in-
tegral del tipus

B
W(r)=[7-di
A

Com que el terme a integrar és
un producte escalar, el que es
fa és considerar Unicament les
components tangencials a un
recorregut determinat.
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Fixeu-vos que en 'expressio del potencial electrostatic apareix una integral de
linia. Aix0 vol dir que, per al calcul del potencial, cal integrar (sumar) tnica-

ment la component del camp eléctric tangencial al cami recorregut.

Com hem vist, la diferéncia de potencial entre dos punts correspon al treball
realitzat per tal de desplacar una carrega d’1 C d’'un punt a l'altre. De forma
matematica, aixo es tradueix en el fet que el potencial és la integral de linia
del camp eléctric. Aleshores ens podem fer una pregunta: es pot determinar la
relaci6é inversa? és a dir, existeix una expressié matematica per a calcular el

camp en funcié del potencial?

La resposta és que si, pero per a explicar-vos com, primer haurem d’introduir
un concepte nou: el gradient d'una funci6 vectorial. I per a introduir-vos
aquest concepte, cal que us presentem abans una eina matematica nova: 1’'ope-

rador nabla, que ja heu vist, molt de passada, al modul d’ones

1.2.1. L’operador nabla i el gradient d’una funcid

L'operador nabla, que es representa amb el simbol ¥ , és un vector definit en
I’espai, les coordenades del qual son les derivades parcials respecte a cadascu-
na de les direccions dels eixos de coordenades.

Si recordeu, la derivada d’una funci6 és una mesura del seu ritme de canvi.
Aixi, per exemple, si tenim que una funcid creix molt rapidament en un cert
interval, el valor de la seva derivada sera alt en tots els punts de l'interval,
mentre que si ho fa de forma lenta, el valor sera petit. Per a una funci6 decrei-
xent, succeeix el mateix perd amb valors negatius. Quan s’avalua en un punt
determinat, la derivada d'una funci6 és igual al pendent d’una hipotética recta
tangent a la funci6 en aquell punt.

Ja hem recordat que és una derivada, pero, i una derivada parcial? Per tal
de recordar el concepte, observeu la figura 10. S’hi mostra una representa-
ci6 grafica d’'una funci6 de dues variables, f(x,y), que és una superficie corba
I’“altura” de la qual correspon al valor de la funci6 en aquella coordenada.
Per exemple, si s’avalua la funcié en un punt qualsevol P = xoz7 + yof obtin-
drem el valor de la funci6é en aquell punt, f(xq,)), i aquesta sera l'altura de
la corba en aquella coordenada. La derivada parcial de la funci6 respecte a
la variable x és el ritme de creixement o decreixement de la funci6é quan es
manté constant el valor de la resta de variables (en l'exemple, només hi ha
una altra variable, y). En altres paraules, quan ens “desplacem” en la direc-

ci6 de l'eix x.

Recordeu

La derivada d’una funcié f(x) és
una mesura del seu ritme de
variacié respecte a la variable
independent x. La notacié que
es fa servir és:

S )

o bé

af

dx
Si la derivada s’avalua en un
punt determinat, el seu valor
indica el pendent d'una hipo-
tetica recta tangent a la funcié
en aquell punt.

Recordeu

Sf(x,y) representa una funcié de
dues variables, és a dir, una
funcié on les variables inde-
pendents sén dues (xi y). Si
una funcié d'una sola variable
es representa amb una linia (ja
sigui corba o recta), una funcié
de dues variables es representa
mitjancant una superficie (ja si-
gui plana o corba).
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Figura 10

Quan s’avalua la derivada parcial d'una funci6 respecte a una direccié en un
punt determinat, obtindreu, com en el cas de la derivada per a una funcio
d'una sola variable, el pendent de la recta tangent a la funcié en aquest punt
i en aquella direcci6. A la figura 10, la derivada parcial de la funci6 f{x,y) res-
pecte a la direccio x i avaluada sobre el punt P = x,i +y,j ens donara el pen-

dent de la recta tangent dibuixada.

Ara que ja coneixeu el concepte de derivada parcial, tornem a l'operador na-
bla. Déiem que 'operador nabla () és un vector les coordenades del qual sén
les derivades parcials respecte a cadascuna de les direccions dels eixos de coor-

denades. En forma matematica, aixo s’expressa aixi:

g-| 2,0 9| 05,05,9% @1)
ox oy ¢z) oOx oy oz

on hem fet servir les dues notacions vectorials, amb comes i amb i,j,k . No

oblideu que és només notacio.

Fixeu-vos que a les coordenades de l'operador nabla (v ) falta indicar la
funcié f. Aixo és perque es tracta d'un operador, no un valor, i pot aplicar-se a

qualsevol magnitud o funcio, ja sigui escalar o vectorial.
Com qualsevol vector, amb I'operador nabla (Vv ) podem realitzar tres operacions:

¢ Producte per un escalar
En el cas dev , aquesta operacio rep el nom de gradient.

¢ Producte escalar
En el cas de V' , aquesta operacio rep el nom de divergeéncia.

¢ Producte vectorial
En el cas de y , aquesta operacio rep el nom de rotacional.

Figura 10

Derivada parcial d’una funcié
Sf(x,y) respecte a la variable x i
recta tangent en el punt:

P:x07+y0}

Recordeu

Per a distingir una derivada
parcial d’una derivada en una
variable, la notaci6 que es fa
servir per expressar les deriva-
des parcials és:

Z—ﬁ(og—f,g—f...)
y ' 0z

U es llegeix “derivada parcial
0X
d’f respecte d’x”.
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Deixarem les dues altimes per a més endavant i ens centrarem en la primera:
el gradient. Com ja hem dit, el gradient d'una funci6 escalar és el producte de

I'operador nabla (7 ) per un escalar. Aix0 s’expressa de la forma segiient:

o | LA AU T I g
gradf_vf_[ax’ay’azJ o +ay’+azk (22)

Com podeu veure, el resultat és un vector les coordenades del qual son les de-

rivades parcials de la funci6 respecte a cadascun dels eixos.

En cada punt, les coordenades del vector gradient tindran uns valors que cor-
Gradient d'una funcié

respondran als pendents de les respectives rectes tangents a la funci6 en cadas-

El gradient d’una funcié

- [6f of 6fj

cuna de les direccions dels eixos.
Vf=

ox'oy'oz
Hem vist que les coordenades del gradient, per separat, corresponen als pendents esta definit en tots els punts

de les rectes tangents. Pero, quin significat té el gradient en conjunt? En altres pa- xy, é) on |g|funci6 és conti-
nua | aerivapble.

raules, que expressa el vector gradient? Observeu l'exemple de la figura 11. La cor-
ba representa una funcio f(x,y) i les fletxes de la part inferior indiquen la direccio

i magnitud dels vectors gradient en alguns dels punts de la regi6.

Figura 11

Figura 11

Representacié d’una funcié
fx,y) (corba) i dels seus vectors
gradient (fletxes).

z‘:"lfiﬁ‘;ﬂﬁ
7

’0 L7

Qtllﬁh,

LUz
Z

De la figura podeu extreure’n dues conclusions:

e La direcci6 del vector gradient en un punt indica la direccié de maxim
creixement de la funci6. Podeu comprovar-ho si observeu, per exemple,
que les fletxes que es troben sobre els punts x = 0 assenyalen la direccio y,

ja que aquesta és la direccié de maxim creixement.
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e El modul del vector gradient indica el ritme de creixement respecte a
aquesta direcci6 de maxim creixement. Podeu comprovar-ho si observeu,
per exemple, que les fletxes sobn molt curtes al voltant del punt (0, 0) i tam-
bé a les cantonades, ja que en aquests punts la funci6 és gairebé plana i, per

tant, el creixement és minim

Ara ja coneixeu el concepte de gradient. La pregunta que us estareu fent és:
que té a veure el gradient amb el potencial? De seguida ho veureu.

1.2.2. El camp com a gradient del potencial

Hem vist que la diferéncia de potencial electrostatic entre dos punts és la in-
tegral de linia del camp electrostatic al llarg d’un recorregut qualsevol entre
aquests dos punts. També heu vist que el potencial és una funcio escalar, una
quantitat que assignem a cada punt de l'espai per a indicar-ne el treball neces-
sari que faria falta per tal de col-locar-hi una carrega unitaria. D’altra banda,
podeu considerar el camp electrostatic com el que costa desplacar una carrega
entre dos punts amb potencial diferent. Com més gran és el camp que hem de
superar, més treball necessitem per desplacar la carrega.

Ara agafem dos conceptes i intentem relacionar-los amb 1’exemple de la fi-
gura 11, on apareixia una funci6 escalar i el seu gradient. Podeu considerar el
potencial electrostatic en un punt com el valor de la funcio, és a dir, 'altura
de la corba. D’altra banda, com que el camp electrostatic és el que “costa” des-
placar una carrega, el podeu relacionar amb el pendent de la recta de maxim
creixement, és a dir, el seu gradient.

Per tant, la conclusi6 és que el camp electrostatic correspon al gradient del po-
tencial electrostatic.

El camp electrostatic E en un punt 7 correspon al gradient del poten-
cial electrostatic V(r), canviat de signe:

E(F)=-VV(7) (23)

on l'operador V ve donat per I’equacio (21).

La inclusio del signe negatiu és causada pel mateix motiu que apareixia en les
expressions (19) i (20), i 'explicacio és la segiient: la diferéncia de potencial
electrostatic entre dos punts correspon al treball necessari per tal de desplacar-
hi una carrega unitaria; aquest treball s’ha de realitzar quan ens movem en

sentit contrari al camp electrostatic, i d’aqui ve el signe negatiu.

Exemple de camp com a gradient del potencial

El potencial eléctric en una regié esta regit per ’expressié V() =10x . Determineu el
camp eléctric en la regié i comproveu que es tracta d'un camp uniforme.
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Solucid

Segons I'equaci6 (23), el camp eléctric correspon al gradient del potencial, canviat de signe:

B(7 Sv(F ov oV oV oV oV- oV
E(f)=-VV(i)=-| —,—,— |=—i ——j ——Kk
() () (6}( oy 62] ox ay] 0z (24)

El potencial és V(?) =10x . Per tant,
S +N -V
E(7)=-(10,0,0) =-10i — -10i —
(7)=~(10,0,0)=-10i = o ~10i 25)

Com podeu comprovar, el camp electric és uniforme ja que sempre presenta el mateix modul
(10 V/m) i la mateixa direccio6 i sentit (al llarg de I'eix x en el sentit dels nombres negatius)

1.2.3. Energia potencial electrostatica

El concepte d’energia potencial electrostatica és similar al d’energia potencial
gravitatoria, pero tenint en compte les carregues eleéctriques en comptes de les

masses.

De la mateixa manera que el coneixement del camp electrostatic en un punt
ens permet determinar els seus efectes sobre una carrega qualsevol ubicada
dins del seu radi d’accid, el coneixement del potencial electrostatic permet de-
terminar-ne la seva energia potencial electrostatica.

L’energia electrostatica U d'una carrega situada en un punt 7 en el qual
existeix un potencial electrostatic V (7) és:

U(7)=qV(F) (26)
on q és el valor de la carrega.

La unitat de mesura de 1'energia electrostatica en el Sistema Internacio-
nal és, com en tots els tipus d’energia, el joule (J).

Com en el cas de la forca, podem aplicar també el principi de superposicié per
a calcular I'energia total corresponent a una distribuci6 de carrega ubicada en

una regio on existeix un potencial electrostatic.

Per al cas de distribucions discretes, 1’energia total és:

U(7)=Yav (7) @7)
I per al cas d'una distribuci6 continua, I':

U(r)=[v(r)-dq (28)

Vegeu laplicacié a la forca del principi
de superposicié al subapartat 1.1.4
d’aquest modul.
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De la mateixa manera que hem vist que el camp electric corresponia al gradi-
ent del potencial, podeu veure a qué correspon el gradient de I'energia poten-
cial, partint de I'expressio (26) i considerant que la carrega g €s constant:

VU(7)=VqV (7)=qVV(F) (29)
Si feu servir la igualtat (23), tindreu que
VU (7)=—qE(7) (30)

Si us hi fixeu, el segon terme de I'equaci6 correspon a l’expressio per a la forca
electrostatica (16). Per tant, finalment obtindreu:

VU(7)=-F(T) 31)

Es a dir, el gradient de l’energia potencial electrostatica correspon a la forca
electrostatica.

La forca electrostatica F en un punt 7 correspon al gradient de 1’ener-
gia potencial electrostatica U(7), canviat de signe:

F(7)=-VU(F) (32)

Fins aqui hem vist els conceptes de camp electrostatic, forca electrostatica, po-
tencial electrostatic i energia potencial electrostatica i hem vist les relacions
entre ells. A la figura 12 podeu veure un esquema on es pretén mostrar aquests
conceptes de forma global per tal d’entendre’n millor les relacions. En I'esque-
ma hem suposat que tenim una carrega de prova de valor q.

Figura 12
Camp electrostatic . Forca electrostatica
=L
) q
&n ' Fan
F=qE
£ .
8 B = =
AV=-[E-dr E=—VV AU=—[F.dr F=S VY
A A
¥ U A 4
V= —
. q
Vi N —~
® en
U=qV

Potencial electrostatic Energia potencial electrostatica

Nota

Fem els desenvolupaments en
el cas de distribucions discretes
per simplicitat, tot i que sén
generalitzades a distribucions
continues.

Recordeu

La relacié entre la forca elec-
trostatica i el camp electrosta-
tic és:

F(7)=qE(7)

Figura 12

La figura mostra els conceptes
que hem introduit fins aqui
(camp electrostatic, forca elec-
trostatica, potencial electrostatic
i energia potencial electrostati-
ca) i les seves relacions.

Ho expressem per a una Unica g
per simplificar el diagrama enca-
ra que I'esquema és generalitza-
ble per a distribucions discretes

i continues.
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Fixeu-vos que per a relacionar conceptes en la mateixa fila només cal multipli-
car o dividir per q. En canvi, per a relacionar conceptes en la mateixa columna

nomeés cal calcular-ne el gradient o integrar al llarg del cami recorregut.

1.3. Electrostatica en preséncia de medis materials

A l'apartat anterior hem mostrat que un camp electrostatic afecta la regi6 del seu
voltant i també hem vist els conceptes i les expressions de flux de camp, forca
electrostatica, potencial electrostatic i energia potencial electrostatica. Tot el trac-
tament s’ha fet considerant el cas “ideal” en que a la regi6 afectada hi ha el buit.

Tanmateix, en el mon real la majoria dels camps electrostatics es troben en medis
materials amb caracteristiques molt diverses. La preséncia de materia alla on fins
ara haviem considerat que no hi havia “res” pot “distorsionar” els efectes que un
esperaria si nomeés tingués en compte les propietats estudiades fins ara.

Des del punt de vista que ens interessa, podem dividir la materia en dos tipus:
materials dielectrics (o aillants) i materials conductors. Aquesta és la divisio
que farem en aquesta assignatura i és la divisio més simple que podem fer. Heu
de tenir present pero, que hi ha altres tipus de materials com els semiconduc-
tors, els superconductors o, més recentment, els metamaterials. Ara bé, si en-
teneu els fonaments dels conductors i els dielectrics, podreu arribar a entendre

també els d’aquests altres materials.

1.3.1. Materials dieléctrics

Un material dielectric és aquell en el qual totes les particules carregades estan
fortament unides a les seves respectives moléecules. Per tant, a priori podriem
dir que aquestes no s’haurien de veure afectades per la preséncia d'un camp
electrostatic de forma significativa. Malgrat tot, aixo no és cert, ja que les di-
verses particules que conformen les molécules es redistribueixen internament
en funcio de la direccié del camp. En concret, les particules amb carrega posi-
tiva tendiran a desplacar-se en el mateix sentit del camp eléctric i les particules

amb carrega negativa ho faran en sentit contrari. Observeu la figura 13a.

Figura 13

| gy | N | e | P
IS e | | e |

IS | ey | e | P | P | P
I | e | e | IS | e | |
(IS Y e [ e e [

) ) 1=+
= + [+ )[— + J[= +]

Semiconductors

Els materials anomenats semi-
conductors presenten unes ca-
racteristiques electriques a mig
cami entre els dielectrics i els
conductors. Aquestes caracte-
ristiques “especials” dels semi-
conductors els fan ser el
fonament de I’electronica. Al-
guns exemples molt comuns
de materials semiconductors
s6n el silici (Si), el germani (Ge)
o l'arseniur de gal-li (GaAs).

Figura 13

La part a mostra la representa-
cié esquematica dels dipols
que apareixen en un material
dielectric quan és sotmes a un
camp eléctric.

Ala part b podeu observar que
les carregues positives d’un di-
pol es compensen amb les ne-
gatives del dipol vei, excepte
en els extrems. Es produeix la
polaritzacié del material.
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El resultat sera una petita redistribuci6é de les carregues en forma de petits di-
pols electrostatics. Tot i que la carrega total de cada molécula seguira sent neu-
tra, les carregues individuals que la formen s’hauran desplacat de la seva
posicio natural. A la figura 13b podeu observar que les carregues positives d'un
dipol es compensen amb les negatives del dipol vei, excepte en els extrems. Es
produeix la polaritzacié del material.

Pero, com afecta aquesta polaritzacié al camp electrostatic total en un
punt? La resposta pot ser molt complicada si s’han de tenir en compte tots
els efectes microscopics (és a dir, si mirem qué passa a nivell molecular o
en petites regions) de la polaritzaci6. El problema és que quan la polaritza-
ci6 esta present, el camp electrostatic que tenim inclou tant la part deguda
a la polaritzacié com la part deguda a les carregues lliures (les que hem fet

servir sempre, vajal).

Ates que el camp causat per la polaritzaci6 és dificil de determinar, el que fem
és treballar amb un camp que depén només de les carregues lliures. Com que
la polaritzacio6 s’oposa al camp, per a obtenir el camp que depen només de les
carregues lliures el que fem és tornar-li a sumar, al camp total, la part deguda
a la polaritzacio, que és la que no coneixem. Aquest camp s’anomena camp de
desplacament electric D .

El camp de desplacament () ) és una mesura dels efectes del camp
electrostatic deguts només a les carregues lliures i es defineix com:

D=goE+D (33)

on E és el camp electrostatic que tindriem en el buit i P és la polarit-

zacio.

g €s una constant anomenada permitivitat del buit () o també constant
electrica, i és una de les constants fisiques universals. El seu valor és:

CZ

g =8,854-10712 34
0 Nmz ( )

Com podeu veure, el camp de desplacament consta de dos termes. D’una ban-
da tenim un primer terme que és proporcional al camp eléctric extern ( E ); de
l'altra tenim el segon terme, que depén de la polaritzacié ( P). No obstant ai-
X0, aquest segon terme es pot entendre com una “resposta” al camp electros-
tatic aplicat ( E ) i, per tant, el seu valor en depén. Podriem aleshores relacionar
tots dos termes i, en conseqiiéncia, trobar una relaci6 directa entre el camp de

desplacament (D) i el camp electrostatic ( E)?

gg es llegeix “épsilon sub zero”.




CC-BY-SA « PID_00159124 28

Lleis de Maxwell

La resposta €s que a la practica trobar aquesta relaci6 és, en general, més com-
plicat del que pot semblar. De totes maneres, es pot simplificar si considerem

Unicament el cas en qué es compleixen les condicions segilients:

¢ Elmedi és isotrop. Aixo vol dir que el valor de la polaritzacié ( P ) no depén
de la direcci6 del camp eléctric o, en altres paraules, que no existeix una
direcci6 “privilegiada” respecte a la qual un material es polaritzi millor que

en les altres

¢ El medi és homogeni. Aixo vol dir que la polaritzaci6 és igual a tot arreu
0, en altres paraules, que no existeixen regions on la polaritzaci6 és més in-

tensa que en d’altres.

e El medi és lineal. Aixo vol dir que la polaritzacié és proporcional a la in-

tensitat del camp electrostatic.

L'estudi de la polaritzacié en medis que no compleixen aquestes caracteristi-

ques és molt complexa i va més enlla dels objectius d’aquest modul.

En un medi material isotrop, homogeni i lineal, el camp de despla-
cament és proporcional al camp electrostatic i es regeix per 1'expres-
si6 segiient:

D=c¢ 35)
on ¢ és la permitivitat del material.

La unitat de mesura del camp de desplacament és el coulomb per me-
tre quadrat (C/m?).

La permitivitat del material és una constant especifica per a cada material.
Existeixen taules amb els valors experimentals trobats per a la majoria dels ma-
: . c?
terials coneguts. Per exemple, per al buit trobareu que ¢ = 8,854 - 10—12_2,
Nm

que és precisament el valor ¢y que us hem introduit a (34).

Per qliestions practiques, sovint se sol expressar la permitivitat del material en
termes relatius respecte a la permitivitat del buit (34). Per exemple, l'aigua a
20 °C es diu que presenta una permitivitat 80 vegades més gran que el buit. En
aquest cas, parlarem de permitivitat relativa (g,). La relaci6é entre totes dues

ve donada per l'expressio segiient:

€= €& (36)

i. h. L.

Sovint es fan servir les inicials
i. h. |. per indicar els medis ma-
terials que sén isotrops, homo-
genis i lineals o que s’hi
aproximen.

€r &,€0
es llegeixen “epsilon”, “epsilon sub
erra” i “epsilon sub zero”,

respectivament.
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La permitivitat relativa (g,;) també s’anomena sovint constant dieléctrica i és

la caracteristica que es dona de forma més habitual.

La permitivitat electrica, tant si és absoluta (¢) com relativa (g,), és una propi-
etat dels medis materials que mesura com responen davant la presencia d'un
camp electric. Podem fer servir aquest parametre en totes les equacions que
fins ara estaven definides per al buit per a aplicar-les a un medi qualsevol, sim-
plement substituint el valor de la permitivitat del buit (gq) pel valor correspo-
nent al medi en qiiestio (g).

Exemple de camp de desplacament

El modul del camp electrostatic creat per una distribuci6 esférica de carrega Q ubicada en
el punt (0, 0, 0) sobre un punt exterior és:

E(7) =ﬁ% (37)

one és la permitivitat del medi i r és el modul del vector de posicio6 r, és a dir, la distincia
respecte al punt (0, 0, 0).

Sabent aix0, determineu el camp electrostatic que generaria una esfera carregada amb
Q=2 pC sobre el punt (1, 1, 1) en els casos segiients:

a) el medi exterior és el buit
b) el medi exterior és 'aire (g, = 1,0006)
c) el medi exterior és 1'aigua (g, = 80)

Solucié

Primer de tot, calcularem el valor d’r:

r=+1%+1%+1% :ﬁm

Ara ja podem calcular el camp per al primer cas, el del buit (g, = £g):

_ 1 2:10°
4m-8,85-107%  f3°

E(r)

=5.992,5 % (38)

Per a la resta de casos, podem fer servir ’equacio (36), segons la qual la permitivitat € d'un
material és la seva permitivitat relativa ¢, multiplicada per la del buit ¢. Per tant, per al
cas de l'aire, tindrem ¢ = 1,0006¢ i:

_ 1 2:10°°
4m-1,0006-8,85-10""% /3°

E(F) =5.988,9N/.

Podem comprovar que la diferéncia respecte el buit és infima, atés que la permitivitat
eléctrica de l'aire és molt propera a 1.

Per al cas de l'aigua, tenim ¢ = 80¢ i:

E(F)= ! 2:10° =74,9N/
4r-80-8,85-10712 37 c

Podeu comprovar que el camp electric s’ha reduit un factor 80 respecte al que tindriem
en el buit, que és precisament el valor de la permitivitat eléctrica relativa:

5.992,5
74,9

=80

Recordeu

El modul d’un vector,
per exemple, F es pot
representar com |F|
o0 bé comr.
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1.3.2. Materials conductors

Un material conductor és aquell en el qual existeixen algunes particules carrega- Record
ecoraeu

des que queden “lliures” per moure’s a través del material. Els materials conduc-

En un atom podem trobar:

¢ electrons, que tenen carre-

cas els seus electrons, poden “escapar-se” més facilment. En funcié de la facilitat ga negativa,

e protons, que tenen carrega
positiva,

* neutrons, que sén neutres
i, per tant, no tenen efecte
des del punt de vista elec-

tors més habituals son els metalls, ja que les seves particules carregades, en aquest

d’aquests electrons a “alliberar-se”, trobarem materials més i menys conductors.

Quan un material conductor es troba en una regié on hi ha present un camp

electrostatic, aquestes carregues tindran llibertat per moure’s en funcio6 de les trostatic.
caracteristiques del camp. Tanmateix, arribara un moment en que totes les
carregues s’hauran desplacat i no en quedara cap. Quan aixo succeeix es diu Superconductors

que s’ha arribat a 1’estat estacionari i el camp a l'interior del material és zero. .
Els materials anomenats super-

conductors sén aquells que, per
sota d’una certa temperatura,

’ ; q N . actuen com a conductors per-
Per tant, en l'estat estacionari (les carregues ja no es mouen), el camp fectes.

electrostatic a I'interior d’'un conductor és zero.

D’altra banda, si recordeu la relaci6 entre el camp i el potencial (23):

E(F)=-VV(F)

La conseqiiencia és que si el camp és zero, el potencial ha de ser constant.

En l'estat estacionari, el potencial electrostatic a 1'interior d'un conduc-

tor és constant.

Exemple de potencial electrostatic a I'interior d’un conductor
Demostreu que el potencial electrostatic a l'interior d’'un conductor és constant.
Solucié

Com ja hem dit, el camp electrostatic a I'interior d'un conductor sempre és zero:

E=0 (39)

D’altra banda, recordem que el camp E correspon al gradient del potencial vV , tal com
hem vist a ’equaci6 (23):

E(F)=-VV(F) (40)

VV(F)=0 (41)
Segons la definici6é de gradient (22), aixo vol dir que:

AV _ gV _, v _

A, Yy T T ;7_0
ox oy 0z



CC-BY-SA « PID_00159124 31

Lleis de Maxwell

Per tant, per les propietats de les derivades, el potencial haura de ser constant respecte a
totes les variables:

V(x,y,z) = constant

1.4. Que hem apres?

En aquest primer apartat hem fet un repas dels conceptes clau de l’electrostatica.
Hem incidit en I'estudi de les linies de camp electric i en el seu significat, i hem
determinat un métode de quantificacié d’aquestes linies mitjancant el concepte
de flux de camp electric. En relaci6 al flux, hem enunciat el teorema de Gauss apli-
cat al camp eléctric i hem arribat a la conclusié que les linies de camp només po-
den comencar o acabar alla on es troben les carregues electriques.

També hem parlat de I’energia associada al camp electrostatic i ho hem fet
mitjancant el concepte de potencial electrostatic. Per tal de relacionar el po-
tencial amb el camp us hem introduit un operador matematic, I’operador na-

bla, i una eina matematica, el gradient d'una funcio.

Per acabar, hem estudiat qué succeeix quan un camp electric es troba en una
regi6 on hi ha un medi material i hem vist que la preséncia del medi modifica
el camp electric “efectiu” en el seu interior. En el cas d'un medi dielectric, apa-
reix una polaritzaci6 que es manifesta com un camp eléctric que s’oposa al
camp extern i, per tant, en redueix l'efectivitat. Per a determinar aquesta efec-
tivitat hem introduit el concepte de permitivitat electrica dels medis. En el cas
d'un medi conductor, el camp eléctric en el seu interior és sempre zero en con-

dicions estacionaries.

Recordeu

Si fx) = constant, aleshores:

9 g
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2. Repas d’electromagnetisme: magnetostatica
i induccio

A T'apartat de repas de 1’electrostatica hem vist les caracteristiques i propietats
dels camps electrostatics, és a dir, els efectes i interaccions de les carregues eléc-
triques en condicions estatiques (quan no es mouen). En aquest apartat expli-
carem els fenomens que s’observen quan les carregues deixen d’estar en repos i
es troben en moviment. Introduirem el concepte de camp magnetic i veurem la
seva relacio amb els camp electrics variables. Més endavant, en els Gltims apar-
tats, anirem un pas més enlla i estudiarem els fenomens que es produeixen quan

el camp magnetic també és variable.

Abans, pero, definirem un concepte clau que ens servira per a la resta de 1’apar-

tat: el concepte de corrent electric.

2.1. Corrent eléctric

Quan volem estudiar el moviment d’una sola carrega, podem tractar-la de for-
ma individual sense gaire dificultat. Coneixer el valor de la seva carrega, la
seva velocitat i la seva trajectoria és suficient per a determinar-ne els efectes.

El mateix succeeix per a un nombre petit de carregues puntuals.

No obstant aix0, en la majoria de casos del mon quotidia les carregues ni van
soles ni es poden tractar com a elements individuals, sin6 que formen part
d’'un “flux” que es pot aproximar a continu. Es diu que s’esta produint un cor-

rent eléctric.

Podeu fer una analogia amb una aixeta. Si obrim molt poc el pas de l'aixeta,
és possible que comencin a caure gotes individuals de forma molt lenta, de tal
manera que ens sera possible comptar de forma individual el nombre de gotes
que cauen. Si obrim l'aixeta una mica més, les gotes aniran caient més rapid.
Segur que ens sera molt més dificil comptar-les, pero aixi i tot, encara seriem
capacos de fer-ho si les observéssim amb la concentracio6 suficient. Si seguim
obrint l'aixeta encara més, pero, arribara un moment en queé ens sera impos-
sible distingir les gotes individuals. Haurem de passar de comptar el nombre
de gotes a comptar el volum de l'aigua. Tot i que en realitat les gotes continu-
en sent elements individuals, a efectes de calcul ens hem vist obligats a tractar

I'aigua com un flux continu.

Amb el corrent electric passa el mateix. Alld que en forma individual era sufi-
cient per a determinar els efectes d'una carrega eléctrica individual o d’un grup

reduit, el valor de la carrega i la velocitat, és inviable (per no dir impossible)
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de calcular si el flux és continu. Per a aquests casos, es defineix una magnitud

molt més interessant: la intensitat de corrent.

2.1.1. Intensitat de corrent

La mesura quantitativa de la quantitat de carrega que es desplaca i de la seva
velocitat es fa mitjancant el concepte d'intensitat de corrent. Observeu pri-

mer la figura 14.

Figura 14
Figura 14

La figura mostra el pas concep-
tual entre el tractament indivi-
dual de les carregues en
moviment i el tractament
col-lectiu com a flux continu.

A l'exemple, una serie de carregues es desplaca amb una velocitat marcada pel
vector v, i una part d’elles travessara la superficie S. Si suposeu que totes les car-
regues son d’igual valor, es mouen amb la mateixa velocitat i, a més, aquesta és
constant, podeu deduir que la quantitat de carrega que hi ha dins del volum in-
dicat correspon a la que ha travessat la superficie S durant un temps determinat

At. A aquest nombre de carregues se I'anomena intensitat de corrent.

qiQ

La intensitat de corrent eléctric (I) és la quantitat de carrega elec-
En general, farem servir q per a

trica que travessa una superficie determinada (AQ) durant una unitat indicar el valor de carregues in-
de temps (AD): dividuals i Q per al valor total
. provocat per la suma d'una
quantitat indefinida de carre-
ues.
=4Q (42) 9
At
o en forma diferencial:
_ ﬂ (43) L'ampere
ok Tot i que en els inicis es va de-
finir 'ampere (A) com una uni-
La unitat de mesura de la intensitat en el SI és 'ampere, que es simbo- tat derivada (1 C/s), en
. L. I'actualitat, 'ampere és una
litza amb A. Un ampere és igual a un coulomb per segon (1 A =1 C/s) unitat fonamental del SI, i la
resta d’unitats es defineix a
partir d’ell:
Pero, quina és la relaci6 entre aquesta nova magnitud i les magnituds indivi- 1C=TA-siqv=1 %
N . . . s °s
duals que defineixen una carrega en moviment, és a dir, el valor de la carrega

ila seva velocitat?

Podeu trobar aquesta relacio si us torneu a fixar en la figura 14. Durant un cert
instant de temps Af, les carregues que han travessat la superficie indicada hau-

ran recorregut la distancia Al =|v|At . Si analitzeu detingudament la figura, féu
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un balang de la carrega que hi ha dins del volum indicat i suposeu que aquest
és infinitament petit, arribareu a la conclusi6 segiient:

Idl = vdt = vdg (44)
on hem fet servir ’equaci6 (43).

La intensitat de corrent és una mesura de la magnitud de les carregues que es
desplacen i de la seva velocitat. Tanmateix, el concepte d’intensitat no inclou
cap mena d’'informaci6 sobre com de juntes o separades es troben les carregues
entre si. Per exemple, si tornem al simil de 1’aigua, no és el mateix que un cert
cabal d’aigua circuli per una aixeta que per una col-lector d’aigua que és diver-
ses vegades més ample. Aquest aspecte es pot tractar mitjancant el concepte
de densitat de corrent.

2.1.2. Densitat de corrent

La densitat de corrent () és una magnitud vectorial la direcci6 i sentit de la
qual son els del corrent electric, i el seu modul és la intensitat de corrent divi-

dida per la superficie que travessa:

-5 (45)

A la figura 15 podeu visualitzar un exemple que us ajudara a entendre aquest
concepte. A I'exemple, un mateix corrent eléctric d’'intensitat constant es fa
passar per dos trams amb secci6 diferent. En concret, la secci6 de (b) és quatre
vegades més petita que la de (a). Per tant, tot i ser la intensitat igual en totes
dues, no passa el mateix amb la densitat de corrent, que en el segon tram sera

quatre vegades més gran que en el primer.

Figura 15
a. [=40A b. [=40A
e
S, =4,0cm? $;=1,0cm?

Ara que ja coneixeu el concepte de densitat de corrent, anem a veure com s’ex-
pressa la intensitat de corrent en funcié d’aquesta densitat. Si tenim una su-
perficie S qualsevol, a través de la qual passa una certa densitat de corrent ]

la intensitat de corrent total que travessa la superficie sera:

I= JTdS (46)
S

Recordeu

Espai = velocitat x temps.

Figura 15

Representaci6 grafica del con-
cepte de densitat de corrent.
La intensitat de corrent / és la
mateixa en tot el recorregut,
perd com que la secci6 en el
tram (b) és quatre vegades
més petita que a (a), la densitat
de corrent sera quatre vegades
més gran.
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L'expressio (46) ja té en compte el sentit de tots els corrents que travessen la
superficie S, de manera que la intensitat I representa la intensitat total o neta,
és a dir, el balang entre els corrents que travessen la superficie en un sentit i
en l'altre.

Per tal d’acabar amb els conceptes d’intensitat i densitat de corrent, i abans
d’entrar en materia en 'estudi dels camps que generen els corrents, cal que en-
tengueu un altre concepte clau: I'equaci6é de continuitat.

2.1.3. L’equacié de continuitat

Considereu una superficie tancada qualsevol a la qual entren i surten carregues
electriques a causa de corrents electrics, com ara la figura 14. Suposem que a l'in-
terior d’aquesta superficie hi ha una certa quantitat de carrega. Durant un interval
de temps determinat, el balang entre la carrega que hi entra i la que en surt ha de
ser per forca igual a 'augment de la carrega que hi ha a l'interior:

(Ientrant - sortint)At = AQint (4 7)
A( 21’

et = —21t 48

neta At ( )

on I, correspon a la intensitat total o neta resultant del balang entre el cor-
rent que entra i el que surt. Aquesta intensitat la podem substituir per 1'expres-
si6 equivalent en funcié de la densitat de corrent (46):

T. ‘:AQint 49
!/ ds == (49)

I, si considerem intervals de temps molt petits, es converteix en:

[7-ds _ OQint (50)
3 at

D’altra banda, podem agafar el segon terme de 1’equaci6 anterior i ex-
pressar-lo en funcio6 de la densitat de carrega (p):

. B
J-dS=2pdv (51)
U=zl

Aquesta és I'equacid de continuitat.

Per tal d’entendre el concepte de '’equaci6é de continuitat, podeu fer una ana-
logia entre el corrent eléctric i un diposit d’aigua. La intensitat correspondria
al cabal d’aigua (quantitat d’aigua per unitat de temps) que entra o surt del di-
posit. El balang entre el cabal de 1’aigua que entra i de la que surt sera el ritme

de creixement o decreixement del nivell d’aigua en el diposit.

Recordeu

La densitat de carrega p corres-
pon a la quantitat de carrega
per unitat de volum:

dQ
=——dQ=pdV
pdv—>Qp

| per tant:

Q=[pdv
v

On V correspon al volum
on hi ha p.
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Ja hem explicat el concepte de corrent electric i n’hem definit la intensitat. Si
recordeu, al comencament de 1'apartat hem dit que estudiariem els efectes de
les carregues en moviment. Aixo0 és el que farem a continuacio, i farem servir

precisament el concepte d’'intensitat.

2.2. Camp magnetic induit

Tal com hem vist a I'apartat de repas d’electrostatica, totes les carregues eléctri-
ques creen un camp eléctric que interacciona amb les carregues que es troben dins
de la seva regi6 d'influéncia. Les carregues en moviment i, per tant, també els cor-
rents eléctrics creen un camp. Tanmateix, i ates que les carregues que el generen
ja no es troben en repos, aquest camp no tindra les mateixes caracteristiques que
els camps electrostatics que us hem explicat fins ara. A aquest camp 1'anomena-

rem camp d’induccié magnética i el simbolitzarem amb el simbol B.

El camp generat per carregues en moviment s’anomena camp d’induc-
ci6 magnética o, de forma abreviada, camp magnétic, i es simbolitza
amb el simbol B.

Ala figura 16 podeu veure alguns exemples de camps d’induccié magnética creats
per dos tipus de distribucions de corrents electrics: un fil de corrent rectilini i in-

finit (figura 16a) i una espira (circuit tancat) de corrent circular (figura 16b).

Figura 16

]
v

Camp magnetic g

El camp d’inducci6 magnetica
B se sol anomenar, per abus
del llenguatge, camp magne-
tic a seques.

També és habitual, en ambits
com ara l’electrotécnia, ano-
menar a aquest camp densitat
de flux magnetic.

Figura 16

Exemples de camps d'induccié
magneética creats per:

finit,
b. una espira de corrent circular.
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Podeu observar que, en tots els exemples de la figura, el vector camp d’induc-

ci6 magnetica B és sempre perpendicular a la direcci6 del moviment de les

carregues.

Anteriorment us varem introduir el concepte de linies de camp com una re-
presentacio grafica de les caracteristiques del camp electrostatic en una regio.
Podeu seguir el mateix procediment per al camp d’induccié magnetica si di-

buixeu les linies de camp com a representaci6é d’aquest camp B.

2.2.1. Linies de camp magnétic

Les linies de camp magneétic son una representaci6 grafica i qualitativa de
les caracteristiques del camp d’induccié magneética B en una regié deter-

minada.

La figura 17 mostra tres exemples de distribucions de linies de camp.

Figura 17
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e El primer cas (figura 17a) correspon a una espira circular. Podeu comprovar
que les linies de camp no tenen ni principi ni final (les linies que semblen
acabar fora del dibuix en realitat també son tancades, simplement no ca-
ben en aquest dibuix). L'inica excepci6 aparent és la linia que passa pel
centre de I'espira. En aquest cas el que succeeix és que el seu recorregut és

tan gran que sembla que sigui recta.

e El segon exemple (figura 17b) mostra les linies de camp en un solenoide
recte. Podeu comprovar que les linies de camp a l'interior del solenoide es
troben molt juntes i aix0 indica que la intensitat del camp magneétic és
gran. També podeu observar que son gairebé paral-leles, fet que indica que

el camp és uniforme.

e El tercer exemple (figura 17c) I'hem inclos per a demostrar 1’equivaleén-

cia entre el camp magnetic induit per I'imant i el del solenoide del cas

Vegeu el concepte de linies de camp
com una representacié grafica de les
caracteristiques del camp electrostatic en
una regié al subapartat 1.1.1 d’aquest
modul.

Figura 17

La figura mostra les linies de
camp magnétic induit corres-
ponents a:

a. una espira de corrent,

b. un conjunt d’espires de cor-
rent i

c. un imant permanent.

Recordeu

Un solenoide és una seérie d’es-
pires col-locades una a conti-
nuaci6 de l'altra.
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anterior. Aquest exemple és una de les proves més visibles que 1’electri-

citat i el magnetisme son dues manifestacions de la mateixa interaccio.

Dels exemples anteriors podeu extreure’n una conclusié molt interessant. Ob-
servareu que les linies de camp no tenen ni principi ni final, sin6 que s6n sem-
pre corbes tancades. En altres paraules, no existeixen “carregues magnetiques”

on comencin o acabin les linies.

Com en el cas del camp electric, cal quantificar el nombre de linies de
camp. Ho farem també amb el concepte de flux, ara aplicat al camp mag-
netic. A més, ens permetra veure que, efectivament, no hi ha carregues
magnetiques.

2.2.2. Flux de camp magnetic

La definici6 de flux magnetic és analoga a la definici6 de flux per a qualsevol
camp de forca, inclos el camp electrostatic que hem vist a I'apartat 1. El flux
magnetic és, igual que el flux eléctric, una magnitud escalar, no vectorial.
Conceptualment es pot entendre com el nombre de linies de camp que traves-

sen una superficie.

Es defineix el flux (®p) d’'un camp magnétic B a través d’una superfi-
cie § com la integral, estesa a tota la superficie, de la component per-
pendicular del camp magnetic sobre ella:

®B=IB~dS (52)
S

La unitat de mesura del flux magnetic en el Sistema Internacional
d’Unitats és el weber (Wb)

De la mateixa manera que en el cas del camp electrostatic, també es pot aplicar
el teorema de Gauss per al camp magnetostatic. Veureu que el resultat és molt

interessant.

2.2.3. Llei de Gauss per al camp magnetostatic

La llei de Gauss aplicada al camp magnetostatic presenta un resultat ben curi-
0s. Per a qualsevol superficie tancada, sigui quina sigui la seva forma i mida,
el balang de flux magnetic que la travessa ha de ser sempre zero. La figura 18

us permetra visualitzar aquest concepte.

@ p es llegeix “fi sub be”.

El weber (Wb)

Algunes equivaléncies del we-
ber amb altres combinacions
d’unitats del Sl sén:

TWb=1V.s=1T-m?
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Figura 18

N
k
NS

A l'exemple de la figura es mostren una serie de linies de camp magnetic (re-
cordeu que les linies de camp magneétic sén sempre tancades). El flux a través
de la superficie tancada indicada amb un color més fosc correspon al balang
entre les linies que hi entren i les que en surten. Podeu comprovar que el flux
és zero, ja que el nombre de linies que entren és el mateix que les que surten.

El mateix succeiria per a qualsevol superficie tancada.

La llei de Gauss aplicada al camp magnetostatic ( B ) diu que el balang
de flux de camp magnetic (®g) que travessa una superficie tancada
qualsevol és sempre igual a zero:

p = FB-dS =0 (53)
S

on S és una superficie tancada qualsevol. El simbol f indica integral es-

tesa a tota la superficie tancada. &

Aquest fet s’explica perque, com hem dit a I'apartat anterior, no existeixen
“carregues magnetiques” on puguin comencar o acabar les linies de camp i,
per tant, el nombre de linies que “entren” dins de la superficie ha de ser el ma-
teix que les que en “surten”.

Un cop introduit el concepte de flux magneétic, passem a estudiar un concepte

molt relacionat: la divergeéncia d'un vector o d'un camp vectorial.

2.2.4. Divergencia d’un vector

Anteriorment us varem introduir I’operador nabla ( y ) com un vector les co-
ordenades del qual eren les derivades parcials respecte a cadascuna de les va-

Figura 18

La figura permet visualitzar
que el flux de camp magnetica
través d’una superficie tancada
és sempre zero.

Vegeu |'operador nabla (ﬁ) al
subapartat 1.2.1 d’aquest modul.
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riables i vareu veure que amb ell es podien realitzar tres operacions: gradient
(que ja us varem explicar alla mateix), divergencia i rotacional. Deixarem 1'al-

tima per a més endavant i ens centrarem ara en la divergencia.

La divergencia és el producte escalar de I'operador nabla (y ) per una magni-

tud vectorial. La seva expressié matematica és:

- ou
divii=v.ii = O, My, Oy (54)
ox oy oz

on § és un vector generic qualsevol, de coordenades u,i + uy]—' + 1k

Ates que el producte escalar entre dos vectors és una magnitud escalar, la di-

vergencia també ho sera. Vegem queé representa aquesta magnitud.

Imagineu-vos un cub imaginari infinitament petit ubicat en una regio deter-
minada de I’espai on hi ha definit un camp vectorial, com podria ser per exem-
ple un camp electric o un camp magnetic. Per tal de simplificar, suposarem
que les cares del cub estan encarades en les direccions x, y i z. A la figura 19

podeu visualitzar aquest cub.

Figura 19
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Calcular la divergeéncia en un punt de l'interior del cub vol dir avaluar les
derivades parcials respecte a cadascuna de les direccions de les cares i su-
mar-les. Si tenim que en una certa direcci6 la derivada parcial és positiva,
voldra dir que el camp sera creixent en aquella direcci6. I com que la mag-
nitud d'un camp vectorial es representa mitjancant la densitat de linies de
camp, aixo voldra dir que en un extrem hi haura d’haver més linies de

camp que en l'altre. I aquestes linies de camp de més o de menys, per on

Recordeu

El producte escalar de dos vec-
tors ¢ iv es calcula de la
manera seguent:

UV = Uy +UV), +UV,

Figura 19

La figura permet visualitzar el
concepte de divergéncia d’'un
camp vectorial.
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entren o surten? Doncs, segons el teorema de Gauss tindrem dues possibi-
litats:

¢ Les linies de camp neixen o moren dins el cub, o bé

e les linies de camp entren per alguna de les altres cares del cub.

El primer cas és el que teniem a la llei de Gauss per al camp electrostatic, on
veiem que hi havia les carregues, és a dir, les fonts del camp electrostatic, que
eren els punts on naixien o morien les linies de camp. De fet:

Una divergencia diferent de zero d'un camp indica que hi ha punts on

neixen o moren linies de camp.

Suposem que no és possible el primer cas, és a dir, que dins del cub no existeix
cap font de linies de camp. Si es tracta d'un camp magnetostatic, aquesta su-
posicio sempre és certa, segons la llei de Gauss per al camp magnetostatic (53).
Si es tracta d’'un camp electrostatic, aixo es tradueix en que hem de suposar
que no hi ha cap carrega electrica a l'interior, segons la llei de Gauss per al
camp electrostatic (8). Aixo implica que hem d’optar per la segona possibilitat,
és a dir, que les linies de camp que entren per una direccié han de sortir per
I'altra. En altres paraules, les derivades parcials en les respectives direccions
s’han de cancel-lar entre si i la divergeéncia ha de ser zero.

Ates que en el camp magnetostatic aquesta suposicio és sempre certa, tindrem

que la seva divergencia és sempre zero.

La divergencia d'un camp magnetostatic és sempre zero:

divB=V-B=0 (55)

Meés endavant veurem que la conclusié que es pot extreure de I'equaci6 (55) és
una manera alternativa d’enunciar la llei de Gauss per al camp magnetostatic
(53). Aquesta llei és molt interessant des del punt de vista de les conseqiiéncies
que comporta: la inexisteéncia de “carregues magnétiques”. Tanmateix, la llei de
Gauss per al camp magnetostatic no té la mateixa utilitat que la seva aplicacio al
cas del camp electrostatic, ja que no inclou la relaci6 entre el camp magnetic i les
seves causes (recordeu que la llei de Gauss per al camp electrostatic si que ho fa:
relaciona el camp electrostatic en una regié amb les carregues que el generen).
Aquesta relaci6 la trobarem amb una nova llei que introduirem tot seguit: la llei
d’Ampére-Maxwell.

Vegeu la llei de Gauss al subapartat 1.1.3
d’aquest modul.
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2.2.5. Llei d’Ampere-Maxwell

Quan us varem introduir la llei de Gauss per al camp electrostatic (8) vareu
veure que el flux de camp que travessa una superficie tancada és determinat
Gnicament per la carrega en el seu interior. La llei d’Ampere, que rep el nom
del seu descobridor, el frances A. M. Ampere, relaciona la circulacié del camp
magnetic al llarg d'un recorregut tancat amb el corrent electric que el travessa.
Perd que és la circulacié d'un camp?

La circulacié del camp magnetic B al voltant d’un recorregut tancat C
qualsevol es defineix com la integral de linia del camp al llarg de tot el re-
corregut:

561?-dl (56)
C

Fixeu-vos que el fet que la integral contingui un producte escalar implica que
el que s’esta realitzant és la suma de les components tangencials del camp en
tots els trams infinitesimals del recorregut. Recordeu que, per al flux de camp,
tot i fer servir també el producte escalar, la component que es tenia en compte
era la perpendicular. El motiu d’aquesta diferéncia és que els vectors de super-
ficie es defineixen sempre perpendiculars a les superficies, mentre que els vec-
tors de linia es defineixen paral-lels a la linia.

La llei d’Ampeére estableix que la circulacié del camp magnétic B al llarg d’'un
recorregut tancat C depen del corrent que travessa la superficie imaginaria §

que dibuixa el circuit. La seva expressié matematica és:

$B-dl =gl (57)
C

on g és la permeabilitat del buit i I és la intensitat de corrent electric que tra-
vessa la superficie. dI és el cami recorregut

A la figura 20 podeu visualitzar en un exemple els elements que hem fet servir
a 'expressio (57). C és el recorregut tancat i S és la superficie que determina
aquest recorregut. La intensitat de corrent eléctric (I) és la intensitat “neta”, és
a dir, el balang entre les intensitats dels corrents que travessen la superficie en
un sentit i les dels que ho fan en I'altre. Aixi, per exemple, si tenim dos cor-
rents electrics amb la mateixa intensitat pero amb sentits oposats, el que tin-
drem és que la circulaci6 del camp magneétic per un circuit tancat que envolti
tots dos corrents sera igual a zero.

André-Marie Ampere

Fisic i matematic (20 de gener
de 1775 - 10 de juny de 1836)
que esta considerat com el
pare de I'electrodinamica (l’es-
tudi de camps electrics i mag-
nétics variables).

Circulacié d'un camp

La circulaci6é d’un camp vecto-
rial ¢ al voltant d’un recorre-
gut tancat C qualsevol es
defineix com la integral de linia
del camp al llarg de tot el re-
corregut:

i -dl
c

Conceptualment, es pot en-
tendre com la suma de les
components tangencials del
camp en tots els trams infinite-
simals del recorregut.
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Figura 20

Podeu veure que la llei d’Ampeére expressa la relacié entre el camp magnetic i
una de les seves causes: els corrents eléctrics. Tanmateix, a diferencia de les
lleis de Gauss que ja hem vist, i que es compleixen sempre, la llei d’Ampére,
tal com esta enunciada a (57), presenta algunes limitacions i no sempre es pot
aplicar de forma correcta.

Observeu la figura 21, per exemple. En el dibuix apareixen dues superficies, Sy
i §,, que estan limitades pel mateix recorregut tancat C. El fil de corrent esta
“interromput” per un condensador, de tal manera que una de les seves pla-
ques es troba en una banda d’S, i I’altra placa es troba a I'altra banda.

Segons la llei d’Ampere “original” (57), les intensitats de corrent que travessen to-
tes dues superficies haurien de ser identiques, ja que el recorregut C és el mateix
per a totes dues i, per tant, també ho és la circulaci6 del camp magnétic B. Tan-
mateix, en I'exemple de la figura podeu comprovar que aixo no és aixi. La super-
ficie S; esta travessada per una intensitat I, mentre que la superficie S, no esta
travessada per cap corrent. En altres paraules, la llei d’Ampere porta a una contra-
diccio6.

Figura 21

Figura 20

Visualitzaci6 dels elements que
apareixen en |’enunciat de la
llei d’Ampere (57).

Figura 21

Visualitzacié d’un exemple
d’una configuracié on la llei
d’Ampere (57) no és valida.
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La primera persona que va proposar una “solucié” per a aquest problema va
ser I'escoces J. C. Maxwell. Maxwell va afegir a 1’expressi6 (57) un terme que
depén de la variacio del flux de camp eléctric. Aquest nou terme s’anomena
corrent de desplacament. La nova llei d’Ampére modificada amb la inclusio

d’aquest terme s’anomena, en honor a Maxwell, llei d’Ampere-Maxwell.

La llei d’Ampeére-Maxwell enuncia que la circulacié del camp magne-
tic B al llarg d'un recorregut tancat C depén de la intensitat de corrent
electric i de la variacio del flux electric que travessen la superficie ima-
ginaria S que dibuixa el recorregut. La seva expressié matematica és:

$B-dl =g (1 . dq’E] (58)
. dt

on Ly i g son la permeabilitat i la permitivitat del buit, I és la intensitat
de corrent electric que travessa la superficie, ®g és el flux de camp elec-
trici dI és el cami recorregut.

D’altra banda, es defineix el corrent de desplacament, I, com:

ddg dp= s
Ip=gg—==¢9— | EdS
D =%0 dt e dt S (s8)

on fixeu-vos que és el flux de E a través d’una superficie §

Per tant, també podem escriure la llei d’Ampeére-Maxwell com:

fgdi =},I,0(I+ID)
C
La permeabilitat del buit (up), també anomenada constant magnetica, és

una de les constants fisiques universals. El seu valor és:

N & N

Fixeu-vos que la llei d’Ampere-Maxwell ens esta dient que, a partir d'un flux

de camp electric que varii amb el temps, s’obté un camp magnetic.

Un cop ja coneixem les propietats i caracteristiques del camp magnetic, i de
forma analoga a com hem procedit per al camp electric, passem a estudiar els
efectes que tindra un camp magneétic sobre una carrega situada dins del seu

radi d’acci6. Es a dir, com és la forca magnetica.

2.2.6. Efectes del camp magnetic: forca magneética

Ja hem estudiat la forca electrostatica, és a dir, la forca que experimenten

les carregues electriques quan es troben en un regié on existeix un camp

James Clerk Maxwell

Fisic teoric i matematic escoces
(13 de juny de 1831 - 5 de
novembre de 1879) que esta
considerat com el desenvo
lupador més important de

la teoria conjunta de I’electro-
magnetisme.

D es llegeix “fi sub e”.

Nota

Fixeu-vos que S no és una su-
perficie tancada en el cas de la
llei d’Ampere-Maxwell.

o es llegeix “mu sub-zero”.

Vegeu la forca electrostatica a I'apartat 1
d’aquest modul.
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eléctric. Varem veure que la magnitud d’aquesta forca corresponia a la
magnitud del camp electrostatic multiplicada per la carrega, de tal manera
que el coneixement del camp electrostatic en una regio ens permetia deter-
minar, en tot moment i de forma immediata, la forca electrostatica experi-

mentada per qualsevol carrega.

Amb el camp magnetostatic succeeix un fet similar, perd amb una diferéncia
notable. De la mateixa manera que 1'origen dels camps magnetostatics és el
moviment de les carregues electriques, la forca magnetica només afecta a car-

regues que es trobin en moviment. En altres paraules, una carrega en repos no

experimenta cap forca magneética.

Una altra peculiaritat de la forca magnetica és que la seva direcci6 no és la ma-
teixa que la del camp magnetic. La forga electrostatica es calculava de forma
directa multiplicant el camp electrostatic ( E ) pel valor de la carrega (q). Com
que el valor de la carrega és una magnitud escalar, la direcci6 de la forca era la
mateixa que la del camp. En el cas del camp magnetic, aixd no és aixi. La di-

recci6 de la forca magnetica és perpendicular a la del camp.

La forca magnetica experimentada per una carrega puntual g que es
mou per una regio on existeix un camp magnetic amb velocitat v és:

F=q(vxB) (61)
on B és el valor del camp en el punt on es troba la carrega.

La forca magnetica és una magnitud vectorial i, com a tal, tindra un modul,

una direcci6 i un sentit:
1) Modul
El modul o intensitat de la forca magnetica és:
F=gvBsin a (62)
on a és l'angle que formen la velocitat de la carrega i el camp magneétic.
De l'expressi6 anterior podem deduir algunes propietats:
e Una carrega en repos (v = 0) no es veura afectada pel camp magnetic.

e Una carrega que es desplaci de forma paral-lela a la direccié del camp mag-

netic (o = 0) no es veura afectada, ja que sin 0= 0.

Recordeu

La forca electrostatica experi-
mentada per un carrega és el
producte del camp electrosta-
tic pel valor de la carrega:

I-::qE

Vegeu el calcul de la forca electrostatica
al subapartat 1.1.4 d’aquest modul.

Producte vectorial

El producte vectorial de dos
vectors és un tercer vectoramb
direccié perpendicular als dos
primers. Es calcula de la mane-
ra seglient:

i j ok
dxb =la, a, a,|=
by b, b,

= (aybz - azby)lT +(aby—ab,)j +

(axby - abe)E

Modul del producte
vectorial

El modul del producte vectorial
de dos vectors es pot calcular
de formaindependent si conei-
xem l'angle que formen els dos
vectors:

Ja 5] = ] sine
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e El modul de la forga sera més gran com més gran sigui 1’angle entre les di-
reccions del camp magnetic i del moviment de la carrega. El valor maxim
el trobarem quan la carrega es desplaci de forma perpendicular (o = 90°)

al camp magnetic.

e El modul de la forca sera proporcional a la seva carrega, a la seva velocitat

i a la intensitat del camp magnetic.
2) Direcci6

Ates que a I’expressio (61) apareix el producte vectorial ¥ x B, la direccio de la
forca (F) sempre és perpendicular tant a la velocitat (7 ) de la carrega com a

la direccié del camp magnétic (B).
3) Sentit

Com en el cas de la forca electrostatica, el sentit del vector de la forca magne-
tica ve marcat pel signe de la carrega. La determinaci6 del sentit, pero, no és
tan immediata com en el cas del camp eléctric, a causa de la preséncia del pro-

ducte vectorial.

Ala figura 22 podeu veure una regla mnemotecnica molt habitual per a aquest
proposit. Si es col-loca la ma dreta en la posici6 de la figura, amb el dit index
assenyalant la direccio6 i el sentit del primer vector i el dit mitja la del segon
vector, el polze assenyalara la direccio i el sentit del vector resultant del pro-

ducte vectorial.

Figura 22

Figura 22

T e Aplicacié de la regla mnemo-
técnica de la ma dreta per ala
determinacié del sentit d'un
a _ vector resultant d’un producte
-~ vectorial.

f\ Podeu trobar un video explica-
b \ 2\ 4 tiu d’aquesta regla a:

e / http://www.youtube.com/
watch?v=4AaSbMO0okqM

La regla de la ma dreta indica el sentit del producte vectorial ¥ x B, pero cal

tenir en compte també el signe de la carrega:

e Sila carrega és positiva, el sentit de la forca magnetica sera el que indiqui

el resultat del producte vectorial ¥ x B .

e Sila carrega és negativa, el sentit sera 'oposat.

Vegeu el calcul de la forca electrostatica
al subapartat 1.1.4 d’aquest modul.

. <. . N 3 Vegeu la relacié entre intensitat i
Per a determinar la forca magnetica experimentada per un corrent electric, ot cubapartat 211 daquest

modul.

haurem de procedir de forma analoga a com ho hem fet per a calcular la forca
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electrostatica, és a dir, integrar per a totes les carregues que circulen. Per a

aconseguir-ho, farem servir la relacio (44) :

1dl = vdq (63)

La forca magnética F experimentada per un corrent eléctric circulant

per un circuit tancat C amb una intensitat de corrent I és:
F = 1(dl x B) (64)

on B és el valor del camp en el punt on es troba cadascun dels diferen-
cials de circuit dJ .

Ara que ja coneixeu el concepte de camp magnetostatic, les seves propietats i
els seus efectes sobre altres carregues (la forca magnetica), procedirem de for-
ma analoga a com hem fet anteriorment i estudiarem el potencial magnetic i

I’energia magnetica.

2.3. Potencial vectorial magnetic

Anteriorment, en parlar del camp electrostatic, vam introduir el concepte de
potencial electrostatic com una mesura de I'energia “emmagatzemada” per les
carregues electriques pel simple fet de trobar-se en una posicié determinada
(recordeu que vam fer I’analogia amb el potencial gravitatori i 1’altura a que es
troben els cossos). En el camp magnetostatic podem introduir un concepte si-

milar, pero amb algunes petites diferéncies.

Per comencar, recordeu que la forca magnética sempre és perpendicular al
camp magnetic i les linies de camp magnétic no indiquen la direcci6 del gra-
dient de potencial, sin6 la seva perpendicular. A més, recordeu que les linies
de camp sén corbes tancades sense principi ni final. Per tant, el camp magne-

tic no es pot expressar com el gradient d'un potencial escalar.

Tanmateix, existeix un concepte similar que si que podreu fer servir per a
aquest proposit. Es tracta del potencial vectorial magneétic, que simbolitzem
amb A .

Abans, pero, haurem d’introduir una tGltima eina matematica relacionada
amb l'operador nabla ({7 ) i que ja us varem mencionar anteriorment: el ro-

tacional.

Vegeu el potencial electrostatic al
subapartat 1.2 d’aquest modul.

Vegeu la direcci6 de la forca magneética
en relacié al camp magnetic al
subapartat 2.2.6 d’aquest modul.

Vegeu I'operador nabla (V) al
subapartat 1.2.1 d’aquest modul.
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2.3.1. Rotacional d’un vector

El rotacional d'un vector es defineix com el producte vectorial de I'operador

nabla (¥ ) per una magnitud vectorial. La seva expressié6 matematica és:

duly ;+[%_%];+
oz ox

Ates que el producte vectorial entre dos vectors és una magnitud vectorial, el

al/ly _%

a4 k 65
ox oy (65)

rotacional també ho sera. Vegem qué representa aquesta magnitud.

El rotacional d'un camp vectorial expressa la seva tendencia a la rotaci6 res-
pecte a un eix determinat. Si un camp presenta, en una regié determinada, un
rotacional amb una magnitud gran, aixo implica que en aquella regié predo-
minen les components tangencials respecte a un cert punt o eix. Per contra, si
un camp presenta un rotacional igual a zero, vol dir que aquell camp només

presenta components radials.

Per exemple, si us imagineu una banyera plena d’aigua després de treure-li
el tap, veureu que la tendéncia de 1’aigua és a girar o rotar al voltant d'un
eix que passa per la vertical del tap, és a dir, es crea un vortex. Si podeu con-
siderar la velocitat de ’aigua com un camp vectorial (la velocitat és una
magnitud vectorial, ja que té modul i direccio!), veureu que hi predomina-
ran les components tangencials. Per tant, es tractara d'un camp amb un ro-

tacional alt.

En canvi, si us imagineu la mateixa aigua pero fluint pel canal de desguas, veu-
reu que el moviment de l'aigua és practicament rectilini. Es tractara, doncs,

d'un camp amb rotacional zero.
Tornant als camps electric i magnetic, podeu comprovar que:

¢ el camp electrostatic presenta sempre, suposant que no hi ha cap altra
interaccié que el modifica, un rotacional igual a zero. Aixo és perque es
tracta d’un camp vectorial amb direcci6 radial i no tangencial respecte

a la carrega que el crea.

e per contra, el camp magnétic presenta en general un rotacional diferent
de zero, ja que la seva tendeéncia és a tenir components tangencials (repas-

seu els exemples de la figura 16).

Ja us hem introduit el concepte de rotacional. Tot seguit I'aplicarem al cas que

ens interessa: el potencial vectorial magneétic.

Producte vectorial

El producte vectorial de dos vec-
tors és un tercer vector amb di-
reccié perpendicular als dos
primers. Es calcula de la manera
seguent:

Pk
dxb=la, ay, Gp|=
b, b, b,

= (aybz *azby)’TJr(asz —ayb,)j +

+(abe - aybx)E

Rotacional zero

T T

i

En realitat el camp electrostatic
no presenta sempre rotacional
zero, ja que els camps magne-
tics externs poden induir un
camp eléctric si no sén estacio-
naris. Pero aixo ho veurem més
endavant...

Vegeu la direcci6 del camp electrostatic
al subapartat 1.1.1 i la direccié del camp
magneétic al subapartat 2.2 d’aquest
modul.
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2.3.2. El camp magnétic com a rotacional del potencial vectorial

magnetic

Si recordeu, us varem introduir el concepte de potencial escalar com una fun-
cio el gradient de la qual era el camp electrostatic i vam veure que aquesta fun-

ci6 expressava l'energia per unitat de carrega del camp.

Per al camp magnetic podem fer quelcom similar perd hem de fer servir un po-
tencial vectorial i hem d’operar amb el rotacional en comptes del gradient (re-
cordeu que, degut a la seva naturalesa, no és possible expressar el camp

magnetostatic com a gradient de cap funcio escalar).

Definim el potencial vectorial magneétic com un vector A el rotacio-

nal del qual és el camp magnétic B

B=VxA (66)

La unitat de mesura del potencial vectorial magnétic A en el Sistema
Internacional és el volt-segon per metre (Vs/m)

El potencial vectorial magneétic €s una magnitud vectorial i la seva direccio

sempre és perpendicular al camp magneétic.

Aixi doncs, ja hem vist, d’'una banda, els efectes de les carregues electriques
en repos i, de l'altra, els dels corrents eléctrics en estat estacionari (intensi-
tat constant). Ens queda fer un pas més enlla. Hem d’estudiar qué succeeix
quan treballem amb corrents eléctrics variables. La primera conclusi6é que
podem extreure és que el camp magnetic que generen, segons les expressi-
ons vistes fins ara, també haura de ser variable. Pero, qué passa quan un
camp magnetic no és estacionari? Aqui és on entra en joc la llei d’inducci6

de Faraday.

2.4. Llei d’inducci6 de Faraday

Segurament haureu observat alguna vegada que quan enceneu o apagueu un
aparell eléctric o electronic es produeixen petites “interferéencies” sobre altres
dispositius del voltant. En una primera deliberacié podrieu concloure que el
procés d’encesa o apagada implica un canvi brusc en el valor del flux de camp
electric i, segons la llei d’Ampere-Maxwell (58), es genera un camp magnetic
(B). Tanmateix, aquest camp magneétic creat continua sense explicar, segons
el que us hem explicat fins ara, els fenomens produits sobre els altres aparells
electrics o electronics. Aixo és perque fins ara no hem tractat els fenomens que

es produeixen en preséncia de camps magnetics variables.

Vegeu el potencial escalar al subapartat
1.2.1 d’aquest modul.
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dges llegeix “fi sub be”.
La llei d’inducci6 de Faraday-Lenz diu que en un circuit tancat qual- 4o : : :

L . . . B es llegeix “derivada de fi
sevol es genera una forca electromotriu induida o fem induida dt

sub be respecte a te”.

( ferm;,g) proporcional al ritme de variacio (és a dir, a la derivada respec-

te al temps) del flux magnétic (®p) que travessa la superficie imaginaria
delimitada pel circuit

ddp
Mg = ——2 (67)
f ind dt

Ja sabem que és el flux de camp magnetic, perd que és la forca electromotriu
Michael Faraday

(fem;,,;) induida? Ho veurem a continuacio.

Fisic i quimic angles (22 de
setembre de 1791 — 25 d’agost

Quan s'ubica un cable en una regi6é on hi ha un camp magnétic variable, els de 1867) que contribui de
forma significativa en camps
electrons noten una forca que els obliga a desplacar-se al llarg del cable. Ja va- com ara |'electromagnetisme
. .. . i I'electroquimica. Faraday va

reu veure que el fet que aparegui una forca electrostatica que faci desplacar descobrir, entre d'altres, la

induccié magneética,
el diamagnetisme i les lleis
entre aquests punts. de I'electrolisi.

una carrega entre dos punts implica que existeix una diferéncia de potencial

Vegeu el flux de camp magneétic al
o g .. q .. " . subapartat 2.2.2 i la diferéncia de
La forca electromotriu induida o fem induida ( fem;,;0AV ) €s la di- potencial al subapartat 1.2.1 d’aquest

modul.

feréncia de potencial electric o voltatge que s’indueix en un circuit, com
a consequiencia d'una variaci6 del flux magnétic que el travessa.

Ja sabem que és la fem induida i quina quantitat se'n genera perd no sabem en
quin sentit ho fa i, per tant, no podem saber en quin sentit circulara el corrent
electric resultant al llarg del circuit. Aquest sentit depen de dos factors:

e El sentit en que el flux travessa la superficie.

e Si el flux augmenta o disminueix.

La resposta a aquesta qiiestio la trobem mitjancant la llei de Lenz.
Heinrich Lenz

Fisic rus d’origen alemany

i estonia (12 de febrer

de 1804 -10 de febrer de
cuit tancat a causa d’una fem induida és tal que el camp magnétic que 1865) fou un que va treballar
en diversos ambits de la fisica.

Entre d'altres coses va postular la

La llei de Lenz postula que el sentit del corrent que circula per un cir-

es produeix genera un flux que intenta compensar la variacio de flux

que ha generat la fem induida. Aquest és el motiu pel qual apareix un llei de Lenz (1834), que estem
estudiant aqui, pero també esta
signe negatiu (-) a l'equacio6 (67) . considerat el codescobridor,

juntament amb el mateix Joule,
_ . . " . de I'efecte Joule (potencia calori-
Aixi, doncs, si el flux augmenta, el corrent induit generara un camp fica despresa en una resisténcia

electrica).

oposat a l'original per compensar I'augment. Per contra, si el flux dis-

minueix, el corrent induit generara un camp en la direcci6 de I’original
per compensar la disminucio.
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Exemple de la llei d’induccié de Faraday

El camp magnétic en una certa regi6 de l’espai és:
B=0,8-cos2tk (T) (68)

En aquesta mateixa regi6 hi ha una espira de corrent quadrada de 2 cm de costat. Deter-
mineu la diferéncia de potencial que apareix a 1’espira en els casos segiients:

a) 'espira és paral-lela al pla xy
b) l'espira és paral-lela al pla xz

Solucié

La llei d’inducci6é de Faraday enuncia que en un circuit tancat qualsevol es genera una
forca electromotriu induida o fem (AV) proporcional al ritme de variaci6 (és a dir, a la
derivada respecte el temps) del flux magnétic (®pg) que travessa la superficie imaginaria
delimitada pel circuit:

do
AV = femy,; = —d—tB (69)

a) Ates que l'espira és paral-lela al pla xy (vegeu la figura 23), el camp magnétic B sempre
travessara 'espira de forma perpendicular. Per tant, el flux de camp magneétic a través de
’espira és:

®p=B-S - cos 0=0,8cos2t - 0,022 1=3,2- 10 %cos 2t (70)

Per tal de determinar la diferéncia de potencial, hem de derivar respecte al temps el flux
que acabem de calcular:

45 __5.32.10*sin2t (71)
at
ferm;yg = _% = 6,4 - 107%sin 2tV (71b)

b) Ates que ara l'espira és paral-lela al pla xz (vegeu la figura 24), el camp magnetic B
no la travessara mai, és a dir, el flux a través de la superficie sera sempre zero. Per tant,
la diferéncia de potencial és:

AV = fem;,;=0 (72)

El descobriment de la llei de Faraday va suposar una nova fita dins de la uni-
ficaci6 de l'electricitat i el magnetisme com una Gnica interaccié. La seva im-
portancia rau en que converteix en bidireccional una relacié6 que fins ara
s’havia vist com de sentit Gnic. Si la llei d’Ampere-Maxwell (58) estudiava la
generacié de camps magnetics a partir d'uns camps electrics variables, ara ens
trobem amb el cami invers: la demostracié que un camp magneétic variable

també crea un camp eléctric.

Aixi doncs, ja tenim el cercle tancat. Els camps electrics variables generen
camps magnetics, i els camps magneétics variables generen camps electrics.
Fins aqui us hem introduit tots els conceptes necessaris relacionats amb
aquests fenomens aplicats al cas en que a la regi6 afectada hi ha el buit.

Figura 23

Figura 23

La imatge mostra I'espira que
es detalla a I'exemple en I'apar-
tat (a).

Figura 24

Figura 24

La imatge mostra I'espira que
es detalla a I'exemple en I'apar-
tat (b).

Vegeu la llei d’Ampere-Maxwell al
subapartat 2.2.5 d’aquest modul.

Vegeu el cas dels camps electrics a
l'apartat 1 d’aquest modul.
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Pero, tal com ja us hem explicat tamb¢ per al cas dels camps electrics, en el
moén real la majoria dels camps magneétics es troben en medis materials
amb caracteristiques molt diverses. Fins i tot I’aire presenta una certa des-
viacio, tot i que lleugera, respecte a aquest comportament magnetic “ideal”
corresponent al buit. En el punt segiient estudiarem com és aquest compor-

tament.

2.5. Magnetisme en presencia de medis materials

Per tal de determinar com es comporten els materials en presencia d’'un camp
magnetic, en primer lloc heu de recordar que, tal com ja heu vist, els camps
magnetics nomeés afecten a les carregues que estan en moviment, no en repos.
Un exemple d’aquestes carregues son els electrons que es troben en tots els

atoms de tots els materials.

Els electrons son carregues electriques i, a més, es troben continuament girant
al voltant dels nuclis dels atoms. Per tant, es poden considerar carregues en
moviment i es veuran afectats pels camps magnetics. Tot seguit estudiarem
com son els efectes dels camps magneétics sobre els electrons dels atoms i, en

conseqiiéncia, com sera el comportament magnéetic dels materials.

2.5.1. Magnetitzacio

Podeu imaginar-vos cada electr6 que gira al voltant del nucli de I'atom com
una miniespira de corrent i que, per tant, generara un petit camp magnetic en
una certa direcci6, que anomenem moment dipolar magnetic electronic (fi-
gura 25a). Si sumem els petits camps magnetics generats per cada electr6 d'un
atom, el que tindrem és que cada atom presentara un petit camp magnetic
permanent, que anomenem moment dipolar magnetic atomic. A la figura 25b
podeu veure una representacio dels atoms d'un material com a imants dimi-

nuts amb moments magneétics permanents.

Figura 25

Ara bé, en la majoria de materials trobem que:

e Els electrons d'un atom estan distribuits per parelles, de tal manera que el

moment dipolar magneétic creat per un electr6 en general es cancel-la amb

Electrons en un atom =
carregues en moviment

Els electrons en un atom sén
carregues en moviment i, per
tant, es veuen afectats pels
camps magnetics.

Vegeu els efectes de la forca magnetica
al subapartat 2.2.6 d’aquest modul.

Moviment dels electrons

En realitat els electrons no giren
fisicament al voltant dels nuclis
siné que el seu comportament
és forca més complex i respon a
les lleis de la mecanica quantica.
Tanmateix, per als objectius
d’aquest modul, podem consi-
derar com si ho fessin.

Figura 25

Representaci6 esquematica de:
a. moment dipolar magnétic
generat per un electrd.

b. moments dipolars atdomics
que es cancel-len entre si.
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el d'un altre que crea un moment en direccié oposada. Si tots els electrons
estan aparellats, els atoms no tindran moment magnétic permanent.

e Tot i que hi hagués algun electr6 desaparellat, el nombre d’atoms en un
material és molt gran i, a més, aquests es troben distribuits de manera to-
talment aleatoria. Aix0 vol dir que per a cada atom que generi un moment
dipolar magneétic en una direccié i sentit, sempre n'hi haura algun altre que
en generi un d’igual pero en sentit contrari. A la figura 25b podeu compro-
var, de forma molt basica i esquematica, que els moments dipolars magne-
tics dels atoms es cancel-len entre si de forma gairebé total.

Com a conclusio, els dos punts anteriors impliquen que, en abséncia de camps
magneétics externs, la major part dels materials presenten un moment dipolar

magnetic zero.

Perd de la mateixa manera que quan un material és sotmes a un camp eléctric
les carregues dels seus atoms es redistribueixen i donen lloc a una polaritzacio,
quan el material és sotmés a un camp magnetic succeeix un fenomen similar

pero amb les seves carregues en moviment: els electrons dels atoms.

Imagineu-vos que un cert medi material es troba en una regi6 on existeix un
camp magnétic extern, que anomenarem B, . Aquest camp afecta els electrons
de tal manera que en modifica el moviment inicial. I aquesta variacio en el
moviment dels electrons afectats fa que el moment dipolar magnetic total del
material ja no sigui zero. Quan succeeix aixo, diem que el material s’ha mag-

netitzat, i la quantificacié d’aquest efecte s'anomena magnetitzacio (M ).

La magnetitzaci6 (M ) en un material és una mesura de la direccio i la
intensitat, per unitat de volum, dels moments dipolars magnetics de les
particules carregades dels seus atoms. Aquesta magnetitzacio pot ser na-
tural (com en els imants permanents) o bé apareixer com a resposta a

un camp magneétic extern.

La unitat de mesura de la magnetitzacio (M) en el Sistema Internacio-
nal és 'ampere per metre (A/m).

La magnetitzacio ( M ) té el mateix paper per al camp magneétic que la polaritzacio
electrica ( p ) per al camp electric. En altres paraules, genera un camp magnetic ad-
dicional que s'ha de sumar o restar, segons el cas, al camp magnetic extern, és a
dir, al camp magnetic que ha causat la magnetitzacio. Podem realitzar, per tant,
un procés semblant al que haviem fet per a obtenir el desplacament eléctric.

2

Aixo vol dir que el camp magnetic “real” o “efectiu” és el resultat de dues con-
tribucions: el camp magnétic extern ( B, ) iel camp causat per la magnetitzacio

(H()M):

B = BO + uOM (73)

Vegeu la polaritzacié al subapartat 1.3
d’aquest modul.

Vegeu |'obtencié del desplacament
electric al subapartat 1.3.1 d’aquest
modul.
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Podem reescriure I’equacio (73) de la forma segiient:

B =uoH +poM (74)

El nou terme que hem introduit ( H ) s’anomena intensitat de camp mag-

Noms alternatius per a

netic.
El camp H es coneix amb
noms molt diversos: intensitat
) ) o . . .. - de camp magnétic o camp mag-
En un medi material, es defineix la intensitat de camp magnétic (H ) nétic auxiliar.
e En alguns ambits, al camp H

també se I'lanomena camp
magnétic a seques, perd quan
es fa servir aquesta denomina-

- By ci6 cal anar amb compte i dife-
H==0 (75) renciar-lo del camp B, que en
120) aquest text 'anomenem tam-

bé d’aquesta manera. Aquest
Gltim en realitat és el camp
magneétic induit o camp d’induc-

on B, eés el camp magnetic extern i po €s la permeabilitat del buit. ci6 magnética,

La unitat de mesura de la intensitat de camp magnétic ( H ) en el Siste-

ma Internacional és 'ampere per metre (A/m).

La magnetitzaci6 M i la intensitat de camp magnétic H no s6n magnituds

Vegeu la relaci6 entre la polaritzacio i el
. .z . . . camp electrostatic al subapartat 1.3
independents siné tot el contrari. Si recordeu, ens vam trobar amb el mateix daquest modul.

cas quan estudiavem la relaci6é entre la polaritzacio i el camp electrostatic i
aleshores varem definir la permitivitat eléctrica dels materials com una mesura
de la seva polaritzaci6. Tot seguit aplicarem un raonament similar pero aplicat

a la magnetitzacio.

2.5.2. Susceptibilitat i permeabilitat magnétiques

La magnetitzaci6 M d’un material és una mesura de la “resposta magnética”
a la presencia d'un camp extern i, per tant, la seva magnitud dependra de la
intensitat de camp magneétic H . Podem procedir de manera analoga al cas de
la polaritzacio electrica i reescriure I’equacio (75) com una relaci6 directa entre

la magnetitzacio i la intensitat del camp magnetic:

M =yH (76) % és la lletra grega khi,
que es pronuncia “ji”, amb el so
de la jota castellana.

La constant y s’Tanomena susceptibilitat magnetica i és caracteristica de cada

material. Segons el valor de la susceptibilitat podem tenir els casos segiients:

e Un valor de susceptibilitat magneética (y) positiu indica que el material es
magnetitza en el mateix sentit que el camp magneétic extern (B,) i, per
tant, el camp magneétic “real” o “efectiu” (B) és superior al que tindriem

sense la preséncia del material.
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e Un valor de y negatiu indica que el material es magnetitza en sentit con-

trari al camp magnétic extern (B ). En altres paraules, la magnetitzacio

s’oposa al camp magnétic que I'ha creada i, per tant, el camp magnetic

“efectiu” és inferior al que tindriem sense la preséncia del material.

e Un valor de y proper a 0 significa que gairebé no hi ha magnetitzacio i, per

tant, que el material tindra un comportament molt proper al cas ideal del buit.

En un medi material isotrop, homogeni i lineal, es defineix la suscepti-

bilitat magnetica (y) del material com la relaci6 entre la magnetitzacié

(M) i la intensitat de camp magnétic ( H ):

(77)

La susceptibilitat magnetica (y) és una magnitud adimensional, és a dir,

no té unitats de mesura.

D’altra banda, podeu reordenar 1'expressié (74) per tal de trobar una relacio

també directa entre les magnituds B i H:

- Traiem pg factor coma:

— Fem servir I’equacio (77):

— Traiem H factor comu:

B + M)
B =+ )
B=u0(1+x)H

(78)

(79)

(80)

El producte pp(1 + y) es pot substituir per una tnica constant, que anomena-

rem p, i que correspon a la permeabilitat magnetica del material:

I, per tant, tindrem:

p=po(l+y)

(81)

(82)

Medi isotrop, homogeni
i lineal

Un medi homogeni és aquell
en el qual les seves propietats
s6n les mateixes a tot arreu.

Un medi isotrop és aquell en el
qual les seves propietats no de-
penen de la direccié.

Un medi lineal és aquell en el
qual la dependéncia de la
magnetitzacié amb el camp
magnétic és lineal.

p es lalletra grega mu.
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La permeabilitat magneética (u) d’'un material és la relaci6é entre el
camp magnetic “real” o “efectiu” (B) i la intensitat de camp magneé-
tic (H):

B=pH 83)

La unitat de mesura de la permeabilitat magneética (u) en el Sistema In-
ternacional és el newton per ampere al quadrat (N/A?)

La permeabilitat magnética p és una caracteristica dels medis materials que
mesura com responen a la presencia d'un camp magnetic. Si us hi fixeu, a les
expressions que hem vist fins ara per a camps magnetics induits, que estaven
estudiades per al buit, apareix la constant p,, que és la permeabilitat magneti-
ca del buit. Per tal d’aplicar aquestes expressions a un medi qualsevol, només
caldria substituir la permeabilitat pel valor corresponent al medi en qiiestio
(w). Podeu veure que aquest concepte és analeg al de la permitivitat eléctrica

(¢) en el camp electric.

Igual que passa amb la permitivitat electrica, el més habitual és trobar la per-
meabilitat magnética expressada en termes relatius, és a dir, comparada amb
la permeabilitat del buit, que és la que s’agafa sempre com a referéncia. Per
exemple, podreu trobar que us diuen que la permeabilitat de 1’aigua és
0,999992 vegades la del buit, o que la de I'acer ho és 700 vegades. En aquest

cas parlarem de permeabilitat relativa.

= (84)

El valor de la permeabilitat magnetica relativa és potser més intuitiu que el de
la permeabilitat absoluta, ja que relaciona de forma directa el camp magnetic

extern ( B,) amb el camp “total” o “efectiu” (B):
B=u,By (85)

Aixi doncs, segons el valor de p, tenim:

e Un valor proper a 1 (1, » 1) indica un comportament proper al del buit

e Un valor més gran que 1 (u, > 1) indica que el material fa augmentar el

camp magnetic “efectiu” (B> By )

e Un valor més petit que 1 (u, < 1) indica que el material tendeix a magnetit-
zar-se en contra del camp magneétic i, per tant, el camp magnetic “efectiu”

és inferior al camp magnetic extern (B < B).

L'oersted (Oe)

Tot i que la unitat del Sl per a
lamesurade H ésI’A/m, enca-
ra avui dia és habitual trobar
aquesta magnitud mesurada
en una unitat de l'antic sistema
CGS: l'oersted (Oe). L'equiva-
lencia és:

3
10e=£A/m
4n

Vegeu la permitivitat electrica (¢) al
subapartat 1.3.1 d’aquest modul.

p,es llegeix “mu sub erra”.
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Actualment hi ha publicada una infinitat de llistes, taules i grafiques amb
les caracteristiques magnetiques observades de forma experimental per a
bona part dels materials coneguts i sota multitud de condicions diferents
(temperatura, pressio, magnitud del camp magnetic extern, etc). En la ma-
joria de casos, els valors de p, s6n molt propers a 1 i aix0 fa que, per un
tema practic, sigui molt més habitual trobar indicats els valors de la suscep-
tibilitat (y) en comptes de la permeabilitat (1 o p,). Podeu trobar una relaci6é
directa entre aquests parametres a partir de les expressions (81) i (84).

Les relacions directes entre la permeabilitat relativa (u,) i la susceptibili-
tat (y) magneétiques d'un material son:

Hp=y+1
%=1 (86)

Els valors de la susceptibilitat i de la permeabilitat magneétiques varien molt
entre un medi i un altre. Fins i tot dins d'un mateix medi poden variar molt
en funci6 de la intensitat del camp magnétic extern. Es per aixd que l'estudi
del comportament magnetic dels materials és forca més complex i variat que

el del comportament eléctric.

A continuaci6 introduirem alguns dels tipus de materials que podeu trobar en
funci6 del seu comportament en preséncia de camps magnetics. En particular,
ens centrarem en tres tipus de materials: materials diamagnétics, paramag-
nétics i ferromagnetics. Aquests tres comportaments no sén els tinics pero si

els més habituals.

2.5.3. Materials diamagneétics

Com ja hem dit, els electrons dels atoms d'un material en general es distribu-
eixen per parelles, de manera que per a cada electr6 que gira en un sentit gai-
rebé sempre n’existeix un altre que gira en sentit contrari. Aixo voldra dir que
els camps magneétics de cada parell d’electrons es compensen entre si i si, a
meés, tots els electrons dels atoms estan aparellats, tindrem que la magnetitza-

cio resultant és zero.

Quan un material es troba en una regio on existeix un camp magnetic By, els
parells d’electrons dels seus atoms (com a carregues eleéctriques en moviment
que sén) es veuen afectats i el seu moviment s’altera. Aquesta variacio es pro-
dueix de tal manera que provoca l'aparicié d'un lleuger moment dipolar mag-
netic amb sentit oposat al camp magneétic extern (figura 26a).

o

Vegeu la distribucié en parelles dels
electrons al subapartat 2.5.1 d’aquest
modul.

Nota

L’explicacié que teniu aqui
és una aproximacié per ajudar
a entendre queé passa.
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Figura 26
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Aquesta modificaci6 succeeix, en més o menys mesura, en tots els electrons
d’'un atom i en tots els atoms d'un material. El resultat és que apareix una mag-
netitzacié amb sentit contrari al del camp magneétic (figura 26b). Aquest com-
portament s’anomena diamagnetisme.

El diamagnetisme és el comportament magnetic més basic i es produeix, en més
0 menys mesura, en tots els materials. Tanmateix, les magnituds d’aquests
camps que es creen son molt petites (de I'ordre del 0,001%) respecte al camp mag-
netic extern al qual s’oposen i, com veurem més endavant, existeixen altres com-
portaments magnetics que son molt més intensos i que, quan es produeixen,
“eclipsen” el diamagnetisme. Per tant, anomenem materials diamagnetics a
aquells que presenten principalment comportament diamagneétic.

Els materials diamagnétics presenten sempre valors de la susceptibilitat mag-
netica negatius (yx < 0), perque ofereixen resistencia al camp magneétic. Els va-
lors tipics son de 'ordre de y ~ —107°. Per tant, la permeabilitat magnética dels
materials diamagnétics sempre sera p, < 1, segons la relacio (86).

Presenten diamagnetisme tots els gasos inerts, practicament tots els ele-
ments no metal-lics en el seu estat natural (I'excepcié més notable és 1'oxi-
gen, que no és diamagnetic!) i alguns metalls, com el coure, la plata o l'or.
Altres exemples son 1'aigua, I’amoniac, la sal, el grafit i la majoria de com-
postos organics.

Els materials superconductors es poden considerar diamagneétics perfectes, ja
que presenten una susceptibilitat y ~ —1. Aixo vol dir que “expulsen” tot el
camp magnetic del seu interior i aix0 els permet, entre d’altres coses, levitar.

Aquest comportament s’anomena superdiamagnetisme.

2.5.4. Materials paramagneétics

Quan hem introduit la magnetitzacié hem explicat que, en general, els elec-

trons es distribueixen per parells. Tanmateix, sovint ens trobem en que exis-

Figura 26

Representacié esquematica del
diamagnetisme:

a . un camp magnetic extern
B.) modifica el moment di-
?ar d’un electré. L'augment
es produeix en sentit oposat
aB,.
b. els moments dipolars mag-
netics dels atoms s’alineen en
contra del camp magnetic ex-
tern. La magnetitzaci6 és ne-
gativa.

Superdiamagnetisme

El mecanisme que explica el
superdiamagnetisme en reali-
tat té un origen ben diferent
del diamagnetisme que us
hem explicat. Es basa en

un efecte anomenat efecte
Meissner i que esta relacionat
amb la superconductivitat.
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teixen electrons desaparellats, ja sigui perqué el nombre d’electrons és
imparell, o bé perque, tot i ser nombre parell, no s’han distribuit de forma uni-
forme. Quan aixo0 succeeix, el resultat és que els moments dipolars magneétics
dels electrons d'un atom no es compensen del tot. I la conseqiiéncia d’aquesta
situacio és que els atoms presenten un moment magnetic permanent, com si
fossin imants diminuts. A la figura 27 es mostren de forma esquematica els
atoms d’'un material com a petits imants i com responen a la preséncia d'un

camp magneétic extern.

Figura 27
Figura 27
a. b. 4 + c. + 4 4 Representaci6 esquematica
dels efectes del paramagnetis-

me:
a. sense camp magnétic ex-

tern de poca intensitat.

c. amb un camp magnétic ex-
tern de molta intensitat.

&
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e Alafigura 27a es mostra com, de forma general i en abséncia d'un camp mag-
nétic extern, els atoms dels materials estan orientats de manera aleatoria. Com
que el nombre d’atoms és molt gran, per cada atom que esta orientat en una
direccié i sentit concrets, segur que trobarem un altre que esta orientat en sen-

tit contrari. El resultat és que la magnetitzaci6 global és zero (M = 0).

e Ala figura 27b es pot observar que, quan el material es troba en una regi6
on si que existeix un camp magnetic, els atoms s’alineen en la seva direcci6
(com l'agulla d’una briiixola que s’alinea amb el camp magnetic de la Ter-
ra). El resultat és una magnetitzaci6 global en la mateixa direccié i sentit

que el camp magneétic extern.

e Alafigura 27c es veu el mateix efecte pero amb un camp magnetic més in-
tens. Com meés gran és aquest, més atoms s’afegeixen a l’alineaci6é i més

creix la magnetitzacio.

e Finalment, si desapareix el camp magnetic extern que havia provocat

aquest alineament, la tendencia dels atoms és tornar-se a desordenar, i la Paramagnetisme
i diamagnetisme

magnetitzacié global torna a ser zero. Aix0 és a causa de ’agitaci6 térmica:
Recordeu que tots els materials
presenten diamagnetisme. Per
citat de les seves particules. tant, podriem dir que els mate-
rials paramagnétics sén a la ve-
gada diamagnétics i
) . . .. paramagnetics. El que passa és
En resum, la magnetitzacio és directament proporcional al camp magnetic ex- que el segon comportament
és, en general, molt més intens
que el primer i per aixo els

els materials que segueixen principalment aquest comportament s’anomenen efeCIFGS diamagnétics es poden
negligir.

a mesura que augmenta la temperatura d’un cos, augmenta també la velo-

tern, i en el mateix sentit. Aquest fenomen s’anomena paramagnetisme, i

materials paramagnetics.
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Ates que, en els materials paramagnetics, els atoms tendeixen a orientar-se en el
mateix sentit que el camp magnetic extern, presentaran sempre valors de la sus-
ceptibilitat magnética positius (y > 0) i, segons la relaci6 (86) , permeabilitats mag-
nétiques més grans que 1 (u, > 1). Els valors tipics sén de 'ordre de y ~ 107,

Alguns exemples de materials paramagnetics son 'oxigen diatomic (O,), la
majoria d’elements metal-lics, com ara I’alumini, el tungste, el plati, el calci o

el sodi, i bona part dels seus Oxids.

2.5.5. Materials ferromagneétics

El tercer grup de materials que tractarem son els materials ferromagnetics. Aquest
grup inclou els materials que anomenem de forma comuna materials magnétics
(tot i que en el fons tots ho son, de magnetics!). Segur que tots heu fet servir algu-
na vegada imants per a subjectar objectes, o heu observat que alguns tornavisos
atrauen els cargols. Alguns fins i tot us haureu preguntat com funcionen les cintes
magnetiques d’enregistrament de musica o de dades, els altaveus de so o els trans-
formadors de corrent, per exemple. Tots aquests exemples tenen un fet en comu:
fan servir materials ferromagnetics. Pero a que ens referim i, sobretot, com es

comporten aquests materials?

Alguns materials presenten, davant d'un camp magnetic de poca intensitat, un
comportament similar al paramagnetisme que hem introduit a 'apartat anterior.
Es a dir, els seus atoms tendeixen a orientar-se en el mateix sentit que el camp
magnetic. Tanmateix, quan s’augmenta la intensitat del camp, en comptes de
créixer la magnetitzacié de forma lineal o proporcional, ho fa de forma molt
abrupta, fins i tot sense grans magnituds en el camp magnetic extern.

Una altra caracteristica d’aquest tipus de materials és que el seu comportament
magnetic no és lineal i els seus parametres (susceptibilitat i permeabilitat magne-
tiques) no sén constants. Ben al contrari, la seva resposta a un camp magnetic ex-
tern variable depen de la velocitat en que aquest es modifica i, fins i tot, depen del
sentit en que ho fa. En altres paraules, si apliquem un camp magnetic la intensitat
del qual sigui primer creixent i després decreixent, observarem que la magnetitza-
ci6 en els camins “d’anada” i “de tornada” és diferent. Es diu que el material pre-
senta una histéresi magnetica, i el cicle que descriu s’anomena cicle d’histeresi.

A la figura 28 podeu visualitzar un exemple d'un cicle d’histeresi. A les grafi-
ques podeu veure la variacio de la magnetitzacio M en funcio de la intensitat
de camp magnétic H (recordeu que, segons I'equacié (75), H és proporcional
al camp magnétic extern By).

1) La primera etapa (figura 28a) correspon a la resposta a un camp magnetic ex-
tern la intensitat del qual creix de forma gradual. Podeu observar que, després

Vegeu el diamagnetisme al subapartat
2.5.3 d’aquest modul.

Recordeu

La intensitat de camp magne-
tic (H ) és proporcional al
camp magnétic extern (EO ):

By = ofi
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d'una primera etapa de resposta lineal, la magnetitzacié comenca a créixer de for-
ma espectacular. L'explicacié es troba en el fet que en els materials ferromagnetics
els camps magnetics dels atoms contigus estan fortament lligats entre si. Quan un
dels atoms gira per a reorientar el seu dipol magnetic cap a la direcci6 del camp,
“arrossega” els atoms del seu voltant, aquests els seus veins i aixi successivament.

Es produeix una espeécie d’efecte de “cascada”.

Figura 28
a M b. M
MS T o A -
4 < 4 - g
1' Mf T /’
’, ,

r r

r I
-H . H _H .’ H

-M -M
M
C — d.
’f
,f
’,
’,
r
’
-H S H —H H
He
-M -M

Podeu fer una analogia si us imagineu una esquerda en un embassament. Al
principi hi passara poca aigua, perd a mesura que augmenti la seva forca, la
paret s’anira esquerdant més fins que arribara un moment en queé fara un forat
i baixara molta més quantitat de cop.

Els valors de la permeabilitat magnetica en aquesta etapa poden arribar a va-
lors de l'ordre de milers de vegades la del buit. Alguns materials magnétics de-
senvolupats per la indtstria, com ara el Permalloy, poden arribar a tenir valors
maxims de permeabilitat de 1’'ordre de 100.000 o fins i tot alguns milions de
vegades la del buit.

Aquest creixement gairebé “espontani” de la magnetitzacié no dura de forma
indefinida. Arribara un moment en queé tots els atoms ja s’hauran orientat i,
per tant, la magnetitzacio ja no podra créixer més. Direm que s’ha arribat a la
magnetitzacio de saturacié, Mg, del material (el punt A de la figura 28a).
Tornant a I’analogia de l’embassament, podriem dir que “ja no queda més ai-

gua per passar per l'esquerda”.

2) Pero és quan s’entra a la segona etapa (figura 28b) que es produeix un fe-
nomen curios, que és el que fa que els materials ferromagnetics siguin tan in-
teressants. Que passa si tornem a disminuir el camp magneétic que haviem

augmentat i que havia provocat la magnetitzacié del material?

Figura 28

Representaci6 esquematica
dels efectes del ferromagne-
tisme:

a. magnetitzaci6 inicial i satu-
racié (A),

b. magnetitzacié romanent
(B),

c. desmagnetitzacié i camp co-
ercitiu (C),

d. cicle complet.
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Si recordeu, en un material paramagnetic, el comportament era proporcional
i la magnetitzaci6é tornava al seu valor zero inicial pel mateix cami que havia
recorregut en augmentar, ja que en eliminar la causa de la reordenacio la seva

tendeéncia és tornar a desordenar-se.

En un material ferromagnetic aixo no passa, i la magnetitzaci6é disminueix de
manera molt més lenta de com havia augmentat. El resultat és que, un cop de-
sapareguda la seva causa, continua havent-hi una magnetitzacié roma-
nent, M, , (el punt B de la Figura 28b). Fl motiu és el mateix que provoca
I'efecte “cascada” inicial: els atoms estan fortament lligats entre si i, per tant,
és molt més dificil que tornin al seu estat inicial. Tornant a 1’analogia de ’ai-
gua, és relativament facil redrecar el rumb d'una gota pero molt més dificil fer-

ho per a un corrent gran.

La magnetitzaci6 romanent és la propietat clau en els materials ferromagne-
tics. El fet de mantenir una magnetitzacié un cop desapareix el camp magnétic
que I'ha creada fa que aquests materials siguin tan utils per a les aplicacions
que us hem citat al comencament de l’apartat (imants, transformadors, cintes

magnetiques, etc.).

3) Per tal d’eliminar completament la magnetitzacié d'un material ferromag-
netic (figura 28¢), cal aplicar-hi un altre camp magnetic extern ( F]C) en sentit
contrari a l'inicial fins arribar a un valor anomenat coercitivitat o camp co-

ercitiu (a la figura, el punt C).

4) El cicle es completa amb el mateix comportament que hem vist en les dues

primeres etapes pero ara en sentit oposat (figura 28d).

Només hi ha tres elements purs, que es puguin trobar de forma natural, que
presentin comportament ferromagnetic. Son el ferro (Fe), el cobalt (Co) i el ni-
quel (Ni). Tanmateix, aquests no son els tinics materials ferromagnetics, ja que
la majoria d’aliatges que contenen una proporcié considerable d’aquests ele-
ments també ho son (per exemple, 1a majoria dels acers). De fet, en l’actualitat,
el desenvolupament de nous materials ferromagnetics sintetitzats esta molt
avancat i existeixen materials com el permalloy o el supermalloy que superen
amb escreix les propietats ferromagnetiques dels materials “naturals”. Fins i
tot s’han arribat a desenvolupar aliatges de caracter ferromagnétic on cap dels

elements que els formen ho sén de forma individual.

2.5.6. Comportament magnéetic dels materials en general

A continuaci6 us mostrem en una taula resum, de forma esquematica, les ca-
racteristiques magnetiques dels tres tipus de materials que hem introduit (di-

amagnetisme, paramagnetisme i ferromagnetisme).

Elements ferromagnetics

El ferro (Fe), el cobalt (Co) i el
niquel (Ni) son la base dels
materials ferromagnetics, ja
que s6n els Gnics elements de
la taula periodica que es poden
trobar en estat natural que pre-
sentin ferromagnetisme. Hi ha
altres elements de la taula que
també presenten aquest com-
portament, pero s6n elements
de les terres rares que no es po-
den trobar de forma natural.
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Taula 1

Susceptibilitat Permeabilitat Permeabilitat
magnetica () magnetica (u) relativa (u,)

Materials diamagneétics
(s'oposen al camp magnétic x<0 n<pg T
de forma lleugera)

Materials paramagnetics
(salineen amb el camp x>0 u>po > 1
magneétic de forma lleugera)

Materials ferromagnétics
(s’alineen amb el camp x>>0 1>> g pe>> 1

magnetic de forma rapida (no constant) (no constant) (no constant)
i espontania)

Com podeu veure, els materials diamagnetics presenten una susceptibilitat mag-
netica negativa (o, el que és el mateix, una permeabilitat magneética més petita
que la del buit), ja que la seva resposta respecte un camp magnetic extern és crear
una magnetitzacio en direccié oposada. El resultat és que el camp magneétic total
és lleugerament inferior al que tindriem sense la presencia del material. Els super-
conductors es poden considerar diamagnetics perfectes, ja que presenten una sus-

ceptibilitat practicament igual a menys 1 (x ~ —1).

Per contra, els materials paramagneétics presenten una susceptibilitat magnética
positiva (i, per tant, una permeabilitat més gran que la del buit), ja que quan es
troben en una regi6 on existeix un camp magnetic s'hi alineen i el resultat és que

el camp magnetic total és lleugerament superior.

Els materials ferromagnetics presenten susceptibilitats magnetiques positives i
forca altes, ja que la seva magnetitzaci6 és rapida i gairebé espontania. A més, tal
com hem vist, la resposta magneética d’aquests materials no és lineal, sin6 que se-

gueix un cicle d’histeresi.

Els imants permanents que podeu trobar de forma habitual en moltes aplicacions
de la vida quotidiana estan fets amb materials ferromagnetics. L'as d’aquests dis-
positius es basa en la seva capacitat d’emmagatzematge d’energia magnética sense
necessitat d'un camp magnetic extern, i aixo es pot aconseguir gracies a les pro-

pietats magnetiques dels materials ferromagneétics.

Els tres tipus de comportament magnetic que hem vist, diamagnetisme, paramag-
netisme i ferromagnetisme, son els més habituals perd no son els anics. Existei-
xen altres tipus de comportaments magnetics que, o bé no els podem incloure en
els grups anteriors o bé simplement mereixen una consideracié especial. Es el cas
del ferrimagnetisme, 'antiferromagnetisme, el superdiamagnetisme (que ja
hem comentat), el superparamagnetisme, el superferromagnetisme, el meta-
magnetisme o el que trobem en els anomenats vidres de spin. Atesa la seva la seva
complexitat i exclusivitat per a certes aplicacions, el seu estudi no entra dins de

'objectiu d’aquest modul i no els explicarem.
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2.6. Queé hem apres?

En aquest apartat hem fet un repas dels conceptes clau de la magnetostatica i
la inducci6 magneética. Hem intentat seguir un cert paral-lelisme amb l'apartat

anterior.

En primer lloc hem introduit els corrents electrics com a generadors de camp
magnetic. Després hem tornat a estudiar les linies de camp i el flux de camp,
pero ara referits al camp magnetic, i hi hem aplicat la llei de Gauss amb un
resultat interessant: les linies de camp no tenen ni origen ni final, és a dir, no
hi ha “carregues magnetiques”.

Amb el concepte de flux de camp magnetic hem introduit també una nova
eina matematica relacionada amb 'operador nabla: la divergéncia. Hem vist
que una divergencia diferent de zero, com en el cas del camp electric, indica
que existeixen punts on comencen o acaben les linies el camp, mentre que
una divergencia igual a zero, com en el cas del camp magneétic, indica que no
existeixen aquests punts.

Més endavant hem enunciat la primera de les lleis que relacionen els camps
electric i magnetic: la llei d’Ampere-Maxwell. Aquesta llei explica I'origen dels
camps magnetics i és la primera prova que els camps electric i magnetic cor-

responen a una mateixa interaccio: la forca electromagnetica.

Seguint amb el paral-lelisme respecte als apartats anteriors, hem introduit el
potencial vectorial magnétic. Tanmateix, la diferéncia és que aquest potencial
és una magnitud vectorial i la seva relaci6 amb el camp magnétic no es fa mit-
jancant el gradient sin6 amb una tercera eina matematica també relacionada
amb l'operador nabla: el rotacional. El rotacional d'un camp expressa la seva

tendeéncia a presentar components tangencials.

Meés endavant hem introduit la segona llei que relaciona els camps eléctric i
magnetic: la llei d’inducci6 de Faraday, tot i que ara es mostra la relacio6 inver-
sa a la llei d’Ampére-Maxwell, és a dir, la creacié de camps eléctrics a partir de
camps magnetics variables.

Per acabar, hem conclos l'apartat detallant el comportament dels camps mag-
netics en preséncia de medis materials i hem introduit el concepte de perme-
abilitat magnetica del material com una mesura del comportament magnétic
dels materials.
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3. Lleis de Maxwell

Fins ara hem vist les propietats de 1’electrostatica i la magnetostatica i hem pre-

sentat algunes lleis que les regeixen. Val la pena fer un repas d’aquestes lleis.

1) Llei de Gauss per a l’electricitat:

@E:fﬁ.dﬁz%gt (87)

Explica que el balang de flux electric total que travessa una superficie tancada
només pot ser degut a la carrega continguda en el seu interior, i tamb¢ relaci-

ona aquesta carrega amb el camp electric al seu voltant.

2) Llei de Gauss per al magnetisme:

dp=¢B-dS=0 (88)
N

Explica que el balang de flux magneétic total que travessa una superficie tanca-

da ha de ser zero.

3) Llei d’inducci6 de Faraday-Lenz:

do
fermpg = _d_tB (89)

Explica com un camp magnétic variable pot generar un potencial electric i, per

tant, un camp eléctric.

4) Llei d’Ampere-Maxwell:

BBl = g [z +eo dq’Ej (90)
. dt

Relaciona el camp magnetic amb les causes que el generen.

Aquestes lleis expliquen fenomens especifics observats en 1'ambit de 1’electro-
magnetisme i els seus descobriments poden ésser considerats com a fites im-

portants en ’evolucio6 del seu coneixement.

Probablement el pas més important i potser definitiu en aquest sentit es produi

I'any 1864 quan Maxwell (el mateix que hem citat quan hem presentat la 1lei

Vegeu la llei de Gauss per a I'electricitat
al subapartat 1.1.3 d’aquest modul.

Vegeu la llei de Gauss per al magnetisme
al subapartat 2.2.3 d’aquest modul.

Vegeu la llei d’induccié de Faraday-Lenz
al subapartat 2.4 d’aquest modul.

Vegeu la llei d’Ampeére-Maxwell al
subapartat 2.2.5 d’aquest modul.
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d’Ampere-Maxwell) va presentar una teoria conjunta de 'electromagnetisme on,
entre altres coses, va resumir (i en algun cas ampliar) el coneixement adquirit fins
aquell moment amb una serie d’equacions. L’aportacié de Maxwell es pot consi-
derar una fita historica de la mateixa rellevancia que les lleis de la mecanica de
Newton, els principis de la mecanica quantica o les teories de la relativitat d’Eins-
tein. Perque us feu una idea de la seva importancia, podeu considerar que sense
elles la titulaci6 per a la qual esteu estudiant senzillament no existiria, ja que la
tecnologia a que s’aplica no s’hauria ni desenvolupat.

En els apartats segiients presentarem una a una aquestes equacions i quina re-

laci6 tenen amb les lleis presentades anteriorment.

3.1. La primera llei de Maxwell i 1a llei de Gauss per al camp
eléctric

La primera equacio6 o llei de Maxwell no és més que una reformulaci6 de la llei
de Gauss aplicada al camp electric, que ja vareu veure. Recordem-ne la formu-

lacio:

@Ezggidﬁz%’;t (91)

L’expressio anterior explicava que el flux de camp electric que travessa qual-
sevol superficie tancada és igual al valor de la carrega neta que hi ha a l'inte-
rior de la superficie (Q;;,y) dividida per la permitivitat del buit (gy). En altres
paraules, com que les linies de camp només poden comencar o acabar en una
carrega electrica, el balang net entre les linies que “surten” i les que “entren”
a la superficie tancada només pot ser degut a la presencia de carrega neta en el
seu interior. Si aquesta carrega és zero, el nombre de linies de camp que traves-
sen l’area en un sentit ha de ser el mateix que en 1'altre.

Recordeu que vam introduir-vos el concepte de divergencia d’'un camp vecto-
rial com una expressiéo matematica del nombre de linies de camp que neixen
o moren en una regié determinada. Per tant, varem ser capacos de deduir que
existeix una relaci6é entre aquesta eina matematica i el flux d'un camp. Aques-
ta relaci6 esta explicada mitjancant un teorema matematic que va desenvolu-
par el mateix Gauss: el teorema de la divergéncia, també anomenat teorema de
Gauss en el seu honor.

El teorema de la divergencia o de Gauss enuncia que el flux a través d'una su-

perficie tancada és igual a la integral de la divergencia en tot el volum deter-

minat per la superficie. S’expressa aixi:

j(vé)dvzﬁ".di (92)
\%4 N

Vegeu la llei de Gauss per a I'electricitat
al subapartat 1.1.3 d’aquest modul.

Divergeéncia d'un vector

Podeu consultar al subapartat
2.2.4 d’aquest modul que la
divergéncia d’un vector 4 és
el producte escalar de |'opera-
dornablav iA :
G A= Py Ay LA
ox oy oz

El resultat és un nombre real,
no un vector.
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Si apliquem la llei de Gauss per al camp electrostatic (91) a la part dreta de
I’equaci6 (92), obtenim ’expressio segiient:

[(9-E)av =%nt - Loy 93)
0

v €0 €

on hem tingut en compte que Q = J' pdV, on p és la densitat de carrega volimica.
14
Podem eliminar la integral si derivem respecte al volum a totes dues bandes:

d{ /= = d (1
£ CE)av | = = [pav (94)
alvu(v ) ] dv[gojp ]

?f:% (94b)

Com podeu comprovar, 1'expressio (94b) relaciona la divergeéncia del camp
eléctric en un punt amb la densitat de carrega (p) en aquell punt i la permiti-
vitat del medi, que en aquest cas seria la del buit (gg).

La primera llei de Maxwell estableix que la divergeéncia d'un camp
electric E en un punt qualsevol ha de ser igual a la densitat de carrega
en aquell punt dividida per la permitivitat del medi material. En el cas
del buit és:

vV.E=F (95)

on p és la densitat de carrega i gq és la permitivitat del buit.

El sentit fisic de la primera llei de Maxwell és que situa l'origen de les linies de
camp i també les quantifica. Si recordeu, quan us varem introduir la divergencia
d'un vector o d'un camp vectorial, varem veure que aquesta era una mesura de les
linies de camp que naixien o morien en un punt. Per tant, amb aquesta llei es re-

laciona l'origen de les linies de camp amb la seva causa (la densitat de carrega).

En aquest apartat hem partit de la llei de Gauss per al camp electric i I’'hem con-
vertida en la primera llei de Maxwell. Podem procedir de la mateixa manera amb
la 1lei de Gauss per al camp magnetic i obtenir aixi la segona llei de Maxwell.

3.2. La segona llei de Maxwell i 1a llei de Gauss per al magnetisme

Podem obtenir la segona llei o equacié de Maxwell a partir de la llei de Gauss
per al camp magneétic. Recordem-ne la formulacio:

dp=¢B-dS=0 (96)
S

Recordeu

La derivada de la integral d'una
funcié escalar és la funcié ma-
teixa, encara que es tracti de
derivades parcials:

2 ([rena) = e

Vegeu la divergéncia d’un vector al
subapartat 2.2.4 d’aquest modul.
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La llei de Gauss per al magnetisme enuncia que el balan¢ de flux de camp mag-
netic que travessa qualsevol superficie tancada ha de ser sempre zero. En altres
paraules, que no existeixen “carregues magnetiques” on puguin comencar o
acabar les linies de camp i, per tant, que el nombre de linies que “entren” dins
la superficie ha de ser el mateix que les que “surten”.

Procedirem de manera analoga a com hem fet la primera llei i aplicarem el teore-

ma de la divergencia (equaci6 92) al camp magnetic:
j(vé)dvzgﬁé-cﬁ (97)
14 s

Segons la llei de Gauss per al camp magnetic, equacio6 (96), el flux de camp
magnetic total per una superficie tancada ha de ser zero. Per tant, el segon ter-

me de 'equaci6 ha de ser zero.

j(vé)dv =0 (98)
74

I, com abans, podem eliminar la integral si derivem respecte al volum a totes
dues bandes:

V.-B=0 (99)

Com podeu comprovar, l'expressié (99) diu que la divergencia d’'un camp
magnetic és sempre zero. Si recordeu, ja us vam introduir la divergéncia d'un
camp vectorial com una mesura de les linies de camp que neixen o moren en
un punt. Aplicat al camp magnétic, tindrem que, com que no existeixen les
“carregues magnetiques”, les linies de camp magneétic no poden comencar ni
acabar en cap punt determinat i, per tant, la divergéncia d’'un camp magnetic
ha de ser zero.

La segona llei de Maxwell diu que la divergencia d’'un camp magnetic
B ha de ser zero en qualsevol punt:

V.B=0 (100)

Com ja heu vist, les dues primeres lleis de Maxwell son paral-leles i expressen
com son la divergeéncia dels camps electric i magnetic, respectivament. El seu

significat fisic és el segiient: les linies de camp només poden néixer o morir

/)

Vegeu la divergéncia d’un vector al
subapartat 2.2.4 d’aquest modul.
Vegeu la seva aplicaci6 al camp electric
al subapartat 3.1 d’aquest modul.

Divergeéncia d'un vector

La divergéncia d’un vector A
és el producte escalar de I'ope-
rador nabla ¢ i A :

_ - OA, OA A

V. A= aix + v + 672

ox oy oz

El resultat és un nombre real,
no un vector.

Recordeu

La derivada de la integral d'una
funcié escalar és la funcié ma-
teixa, encara que es tracti de
derivades parcials:

Z{[reupdk) = )

Vegeu la divergéncia d’un camp
vectorial al subapartat 2.2.4 d’aquest
modul.
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alla on hi ha carregues i el seu nombre és proporcional al valor d’aquestes car-
regues. Per al cas del camp magnetic, atés que no existeixen “carregues mag-
netiques”, aixo implica que les linies de camp no poden comencar ni acabar

enlloc i, per tant, es tractara de linies tancades.

Aquestes dues lleis expliquen les caracteristiques dels camps eléctric i magne-
tic de forma individual perd no soén suficients per a explicar tot ’electromag-
netisme com una Gnica interaccio, ja que no expliquen la relaci6 entre els dos
camps. Per a fer-ho, cal tornar a analitzar a fons dues lleis més que ja hem vist
i que introdueixen aquesta relacio: la llei d'induccio6 de Faraday, que explica la
generacidé de camps eléctrics a partir de camps magneétics variables, i la 1lei
d’Ampere-Maxwell, que explica el cas contrari: la generacié de camps magne-
tics a partir de camps eléectrics variables.

3.3. La tercera llei de Maxwell i la llei d’induccié de Faraday

La tercera llei, que veurem a continuacio, és la primera que mostra la interre-
lacié entre els camps electric i magnetic, ja que no és més que la llei d'inducci6
de Faraday que ja hem vist. Recordeu la seva formulaci6:

Ay,

101
m (101)

f eMipg =—

Aquesta expressio indica que la forc¢a electromotriu induida (fem;,,;) generada
en un circuit tancat és igual al ritme de variacié amb el temps del flux de camp
magnetic (®p) que travessa la superficie dibuixada pel circuit.

La fem;,; generada en un circuit tancat C qualsevol correspon a la diferéncia
de potencial (AV) que apareix en desplagar-se al llarg de tot el recorregut del
circuit. També us vam explicar que la diferéncia de potencial entre dos punts
és la integral de linia del camp electric al llarg d'un recorregut que uneix els
dos punts (equaci6 (20)). Si el circuit és tancat, la integral de linia es converteix

en una circulaci6 del camp. Per tant, tindrem que:

A
AV =~ [E-dl =~ §E-dl (102)
A C
I si combineu les expressions (101) i (102) tenim:
GE-di =108 (103)
c dt

De la mateixa manera que amb les lleis primera i segona, Maxwell va reformular
també aquesta tercera llei de manera similar, pero aquest cop va fer servir un altre

teorema matematic: el teorema de Kelvin-Stokes. Per entendre’l millor, observeu

Vegeu la llei d'induccié de Faraday al
subapartat 2.4 d’aquest modul.

Vegeu la diferéncia de potencial entre
dos punts al subapartat 1.2 d’aquest
modul.

Circulacié d'un camp

La circulacié d'un camp vectori-
al U al voltant d’un recorregut
tancat C qualsevol es defineix
com laintegral de linia del camp
al llarg de tot el recorregut:

i-dl
C

Conceptualment, es pot en-
tendre com la suma de les
components tangencials del
camp en tots els trams infinite-
simals per on passa.
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abans la figura 29. Hi podeu distingir una zona acolorida que correspon a una su-
perficie S tancada per la part superior i oberta per la part inferior (us la podeu
imaginar com un bol de cuina cap per avall). Els limits de I'obertura de la part in-
ferior estan marcats per un recorregut tancat C, indicat per les fletxes.

Figura 29
Z L3 g
C
0
x/\

Y

El teorema de Kelvin-Stokes enuncia que la integral de superficie del rotacio-
nal d'un camp vectorial al llarg d'una superficie S no tancada és igual a la cir-
culaci6 del mateix camp al llarg del recorregut tancat C que delimita aquesta
superficie. Aquest enunciat es formula, en termes matematics, aixi:

[(9xE)dS = $E-di (104)
S C

Si combineu les expressions (103) i (104), obtindreu que la integral de super-
ficie del rotacional del camp eleéctric al llarg del circuit tancat C correspon a la
variaci6 del flux magnetic a través de la superficie que delimita:

j(ﬁxE)d”z_dﬂ (105)
dt
S
Si deriveu totes dues bandes respecte a la superficie S obtenim:
L [(VxE)dS =-i(‘iﬂj (106)
oS oS\ dt

Si substituiu el flux magneétic @ per la seva definici6 (52), és a dir, per la inte-
gral de superficie del camp magnetic, obtindreu finalment:

a_as[ j(wé)ds]:_%[% £B~d§] (107)

S

En el segon terme de I'equacio, podem canviar 1'ordre de les derivades parcials:

(108)

Figura 29

Representaci6 grafica del teo-
rema de Kelvin-Stokes.

Recordeu

En una derivada segona res-
pecte a dues variables dife-
rents, I'ordre de derivacié no
altera el resultat:

ofo,)_o(2
a[a*y'f}ay(axf]
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Podeu eliminar les integrals, ja que les derivades es realitzen respecte a la ma-

teixa variable (S). Per tant, tindrem:

V=98 (109)

ot
on fixeu-vos que la derivada total respecte al temps s’ha transformat en deri-
vada parcial. No us preocupeu de com ni perque s’ha produit aquest canvi.
Quedeu-vos només amb el fet que en la forma integral teniu una derivada to-

tal respecte al temps i aqui, en la forma diferencial (109), una derivada parcial.

La tercera llei de Maxwell diu que el rotacional del camp eléctric E en
un punt qualsevol és igual al ritme de variaci6 (la derivada respecte al
temps) del camp magneétic B en aquell mateix punt, canviat de signe:

Gxp-_ 2B (110)

ot

Aixi doncs, la tercera llei de Maxwell mostra, a diferéncia de les dues primeres,
una primera relaci6 entre el camp eléctric i el camp magneétic. En aquest cas,

s’explica com un camp magneétic variable crea o modifica el camp eléctric.

A continuaci6 deduirem la quarta i Gltima llei de Maxwell, que tracta de I'altim
cas que ens queda per estudiar: la generaci6é o modificacié de camps magnetics a

partir de camps electrics variables. Ho farem a partir de la llei d’Ampere.

3.4. La quarta llei de Maxwell i la llei d’Ampeére-Maxwell

Si torneu enrere, recordareu que us vam introduir el magnetisme explicant el
camp magnetic induit primer per una carrega en moviment i després per un
corrent electric. Més tard vam introduir la llei d’Ampére-Maxwell, que genera-

litzava els casos anteriors:

e do

gEB-dz:uo[nso EJ (111)
C dt

La llei d’Ampere-Maxwell estableix que la integral de linia d'un camp magnetic al

voltant d'un circuit tancat és proporcional al corrent que travessa la superficie

imaginaria dibuixada per aquest circuit. Es a dir, relaciona el camp magnétic en

una regié amb la seva causa, els corrents electrics (carregues en moviment).

De la mateixa manera que amb la tercera equacio, Maxwell va fer servir tambe

el teorema de Kelvin-Stokes (equaci6 (104)) pero ara aplicat al camp magneétic:

j(ﬁxlé)dS:gEB-di (112)
S C

Recordeu que...

La derivada parcial de la inte-
gral d’una funcié vectorial és la
funcié mateixa, sempre i quan
les dues operacions es facin

respecte a la mateixa variable:

2 {fatx, k) = cx, )

Rotacional

El rotacional d’'un camp vecto-
rial i es defineix com el pro-
ducte vectorial de I'operador
nabla V per i . Per les propi-
etats del producte vectorial, el
rotacional sera sempre un nou
vector perpendicular a i .

Es pot calcular de la manera se-
glent:

rotii=Vxii=
[ Qv oy 7+[%,%)7+
oy o0z 0z  ox

ou =
4| =L _ Oy k
ox 0oy

Vegeu el magnetisme a l'apartat 2
d’aquest modul.
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Podeu procedir de forma analoga al cas de la tercera llei de Maxwell i combinar

les expressions (111) i (112):

j(ﬁxé)aﬁzuo(ugg dZEj (113)
N

Amb l’equaci6 (46) podem posar la intensitat I, en funcié de j;iamb l'equa-

ci6 (59), en funci6 del camp. Aixi queda:

j(vxg)dszuo[jfdmgoijéds] (114)
dt
14 S S
I si derivem respecte S tenim:
%é:po[ﬂgo‘;—fj (115)

on podeu notar també que la derivada total respecte al temps s’ha convertit

en derivada parcial.

Fixeu-vos que el calcul I’hem fet per al buit (gq i pg)-

La quarta equaci6 de Maxwell relaciona el rotacional del camp mag-
neétic B amb la densitat de corrent eléctric J i amb la variacié del camp
eléctric E per mitja de la condici6 segiient:

- = - E
VXB=u0(]+806—] (116)
on g i gg son, respectivament, la permitivitat electrica i la permeabilitat

magnetica del medi material.

La quarta llei de Maxwell explica 1'aGltima peca que ens quedava per a acabar
de quadrar-ho tot: I'origen dels camps magnetics. Recordeu que l'altra llei re-
lacionada amb el camp magnetic, la segona llei de Maxwell, no explicava la
generacié de camps magnetics, siné que només indicava la inexisténcia de
“carregues magnetiques”. En aquesta quarta llei s’expliquen d'un sol cop les
dues fonts possibles de creacio de camp magnetic: els corrents electrics (indi-

cats per J) i els camps electrics variables (indicats per 9% )-
ot

Aixi doncs, ja hem introduit una a una les equacions de Maxwell i hem expli-
cat d’on provenien. A continuacio les analitzarem de forma global i després

n’estudiarem alguns casos especifics interessants.

Rotacional

El rotacional d’un camp vecto-
rial A es defineix com el pro-
ducte vectorial de I'operador
nabla V per A. Per les propie-
tats del producte vectorial, el
rotacional sera sempre un nou
vector perpendiculara 4 .

Es pot calcular de la manera se-
guent:

rotA=VxA=
(A A ,n{%,%],q
oy o0z 0z  0ox

0A -
+| =L _ O k
ox oy
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3.5. Visio global i estudi de casos especifics

A la taula segiient es mostren les quatre lleis de Maxwell en la seva forma di-
ferencial i les seves equivaléncies en forma integral, que corresponen a quatre
lleis que ja heu vist en tractar 1'electrostatica i la magnetostatica.

Taula 2. Lleis de Maxwell per a |'electromagnetisme

Vegeu I'electrostatica i la magnetostatica
als apartat 1 i 2 d’aquest modul.

Forma diferencial Forma integral
. Llei de Gauss

1a. llei de o F_ P Eqs - Qi

vV.E=P er al cam EdS = ~=int (121)
Maxwell €0 a17) gléctric o S_f €0
2a.lleide | V.-0 (118) :trl :Fcca?:;s $Bd5 =0 (122)
Maxwell magnétic s
3a. llei de ﬁXE,,QE 119) (Izil"iariduccié _gé'f-di:f& 123
Maxwell ot de Faraday c dt 129
4a. llei de VxB = pof + if (I;I’(;im ere- ¢E~d7:ul+pa &(124)
Maxwell = Ho/ T Hoto ot (120) Maxvfell C OO de

Les lleis de Maxwell que us acabem d’introduir i que podeu veure a la
taula representen la base de 'electromagnetisme, ja que expliquen la na-
turalesa dels camps electric i magneétic i de la seva interrelacio. Per a com-
pletar el coneixement de 1’electrodinamica, només cal afegir-hi:

e l’equaci6 de continuitat, ja ’heu vist en l’equacié 51. Aquesta
equacio seguint el passos que hem seguit per a les lleis de Maxwell,
es pot escriure de forma diferencial com:

g.j=_2°

= (125)

e l’expressio de la forca electromagneética, €s a dir, la forca que experi-
mentaria una carrega que es trobés en una regio en que hi ha un
camp eléctric i un camp magnetic de forma simultania. Aquesta for-
ca s’anomena forca de Lorentz i correspon a la suma algebraica de
les forces electrica (16) i magnetica (61):

F=q(E+vxB) (126)

Per a una distribuci6 de carregues i de corrent qualsevol forca electromag-

netica es pot escriure com:

(127)

Un cop ja coneixeu totes les equacions que determinen l’electromagnetisme,
val la pena que us fixeu en un detall: les equacions que us hem mostrat fins
ara estan deduides per al buit. Aquest fet és rellevant, ja que implica que els

Vegeu |'equacié de continuitat al
subapartat 2.1.3 d’aquest modul.

Forca de Lorentz

La forca de Lorentz és la com-
binacié de les forces electrica i
magnetica:

I-::q(t:ﬂ?xg)

Tanmateix, també és habitual
referir-se amb aquest nom a la
forca magneética per separat:

F=q(vxB)
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camps electric i magnetic existeixen en el buit, no necessiten de materia. Pero,
com es modificarien les lleis en presencia d'un medi material? Ho veurem a

continuacio.

3.5.1. Estudi de les lleis de Maxwell en preséncia de medis
materials

Com ja varem veure, 1’estudi dels camps electric i magnétic en preséncia de
medis materials pot ser bastant complex. Tanmateix, podem limitar 1'estudi
als casos “ideals” en que els medis son isotrops, homogenis i lineals (i. h. L.),
ja que l'estudi per a medis que no séon i. h. l. és forca més complex i queda fora
dels objectius d’aquest modul.

La definici6 dels materials i. h. I. i la simplificacié que impliquen ja els varem
veure. Es pot resumir en que la preséncia d'un medi d’aquest tipus es tradueix
en la substituci6 de la permitivitat electrica i de la permeabilitat magnetica del
buit pels valors corresponents al medi en qtiestio:

gg—¢€

Ho = 1 (128)

Si feu aquestes substitucions, les lleis de Maxwell queden com a la taula 3.

Vegeu l’electrostatica i el magnetisme
en presencia de medis materials i la
definici6 dels materials i. h. I. als
subapartats 1.3 i 2.5 d’aquest modul.

Taula 3
Forma diferencial Forma integral
.. p Llei de
1a. llei V-E=% (129) | Gauss per al SEE. ds = Qint.
de Maxwell € camp s 3 (133)
electric
= = Llei de I
2a. llei V-8=0 (130) | Gauss per al §B-dS =0 (134)
de Maxwell camp S
magnetic
3a. llei ui- 8 (131) | dinduccis P - (135)
de Maxwell ot de Faraday A dt
. £ Llei
4a. llei - = - OE , N _ E
de Maxwell VxB= p[/ + SE] (132) d An}[:_)ere SﬁB dl = p.(l + s—dt j (136)
modificada C

Es forca habitual trobar-vos les equacions de la taula 3 reescrites amb la inclu-
si6 dels conceptes de desplacament eléctric ( D ) (vegeu l'equaci6 (35)) i d'in-
tensitat de camp magneétic ( H ) (vegeu I’equacio (83)) que us varem introduir
en tractar 'electrostatica i la magnetostatica en presencia de medis materials.
Per aquest motiu, a la taula 4 us mostrem, a mode informatiu, com queden les
equacions amb aquest canvi, tot i que en aquest modul preferim fer servir les
expressions de la taula 3.

Vegeu l'electrostatica, el magnetisme en
preséncia de medis materials als
subapartats 1.3 i 2.5 d’aquest modul.
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Taula 4
Forma diferencial Forma integral
. Llei de Gauss R,
1a. llei - dS—0.
de Maxwell V-D=p (137) | per al camp fﬁD dS = Qe (141)
electric s
. Llei de Gauss S
2a. llei I L dS =
de Maxwell | V-8=0 (138) | peral camp a5 =0 (142)
magnétic s
3a. llei . . 8B Llei d’induccié ;i dDp
de Maxwell | VxE= “ar (139) | de Faraday %‘E di = dt (143)
4a. llei . . - aD Llei d’Ampére G [ . . 9PE
de Maxwell | VxH=] rn (140) modificada _gCSH dl = J;]dS e (144

Un cop ja tenim les expressions generals de les quatre lleis de Maxwell tant en
el buit com en medis materials, estudiarem dos casos especifics que son d’es-
pecial interes:

e Situacions en queé tant el camp electric com el camp magneétic s6n estacio-

naris, és a dir, no varien en el temps

e Situacions en que els camps son variables pero no hi ha preséncia de cap
carrega electrica ni corrent eléctric

3.5.2. Estudi del cas especific en queé els camps

soOn estacionaris

En aquest punt analitzarem les lleis de Maxwell en situacions en queé tant el
camp electric com el camp magnetic no varien amb el temps (electrostatica i
magnetostatica, respectivament). Veure aquesta situacio6 us sera atil i interes-

sant per tres motius:

¢ les equacions se simplifiquen de forma considerable,
e us permeten veure el paral-lelisme entre els camps eléctric i magnetic,
e es tracta d'un cas que podeu trobar sovint en el mon real.

Per a determinar com son les lleis de Maxwell en aquestes condicions, cal mo-
dificar-les i fer-ne desapareixer tots els termes dependents del temps. Es a dir,
heu de fer:

E_o  B_g
ot ot
i
9E_o. By (145)
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Aixi doncs, les equacions de Maxwell per a situacions en que tant el camp elec-

tric com el camp magneétic no varien en el temps queden com a la taula 5.

Taula 5. Lleis de Maxwell en condicions estacionaries

Forma diferencial Forma integral
1a. llei L Llei de Gauss c o Qe
de Maxwell | VE=" (14¢) | peralcamp | JE-dS==2 (150)

€ eléctric S &
. Llei de Gauss S
2a. llei [T .ds = 151
de Maxwell V-B=0 (147) | Per al\camp SEB =0 (=D
magnetic S

3a. llei I Llei d'induccié E.dl =0 152
de Maxwell | VxE=0 (148) | de Faraday ‘(f (152)
4a. llei s o Llei d’Ampére B.-dl =ul (153)
de Maxwell | V*B=W (149) | modificada gg "

La primera conclusié que podem extreure és la complementarietat de tots dos

camps. Es com si fossin dues cares d’'una moneda.

En primer lloc, observeu el camp eleéctric. El seu rotacional (v x E) és, en ab-
séncia de camps magnetics variables i segons la 3a equacié de Maxwell, sem-
pre zero. Aquest fet indica que el treball realitzat per una carrega en un circuit
tancat és zero (ja que en el cas que estem considerant no hi ha cap camp mag-
netic variable que faci aparéixer una fem induida). En altres paraules, es tracta

d’un camp conservatiu.

D’altra banda, la seva divergencia (V . E ) és proporcional a la densitat de carrega
electrica i també presenta una dependéncia amb la permitivitat del medi (g). Si ob-
serveu 'equivalent en forma integral (la llei de Gauss per al camp eléctric), veureu
que aquest fet indica que el flux que travessa qualsevol superficie tancada només
pot ser provocat per les carregues que es trobin en el seu interior.

En canvi, en el camp magnétic la situaci6 és just a 'inrevés. Es la divergéncia
(v.B) la que és, en absencia de camps electrics variables, sempre zero. Aquest
fet indica que no existeixen “carregues magnetiques”. En canvi, el rotacional
del camp magnetic (v x B) no és zero, i aquest fet indica que es tracta d'un

camp no conservatiu, al contrari que el camp electrostatic.

Si fem una comparativa entre els camps electric i magnétic, comprovareu que
el modul del rotacional del camp magneétic presenta més analogies amb el de
la divergencia del camp eléctric que no pas amb el del seu rotacional. D'una
banda, el seu modul és proporcional a la densitat de corrent eléctric (recordeu
que el corrent té en el camp magnetic el mateix paper, conceptualment, que
la carrega en el camp electric). D’altra banda, el rotacional també inclou una
dependéncia respecte a la permeabilitat del medi (recordeu que la permeabi-
litat és ’analeg de la permitivitat eléctrica pero per al camp magneétic).
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Un cop vistes com queden les equacions en condicions estacionaries, passa-
rem a estudiar precisament el cas contrari: les lleis de Maxwell en condicions
no estacionaries. Aix0 ens permetra veure que un camp eléctric genera un

camp magnetic i aquest Gltim torna a crear un camp eléctric.

3.5.3. Estudi de les equacions de Maxwell en condicions no
estacionaries i en abséncia de carregues i corrents eléctrics

En aquest punt estudiarem el cas seglient:

e tant el camp eléctric com el camp magnetic son variables,
e 1o hi ha preséncia de carregues ni corrents eléctrics:

p=0
=0 (154)

~ !

Aquesta situaci6 és interessant perque tractem la interaccié entre els camps
eléctric i magnetic sense preocupar-nos de que els ha creat (les carregues i els
corrents). Aquest cas és el que farem servir més endavant per a deduir 1’exis-
tencia de les ones electromagnetiques.

En aquestes condicions, les lleis de Maxwell passen a ser com s’indica a la
taula 6.

Taula 6. Lleis de Maxwell en abséncia de carregues i corrents electrics

Forma diferencial Forma integral
1a. llei Llei de Gauss fﬁf =0
: V.E= 155 Rt 159
de Maxwell | V' E=0 (155) per al.camp | (159)
electric
Llei de Gauss
2a. llei .= B-dS =0 (160)
.B= 156
de Maxwell | VB0 (136) NESHRNCaE f
magnetic
3a. llei OxFo _675 157 Llei d’induccié ‘¢‘E i - _ ddg (167)
de Maxwell T oot (157) de Faraday A dt
4a. llei o =_ OF Llei d’Ampere 5 a7 - e IPE (162)
e V5 HESE (158) | modificada gg M

Com podeu veure, aquest cas és molt interessant ja que ens permet observar un
altre paral-lelisme entre els camps electric i magneétic. Si en el cas estacionari ha-
viem observat que tots dos camps es comportaven de forma complementaria, ara

succeeix el contrari: tots dos semblen respondre de la mateixa manera.

I és que, en efecte, en abseéncia de les “causes” dels camps (les carregues per al
camp electric i els corrents per al camp magnetic) desapareix la diferéncia més
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notable entre tots dos: I’existéncia de carregues electriques i la inexisténcia de

“carregues magnetiques”.

A més a més, si observeu les noves expressions, també podeu detectar que les
aniques fonts o origens d'un dels camps so6n precisament les variacions que es
produeixen en l'altre camp. Es a dir, és com si els dos camps s’estiguessin “re-
alimentant” 1'un a 'altre.

Aquest concepte de “realimentacié” mutua entre els camps eléctric i magnéetic
és molt important i sera clau per a entendre les ones electromagnétiques que
estudiarem més endavant.

3.6. Que hem apres?

En aquest apartat hem introduit i analitzat les lleis de Maxwell. Hem vist que
aquestes quatre lleis son en realitat derivacions de les diverses lleis que hem

vist a les seccions anteriors.

Aixi doncs, hem vist que la primera i la segona lleis de Maxwell corresponen,
respectivament, a les lleis de Gauss per a 1’electrostatica i la magnetostatica, i
expliquen les caracteristiques dels camps eléctric i magneétic per separat.

També hem vist que la tercera i la quarta lleis indiquen la relaci6 entre els
camps electric i magnetic. La tercera llei de Maxwell correspon a la llei d'in-
ducci6 de Faraday i, per tant, relaciona la creacié de camps electrics a partir de
camps magnetics variables. La quarta llei de Maxwell indica el procés contrari
a la tercera: la creacié de camps magnetics a partir de camps electrics variables.

A continuaci6é hem analitzat totes quatre lleis en alguns casos particulars. En
primer lloc hem vist quina forma prenen les lleis quan els camps so6n estacio-
naris i, per tant, les iniques fonts de generaci6 son les carregues i els corrents
electrics.

L’altre cas que hem estudiat és el complementari de I'anterior, és a dir, quan
no hi ha ni carregues ni corrents i, per tant, 'anica font de generaci6 dels
camps son ells mateixos. Hem vist que aquest cas és molt interessant, ja que
ens indica que els camps eléctric i magnetic s’alimenten mttuament de forma
indefinida, fet que donara peu al contingut del proper apartat.
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4. Ones electromagneétiques

Ja hem introduit i detallat les lleis de Maxwell i hem vist que resumeixen tot

Vegeu les lleis de Maxwell a I'apartat 3
N s s <o . - d’aquest modul.

el comportament dels camps electric i magnetic tant de manera individual Ve;elfj un exer“nple de la interrelacié
entre els dos camps al subapartat 3.5.3

com en conjunt. Precisament, pel que fa a aquest darrer punt (la interrelacio d'aquest modul.

entre els dos camps) hem vist un exemple clar en I'Gltim cas particular que
hem estudiat: I'estudi de les lleis de Maxwell per a camps no estacionaris i en
abséncia de carregues i corrents. En aquest Gltim cas, en qué mancaven les
“fonts” propies dels camps eleéctric i magneétic (carregues i corrents, respectiva-
ment), hem pogut observar que tots dos camps es “realimenten” entre si.

Pero, en que consisteix aquesta realimentacio? I, sobretot, com es produeix?
En aquest apartat veurem totes dues coses. Abans per0, ens introduirem en els
conceptes d’energia electromagnetica i el vector de Poynting.

4.1. Energia electromagnetica. Vector de Poynting

Fins ara us hem introduit els camps eléctric i magnétic i hem vist que, les for-
ces electrica i magnetica, com qualsevol forca, presenten una energia associa-
da. Més endavant hem vist, en les lleis de Maxwell, que existeix una estreta
interrelacio entre les dues interaccions de manera que en realitat el que tenim
és un camp electromagneétic. Podriem parlar aleshores d’energia electromag-
netica? Doncs la resposta és que si.

Precisament la interrelacié entre els camps electric i magnetic, i en concret

Vegeu la interrelaci6 entre els dos camps
al subapartat 3.5.3 d’aquest modul.

aquesta “realimentacié” que ja hem introduit, es tradueix en el fet que hi ha
una transferéncia d’energia entre els dos camps. I és aleshores quan parlem de
flux d’energia electromagnetica.

El flux d’energia electromagneética es pot quantificar mitjancant un nou con-
John Henry Poynting

cepte: el vector de Poynting (en honor del fisic anglés John Henry Poynting,

. .. Fisic anglés (9/9/1852 - 30/3
que fou el primer que el va definir). 1914) qgue c(or<tr/ibui en la r/e_/
cerca en diversos ambits de la
fisica en general i de |’electro-
magnetisme en concret, com

El vector de Poynting S és una magnitud que mesura el flux d’energia ara I'estudi de I'energia elec-
1 NS © 1 bui A . tromagnética. Entre les seves
electromagneética i en el buit es defineix com: fites més importants desta-

quen el teorema de Poynting i
I'efecte Poynting-Robertson.

§s-LixB (163)
Ko

on E i B son el camp eléctric i magnétic, respectivament, i Ko és la per-
meabilitat del buit.
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Com podeu observar, la definicié del vector de Poynting inclou el producte
vectorial E x B . Per tant, el vector de Poynting ( § ) sempre sera un vector per-
pendicular tant al camp magnetic com al camp electric (vegeu figura 30).

Aqui s’introdueix un nou interrogant. Com es propaga aquesta energia? Ho fa

de forma instantania?

Precisament una de les conseqiiencies més importants de les equacions de
Maxwell és la deducci6 que es pot fer a partir d’elles d'un fet interessant: la
seva propagacio es produeix mitjancant ones electromagnetiques. I encara
meés, les mateixes equacions permeten deduir les equacions de propagacio
d’aquestes ones. Ho veurem tot seguit.

4.2. Deduccio de 'equacioé d’ones a partir de les equacions
de Maxwell

Podeu deduir I'equaci6 d’ones a partir de les lleis de Maxwell que ja hem vist. Les
reescriurem per a 1'Gltim cas particular que hem estudiat: abséncia de qualsevol
medi material, carrega eléctrica (p = 0) o corrent eléctric (J =0 ). A més les escriu-
rem per al cas de propagacié pel buit, és a dir, prendriem g i gy. En aquesta situ-
acio, les equacions se simplifiquen de forma notable. Us recordem el canvi a la
taula 7, en forma diferencial on tenim les equacions genériques, provinents de la

taula 3, i les equacions sense carregues ni corrents, provinents de la taula 6.

Taula 7
Expressié “normal” Expressio sense carregues
p ni corrents eléectrics
1a. llei de Maxwell V.E=P (164) V-E=0 (168)
€9
2a. llei de Maxwell V.E=0 (165) V-B=0 (169)
. - - 0B -~ - 0B
3a. llei de Maxwell VxE=-2" VxE=-2 (170)
) ot (166) * ot
4a. llei de Maxwell | VB = 1] + oo % 167) VxB = noto % ar)

A partir d’aquesta nova situaci6, podem comencar a operar amb les noves
equacions. Comengarem a treballar amb les equacions tercera (170) i quarta
(171), que tracten amb els rotacionals dels camps electric i magnetic. Escollim
aquestes dues equacions perque inclouen la dependéncia creuada d’ambdos

camps, és a dir, mostren que la variaci6 en el temps d'un camp crea 'altre.

A totes dues equacions apareix un rotacional en el primer terme pero no en el
segon. Anem a veure queé passa si calculem el rotacional a totes dues bandes:

(172)

Figura 30

my

Figura 30

La imatae és la representacié
deE,BiS.

Vegeu les lleis de Maxwell a I'apartat 3
d’aquest modul.

Vegeu un cas particular de la interrelacié
entre els dos camps al subapartat 3.5.3
d’aquest modul.
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(v x E) (173)

Els altims termes de les equacions anteriors es poden substituir pels equiva-
lents respectius que podeu obtenir a partir de les mateixes equacions de Maxwell.
Fixeu-vos, pero, que ara cal procedir a I'inrevés. Es a dir, a I’equaci6 (172), que
hem deduit de la tercera llei de Maxwell, cal fer servir la quarta llei, (171),ia
I'equacio (173), que hem deduit de la quarta llei, ara cal fer servir la tercera
(170). Fent aquestes substitucions, us quedara:

4. — = E 2_’

(V E)_—%[MO 02?) = vX(?XE)Z—HO‘So% (174)
— — = B 2—

(V B) Ho€o (ft[ %J = ?x(ﬁxf})z—uoso(f;?f (175)

Com podeu veure, en les expressions anteriors s’esta aplicant l’operador nabla
dos cops (es fa el “rotacional del rotacional”). Es tracta, per tant, d’expressions
complicades de tractar. No obstant aixo, podem simplificar-les fent servir la
identitat vectorial segiient:

Vx(Vx¥)=V(V-7)-V? (176)
Aquesta identitat és valida per a qualsevol vector i, per tant, es podra aplicar
tanta E com a B.L’avantatge de fer servir aquesta identitat és que ens apa-
reixeran els termes v.E -0 i V. B =0 que, d’acord amb les modificacions de

la primera llei (168) i de la segona (169), seran igual a zero.

Aixi doncs, les expressions simplificades queden de la manera segiient:

- 2E
0-V7E =—pgg— (177)
0<0 atz
2=
0-V2B =g @ (178)
ot
I aquestes equacions tenen nom propi: sén les equacions d’ona.
Les equacions d’ona dels camps eléctric (E)i magnétic ( B) son:
9=
%- L $25-0 (179)
ot Hogo
2B 1 -
—- V°B=0 (180)

o> Hogo

Propietat de I'operador
nabla y

La identitat
Vx(Vxv)=V(V-v)-V%
és una propietat matematica

de I'operador nabla i és valida
per a qualsevol vector V.
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Si recordeu, ja us varem introduir 1’equaci6 general d'una ona que es propaga
amb una velocitat ¢, que tenia la forma segiient:

(181)

Si us fixeu bé en les dues equacions que heu acabat deduint, (179) i (180), po-
deu observar que segueixen el model d'una equaci6 d’ona (181) i que la seva
velocitat de propagacio és:

1
Hogo

c= (182)

Aqui ens trobem un altre dels descobriments més rellevants dins del desenvolu-
pament de 1'electromagnetisme. Si calculeu la velocitat fent servir els valors cone-
guts de la permitivitat eleéctrica (g) i de la permeabilitat magnetica (pg) del buit:

€0 = 8,854 - 10712 C?/Nm?

1o = 4m - 107 N/A? (183)

obtindreu el valor segiient:

1
Ho€o

(184)

_ .10° m
=2,998.10 A

que correspon a la velocitat de la llum en el buit!

Les lleis de Maxwell permeten deduir que:

¢ Els camps electric i magnetic es propaguen en forma d’ones electro-
magnetiques i amb una velocitat de propagaci6 en el buit igual a la
velocitat de la llum:

1
Ho€o

(185)

_ 102 m
=2,998.10 A

e Aquesta coincidéncia entre la velocitat de propagacio de les ones elec-
tromagnetiques i la velocitat de la llum, va fer suposar a en Maxwell que
aquesta Gltima és, en el fons, un tipus d’ona electromagneética.

4.3. Relacio entre els camps eléctric i magneétic en una ona

electromagnetica

Ja hem deduit i estudiat de forma extensiva les lleis de Maxwell i n’hem ana-
litzat les conseqiiéncies. Tanmateix, hem deixat per a aquest subapartat una
d’elles: la relaci6 entre els camps eléctric i magnetic.

Equacié d’ones

L’equacié diferencial que expli-
ca el comportament d’una ona
qualsevol que es propaga amb
una velocitat c és:
2~
ou_ V=0
ot?

Vegeu |'equacié general d’una ona que
es propaga amb una velocitat ¢ al modul
“Ones”.

Vegeu la llum com a ona
electromagneética al modul “Ones”.

Vegeu les lleis de Maxwell a I'apartat 3
d’aquest modul.
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En efecte, podem analitzar la tercera i quarta lleis de Maxwell en abséncia de
les “fonts” dels camps, és a dir, en absencia de carregues i corrents electrics.
D’aquesta manera es considera que els camps eléctric i magnetic estan gene-

rats inicament per ells mateixos:

_ - 0B
VxE=-—— 186
P (186)

L oE
Vx B =ppeg— (187)

Hogo =

La primera conclusié que podem extreure fa referencia a les direccions dels
camps. Fixeu-vos que en tots dos casos la direccié d'un dels camps és la matei-
xa que la del rotacional de l'altre. I, si recordeu, el rotacional d'un vector sem-
pre és un segon vector perpendicular al primer.

En conseqiiencia, el que tenim és que aquests dos camps s6n perpendiculars

entre si.

Els camps eléctric E i magnétic B sempre son perpendiculars entre si

Per tant, la direccié d’un dels camps ens determina de forma univoca la di-
recci6 de l'altre. Ara bé, que passa amb les seves magnituds? També estan re-
lacionades? Anem a comprovar-ho.

Suposem, per exemple, que el modul del camp eléctric és proporcional al del

camp magnetic:
- ass)

El valor de la constant de proporcionalitat o hauria de ser tal que se satisfacin
la tercera (186) i quarta(187) lleis de Maxwell. L'Gnic valor per a aquesta cons-
tant que satisfa les dues lleis és:

Juozo (182

Podeu comprovar que aquest valor és precisament la velocitat de la llum o de
propagaci6 de les ones electromagnetiques en el buit (185):

1
Ho€o

=2,998-10° I% (190)

Vegeu les lleis de Maxwell a I'apartat 3.5
i les taules 6 i 7 d’aquest modul.

)

Vegeu el rotacional d’un vector
a l'apartat 2.3.1 d'aquest modul.

Y
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La relacio entre els moduls del camp eléctric ( E ) i magnétic ( B) en una

ona electromagnetica és, per tant:

[El =<l asm

Activitat

Verifiqueu que si H EHl H BH tenen la relaci6 de I’equaci6 (191), es verifiquen les equacions
(186) i (187).

4.4. Resolucio de I’equacié d’ones per al cas d’ones planes

Les equacions d’ones que acabem d’introduir tindran una soluci6 general que
compren infinites solucions particulars. Tanmateix, estudiarem només un cas
concret: el d’'una ona plana harmonica que es propaga en una sola direcci6. A la
figura 31 es mostra un esquema representatiu d'una ona plana harmonica.

Figura 31
Figura 31

La imatge mostra un esquema
representatiu d’una ona plana
que es propaga en |’eix z. En
una ona plana, els camps eléc-
L tric i magnetic sén constants al
Direcci6 de llarg de qualsevol pla que sigui
PISRAgACI perpendicular a la direccié de
propagacié. Per tant, només hi
haura gradient de camp en la

direccié6 z.
Al'exemple de la figura, una ona plana es propaga al llarg de la direcci6 de l'eix
z. En una ona d’aquest tipus, trobem dues caracteristiques significatives:
e Els camps eléctric (E) i magnétic (B) oscil-len o “vibren” en direccions
perpendiculars a la direcci6 de propagaci6. Per tant, es tractara d’ones
transversals.
Recordeu

Les ones electromagnetiques planes son ones transversals.
Una ona transversal és aquella
en la qual les seves oscil-lacions
es produeixen en una direccié

Aix0 vol dir que tindrem: perpendicular a la direcci6 de
propagacié.
z= Vegeu les ones transversals al modul
“Ones”
B,=0 (192)

e En un instant determinat, els camps eléctric ( £ ) i magnétic (B) sén cons-
tants respecte a qualsevol direccié que sigui perpendicular a la direcci6 de
propagacio. Per tant,
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%k _o %E_p
ox oy
B _ 0; 9B _ (193)
ox oy
I en conseqiiéncia:
2 2
ox oy
25 25
@B o, OB (199
ox oy

Amb aquesta consideracio, les equacions d’ones (179) i (180) se simplifiquen
i queden:

27 27
oE 1 TE_j (195)
at? Ho€o oz

25 25

A S (196)

ot? Hogo 872

Les solucions particulars d’aquestes equacions son:

E = Ej cos(kz — ot + ®()

B =By cos(kz - ot + @) (197)

on els primers factors ( E i By) sOn constants, i indiquen les amplituds tant
del camp eléctric E com del magnétic B.

L’argument del cosinus, kz — ot + @, correspon a la fase de I’ona: k €s la cons-
tant de propagacio; o la freqiiencia angular i @ és la fase inicial. En el buit:

®
—= 198

Fixeu-vos en les unitats: [o] = 1/s1i [k] = 1/m. Per tant [c] = m/s, que sOn unitats
de velocitat.

A partir d’ara prendrem @, = 0.

Recordeu

Vegeu les solucions particulars de les
equacions d’ones al modul “Ones”.

Recordeu

Una equacié diferencial té una
solucié general que compren
infinites solucions particulars
possibles.

‘ Vegeu la fase de I'ona al modul “Ones”.
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En l'ambit de l'electromagnetisme es prefereix substituir el segon terme per un
altre tipus d’expressions anomenades fasors, tal com us mostrem tot seguit:

kz-wt)

E = Eyell (199)

B = Bye/ket) (200)
Els termes ¢/*~0 s6n variables en el temps i en 'espai i s’"anomenen fasors.
Un fasor és un nombre complex que equival a:

k70D = cos(kz — of) + j sin(kz — o) (201)

Podeu comprovar que el modul del fasor sempre val 1 i, per tant, es tracta d'un
factor que no modifica 'amplitud de I’ona sindé només la seva fase. També po-
deu comprovar que, a part del temps, aquest terme només depén de la direccio
de propagacio z (logic, atés que es tracta d'una ona plana).

Aixi doncs, ja hem vist com son les expressions d'una ona electromagnetica har-
monica plana que es propaga al llarg de la direcci6 z. Per a trobar 1'expressio per a
una ona que es propaga en una direccié qualsevol farem la substituci6 segiient:

kz - k-7 (202)

Analitzem aquesta nova expressio (k-7 ):

o k=(ky, ky, k;) és un vector que indica la direccio de propagacio i el seu
modul és el nombre d’ona (també anomenat constant de propagacid) que
ja heu vist.

e 7 =(x,,2z) és el vector de posici6é que substitueix la z. En el cas particular
que hem tractat; 7 =(0, 0, z).

Per tant, tindrem que:

k-7

kex +kyy +kyz (203)

Aixi doncs, resumint:

Les expressions per als camps eléctric E i magnétic B en una ona har-

monica plana son:

(204)
(205)

on E, i B, sénl’amplitud dels camps eléctric i magnétic (és a dir, el seu
valor maxim), o és la freqiiéncia angular d’oscil-lacié i k és la constant
d’ona de propagacio.

j en comptes de i com
a unitat dels nombres
imaginaris

Quan es treballa en I'ambit de
I'electromagnetisme es fa ser-
vir j per a indicar la unitat ima-
ginaria i. El motiu d’aquest
conveni és perqué no es pro-
dueixi confusié amb el corrent
electric, que s’indica també
ambiol.

Recordeu

Un nombre complex és un
nombre del tipus z=a+ b, on
aibsén nombre realsij és la
unitat imaginaria (j =/-1)

Vegeu el nombre d’ona al modul
“Ones”.

Recordeu

La freqiiencia angular i el
nombre d’ona o constant de
propagacié k sén els dos pa-
rametres que, juntament amb
I'amplitud, determinen com és
i com es propaga una ona.

® correspon a la “freqliencia
temporal” o velocitat amb que
oscil-la la magnitud en un punt
fix determinat.

El modul de k correspon a la
“freqliencia espacial” o quanti-
tat de maxims o minims que es
produeixen en una distancia
determinada al llarg de la di-
reccié de propagacié.




CC-BY-SA « PID_00159124 87

Lleis de Maxwell

Aixi doncs, a partir d’ara farem servir el vector k per a expressar la direccio
de propagaci6. El seu modul correspon al nombre d’ona. Pel que fa a la seva
direccio, correspon a la direcci6 de propagacié de 'ona. I atés que estem
estudiant el cas d’una ona plana, tindrem que tant el camp eléctric E com
el camp magnetic B no presenten component en aquesta direcci6. Per tant,
la direcci6 del vector k, és a dir, la direcci6 de propagacio, és perpendicular
a les direccions de 5 i B.

En una ona plana, les direccions de E, B i k son perpendiculars entre si.

Podem obtenir l'expressié matematica que relaciona tots tres, ja que:

e de l'equacio HEH = CHBH (equaci6 183) sabem la relaci6 entre els moduls,

e delafigura 31 sabem que si fem el producte vectorial de kiE (perono a
la inversa), obtenim B .

Amb tota aquesta informacié podem escriure la relacié matematica entre E

Bik:

Els vectors E, B i k es relacionen de la segiient manera en el buit:

i
(O]

(EXE)=£(12XE)=—(12XE) (206)

B:

on gy i pg son, respectivament, la permitivitat i la permeabilitat del buit.

Fixeu-vos que als dos tltims termes hem escrit k per indicar que és un

vector unitari en la direcci6 de k.

A la figura 32 tenim representats els tres vectors.

4.5. Que hem apres?

En aquest apartat hem vist que a partir de les lleis de Maxwell es dedueix que
I'energia electromagnética es propaga mitjancant ones electromagnétiques i
n’hem determinat ’expressio i la velocitat de propagacio, que en el buit cor-
respon a la velocitat de la llum en el buit (la qual cosa no sorprén perque, de

fet, la llum, és una ona electromagnética).

També hem introduit alguns conceptes relacionats amb la propagacié de
I’energia electromagnetica, com ara el vector de Poynting, que ens serviran per
a altres moduls.

Vegeu que el modul correspon al
ndmero d’ona al modul “Ones”.

Recordeu
. 1
En el buit ¢ =
VEoko
Recordeu

Un vector k es pot escriure
com el producte del seu mo-
dul, k, pel vector unitari en la
seva direccid i k:

k = kk

Figura 32

my

Figura 32

La imatge és la representaci6
de k,BiE.
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A partir de les lleis de Maxwell es dedueixen les equacions que expliquen el

comportament dels camps electric i magnetic:

”-
% 1§20 (207)
ot Moo

”-
IB__1 20
or”  Hofo (208)

Aquestes equacions corresponen a les equacions d’'una ona, que anomenem

ona electromagneética, la velocitat de propagacio6 de la qual és:

c= |2 (209)
Ho€o

Podem comprovar que ¢ = 2,998 - 108 m/s, que és el valor ja conegut de la ve-
locitat de la llum en el buit.
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5. Problemes resolts

5.1. Enunciats

1. Sabent que el modul del camp eléctric creat per una carrega puntual g ubi-
cada en el punt (0, 0) sobre un punt que es troba a una distancia d és:

1 ¢q
= 4 210
47'C80 d2’ ( )

determineu el flux de camp electric degut a la carrega q per a les superficies
tancades segiients:

a) una esfera de radi R centrada a (0, 0),
b) una esfera de radi 2R centrada a (0O, 0).

Feu el calcul dels fluxos primer mitjancant la definicié de flux i després mit-
jancant el teorema de Gauss, i comproveu que els resultats sén identics en

tots dos casos.

2. En una certa regi6 de l'espai hi ha present un camp electrostatic uniforme
regit per I’expressio segiient:

E(r)=-10 i[N/] (211)
Determineu la forca electrostatica experimentada per:
a) una carrega puntual de valor Q =-5 pC ubicada en el punt (1, 1),
b) un segment de fil amb carrega Q = -5 nC que s’estén entre els punts (0, 0)
i(1,1),
c) una esfera de radi R =1 amb carrega Q =-5 uC i centrada a (0, 0).
3. El camp electrostatic en un punt és:

E=100i +300j N/,

Calculeu i compareu el camp de desplacament D en el mateix punt quan el
medi material és el buit i quan és aigua a 20 °C de temperatura (g, = 80).

4. El potencial electrostatic en una certa regi6 de 1’espai és:

V(F)= x + 3yz2 V)
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Determineu l'expressié general del camp eléctric en aquesta mateixa regio i

calculeu-ne la magnitud en el punt r=i+3 f— 2k.

5. El potencial vectorial magneétic en una certa regié de l'espai és

A(F)=xi +yzj (212)

Determineu l'expressio general del camp magnetic en aquesta mateixa regio i
calculeu-ne la magnitud en el punt 7 = i-2j+3k.

6. En una certa regi6 de I’espai existeix un camp eléctric E determinat per

I'expressio:
E(f):4xsin(47t-106t+n) j (%) (213)

Si suposem que la regi6 esta lliure de carregues i corrents eléctrics, determineu
I’expressi6 general del camp magnétic B(f ) associat a aquest camp.

7. En una ona harmonica plana, el camp eléctric E oscil-la amb I'amplitud
Ey=3i -2j +k i es propaga en la direcci6 k = (217 +2f —ZE). Determineu el

camp magnétic B de 'ona.

5.2. Solucions

1. Recordem la definici6 de flux de camp eléctric a través d'una supetficie S (3):

oy = GE-dS (214)
N

on el signe 55 indica que la superficie S és tancada.

Abans de procedir amb el calcul, analitzem la geometria del problema. Les
dues superficies respecte a les quals s’ha de calcular el flux s6n esfériques. Aixo
vol dir que (vegeu la figura 33):

 El camp eléctric (E ) sempre sera perpendicular a la superficie en tots dos
casos, ja que el camp creat per una carrega puntual només té component

radial (consulteu la figura 2).

e El modul del camp eléctric (E) és constant, ja que la distancia d és la ma-
teixa per a tota la superficie (la carrega esta ubicada en el centre de I'es-
fera).

Figura 33
\'__,I,__‘.‘“E'/ﬁ/'df
T
< & b
by A

Figura 33

La imatge mostra la carrega
tancada dins una esfera.
També s’hi representen

el camp eléctric E i el vector
de superficie.
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Aquestes dues caracteristiques simplifiquen el calcul del flux, ja que tant E
com dS son paral-lels i per tant, EdS = E-dS, i com que E és constant en tota
la superficie, surt de la integral:

®p =Efds (215)
N

I, per tant:
Op=E-S (216)

Es a dir, n’hi ha prou amb multiplicar el modul del camp eléctric pel valor de
la superficie de 1'esfera.

a) Per al cas de l'esfera de radi R, la distancia és d = R i, per tant, el camp elec-

tric és:

1 g
E = —= 217
47'580 R2 ( )
I la superficie de I'esfera és:
S = 4nR? (218)

Per a calcular el flux, multipliquem (217) i (218):

L I (219)
47E80 R2

@E:E'S:

Els termes 4n i R? es cancel-len perqué es troben multiplicant i dividint a la
vegada i, per tant, obtenim:

op=1 (220)

Podeu comprovar que aquesta expressio és idéntica a la que trobariem a la llei
de Gauss (8), ja que la carrega g és I'inica que es troba a l'interior de la super-

ficie.

b) Per al cas de l'esfera de radi 2R, la distancia és d = 2R i, per tant, tenim:

E-_L 4

o o7 (221)
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S = 4n(2R)? (222)
I el flux sera:
1 q 2
Op=E-S= -4m(2R 223

Com a l'apartat (a), els termes 4n i (2R)? es cancel-len perque es troben multi-
plicant i dividint a la vegada i, per tant, obtenim el mateix resultat:

op=1 (224)
€0

També com a l'apartat (a), podeu comprovar que se satisfa la llei de Gauss (8),
ja que la carrega q és I'inica que es troba a l'interior de la superficie.

2. Segons l'equaci6 (18), la forca electrostatica experimentada per una distri-
buci6é continua de carrega és:

F(7)=[E(7)dg (225)

Ateés que el camp electric és uniforme (constant), podem treure’l fora de la in-
tegral:

F(7)=E(7)[dq (226)

El resultat de la integral és precisament el valor total de la carrega de les distri-
bucions. En tots tres casos és Q = -5 - 107 C. Per tant,

F(7)=(-5:107)-(-107) =+5-10°7 (N{)) (227)
3. Segons l'equaci6 (35), el camp de desplacament electric és:
D=¢E (228)
Per al cas del buit (¢ = ¢y = 8,85 - 10712 C2/Nm?):

D =8,85-107'2-(100i +300/) C/m? =(0,885 +2,566/ ) nC/m?
Per al cas de l'aigua (g, = 80):
£ =808 = 7,08 - 10710 C2/Nm?

D=7,08:107%.(100 i +300j ) C/m?® =70,8i + 212,4j nC/m?
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Podeu comprovar que el quocient entre els valors dels dos camps és precisa-

ment 80, que correspon a la permitivitat relativa (g,) de 1'aigua.

4. Recordem la relaci6 entre el potencial i el camp electrics (23):

E(F)=-VV(7) (229)

Per tant, haurem de calcular el gradient del potencial que, si recordeu, és un
vector les coordenades del qual son les derivades parcials respecte a x, y i z, res-
pectivament. Aixi doncs, el primer que hem de fer és calcular aquestes deriva-

des. Comencem per la derivada respecte a x:

ovV. 0/ o 2
—=— +3 =2x+0=2x 230
ox ax( yz) ( )

Fixeu-vos que el terme 3yz? és com si no hi fos perqué no depén d’x i, per tant,

la seva derivada és O.

Pel que fa a la derivada respecte a y:

ovV._ 0 2 2\ _ 2 _q,2
5‘5( +3y2%)=0+377 =32 (231)

Podeu observar que els termes x%, 3 i z2 no depenen d’y i, per tant, han de ser

tractats com a constants.

Finalment, la derivada respecte a z:

V32 a2\
E‘ax( +3yz )_6yz (232)

De forma similar a com succeia amb la derivada respecte a y, els termes X2, 31

2

z“ no depenen de z i, per tant, han de ser tractats com a constants.

El gradient del potencial sera un vector les components del qual sén les ex-

pressions que acabem de trobar, equacions (230), (231) i (232):

VV(F)=2xi +32%] +6yzk (233)
I, per tant, el camp eléctric sera:

E(F)=-VV(F)=-2xi —-32%] - 6yzk
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Per a trobar la magnitud del camp en el punt r= i+ 3}'— 2k només cal substi-

tuir els valors corresponents:

E(1,3,-2)=-2-1i -3-(-2)*] -6-3-(-2)k

E(1,3,-2)=-2i -12j + 36k N/C

5. Recordem la relaci6 entre el potencial vectorial i el camp magnétic (66):

B=VxA (234)

Per tant, per a trobar el camp magnétic B haurem de calcular el rotacional del

potencial vectorial magneétic A :

.. 0A, \- - (0A -
Ox [0 %y i+(%_aﬁjj+ My A g (235)
oy oz 0z  0Ox ox Oy

Agafem el potencial vectorial magneétic i en calculem les derivades parcials que

necessitem:

A(F)=xi +yzj

Ao g
oy 0z
ay_, Ay
ox 0z
Ao YAz (236)
ox oy
Per tant, el camp magneétic B sera:
B=VxA=yi (237)
Per a trobar el camp en el punt 7 =i -2/ +3 k hem de substituir aquestes
components a I’equacio anterior:
B=-2i T (238)

6. En absencia de carregues i de corrents electrics, I'inica “font” de creaci6 de
camp eléctric E és I'existéncia de camps magnetics variables B . La magnitud
del camp eléctric generat per un camp magnetic variable es pot determinar a
partir de la tercera llei de Maxwell (que és la forma diferencial de la llei d'in-

ducci6 de Faraday), equacio (110):

VxE=-— (239)
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Per a resoldre 1’equacio, cal multiplicar totes dues bandes per dt i després inte-
grar-les:

[(VxE)-dt =—[aB (240)
Per tant, el camp magnétic B sera:
B=-[(VxE)-dt (241)

Determinem en primer lloc quant val vx E:

- - OE, \- - (©CE -
G| % O i*(%_%J” Ly % i (242)
oy o0z 0z Ox ox oy

Podem comprovar que totes les derivades parcials son zero a excepci6 del ter-

oF .
me a—y Per tant, tindrem:
X

6[4){ Sil’l(47t- 100t + n)}
+
ox

VxE=(0-0)i +(0-0)j -0 |k

Vx E =4sin(4n.106t+n)i< (243)

Segons l’equaci6 (241), per a trobar el camp magnétic B cal integrar I’expres-
si6 (243) respecte al temps. Per tant:

B- —J‘(4sin(4n'106t+n)lz)-dt

p-—2 6cos(4n~106t+n)lz
41-10

B=Li06 cos(4n'106t+n)lz [T] (244)
I

7. Hem vist que, en una ona plana, les direccions de E, B ik son perpendi-
culars entre si. Per tant, podem determinar E a partir de B i viceversa, si conei-

xem la direcci6 de propagaci6 k.
k= (2? +2] - 212) m! (245)

Eo=3i-2j+k N/C (246)

Vegeu les ones planes al subapartat 4.4
d’aquest modul.

g
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Podem escriure l’ona plana com, equacio6 (204):
Producte vectorial

El producte vectorial de dos

. - ](kr wt) vectors és un tercer vector amb
E=Eye (247) direccié perpendicular als dos
primers.

Es calcula de la manera se-
On: glient:

Ko = (2 +2] = 2K): (xi +] + 2K) = 2x+ 2y -2z (248) T 5

:(aybz *azby)'ff(axbz —azby)j +

i per obtenir ® podem aplicar '’equaci6 (198). +{ayb, ~ayb,)E
xZy yEx

o=c-k=cv22+22+2% =2¢3 (249)
Per tant:
B - ((2x+2y 2z)- Zcft N
=(37-2j + k) VG (250)
Un cop tenim el camp E , podem obtenir B amb 'equacio6 (206).

s 1[0 =) (2042 =2k (ar o5 2y (2x2p-22-20331) |
B_E[kxE]_CM NE J (31—2]+k)e =

} j(2x+2y-22-2¢\3t) (251)

ZZC[{[Z 1- -2)]i -[2-1-3-(-2)]j +[2-(-2)-2-3]k

2x+2y-22-2¢,31)

D:n

! ( -8j - 10k) i

ZCI Zc«/— o (252)
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Resum

Les carregues eléctriques en repds generen un camp electrostatic E(7) a les-
pai del seu voltant. Podem representar de forma qualitativa aquest camp mit-
jancant les linies de camp, que expressen la direccid, sentit i magnitud del
camp eléctric en una regid. Les linies de camp sempre comencen i acaben alla

on hi ha carregues eléctriques i no es poden creuar mai en cap altre lloc.

El flux de camp eléctric @y és una mesura del nombre de linies de camp E
que travessen una superficie S determinada. La llei de Gauss per al camp elec-
trostatic enuncia que el balang de flux de camp eléctric que travessa qualsevol
superficie tancada, €s a dir, el balang entre les linies de camp que surten de la
superficie menys les que hi entren només depén de la carrega eléctrica neta en

el seu interior. Per al buit és:

E-dS = Qint (253)
S £o

Tot camp electrostatic presenta un potencial electrostatic V(7) associat en

tots els punts de la seva regi6¢ d'influéncia. El coneixement del potencial elec-

trostatic V(7) en tota una regi6 permet determinar de forma univoca el camp

electrostatic E(f) a tota la regio, ja que ambdos es relacionen mitjangant

I'operaci6 gradient:
E(7)=-VV(7) (254)

Quan un camp electrostatic E(F) extern afecta una regi6 on hi ha un material
dielectric (no conductor) es produeix la polaritzacié P del material, és a dir,
una redistribuci6 de les carregues eleéctriques internes del material de manera
que el camp electric “efectiu” en el seu interior es redueix. Els efectes d’aquesta
polaritzaci6 sobre el camp electric s’engloben dins del concepte de permitivi-

tat electrica del material (¢).

Si el material és conductor, atés que les carregues electriques s’hi poden mou-
re amb llibertat, el camp eléctric en el seu interior és E =0 . Aix0 implica, per

tant, que el potencial electrostatic és constant (V = constant).

Les carregues en moviment i, per extensio, els corrents electrics generen un
camp magnetic induit. De forma analoga al camp electrostatic, podem repre-
sentar aquest camp magnetic mitjancant linies de camp i definir el flux de
camp magneétic @z com una mesura del nombre de linies de camp que traves-

sen una superficie § determinada.
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La llei de Gauss per al camp magnetic enuncia que el balang de flux sobre
qualsevol superficie tancada és sempre zero. Aquest fet implica que, a diferen-
cia del camp electrostatic, no existeixen “carregues magnetiques” on puguin

comencar o acabar les linies de camp:

563-d5=0 (255)
S

El teorema de Gauss, tant per al camp eléctric com magneétic, es pot expressar

en forma diferencial mitjancant el concepte matematic de la divergencia:

v-E=L£ (256)
€0
V-B=0 (257)

La llei d’Ampere-Maxwell relaciona el camp magnetic amb les seves causes:

els corrents electrics i els corrents de desplacament. Per al buit és:
‘gﬁ‘B-df:uO[I+so—j (258)
c

La llei d’induccié de Faraday explica la generacié de camps eléctrics a partir

de camps magneétics variables:
$Edl=-—2L (259)
c

La llei d’Ampere-Maxwell i la llei d’inducci6 de Faraday també es poden es-

criure en forma diferencial mitjancant el concepte matematic del rotacional:

vxE--28
ot (260)
- ~ - a L
VXBIHO ]+SOE (261)

Quan un camp magnetic extern (B, ) actua sobre una regi6 on hi ha un cert
medi material, es produeix la magnetitzacié del material (M ). Aquesta mag-
netitzacié produeix un camp magnetic addicional que cal considerar a I’hora
de determinar el camp magnétic “real” o “efectiu” B. La relaci6 entre By i B

ve determinada per la permitivitat magneética relativa del material (y,). Els
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valors d’aquesta constant varien molt entre els diferents medis materials se-
gons el seu comportament magnetic. Els tipus de materials magnétics més ha-
bituals son els diamagnetics, els paramagnetics i els ferromagnetics.

L'observacié conjunta de les lleis que determinen les propietats dels camps
eléctric i magnetic permeten deduir-ne un cert paral-lelisme i una estreta rela-
ci6 entre tots dos fenomens. Expressades en la seva forma diferencial, es con-
verteixen en les lleis de Maxwell per a I’electromagnetisme:

Lleis de Maxwell per a I'electromagnetisme en el buit

Forma diferencial Forma integral

1a. llei N Llei de Gauss - Qu

’ V-E = .d§ = Kint.
de Maxwell | V' E=C (262) |peralcamp | fE-dS=" (266)

0 electric S 0
; Llei de Gauss S
2a. llei I P
de Maxwell | V-B=0 (263) | peral camp $B-ds =0 (267)
magnetic S

3a. llei - - 0B 264 Llei d’induccié ;o7 dDg
de Maxwell | VxE= T (264) de Faraday .fE dl = at (268)
4a. llei TR - oF Llei d’Ampére- 5 F do;
de Maxwell | V*B=10] +1oto = (265 | Maxwell 5fB dl = ol +noso —_ £ (269)

Un cas particular interessant per al qual val la pena analitzar les equacions és
aquell en que no hi ha cap carrega ni corrent electric. En aquest cas particular
podem observar que l'inica “font” de camp electric és la variaci6 de camp
magnetic i a I'inrevés. Aquesta interrelaci6 entre els camps eléctric i magnetic
indica que en realitat es tracta d'una dnica interaccio: 1'electromagnetisme.
L’energia associada a aquesta interaccié conjunta és I’energia electromagneti-
ca. Aquesta energia i la seva propagacio es determinen mitjancant el vector de
Poynting.

A partir de les lleis de Maxwell es dedueix que l’energia electromagneética es

propaga mitjancant ones electromagnetiques. Les expressions per a una ona

harmonica plana son:

(270)

(271)

El vector k ésla constant d’ona i indica la direcci6 de propagacio, que és per-

pendicular tanta E coma B.
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Exercicis d’autoavaluacio

1. El flux de camp eléctric degut a un camp de modul E = 2 - 103 N/C que travessa una superficie
quadrada de 10~ m? que es troba orientada amb un angle de 6 = 30° amb la direcci6 del camp elec-
tric, tal com es mostra a la figura 34, val...

a) &g = 2,0 Nm?/C

b) &g = 0,17 Nm?/C.

) ®p = 0,10 Nm2/C.

d) Totes les respostes anteriors son falses.

Figura 34

v

v

mY VY

2. Si tenim una carrega Q situada en el centre d’una esfera imaginaria de radi R, el flux de
camp electric total a través de la superficie de l'esfera...

a) sempre és 0 perque es tracta d'una superficie tancada.

b) és proporcional a la carrega Q pero no depen del valor del radi R.

c) és proporcional a Q i també és proporcional a R.

d) és proporcional a Q pero també és proporcional al quadrat del radi R, ja que la superficie d’'una
esfera és S = 4nR2.

3. En una regi6 de l'espai, el camp eléctric és E(f) =0 en tots els punts. Aixo vol dir que...
a) el potencial és V(7) =0 en tots els punts de la regio.

b) el potencial V(7) és constant en tots els punts de la regio.

c) les dues respostes anteriors son possibles.

d) el potencial pot ser tant constant com variable, atés que el potencial no depén del camp
eléctric.

4. En una regi6 de 'espai hi ha un potencial eléctric V(7)=x+2y + 3z (V). El camp electric
en aquesta regio...

a) és uniforme iigual a E(7)=i-2j-3kN/C .

b) és uniforme i igual a E(7) =6N/C.

c) ha de ser variable perque el potencial també ho és.
d) Totes les respostes anteriors son falses.

5. Suposem dos medis materials amb permitivitats electriques relatives respectives g, =21 g, = 4.
El camp eléctric generat per una distribuci6 de carrega qualsevol que es trobés en el medi 2...

a) seria el doble del que tindriem en el medi 1 i quatre vegades més gran que en el buit.

b) seria la meitat del que tindriem en el medi 1 i quatre vegades més petit que en el buit.

c) seria el doble del que tindriem en el medi 1 i la meitat del que tindriem en el buit.

d) seria la meitat del que tindriem en el medi 1 i el doble del que tindriem en el buit.

6. Un imant s'introdueix de forma parcial dins d’una superficie tancada S, de tal manera que una
part de I'imant es troba fora i l’altra es troba a dins. El flux de camp magnétic ®g que travessa S...
a) és dg =0, ates que es tracta d'una superficie tancada.

b) depen de les caracteristiques de 'imant (geometria, magnetitzacio, etc.).

c) depen de quina fracci6 de 'imant es troba fora i quina es troba a dins.

d) depén de la permeabilitat magneética tant de I'imant com del medi material de l'inte-
rior d’S.



CC-BY-SA « PID_00159124 102

Lleis de Maxwell

7. La divergencia del camp magnétic (. g )...

a) depén de la permeabilitat magnética (n) del medi.

b) és sempre zero, ja que el camp magnetic sempre és uniforme.

c) és sempre zero, ja que no existeixen “carregues magnetiques”.

d) en general és zero, pero pot ser diferent de zero si el camp magnétic no és uniforme.

8. Una carrega positiva g es troba en repos a la posicioé 7 = (0, 0, 0) . Quan s’hi aplica un camp
magnétic B = 57, la carrega...

a) s’accelera cap a la direcci6 x.

b) s’accelera cap a la direccio y.

c) s’accelera cap a la direccio z.

d) no s’accelera.

9. Una carrega negativa —q es desplaca al llarg de 1’eix x amb una velocitat y per una regio
on existeix un camp magnetic B que apunta en la direcci6é de l'eix y. La for¢ca magnetica ex-
perimentada per la carrega és...

a) F=—qvBk

b) F = qvBk

©) F=qvBsin45°k
dF=0

10. Un cert camp vectorial y(r) presenta sempre components radials. Aixo vol dir que...
a) el seu gradient sempre és 0.

b) la seva divergéncia és 0.

c) el seu rotacional és O.

d) Totes les respostes anteriors son falses.

11. Un solenoide genera un cert camp magneétic B en el seu interior. Si introduim un ma-
terial diamagnétic en el seu interior, el camp magnétic B :

a) continua tenint la mateixa direcci6 i sentit perd augmenta en modul.

b) continua tenint la mateixa direcci6 i sentit perd disminueix en modul.

c) continua tenint la mateixa direcci6 pero ara en sentit oposat.

d) Totes les respostes anteriors son falses.

12. Sotmetem un material ferromagneétic inicialment desmagnetitzat (M =0) a un camp
magneétic en un sentit fins que el material es magnetitza completament, és a dir, fins que la
magnetitzaci6 és maxima. Per tal de desmagnetitzar-lo, és a dir, fer que la magnetitzaci6 tor-
ni a ser 0 gl\?[ :O),

a) seria suticient amb eliminar completament el camp magnetic inicial, ja que aquest n’és la
causa.

b) caldria eliminar completament el camp magnétic inicial i aplicar-ne un altre de la mateixa
magnitud en sentit oposat.

c) caldria eliminar el camp magnétic inicial i aplicar-ne un altre amb una magnitud igual al
valor de la coercitivitat del material perd en sentit oposat.

d) no caldria eliminar el camp magnétic inicial ni canviar-ne el sentit, seria suficient amb
reduir-ne la magnitud fins a un valor igual a la coercitivitat del material.

13. La llei d'inducci6 de Faraday es pot expressar en forma diferencial i es converteix en...

a) la primera llei de Maxwell (V. E = P
€9

b) la segona llei de Maxwell (¢ . g -0 )-

c) la tercera llei de Maxwell ( Vx E = _9B ).
ot

d) la quarta llei de Maxwell ( Vx B =y,J + Hogo@ ).
ot
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14. E1 modul del camp magneétic en una certa regio és H BH = 5. En abséncia de carregues i cor-
rents electrics, el modul del camp eléctric seria...

o [f]-cs
by -
0 f] -5
O [f|-2c

15. En una ona electromagnética, el camp eléctric £ oscil-la en la direccié 1i —1j iel camp
magnétic B ho fa en la direccié 17 + lf . La direcci6 de propagaci6 de 'ona sera...

a) i

b) j

c) k

d) Totes les respostes anteriors son falses.
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Solucionari

1.b;2.b;3.¢;4.a3;5.b;6.b; 7.¢;8.d; 9.a; 10.¢c; 11. b; 12.¢; 13. ¢; 14. a; 15. ¢

Glossari

camp de desplacament electric m Camp vectorial definit per a tenir en compte només
el camp electric produit per les carregues lliures, les no produides en el fenomen de la pola-
ritzacio electrica. El camp de desplacament electric es relaciona amb el camp electrostatic a
través de la permitivitat del medi.

camp d’induccié magnetica m Entitat matematica que s’utilitza per a concentrar, amb
una sola expressio, tota la informacié magnéetica d’un sistema de carregues en moviment. En
un camp vectorial.

camp electrostatic m Entitat matematica que s’utilitza per a concentrar, amb una sola ex-
pressio, tota la informaci6 electrostatica d’un sistema de carregues. En un camp vectorial.

camp magnetic m Denominacié amb qué sovint es fa referéncia, per abus del llenguatge, al
camp d’induccié magnetica. Camp vectorial definit per a tenir en compte només els corrents lliu-
res. No té en compte la magnetitzacio. Es relaciona amb el camp d’induccié magnetica a través
de la permeabilitat del medi.

carrega eléctrica [ Propietat que tenen algunes particules fonamentals, que els confereix
la possibilitat d’interaccionar amb altres particules que també tinguin aquesta propietat. La
interaccio és de tipus electromagneétic.

conductor m Material en el qual, a causa de la seva estructura microscopica, pot haver-hi
carregues lliures que en preseéncia d’'un camp eléctric es veuran afectades de manera que el
material sera capa¢ de conduir corrent eléctric.

corrent eléctric m Moviment aproximadament continu de carregues eléctriques per mitja
d’un fil, superficie o volum.

densitat de carrega f Quantitat de carrega electrica per unitat de longitud, superficie o vo-
lum quan es troba distribuida al llarg d’una linia, superficie o volum.

dielectric m Material en el qual, a causa de la seva estructura microscopica, les carregues
que hi ha estan fortament lligades i no es poden moure lliurement.

energia electrostatica fEnergia deguda a la preséncia d’'un camp electrostatic o a la pre-
séncia de carregues (estatiques) en una certa regi6é de ’espai.

flux de camp m Magnitud que mesura la quantitat de linies de camp que travessa una de-
terminada superficie. Depen del valor del camp, de l'area de la superficie i de l’orientacio
relativa entre aquests dos elements.

fem induida /' Diferéncia de potencial o tensié que es genera en un circuit tancat quan el
flux de camp magnétic que travessa la superficie imaginaria que dibuixa és variable en funcié
del temps. La forca electromotriu induida també es pot generar sense la necessitat d'un cable.
sin. forca electromotriu induida

forca electromotriu induida f
sin. fem induida

forca electrostatica f Forca que experimenta una carrega o un sistema de carregues quan
es troba en una regi6 on existeix un camp electric.

forca magnetica f Forca que experimenta una carrega o un sistema de carregues en mo-
viment quan es troba en una regi6é on existeix un camp magnetic.

histeresi magnetica f Propietat que tenen alguns materials magnétics, especialment els
ferromagnetics, segons la qual les propietats magnetiques d’aquests materials depenen de la
seva historia magneética.

imantacid f Procés pel qual els corrents microscopics en un material magnetic s’orienten
de la mateixa manera i provoquen una reaccié macroscopica en el material.

intensitat de corrent f Magnitud que indica la quantitat de carrega que travessa una de-
terminada superficie durant un cert temps.
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interaccié electromagneética f Una de les quatre interaccions fonamentals de la natura.

linies de camp f pl Linies imaginaries que serveixen per a representar un camp i donar una
idea qualitativa de la seva direcci6 i intensitat en qualsevol punt de la regi6 representada.

llei d’Ampere-Maxwell f Llei que relaciona la circulacié d'un camp magnetic a través
d’'una linia tancada amb les seves causes.

1lei d’induccié de Faraday f Llei que relaciona la variacié de flux magnétic amb la forca
electromotriu induida.

magnetitzacié f Mesura de la direcci6 i la intensitat, per unitat de volum, dels moments
dipolars magnetics induits per les particules carregades dels atoms d’un material, com a res-
posta a un camp magnetic extern.

material diamagneétic m Material magnetic que reacciona, en preséncia d'un camp mag-
netic extern, de manera que es crea una magnetitzacié molt feble i amb sentit oposat al del
camp magneétic aplicat.

material ferromagnetic m Material magneétic que reacciona, en preséncia d'un camp
magneétic extern, de manera que es crea una magnetitzacié molt intensa i amb el mateix sen-
tit que el camp magnetic aplicat. Els materials ferromagneétics, a més, poden presentar una
magnetitzacié6 romanent un cop desapareix el camp magnetic extern i una certa histeresi
magnetica.

material paramagneétic m Material magnétic que reacciona, en preséncia d'un camp
magneétic extern, de manera que es crea una magnetitzacié molt feble i amb el mateix sentit
que el camp magnetic aplicat.

permeabilitat magnética f Propietat dels medis materials que déna compte de les seves
propietats magnetiques. En el valor de la permeabilitat es concentren tots els efectes micros-
copics relacionats amb el camp magneétic.

permitivitat eleéctrica f Propietat dels medis materials que déna compte de les seves pro-
pietats eléctriques. En el valor de la permitivitat es concentren tots els efectes microscopics
relacionats amb el camp electric.

ona [ Pertorbacié que es propaga per l'espai i el temps, amb transport d’energia pero sense
transport net de materia.

ona electromagneética f Ona que propaga energia electromagnética.

polaritzacié electrica f Efecte que es produeix en un material dieléctric degut a 1’orien-
tacio dels dipols microscopics que constitueixen aquest material quan es troba en una regi6
on existeix un camp eléctric.

potencial electrostatic m Magnitud escalar que mesura 1’energia per unitat de carrega que
hi ha en un cert punt de 'espai. Es pot considerar també com una funcié matematica que
indica I’energia “en poténcia” d’un punt de l’espai.

teorema de Gauss m Teorema fonamental de ’electromagnetisme que relaciona el flux de
camp a través d’una superficie tancada amb la carrega que hi ha dins d’aquesta superficie.
Quan es tracta d’'un camp magneétic, el teorema de Gauss enuncia que aquest flux ha de ser
zero, ates que no existeixen “carregues magnetiques”.
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