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Introduccion

El objetivo de la inferencia estadistica es obtener informacioén acerca de una
poblacién, partiendo de la informacién que contiene la muestra. La seleccion
de la muestra debe garantizar su representatividad, lo que se consigue eligién-
dola al azar mediante diferentes procedimientos de muestreo que se estudian
en el modulo 5.

Una vez seleccionada una muestra, se dispone de un conjunto de valores, en
cuyo caso los métodos descriptivos estudiados en el modulo 1 facilitan el analisis
de estos valores muestrales. El problema que ahora se aborda es la extension
de estos resultados al conjunto de la poblacion o, en otras palabras, dar res-
puesta al siguiente interrogante: Dada cierta informacién muestral ;qué pode-
mos afirmar de la poblacién?

La solucion de este problema sera el objetivo de la inferencia estadistica.

Hasta ahora se habia supuesto que los valores de los parametros de las distri-
buciones de probabilidad eran conocidos. Pero esto casi nunca ocurre, de ma-
nera que tenemos que usar los datos muestrales para estimarlos. Los

estimadores proveen valores a esos parametros.

Cuando las inferencias que se realizan se refieren a caracteristicas poblaciona-
les concretas, es necesaria una etapa de disefio de estimadores. En este m6dulo
se presentan los conceptos basicos para la estimacion de la proporcion, de la

media y de la varianza de la poblacion respectivamente.

Un enfoque alternativo es indicar un rango de valores, entre los cuales tiene
que estar el pardmetro con una determinada precisién: esta es la idea de un
intervalo de confianza.

A continuacién se plantea en este modulo el problema del contraste de hi-
potesis, desarrollando métodos que permiten contrastar la validez de una
conjetura o de una afirmacién utilizando datos muestrales. El proceso co-
mienza cuando un investigador formula una hipoétesis sobre la naturaleza de
una poblacién. La formulacion de esta hipotesis implica claramente la elec-
cién entre dos opciones; a continuacién, el investigador selecciona una op-
cién basandose en los resultados de un estadistico calculado a partir de una
muestra aleatoria de datos.



CC-BY-SA » PID_00161059 6

Inferencia de informacién para una poblacion

Objetivos

Los objetivos académicos del presente modulo se describen a continuacién:

1. Explorar las distribuciones de la media, de la proporcién y de la varianza mues-
tral.

2. Aplicar el Teorema central del limite.
3. Crear intervalos de confianza.
4. Usar la distribucion t en una prueba de hipoétesis.

5. Utilizar la distribucion chi-cuadrado ( Xz) en una prueba de hipotesis.
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1. Distribuciones muestrales y Teorema central
del limite

Una muestra aleatoria permite hacer inferencia sobre ciertas caracteristicas de la
distribucion de la poblacién. Esta inferencia estara basada en algtn estadistico,
es decir, alguna funcién particular de la informaciéon muestral. La distribucion
muestral de este estadistico es la distribucion de probabilidades de los valores
que puede tomar el estadistico a lo largo de todas las posibles muestras con el

mismo namero de observaciones, que pueden ser extraidas de la poblacion.

Por ejemplo, en la distribucion normal, los dos parametros son la media de la
poblacién py la desviacidon estandar poblacional c. Se puede estimar el valor p
calculando el promedio muestral o media muestral, x, y el valor de c median-
te el célculo de la desviacion tipica muestral, s. En este caso la media muestral,
X y la desviacion tipica muestral, s, son los estadisticos. En el caso de la distri-
bucién binomial, los pardmetros son n y p. Para estimar el parametro propor-
cién poblacional, p, se utiliza el estadistico proporcién muestral, f)

El estudio de las distribuciones muestrales se puede ilustrar mediante la crea-
cién con Minitab de 100 muestras de datos aleatorios normales con media 80
y desviacion tipica 5, con 9 observaciones de cada muestra (figura 1). A partir
de datos aleatorios se crea una columna de datos que contenga el promedio de
cada muestra o media muestral.

Figura 1. Pasos a seguir para estudiar una distribucién muestral

Minitab - Untitled 5ample Fram Calumns. ., Pasos a seguir

File Edit Data| Calc Stat Graph Editor  Tools

é = | =) | ¥ i Calculator,..

I gg Column Statistics. ..

Chi-Sguare. ..

Se sigue la ruta Calc > Random
Data > Normal: (1). Se rellenan
s los campos en la ventana co-

- Row Statistics. .. .
s it E.. rrespondiente: (2).
i’ Session £19 Standardize. .. -

Make Patterned Data » Unifarm, ..
Make Mesh Data. ..

Multivariake Mormal. ..

2
Bernmoulli. .

Welcome to Mi: 808 Make Indicator Variables.., Biromil. ..

Set Base Geametric. ..

Negative Binomial. ..

Probability Distributions 4 Hypergeometric...
Discrete... «—1
Matrices 3
Integer...
Boissan.... Normal Distribution [Xl
Beta... Mumber of rows of datato generate: | oo
MR o Store in columnngs):
Exponential. .. c1-co
GAMma. .,
Laplace. .. «— 2
1 Largest Extreme Value, ..
2 Logiskic. ..
i Loglogistic. . . Mean: (g0
L Lognormal... Standard deviation: 5
L Smallest Extreme Yalue, .. Select |
6 :
T Triangular. .. TR ,TI T
5 weibull, ..
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Se ha generado asi una matriz de nueve columnas y cien filas (figura 2). Cada

componente de esta matriz es una observacion aleatoria proveniente de

una distribucién normal de media 80 y desviacion estandar 5.

Figura 2. Resultado de una matriz

= Minitab - Untitled - [Worksheet 1, **]

@ File Edit Data Calc Stat Graph Editor Tools  Window Help

SH & % i 07 ABEE O 3 E g | Gl
| [ | =l %
+ C1 2 c3 C4 ] C6 c7 c8 c9 c10
1 | 8621 18 73 8202 833841 B85 2706| 843577 733733 792915 797839 859532
2 | 779605 77OF49| 798217 TEA465 802022 FTEI4 TBIETE 7H.2VET) 81,7320
3 | 794466 81,7029 79BSS1 B4 8797 772991 833234 894473 V45262 884057
4 | 752041 798637 794250 FBB203 77 B463| 748025 919961 81,1118 78,1692
5 | B03288) 806675 9160815 77 6024 717536 8945731 956013 78,1734 7846703
6 | 728596 752371 8952919 B9 2655 B3 4426 B9 4642 826151 749094 835735
7 | 83,4955 790853 805709 742571 BOG703| 534584 782343 76,5349 84,1050
8 | 777052 TS0 747272 0242250 844440 7343850 THE91Y B3 6371 81,2470
9 | 834490 81,1309 76095926 855929 B42463| 782026 §7 5054 | 837920 B5B216
10 | 81,0768 856596 540062 635531 VOB466 7BE77G 5829853 708620 7938056
11 | 73,5304 772005 633529 91.9047| 760708 735186 §4.3317 758071 74 4023
91 | 657335 7359428| 96,7601 8571700 835731 8941641 791928 796062 §1.4380
92 | VB0597 | 830876 7758049 7173920 839294 D02161| VB 4043 Y45141) 78,1746
93 | 85,8218 835000 7058513 824729 850008 754355 773336 796959 7955596
94 | 747113 B35013| 798273 7648099 YO7165| 96,8965 703262 B©1,5301 82,6092
95 | 84,2597 703432 821207 819862 BO0O716| 791272 832123 80,0331 749672
96 | 795742 784663 805376 755732 B39279 B0O55YY| 812435 80,2280 VIBZ79
97 | 81,5282 81,0184 | 773914 77764 732830 V65476 OF 2r48 B66303 55,1380
98 | 51,8135 827231 81,0083 841466 732423 B10257 781474 843158 745273
99 | V37441 T9BB40| 742215 855686 759545 B1E7E7| 77 BA95| 77,1299 85,1886
100 | 77,0603 804039 73,1897 737991 7273458 75,8393 749260 692976 7746513

Se considera que cada una de las filas obtenidas es una muestra, y se calcula la

media asociada a cada una de estas cien muestras (figura 3):

Figura 3. Pasos a seguir para calcular las medias

Row Statistics

Select |
Help |

Skakiskic

{~ Sum {~ Median

* Mean " Sum of squares
{~ Standard deviation = M kotal

£ Minirnum = M nonmissing
" Maxirmum M missing

= Range

Inpuk variables:

X

C1-C9

Skore resultin: | 011

(0] I Cancel

Pasos a seguir

Una vez generados los datos se
sigue la ruta Calc > Row Statis-
tics y se rellenan los campos en
la ventana correspondiente:

A3).
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En la columna C11 de la figura 4 hay cien nuevos valores (las medias). En la

figura 5 se muestran los dotplot asociados a las columnas C1 (que representan cien

valores aleatorios obtenidos de una normal 80-5) y C11:

Figura 4. Resultado del analisis

i 1 c2 c3 Cc4 C3
g6,2119
77 9609
79 4466
75,2041
80,3295
72 Ba96
g3 4955
777092
g3 4490
g1 0765
78 5354

70,0951

7983202
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79 8637
80 BE7T5
75,2371
79,0583
76,8970
91,1309
g atate o
77 2005
78,7096

83,3841
e 97
79 6951
79 4250
81,6815
85,2919
50,5709
747272
78,9926
84,0082
83,3529
77,3602

85,2706
76 5400
B4 85797
76,5203
77 6024
B9 2655
74,2571
82 4228
85,5929
B3,5531
91,9047
82 55639

84,3977
80,2022
77,2981
77 5463
71,7586
853 4426
80,5703
84 4440
84,2465
70 5466
78,0705
72 4905

LI=T - - T B R T~ P

- -
- =

—
%)

e c7
73,3735
779314
83,3234
74 B025
84 5731
g9 4642
83,4584
78 4365
78,2026
7B B8
73,8196
76,7535

79,2915
78 3676
89 4473
a1 9961
845 6013
826141
78,2343
79 6917
87 oood
52 9o43
84,3317
88 5660

Figura 5. Pasos a seguir para crear el grafico de puntos de los dotplot

]

Dotplots
one ¥
Simple With Groups  Stack Groups
A L]
- - Q
- 1 LA R R (=]
LN (=]
L ) [N ] ose
LA NN N ] 2 LN L NN -]
Mulkiple %'s
Simple Skack s With Groups  Stack Groups
%L:' oo
(=] 1 [ ] oow
o y_meew ELLEL)
oee |__#e9 ooe
LN N -] '\(22 .== YEDD..
Help QK Cancel

La salida de Minitab de la figura 6 muestra que
la distribucién de la variable aleatoria inicial X
(columna C1) era normal y, segin el grafico
de puntos, parece que también la distribucion
de la v.a. X-barra (x) es normal, de media
muy similar y desviacion estdndar menor (los
puntos de la x estdn menos “dispersos” que
los de la x).

También podemos hacer un histograma de fre-
cuencias de la distribucién de las medias mues-
trales (x), como se aprecia en la figura 7.

c8

79,7538
78 27a7
74 5262
81,1118
78,1734
74 9094
76,5345
83 6371
83,7920
70 5620
758071
85 7643

co c10 Cc11 Cc12
x-barra
85 0532 81,9429
81,7320 7T Far2
a5 4057 79,8583
78,1692 79,4488
78,8703 799175
835735 79 B0ES
84,1050 80,1016
a1 2270 799103
B5 0216 80,7571
79,8056 77,8031
74 4023 79,5042
75 4986 78,7350

Pasos a seguir

Se sigue la ruta Graph > Dotplot
y se rellenan los campos en la
ventana correspondiente: (4).

Figura 6. Grafico de puntos de valores de los dotplot

3k Dotplot of C1; x-barra

Dotplot of C1; x-barra

(B(=1[Ed)

c1l e e

y-barra

70,0

87,5 91,0
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Figura 7. Histograma de frecuencias absolutas de valores de x a partir de nueve muestras
aleatorias simples, cada una de tamafo cien

Histogram of x-barra
Mormal

18 4
— Mean 79,96
16 - StDev 1,582
N 100

14

N —/ ﬂl\_

Frequency
[+-]
L
N\
/

75,0 76,5 78,0 79,5 81,0 82,5

x-barra

Finalmente, en la figura 8 se obtienen los estadisticos que describen la distri-
bucion de las medias muestrales.

Figura 8. Resultado del andlisis de X-barra
Pasos a seguir

Descriptive Statistics: x-barra

Se sigue la ruta Stat > Basic
Variable N ur Meann SE Mean StDev Minimum ol Statistics > Display Descriptive
Median s Statistics y se selecciona la va-
x-barra 100 0 79,962 0,158 1,582 75,192 78,514 riable CT7 (x-barra) en la ven-
80,146 &l,000 tana correspondiente.

Variable Maximum
x-barra §3,154

La media de los cien valores contenidos de la columna C11 (y que es una
aproximacion a la media de la v.a. X-barra) es de 79,962, valor muy similar a
la media de X (que era de 80). Esto es coherente con lo que la teoria nos indica:

¢ La media muestral coincide con la media de la poblacién, pg = p.

La desviacion estandar de los cien valores de la columna C11 (que serd una
aproximacion a la desviacion estandar de X-barra) es de 1,582. Si tomamos la
desviacion estandar de X (que era de 5) y la dividimos por 3 (raiz de 9, el ta-
mafio de la muestra), obtenemos el valor 1,667.

e Ambos valores son muy parecidos, tal y como la teoria predice:

%=

Es interesante sefialar que si no se hubiera tomado inicialmente una variable
normalmente distribuida, las conclusiones obtenidas serian semejantes siem-
pre que el tamafio muestral n fuera lo suficientemente grande tal y como pre-
dice el Teorema central del limite.
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Teorema central del limite

El anélisis anterior se aplica so0lo a la distribucién normal. ;Qué ocurre si nues-
tros datos provienen de otra distribucion de probabilidad? ;Podemos decir
algo acerca de la distribucion muestral de la media en ese caso? Para ello se uti-
liza el Teorema central del limite, el cual expresa que si tenemos una muestra
tomada de una distribucion de probabilidad con media pn y desviacion tipica
de o, la distribuciéon muestral de X es aproximadamente normal con media p
y desviacion tipica de, c;/ Jn que es el error estandar. Lo notable acerca del
teorema central del limite es que la distribucién de la media muestral de X es
mas o menos normal, sea cual sea la distribucion original de probabilidad. A
medida que aumenta el tamafio de la muestra, la aproximacion a la distribu-

cién normal se acerca cada vez mas.

Una consecuencia de este teorema es:

Dada cualquier variable aleatoria con esperanza p y para n suficiente-
mente grande, la distribucion de la variable:

X-—p

VA

es una normal estandar N(O,1).

Un caso particular es la aproximacion de la binomial a la normal:

Sea X una variable aleatoria con distribucion B(n, p) binomial con n suficien-
temente grande. Entonces, X es aproximadamente normal con esperanza np y

varianza np(1-p).

En este caso, n grande significa que np y np(1-p) son los dos mayores que 5 o

bien que n > 30.

Por tanto, cuando el tamarno de la muestra, n, es grande, la distribucion
de la proporcién es aproximadamente una distribucién normal de es-

peranza p y desviacion tipica y/p(1— p)/n. En este caso /p(1-p)/n, co-

p-p)

rresponde al error estandar N| p, . [—/—= |.
n

Ejemplo: se hace una encuesta sobre un determinado tema que tiene dos op-
ciones, A y B. La probabilidad de que un individuo concreto opine Aespyn
es el nimero de encuestas hechas. Hemos preguntado a cuatrocientos habi-

Nota

Consideraremos que nes lo
bastante grande cuando,
como minimo, n> 30.

Calculo del error estandar

Recordemos que si la variable
tiene una desviacién tipica co-
nocida o, el error estandar se

puede calcular como o/\n.

Cuando o es desconocida,
calculamos el error estandar

como s/+/n, siendo s la desvia-
cion tipica de la muestra.

Recordatorio

Si X sigue una distribucién

binomial de parametros ny p,
entonces:

P(X = K) = [:ka (1-p)"*

para los k € {0, ..., n}
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tantes y encontramos que el 30% opina A, es decir, que podemos establecer
que p =0,3. Entonces, la distribucién de la proporcion de habitantes que opina
A sigue una distribucién normal, cuya media es 0,3, que coincide con la pro-
porcion del 30% de los habitantes de la poblaciéon que opinan A4, y la desvia-
cion estandar es 0,0229, que corresponde a la desviacion tipica de la poblacion
dividida por la raiz cuadrada del tamafio de la muestra.

N|0,3, /M =N(0,3;0,0229)
400
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2. Distribucion de la media muestral

Se deben considerar dos casos para la distribucion de la media muestral.
Caso de desviacion tipica poblacional conocida

Si la variable que estudiamos sigue una distribucién normal con media py
desviacion tipica o conocidas, entonces la media muestral es también nor-
mal con la misma media p y desviacién tipica o/\/ﬁ, donde n es el tamafo
de la muestra.

Siempre que la distribucién de las medias muestrales sea una distribucién nor-
mal, se puede calcular una variable aleatoria normal estandarizada, Z, que

tiene una media O y una varianza 1:

Si la distribucién de la poblacidon no es normal pero el tamafio muestral n es
suficientemente grande, entonces se usara el teorema central del limite y la va-
riable media muestral se aproxima a una normal estandar a medida que el ta-
mario de la muestra aumenta. En general, dicha aproximacion se considera

véalida para tamarfios muestrales superiores a treinta.

En el apartado anterior se vio que la variable aleatoria binomial sigue una dis-

tribucién normal aproximada cuando aumenta el tamafio de la muestra.

Ejemplo: en la asignatura de Archivistica de una licenciatura de Documen-
tacion se sabe que las calificaciones siguen una distribucién normal de me-
dia 7,4 y desviacion estandar 0,78. Se desea conocer el porcentaje de
estudiantes con nota superior a 6,5 e inferior a 8,5. ;Con qué nota se va a
calificar como "excelente” (A), si esta es la calificacién del 5% de estudian-
tes con mejor nota?

Solucion:

La variable sigue una distribucién N(7,4; 0,78). Primero se calcula el estadistico
Z normal estandarizado:

P(6,5§X§8,5)=P(6’5_7’4< X—7,4<8,5—7,4J:

0,78 ~ 0,78 ~ 0,78
=P(-1,15<Z <1,41) =
= P(Z<1,41)- P(Z <-1,15)=0,9207 -0,1251 = 0,7956

Nota

Si o es ladesviacién tipica de la
poblacién y n el tamafo de
la muestra, se define el error
estandar de la media mues-
tral como:

o/

Observad

El error estandar es cada vez
menor cuanto mayor es el ta-
mafio de la muestra.
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Los valores de probabilidad se buscan en la tabla N(0,1) o calculandose con
cualquier programa estadistico como se muestra en el ejemplo desarrollado en

el moédulo 1.

A la vista del resultado, se puede decir que el porcentaje de estudiantes con
nota superior a 6,5 e inferior a 8,5 es de 79,56%.

Para calcular la nota a partir de la cual se califica como excelente, se calcula el
estadistico Z normal estandarizado:

X-7,4_ A-7,4
0,78 ~ 0,78

P(XZA):P( j=P(Z2ZA)=0,05

En las tablas de la N(0,1) o mediante cualquier programa estadistico se busca
un valor z que deje a la derecha un area de 0,05, aproximadamente el valor es:
z, =1,645, de manera que:

A-7,4

=1,645 =  A=7,4+1,645-0,78=8,683
0,78

A partir de una nota de 8,6 se califica como “excelente”(A).
Caso de desviacion tipica poblacional desconocida

Cuando la desviacion poblacional es desconocida y el tamafio de la muestra es pe-
quefio, deberemos hacer una estimacién de la desviacion tipica con la llamada
desviacion tipica muestral. Para ello es necesario presentar una nueva distribucion
de probabilidad. Esta nueva distribucion se conoce con el nombre de t de Student
cuyas caracteristicas se explicaron en el moédulo 1.

Para determinar la distribucién de la media muestral cuando la desviacién po-

blacional es desconocida, se debe calcular la desviacion tipica muestral:

Si la variable estudiada sigue una distribucién normal con media p y desvia- Not
ota

cion tipica desconocida, entonces el estadistico media muestral sigue una dis-

. .. . . En este caso se define el error
tribucion t,,_;, es decir, una t de Student con n-1 grados de libertad. estandar de la media mues.
tral como:
7
ty g =" Jn
S
Jn

Los grados de libertad asociados con el valor de t son n—1(tamafio de la mues-

tra menos uno).
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Ejemplo: el tiempo que han tardado en infectarse de virus cada uno de los or-
denadores de una editorial ha sido: 2,5; 7,4; 8,0; 4,5; 7,4 y 9,2 segundos.

Suponemos que el tiempo que tarda un ordenador de esa editorial en infectar-
se sigue la distribucién normal de media 6,5 y se desconoce la varianza pobla-
cional. Se desea calcular la probabilidad de que un ordenador tarde entre 5y
10 segundos en infectarse.

Solucion:

Como se desconoce la varianza de la poblacién, la media muestral seguira una
distribucién t de Student con 5 grados de libertad.

Para calcular el valor del estadistico t, se debe calcular la desviacion tipica
muestral. El valor obtenido es S = 2,5:

La probabilidad solicitada sera:

5-6,5 10-6,5

5<T<10)= R <to< '
M ) p(z,S/JE >~ 2,5/\/6
Plts <3,43) - p(ts <—1,47)=0,99 - 0,1 = 0,89

Jz}K—L47St5s3A3)=

Para calcular la probabilidad se utiliza la tabla ¢t o un programa estadistico (fi-
gura 9).

Figura 9. Resultado de Minitab
Cumulative Distribution Function

Pasos a seguir

Para calcular las probabilidades

Ftudent's t© distribution with 5 DF de una distribucién t de Stu-
dent se sigue la ruta Calc > Pro-

¥ P X <=u]) bability Distributions > ty se

5,43 0,990652 completan los parametros en

la ventana correspondiente. El
resultado se muestra en la figu-

Cumulative Distribution Function rag.

Student's t© distribution with 5 DF

¥ P X =% )
-1,47 0,100755
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3. Distribucion de la proporcion muestral

En el apartado 5 del mé6dulo 1 se dijo que la distribucién binomial era la suma
de n variables aleatorias independientes, cada una de las cuales tiene una pro-
babilidad de éxito p. Para caracterizar la distribucion se necesita conocer el va-
lor de p, que es la proporcion de miembros de la poblaciéon que tienen una
caracteristica de interés. La proporcion muestral de éxitos en una muestra

aleatoria extraida de una poblacién en la que la proporcion de éxitos p sera:

~ X
pP=—
n
Por lo tanto f) es la media de un conjunto de variables aleatorias independien-
tes. Ademas puede utilizarse el teorema central del limite para sostener que la

distribucién de probabilidad de f) puede considerarse una distribucién nor-

mal si el tamafio de la muestra es grande.

N(p, p(l—p)}

n

Igual que en el caso de la media muestral, siempre que la distribucién de la
proporcién muestral sea una distribucién normal, se puede calcular una va-
riable aleatoria normal estandarizada, Z, que tiene una media cero y una va-

rianza uno.

La proporcién muestral tiene muchas aplicaciones, entre las cuales se encuen-
tra el estudio de los resultados de encuestas, la estimacién de la cuota porcen-
tual del mercado, el porcentaje de inversiones empresariales que tiene éxito y

los resultados electorales entre otros.

Ejemplo: el 22% de los discos se venden por la Red en formato MP3 y el resto
se vende en tiendas en formato CD. Se consideran las ventas de los proximos
5.000 discos. Se desea saber jqué distribucion sigue la proporciéon muestral
de discos vendidos por la Red? ;Cudl es el namero esperado de discos que se
venderan por la Red? ;Cual es la probabilidad de que se vendan por la Red
mas de 1.500 discos?

Solucion:

En este ejercicio se tiene que p = 0,22 y n = 5.000.

Distribucion de la
proporcion muestral

Es una aplicacién del Teorema
central del limite.

Nota

La distribucién de p tiene
una media igual a la propor-
cién poblacional p.

La desviacion estandar de

f) es el error estandar de la
media muestral como:

. = [p(1-p)
P n

Observad

El error estandar es cada vez
menor cuanto mayor es el ta-
mafio de la muestra.
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Para determinar la distribucion de la proporcién muestral, dado que el tamafio
de la muestra es grande n = 5.000, se aplica el teorema central del limite. La
distribucion serd aproximadamente normal, el valor de la media es el de la

proporcién poblacional (0,22).

Se calculara el error estandar s~ = /w =0,00586
p 5.000

El valor esperado de discos vendidos por la Red sera del 22% de los 5.000 que

se venden en total, es decir, 1.100 discos en formato MP3.

La probabilidad de que se vendan menos de 1.500 discos por la Red sera igual
a la probabilidad de que la proporcidén muestral sea superior o igual al 30%.
Para obtener esta probabilidad, primero se calculara el estadistico Z normal es-

tandarizado:

7 0,30-0,22

P(p>30%) =P
(p>30%) [ 0,00586

]:P(Z >13,41)=0

La probabilidad de Z se obtiene en la tabla N(0,1). En la practica, los calculos
probabilisticos anteriores se suelen automatizar con la ayuda de algtn soft-
ware estadistico o de anélisis de datos. La figura 10 muestra como se pueden

calcular probabilidades de una normal con ayuda de Minitab.

Figura 10. Célculo de probabilidades con Minitab

3 Minitab - Untitled Chi-Square...
| He et Daa|Coe 3ot Goph Edtor ook

W & o B couson. e

; o 1 Column seatisics... b..
% i i
- ,___ 3% Row Statistics... Uniform...
J 521 Standardize... Binomil... 1
- = (e Make Patterned Diata » Geometric. .
B Session Make Mesh Data.., Megative Binomial.. .
112 Make Indicator Yaribles... Hypergeometric...
i Discrete. ..
Cumulative D Set Base... Drscre
Random Data Ml et
m
Normal with m = B

Probabdity Destributions
¥ Pl ¥« -

Mormal Distribution

" Probabilty density
% Cumulative probability
" Irverse cumulakive probabibty

Mesn: [0

Standard deviation: 1,0

€ Inpuk column: |

et Optional storage: |
Help oK I Cancel | 13’4:; PlX <= = 1

Pasos a seguir

Optianal starage: | Bl Session
& Input constant: |13,4| Chrnulntive Distribution Function

Normal with mean = 0 and standard deviation = 1

Se sigue la ruta Calc > Proba-
bility Distributions > normal
(1) y se completan los para-
metros en la ventana corres-
pondiente (2). El resultado se
muestra en (3). El programa
calcula P(Z < =13,41).

— 3
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El valor obtenido con Minitab es P(Z <=13,41). Por lo tanto, para obtener
la probabilidad deseada calcularemos la probabilidad complementaria
P(Z>13,41)=1-P(Z<=13,41)=1-1=0.
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4. Distribucion de la varianza muestral

Una vez analizadas las distribuciones de las medias muestrales y las proporcio-
nes muestrales, se examinaran las distribuciones de las varianzas muestrales.
A medida que las empresas y la industria ponen mas énfasis en la produccién
de productos que satisfagan los criterios de calidad, es mayor la necesidad de
calcular y reducir la varianza poblacional. Cuando la varianza es alta en un
proceso, algunas caracteristicas de los productos pueden tener una gama mas
alta de valores, como consecuencia de la cual hay mas productos que no tie-
nen un nivel de calidad aceptable. Se pueden obtener productos de calidad si
el proceso de produccion tiene una varianza baja, de manera que es menor el
numero de unidades que tienen un nivel de calidad inferior al deseado. Com-
prendiendo la distribucion de las varianzas muestrales podemos hacer inferen-

cias sobre la varianza poblacional.

Si se estudia una muestra aleatoria de tamafio n y varianza muestral s2 obteni-
da de una poblacién normal de media py varianza o desconocidas, en-
tonces la varianza muestral se distribuye como una 151 con n-1 grados
de libertad:

2
2 _ (n — 1) Sx
An-1==—"7
Ox
Por lo tanto, se pueden hacer inferencias sobre la varianza poblacional *
utilizando s? y la distribucién chi-cuadrado. Este proceso se muestra en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo: en una gran ciudad se ha observado que durante el verano las factu-
ras del consumo de electricidad siguen una distribucion normal que tiene una
desviacion tipica del 100 euros. Se ha tomado una muestra aleatoria de 25 fac-
turas. Se desea calcular la probabilidad de que la desviacion tipica muestral sea

inferior a 75 euros.
Solucion:

En este ejercicio se tiene que n = 25 y 6 = (100)2. Utilizando la distribucién
chi-cuadrado se puede establecer que:

(25-1)75*  ,

P(s? <75%) =P (1007 <Wags |=P(13,5<13agu)

Los valores de la distribucion chi-cuadrado pueden obtenerse en la tabla de di-

cha distribucion con 24 grados de libertad:
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1Bagi =12,401; 1344, =13,848

El valor de probabilidad estara entre 0,025 y 0,05 (0,0428) exactamente.
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5. Intervalos de confianza para una poblacion

En los apartados anteriores hemos considerado la estimaciéon puntual de
un parametro desconocido de la poblacién, es decir, el calculo de un Gnico
nimero que sea una buena aproximacion. En la mayoria de los problemas
précticos, un estimador puntual por si solo es inadecuado. Por ejemplo, su-
pongamos que un control hecho sobre una muestra aleatoria de manuales
procedentes de un gran envio de una editorial nos lleva a estimar que el 10%
de todos los manuales son defectuosos. Un gerente que se enfrenta a este dato
posiblemente se hara preguntas del tipo: ;puede estar totalmente seguro de
que el verdadero valor del porcentaje de manuales defectuosos esta entre el 5%
y el 15%? O ;es muy posible que entre el 9% y el 11% de los manuales sean
defectuosos? Esta clase de preguntas requieren informacion que va maés alla de
la contenida en una simple estimacién puntual; son preguntas que buscan la
fiabilidad de dicho estimador. En otras palabras, se trata de la bsqueda de un
estimador por intervalos, un rango de valores entre los que posiblemente se

encuentre la cantidad que se estima.

Debemos medir de alguna manera la confianza que podemos tener en el inter-
Nivel de confianza

valo. Este porcentaje de muestras que dan lugar a intervalos que contienen el

Ly . . . El nivel de confianza también
auténtico valor del parametro es el llamado nivel de confianza. se denota por (1 — c) 100%

normalmente consideraremos
(1 - ), igual a 90%, 95%
Asi pues, un intervalo de confianza para cierto pardametro con un nivel de con- 099%.

fianza de C% es un intervalo calculado a partir de una muestra de manera que
el procedimiento de calculo garantiza que el C% de las muestras dé lugar a un

intervalo que contenga el valor real del parametro.

La expresion confianza del 95% indica confianza en el método utilizado, de
manera que el 95% de las veces que apliquemos el método a la misma po-
blacién obtendremos intervalos que si contienen el valor del parametro po-

blacional.

Intervalo de confianza para la media cuando la poblacién es normal

y conocemos la desviacion estandar
La variable que queremos estudiar sigue una ley normal de media p (desco-
nocida) y desviacién estandar ¢ conocida. Disponemos de una muestra aleato-

ria simple de tamafio n y el valor de la media de la muestra es x.

Se calculan los intervalos de confianza al nivel de confianza (1 — a)% median-

te la siguiente expresion:

(media de la muestra — ME, media de la muestra + ME)
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donde ME es el margen de error que tenemos que calcular, de manera que
el (1 -a) % de las muestras produzca un intervalo que contenga el verda-
dero valor de p.

El procedimiento que describimos sirve también para variables que no sigan
una distribucién normal, siempre que la desviacion tipica sea conocida y que

el tamario de la muestra sea n > 30.

Fijamos el nivel de confianza: se acostumbra a considerar (1 — ) igual a 90%,
95% 0 99%.

Calculamos el error estandar de la media como o3 = c/ Jn.
Obtenemos el valor critico, que es aquel valor Z% que hace que:
P(Z > Z%) =a/2

en el que Z es una variable aleatoria normal N(0,1). Se muestra graficamente
en la figura 11.

Figura 11. Gréfico de intervalo de confianza para p con desviacion tipica conocida

af2 of2

Para los niveles de confianza usuales, los valores criticos correspondientes son:

o (1-q)=90%=0,9,a=0,1y Zy2 = 2905 = 1,645
o (1-q)=95%=0,95a=0,05y Zy2 = zy 5 = 1,96
o (1-q)=99%=0,99, a=0,01y Zy2 = 20005 = 2,575

Calculamos el denominado margen de error (también denominado precision
de la estimacion) como Zy/> para el error estandar, es decir, como:

()

Za/Zﬁ

Nota

Por tanto, el margen de error
es la mitad de la longitud del
intervalo de confianza.
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El intervalo de confianza obtenido con la muestra de partida es:

( )_(iZOL/Zi )=(E—Za/zi, )_(+Za/zij
N N T

o lo que es lo mismo, x + ME.

Es necesario interpretar exactamente los intervalos de confianza. Si se extraen
repetida e independientemente muestras aleatorias de n observaciones de la
poblacion, entonces el 100(1 — a)% de estos intervalos contendra el verdadero

valor de la media poblacional.

El efecto del tamaiio de la muestra

En muchas ocasiones, una vez fijado el nivel de confianza nos marcaremos
Tamaiio de la muestra

como objetivo dar el valor del pardmetro p con cierta precision. La inica ma-

‘oz . . Es facil ver que si queremos re-
nera de obtener la precision deseada consiste en modificar de forma adecuada ducir el anc?]o deﬂntervab de

confianza a la mitad, debere-
mos tomar una muestra cuatro

de error ME; puesto que sabemos que: veces mayor.

el tamafio de la muestra. Supongamos que deseamos una precision o margen

ME =Zq/zi
n

In

Se obtiene el tamarfio deseado de la muestra para dicha precision:

62

ME?

()

Intervalo de confianza para la media cuando la poblacion es normal

y desconocemos la desviacion estandar

La variable que queremos estudiar sigue una ley normal de media u (desconoci-
da) y desviacion estandar también desconocida. Disponemos de una muestra

aleatoria simple de tamario n y el valor de la media de la muestra es x. Entonces:

Calculamos los intervalos de confianza al nivel de confianza (1 — )%, median-
te la siguiente expresion se fija el nivel de confianza, que habitualmente se

escribe como (1 - a)%.

Calculamos la desviacion tipica muestral S para obtener el error estandar de

la media como:

Sy =
¥ n
Calculamos el valor critico, que es aquel valor £/, tal que:
P(t,_1 2 ) )=o/2

en el que t,,_; es una variable aleatoria de Student con n — 1 grados de libertad.
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Como el margen de error es:

S
ME = tn—l,a/Z T
n

N

El intervalo de confianza obtenido con la muestra es el siguiente:

X+ ME

Intervalo de confianza para la proporciéon

Interesa conocer la proporcion de miembros de la poblacion que poseen una
caracteristica especifica. Si se toma una muestra aleatoria simple de tamario n,
la proporcién muestral es un buen estimador de la proporcién poblacional. En

este apartado se desarrollan intervalos de confianza para la proporcion.

Cuando el tamafio de la muestra sea bastante grande, en concreto siempre que
el tamafio sea superior a cien, se aplicard el teorema centra del limite, y, como
se ha visto en apartados anteriores, la distribucién de la proporciéon muestral

sigue una distribucién normal estandar N(O,1).

Igual que en los intervalos anteriores se calcula el margen de error como Zy)2
multiplicado por el error estandar, es decir:
p-p)

ME = Za/zsi; = Z(x/Z T

El intervalo de confianza obtenido con la muestra de partida sera:

p+ME

- 2 pd-p)

El tamafio de la muestra es n= (Z(x/Z) W

Ejemplo: un servidor de correo ha recibido 2.000 mensajes, de los cuales 250
son “SPAM”. Construid un intervalo de confianza del 96% para la proporcion
de mensajes “SPAM”, ;cuantos correos se han de estudiar en el servidor para
poder afirmar que el error entre la proporcion de mensajes “SPAM” recibidos
y la probabilidad de que el servidor reciba un “SPAM” sea menor que 0,03 con
una probabilidad del 95%?

Solucion:

El intervalo de confianza del 96% para la proporcion de la poblacion se obtie-

ne por medio de la ecuacion:

Nota

El parametro es p.

El estadistico es p.
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[f,_za/z [ /M]
n n

Se deduce que p = % =0,125, n=2000, z, ;5 = Zg o2 = 2,054.

Por lo tanto, el intervalo de confianza de la proporcién poblacional al 96% es

0,125-2,054 /M, 0,125+2,054 /M =(0,1098; 0,1402).
2000 2000

Se podria decir que la proporcién de todos los mensajes Spam recibidos de la
poblacion estaran entre el 10,98% y el 14,02% (con un margen de error del
1,52% al nivel de confianza del 96%).

Se calculara el minimo tamafio de la muestra necesario para que el error sea

menor que 0,03 con una probabilidad del 95% es:

) —Zp):(z )20,125-02875:1962_0,109

p-a-p) — 466,75
ME 0,0009

I’lZ(Z(X/Z)

’
’

Por tanto, se deben estudiar 467 mensajes.

Ejemplo con Minitab: en el ejemplo anterior se comparan los intervalos
de confianza al 90 y el 99%, manteniendo constante el tamafio de la mues-
tra, para contestar a la siguiente pregunta: Conforme aumenta la amplitud
de un intervalo de confianza, ;jaumenta o disminuye el nivel de confianza
asociado? En las figuras 12 y 13 utilizamos Minitab para analizar ambos es-

cenarios.

Figura 12. Resultado del Intervalo de confianza del 90% con Minitab

Test and Cl for One Proportion

Test of p = 0,125 w5 p not = 0,125

Sample x N Sample p a0 CI Z-Value P-Value
1 Z50 2000 0,125000 (0,11283A; 0O,137164) 0,00 1,000

Using the normal approximation.

Figura 13. Resultado del Intervalo de confianza del 99% con Minitab

Test and Cl for One Proportion

Test of p = 0,125 w3 p not = 0,125

Sample x N Sample p 99% CI Z-Walue P-Value
1 250 2000 0,125000 (0,105951; 0,144049) 0,00 1,000

Using the normal approximation.

Notar que al aumentar el nivel de confianza, deberemos ampliar la amplitud
del intervalo a fin de “abarcar” un rango mayor para el pardmetro poblacio-

nal estimado.
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Intervalo de confianza para la varianza

¢{Como se puede construir un intervalo de confianza para la varianza pobla-
cional?

Primero se fijara el nivel de confianza 1 — a.. Se calcular el estadistico.

es una observacién de una variable aleatoria x> con 1 — 1 grados de libertad.

Donde s2 es la varianza muestral de una muestra aleatoria de tamafo n to-

mada de una poblacién normal de varianza 2.

. C e .. 2
La figura 14 muestra los valores de la distribucion X -1 que cortan una pro-

babilidad de o/2 en las dos colas, es decir, los puntos criticos xznfl,a/z y

2
X n-1, 1-0/2-

Figura 14. Gréfico de intervalo de confianza de la varianza

2 2
X af2n-1 X 1-a/2,0-1

Ejemplo de intervalo de confianza para la varianza

Una empresa de autobuses urbanos espera que las horas de llegada en diversas
paradas tengan poca variabilidad. La varianza de la muestra de 10 tiempos de
llegada de autobus fue s2 = 4,8 minutos?. Suponiendo que la poblaciéon de
tiempos de llegada tiene una distribucién normal, se desea determinar un in-
tervalo de confianza del 95% para la varianza poblacional de los tiempos de
llegada.

2
n-1)s
El estadistico de prueba: 1 =% tiene una distribucién chi-cuadrado
[}

con n— 1 =9 grados de libertad. Determinamos los valores X%'01975 =16,0471

y 130,025 = 45,7222.
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El intervalo de confianza para la varianza de la poblacién sera:

2 2 . .
(2”—1)5 ;(’12—1)5 _ { 9-48 . 9:48 }=[0,94;2,69]minut05
S vwn Tvas | 4572227160471

La raiz cuadrada de esos valores sera el intervalo de confianza de 95% para la
desviacion estandar: 0,97 <c<1,64.
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6. Contrastes de hipotesis para una poblacion

En este apartado se desarrollan métodos para contrastar hip6tesis que permi-
ten comparar la validez de una conjetura o afirmacién utilizando datos mues-
trales. El proceso comienza cuando un investigador formula una hipétesis
sobre la naturaleza de una poblacion. La formulacion de esta hipotesis implica
la eleccién entre dos opciones; a continuacion, el investigador selecciona una
opcién basdndose en los resultados de un estadistico calculado a partir de una
muestra aleatoria de datos.

He aqui algunos ejemplos de problemas representativos:

1) Un investigador quiere saber si una propuesta de reforma fiscal es acogida
de igual forma por hombres y mujeres. Para analizar si es asi, recoge las opi-
niones de una muestra aleatoria de hombres y mujeres.

2) Una compariia recibe un cargamento de piezas. S6lo puede aceptar el envio
si no hay mas de un 5% de piezas defectuosas. La decision de si aceptar la re-
mesa puede basarse en el examen de una muestra aleatoria de piezas.

3) Una profesora estd interesada en valorar la utilidad de hacer controles re-
gularmente en un curso de estadistica. El curso consta de dos partes y la pro-
fesora realiza estos controles s6lo en una de ellas. Cuando acaba el curso,
compara los conocimientos de los estudiantes en las dos partes del curso me-
diante un examen final y analiza la hip6tesis de que los controles aumentan

el nivel medio de conocimientos.

Los ejemplos propuestos tienen algo en comun. La hipoétesis se formula so-
bre la poblacion y las conclusiones sobre la validez de esta hip6tesis se ba-
san en la informacién muestral. El test o contraste sera la herramienta que
nos permitird extraer conclusiones a partir de la diferencia entre las obser-
vaciones y los resultados que se deberian obtener si la hipotesis de partida
fuese cierta.

Planteamiento del contraste de hipotesis

En la prueba de hipétesis se comienza proponiendo una hipoétesis de partida

Hipotesis

acerca de un parametro poblacional. Esta hipotesis se llama hipotesis nula y

. .. . Y e s . Con la misma hipétesis nula
se representa como Hj,. A continuacién se define otra hipétesis, la hip6tesis podemos estudiar varias hip-

alternativa, que es la opuesta de lo que se afirma en la hipotesis nula. La hi- tesis alternativas.

potesis alternativa se representa como Hj. El procedimiento para probar una
hipotesis comprende el uso de datos de una muestra para probar las dos ase-
veraciones representadas por Hy y Hj.

Las hipotesis expresan una afirmacién sobre el valor del pardmetro. Podemos

tener una hipoétesis nula del tipo Hy: 6 = 6.
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La hipétesis alternativa puede ser unilateral, como Hy: 6 > 65 0 H: 8 < 8, 0
bilateral, como Hjy: 6 # 6.

Una vez planteadas las hip6tesis nula y alternativa, debemos tomar una decision
a partir de las observaciones. Por otro lado, existen dos decisiones posibles:

1) Aceptar la hipoétesis nula.

2) Rechazar la hipotesis nula.

Errores en el contraste

Con el fin de llegar a una de estas dos conclusiones, se adopta una regla de
decision basada en la evidencia muestral. Por consiguiente, no se puede saber
con seguridad si la hipotesis nula es cierta o falsa. Por tanto, cualquier regla de
decision adoptada tiene cierta probabilidad de llegar a una conclusion falsa.
Como se indica en la tabla 1, pueden cometerse dos tipos de errores. Un error
que se puede cometer, llamado error de tipo I, es rechazar una hipétesis nula
cierta. Si la regla de decision es tal que la probabilidad de rechazar la hip6tesis
nula cuando es cierta es a, entonces a se llama nivel de significacion del con-
traste. La probabilidad de aceptar la hip6tesis nula cuando es cierta es (1 — o).
El otro error posible, llamado error de tipo II, ocurre cuando se acepta una
hipoétesis nula falsa. La probabilidad de cometer este tipo de error, cuando la
hipétesis nula es falsa, se denota por . Entonces, la probabilidad de rechazar
una hipoétesis nula falsa es (1 — B), y se denomina potencia del contraste.

Tabla 1. Errores y decisiones correctas en contrastes de hipétesis

Condicion de la poblacion

Hg verdadera Hy falsa

Aceptar H Decision correcta | Error de tipo Il

Decision

Rechazar H, Error de tipo | Decisién correcta

Para plantear y resolver un contraste de hipotesis, es necesario:

1) Fijar las hipotesis nula y alternativa.

2) Fijar un nivel de significacion.

3) Determinar el estadistico de contraste y su ley.

4) A partir de aqui, tenemos dos métodos posibles:

4a) Calcular el p-valor asociado a nuestro estadistico de contraste calcula-
do. Comparar el p-valor con el nivel de significaciéon y tomar una decision.
4b) Calcular el valor critico. Comparar el valor critico con el estadistico

de contraste y tomar una decision.

Zona de aceptacidon y zona de rechazo de la hipotesis nula

Ejemplo 1. “Contraste bilateral”

La parte del grafico (figura 15) sombreada en rojo corresponde a la zona en la
que rechazamos la hip6tesis nula. La zona sin sombrear corresponde a la re-

gion de aceptacion de la hipotesis nula.

Regla de decision

Error de tipo I: rechazar una
hipétesis nula cierta.

Error de tipo Il: aceptar una
hipétesis nula falsa.

Nivel de significacion: la pro-
babilidad de rechazar una hi-
pdtesis nula que es cierta (esta
probabilidad a veces se expre-
sa en %, con lo que nos referi-
mos a un contraste de
significacién a. como un con-
traste al nivel 100 0.%).

Potencia: la probabilidad de
rechazar una hipétesis nula
que es falsa.

Atencion

Un nivel a = 0,05 significa que
aunque la hipétesis nula sea
cierta, los datos de cinco de
cada cien muestras nos la ha-
ran rechazar. Es decir, acepta-
mos que podemos rechazar la
hipétesis nula equivocadamen-
te cinco de cada cien veces.
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Figura 15. Grafico que muestra la zona de aceptacién y de rechazo de la hipétesis
nula en un contraste bilateral

of2

~Zy2 Zor2

Zona de rechazo Zona de aceptacion Zona de rechazo

Para determinar el valor z,,,, s6lo hay que imponer que el error de tipo I
(probabilidad de rechazar H cuando es cierta) sea menor o igual que el ni-

vel de significacién a. Por ejemplo, para a = 0,05 encontramos (por ejem-

plo, en las tablas de la normal) que z,,, = 1,96.

Para decidir si rechazamos la hip6tesis nula o no, usaremos el llamado esta-
distico de contraste. Un estadistico de contraste es una funcién de la muestra

cuya distribucién conocemos bajo la hipotesis nula.

e Aceptaremos Hy, si lz]< Zyjo
e Rechazaremos Hy si |z|> Zy2

Ejemplo 2. “Contraste unilateral inferior”

La parte del grafico (figura 16) sombreada corresponde a la zona de rechazo de
la hipétesis nula. La zona sin sombrear corresponde a la regién de aceptacion

de la hipétesis nula.

Figura 16. Gréfico que muestra la zona de rechazo de la hipétesis nula en un contraste

unilateral inferior

Zona de rechazo Zona de aceptacion

Recordad

Si tenemos una muestra de ta-
mafo n de una distribucion
N(p, 02), entonces

X—p
Z= O
Jn
sigue una distribucién normal
estandar.

Validez del método

El método es el mismo para

cualquier distribucién simétri-
ca, asi que también sirve si el
estadistico de contraste sigue
una distribucioén t de Student.
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Para o= 0,05 encontramos que —z, = —1,65. En este contraste unilateral se dice

que la probabilidad de la cola de la izquierda debe ser a.

e Aceptaremos Hy si Z > -z,
e Rechazaremos Hy si Z < -z,

Ejemplo 3. “Contraste unilateral superior”

La parte del grafico (figura 17) sombreada en rojo corresponde a la zona en la
que rechazamos la hipotesis nula. La zona sin sombrear corresponde a la re-
gion de aceptacion de la hipotesis nula.

Figura 17. Gréfico que muestra la aceptacioén o no de la hipétesis nula en un
contraste unilateral superior

Zona de aceptacion Zona de rechazo

Para o = 0,05 encontramos que z, = 1,65. En este contraste unilateral se dice que

la probabilidad de la cola de la derecha debe ser a.

e Aceptaremos Hysi Z< z,

* Rechazaremos HysiZ> z,

El p-valor

Existe otro método para examinar el contraste de la hipotesis nula. Obsérvese
que si se utiliza un nivel de significacion bajo se reduce la probabilidad de re-
chazar una hipétesis nula verdadera. Eso modificaria la regla de decisioén para
que fuera menos probable que se rechazara la hipétesis nula, independiente-
mente de que fuera verdadera o no. Evidentemente, cuanto menor es el nivel
de significacion al que se rechaza una hipétesis nula mayores son las dudas so-
bre su veracidad. En lugar de contrastar hip6tesis a los niveles preasignados de
significacion, los investigadores a menudo hallan el nivel menor de significa-

cion al que se puede rechazar una hipoétesis nula.

El p-valor es el menor nivel de significacion al que puede rechazarse una
hipotesis nula.

El criterio del p-valor es: rechazar Hj, si el p-valor < a.
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Interpretacion del p-valor

Se considera una muestra aleatoria de n observaciones procedentes de una po-
blacion que sigue una distribucién normal de media p y desviacion estandar
oy la media muestral calculada x. Se ha contrastado la hipoétesis nula

Hp :p=pgp frente ala alternativa Hy:p> g

El p-valor del contraste es:

X—p
p-valor = P| —

0>z, |Ho:1=no

Jn
donde Zp es el valor normal estandar correspondiente al menor valor de
significacién al que puede rechazarse la hipoétesis nula. La mayoria de los
programas informdticos estadisticos calculan el p-valor, este suministra
mas informacion sobre el contraste basdndose en la media muestral obser-
vada, por lo que se utiliza frecuentemente en muchas aplicaciones estadis-

ticas.

Ejemplo de aplicacion del p-valor: un grupo editorial emite un periédico es-
pecializado en informacioén econdémica. El director del periddico desea saber si
el niimero medio de ejemplares diarios producidos y no vendidos es menor de
400. Para dar respuesta a esta pregunta, se toma una muestra formada por los
resultados correspondientes a 172 dias elegidos de forma aleatoria. La media
de dicha muestra es de 407 ejemplares no vendidos, con una desviacién estan-
dar de 38.

Utilizando un nivel de significacién de 0,05, realizad un contraste de hipotesis

para responder razonadamente a la pregunta del director del periodico.

Solucion:

1) Si se hace el contraste Hy: media poblacional = 400 contra H;: media po-
blacional = 400.

Primero se calcula el estadistico de contraste para decidir si rechazamos la hi-

potesis nula o no.

S 38
La desviacion estandar de la muestra es: — = ——=2,89.
Jn 172
407 - 400
El estadistico sera Z = 589 =2,42 este valor es una observacion de una

distribucién N(0,1).

En este caso, por ser un contraste bilateral se divide el nivel de significaciéon
a por igual entre las dos colas de la distribucién normal. Por lo tanto, la pro-

babilidad de que Z sea superior Zz,/, o inferiora —Z¢/2 es a. En este caso, el
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p-valor es la suma de las probabilidades de la cola superior y la cola inferior.

El p-valor correspondiente al contraste de dos colas es:

XG— Mol Zq)2
7

P(Z>|2,42|)=P(Z >2,42)+ P(Z <~-2,42) =2-0,00776 = 0,01552

p —valor =2P

Como 0,01552 es menor que el nivel de significacion propuesto (a = 0,05), se
rechaza la hipétesis nula. No se puede afirmar que el niimero medio de ejem-
plares diarios producidos y no vendidos sea de 400. Se acepta que es distinto
de 400.

2) Si se hace el contraste Hy: media poblacional = 400 contra Hy: media pobla-

cional > 400, entonces el p-valor es la probabilidad “es la cola de la derecha”:

p—valor=P(Z)> z,
P(Z>2,42)=0,00776 <o = Se rechaza la hipotesis nula.

Se acepta la hipoétesis alternativa, por lo tanto, se acepta que el niimero medio

de ejemplares diarios producidos y no vendidos es mayor de 400.

3) Si se realiza el contraste Hy: media poblacional = 400 contra Hy: media
poblacional < 400, entonces el p-valor es la probabilidad “es la cola de la

izquierda”:
p—valor=P(Z)<z,

P(Z<2,42)=1-0,00776 =0,99224 > o = No se puede rechazar la hipotesis

nula.

Se rechazaré la hipotesis alternativa, luego el namero medio de ejemplares dia-

rios producidos y no vendidos no es menor de 400.

Por tanto, a la vista de los resultados de los tres contrastes, la contestacion a la

pregunta del director seria:

“El nimero medio de ejemplares diarios producidos y no vendidos es mayor
de 400”.

Para calcular el p-valor se suele utilizar un software estadistico, como se vera

en ejemplos resueltos con Minitab.

Otro procedimiento: para resolver contrastes bilaterales utilizando intervalos
de confianza.

Ejemplo: supongamos que se plantea el siguiente contraste bilateral:

Hy: n =280, Hy: p = 280
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Para probar esta hipoétesis con un nivel de significacién o = 0,05, el tamafio de
la muestra es 36 y se determiné que la media muestral x =278,5 y la desvia-
cion estandar de las muestras s=12. Sustituyendo estos resultados con
20,025 = 1,96, vemos que el intervalo de confianza del 95% para la media de la

poblacion es:

_ s 12
X+1,96—— : 278,5x+1,96—— ; 278,5 + 3,92
Jn J36

El intervalo sera: (274,58; 282,42).

El resultado permite llegar a la conclusioén de que, con un 95% de confianza,
la media para la poblacién esté entre 274,58 y 282,42. Como el valor supuesto
de la media de la poblacion p= 280 esta en el intervalo de confianza, la con-
clusion del contraste es que no se puede rechazar la hipoétesis nula, por tanto,
aceptamos la hipotesis de que: Hy: p =280.

Ejemplo de inferencia para una poblacion (utilizando Minitab)

Una caracteristica importante en el disefio de una pagina web es el tiempo que
el usuario tardara en abrir la pagina, que se considera una variable normal.
Con el objetivo de estimar el tiempo medio, se seleccionan al azar 101 paginas,
entre las que ha disefiado una empresa el altimo afio, obteniéndose los datos

siguientes (en centésimas de segundo):

Tabla 2. Tiempo de descarga de paginas web

Tiempo de descarga 55 60 62 64 65 69

Numero de paginas 11 21 26 19 15 9

Observacion: se crea un fichero de datos en la hoja de Minitab, introduciendo
los datos de forma unitaria.

a) Se comprueba que la coleccion de datos sigue una distribucién aproxima-
damente normal.

b) Puede considerarse que el tiempo medio de apertura de las paginas de esta
empresa es de 62 centésimas de segundo, con un nivel de confianza del 90%.
{Qué resultado se obtiene? Razdénese la respuesta del contraste a través del p-

valor.

c) Calctlese un intervalo de confianza a nivel del 90% para el tiempo medio

y comeéntese si el resultado obtenido es coherente con el resultado esperado.

d) Finalmente, se realizara el mismo contraste que en el apartado b), pero su-

poniendo esta vez que no se conoce la desviacion estandar.
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Solucion:

a) Para comprobar la normalidad de los datos, se selecciona Stat > Basic Sta-
tistics > Normality Test. Asi se obtiene el gréafico de la figura 18.

Figura 18. Gréfico de normalidad

Probability Plot of tiempo de descarga (centésimas)
Normal

Mean 62,27
° StDev 3,561
® N 101
AD 3,088
954 P-Value  <0,005
a0 <
m -
?0 -
m -
5{] E
qﬂ -
m -
20 -
10

5 -

Por cien

01-5 T T T T T
50 55 60 65 70 75

Tiempo de descarga (centésimas)

Observando el p-valor se puede concluir que los datos siguen una distribucién
normal. Pudiendo asegurar que X sigue una distribucién normal, la media

muestral también sigue una distribuciéon normal.

b) El contraste de hipotesis serd Hy: p =62 vs. Hy: p # 62. Es un contraste bi-
lateral a un nivel de confianza de 0,90 (figura 19).

Figura 19. Pasos a seguir para realizar el contraste de hipétesis

1-Sample Z (Test and Confidence Interval) |X

{* Samples in columns:

‘tiernpo de descarga {centésimas)

" Summatized data

Sample size; I

Mearn:

Standard deviation: I 3,061

¥ Perfarm hypothesis best

Hypothesized mean: I 62

Select | Graphs... | Cptions. .. |
Help | QK I Cancel |
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Los resultados de Minitab son los que muestra la figura 20.

Figura 20. Resultados del contraste de hipdtesis e intervalo de confianza del 90% (desviacion
tipica poblacién conocida)

One-Sample Z: tiempo de descarga (centésimas)

Test of mu = 62 w3 hot = 62
The aszumed standard dewiation = 3,561

Variable N Mean StDev 3SE Mean 90% CI Z
tiempo 101 62,267 3,561 0,354 (61,6585; 6Z,350) 0,75
Variable P

tiempo de descarga (cent.) 0,451

Se observa que el p-valor es 0,451, por lo tanto, como p-valor > o = 0,10, no se
puede rechazar la hipo6tesis nula, luego se acepta que el tiempo medio es de 62
centésimas por segundo.

c) El intervalo de confianza para el tiempo medio es (61,685; 62,850), es co-
herente con los resultados esperados, ya que contiene al valor medio de 62
centésimas de segundo.

d) Analogamente se realiza el contraste de hip6tesis para la media de la pobla-
cién con desviacion tipica desconocida, se selecciona Stat > Basic Statistic >

1-Sample t, obteniéndose los resultados de la figura 21.

Figura 21. Resultados del contraste de hipétesis e intervalo de confianza del 90% (desviacién
tipica poblacién desconocida)

One-Sample T: tiempo de descarga (centésimas)

Test of mu = 62 w3 not = 62

Variable N Mean StDev 3SE Mean 90% CI T
tiempo 101 62,267 3,561 0,354 (6l,679; 6Z,8536) 0,75
Variable P

tiempo de descarga [(cent.) 0,452

El p-valor es 0,452 > 0,10, nos indica que se puede aceptar la hipotesis de que
el tiempo medio es de 62 centésimas por segundo.

Continuando con el mismo ejemplo, se va a considerar que una pagina no es
satisfactoria cuando tarde en ser descargada mas de 68 centésimas. Los progra-
madores afirman que el porcentaje de paginas para las que el tiempo de des-
carga no es satisfactorio no supera el 10%.

e) Se calcularad un intervalo de confianza para la proporcién de paginas no sa-
tisfactorias, a un nivel de confianza del 95%.

f) ;Hay evidencias, al nivel 0,05, para rechazar la afirmacion de los programa-
dores? Se plantearan las hipotesis que se deben contrastar y se efectuara el con-
traste.

e) Para calcular el intervalo de confianza de la proporcion de paginas no sa-
tisfactorias, a un nivel de confianza del 95%, se selecciona Stat > Basic Statis-
tics >1 Proportion (figura 22).
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Observando la figura 23 de datos, se ve que inicamente hay 9 paginas que su-
peran las 68 centésimas de segundo, o lo que es lo mismo, 9 paginas de las 101
se considera el tiempo de descarga no satisfactorio.

Figura 22. Pasos a seguir para obtener un intervalo de confianza del 95% para la proporcién

1 Proportion (Test and Confidence Interval)

" Samples in columns: 1 Proportion - Options

‘tiempo de descarga (centésimas)
Confidence level: | S

& Summarized data Alternative:

MNumber of events: I 9

MNumnber of trials: 101

Inot equal - l

¥ Use test and interval based on normal distribution

[o]4 I Cancel

W Perform hypothesis test
Hypothesized proportion: 0,1 Help |

Select | Options. .. |
Help | OF | Cancel |

Figura 23. Resultados del intervalo de confianza del 95% para la proporcién de paginas no
satisfactorias

Test and Cl for One Proportion

Test of p = 0,1 w2 p ot = 0,1

Sample x W
1 9 10l

955 CI
{0,033546; 0,144671)

Z-Value
-0,36

F-Value
0,715

Sample p
0,089108

Uzing the normal approximation.

El intervalo de confianza obtenido con un nivel de confianza del 95% es
(0,033546; 0,144671).

f) Debemos plantear un contraste unilateral para la proporcién de paginas no
satisfactorias:

Hy:p=0,1,

Hy:p> 0’1'}, donde p representa la proporciéon de paginas para las que el

tiempo de descarga no es satisfactorio (figura 24).

Figura 24. Pasos a seguir para realizar el contraste de hipdtesis

1 Proportion (Test and Confidence Interval)

= Samples in columns:

1 Proportion - Options

Confidence level: I
Igreater than -

‘tiempo de descarga (centésimas)

' Summarized data Alcernative:

MNumber of events: I 9

Number of trials: 101 [¥ Use test and interval based on narmal distribution

[o]4 I Cancel

¥ Perform hypothesis test
Hypothesized proportion: 0,1 Help |

Options. .. |

Cancel |

Select |
Help | OF |
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Figura 25. Resultados del contraste de hipdtesis para la proporcion de paginas

Test and Cl for One Proportion

Test of p = 0,1l w=p = 0,1

95% Lower
Sample X N Sample p Eound
1 % 10l 0,08%109 0,04z475

Using the normal approximation.

Z-Walue
-0,36

P-Value
0,642

Seglin se muestra en la figura 25, el p-valor del contraste vale lo siguiente: p-

valor = 0,642. Como es mayor que 0,05, se acepta la hip6tesis nula, luego se

acepta la afirmacion de los programadores de que el porcentaje de paginas no

supera el 10%.
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Resumen

En este mo6dulo se presentan las distribuciones muestrales. Se analiza cémo se-
leccionar una muestra aleatoria simple, como se pueden emplear los datos ob-
tenidos con ella para desarrollar estimaciones puntuales de los pardmetros de
poblacién. La distribucién de probabilidad de estas variables aleatorias se lla-
ma distribucion muestral. En particular, se describen las distribuciones de la me-
dia de la muestra x, de la proporcién muestral f) y de la varianza muestral
s2. Después de desarrollar las férmulas de la desviacion tipica o error estandar
para esos estimadores, se indica que el teorema central del limite es la base
para usar una distribucién normal de probabilidades y aproximar esas distri-

buciones muestrales en el caso de muestra grande.

Ademas, también se desarrollan estimaciones de intervalos de confianza de
parametros de una poblacion. En este médulo se han utilizado la distribucién
Z normal estandar, la t de Student y la chi-cuadrado 1 para construir interva-
los de confianza. Se determina el tamafio de muestra necesario para que los

estimadores de intervalo de p 'y de p tengan un nivel especificado de precision.

Finalmente, en este médulo se ha presentado la metodologia para realizar
contrastes clasicos de hipoétesis, comenzando con los argumentos para tomar
decisiones en condiciones de incertidumbre. Las decisiones se toman recha-
zando una hipétesis nula si hay pruebas contundentes a favor de la hipotesis
alternativa. Pueden cometerse dos tipos de error: un error de tipo I, que se co-
mete cuando se rechaza la hipoétesis nula, cuando es verdadera, y un error de
tipo 1I, que se comete cuando no se rechaza la hipétesis nula, cuando no es
verdadera, presentando diversos métodos y reglas de decision especificos para
realizar contrastes. La regla de rechazo para todos los procedimientos implica
comparar el valor del estadistico con un valor critico y también utilizando el
p-valor para pruebas de hipétesis, la regla es rechazar la hipo6tesis nula siempre
que el p-valor sea menor que a.
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Ejercicios de autoevaluacion

1) Una biblioteca presta un promedio de p =320 libros por dia, con desviacién estdndar ¢ =
75 libros. Se tiene una muestra de 30 dias de funcionamiento, y x es la cantidad de la media
de la muestra de libros prestados en un dia.

a) Presente la distribucién muestral de X.

b) ;Cual es la distribucion estandar de x?

c) (Cuadl es la probabilidad de que la media de una muestra de 30 dias sea entre 300 y 400
libros?

d) ;Cudl es la probabilidad de que la media de una muestra sea de 325 o més prestamos dia-
riamente?

2) Un investigador informa los resultados de una encuesta diciendo que el error estdndar de
la media es de 20.La desviacion estandar de la poblacién es de 500.

a) ;De qué tamario fue la muestra que se usd en esta encuesta?
b) ;Cual es la probabilidad de que el error estimado quede a 25 o menos de la media de la
poblacién?

3) Cada curso escolar, una prestigiosa universidad oferta becas a sus estudiantes para ampliar
estudios en el extranjero. De la experiencia recogida en anteriores convocatorias, se observa
que las calificaciones medias de los expedientes aspirantes a obtener una beca se distribuyen
segiin una normal de media 6,9 puntos y desviacioén estandar 0,7 puntos. Para entender la
aplicacion del teorema central del limite, generar con Minitab 50 muestras aleatorias de 100
observaciones cada una, que corresponden a la poblacién normal anterior N(6,9, 0,7).

a) Calcular en una nueva columna la media de las 50 muestras anteriores.

b) Comentar los resultados haciendo referencia al teorema central del limite.

c) Realiza el dotplot asociado a una de las muestras.

d) Compara estos resultados con la media de la poblacién, y el valor de la desviacién estandar
de la media muestral con la desviacién estandar de la poblacién y explica la relacién entre
ambos valores.

4) Un estudio previo nos dice que el servicio de préstamo diario de libros de las bibliotecas
de una ciudad sigue una distribucién normal con una media de 300 ejemplares prestados,
con una desviacion estdndar de 10. Una inspeccidn quiere verificar si estos datos son correc-
tos. Para hacerlo, coge una muestra de los préstamos diarios de 10 bibliotecas y obtiene una
media de 285 ejemplares prestados.

a) ;Cudl es la probabilidad de que si la media es verdaderamente de 300 ejemplares prestados
se obtenga una media de préstamos igual o inferior a los 285 ejemplares en las 10 bibliotecas
que componen la muestra?

b) Determinar un intervalo de confianza del 90% para la media de préstamos teniendo en
cuenta los datos de la muestra.

¢) {Qué decisién légica deberia tomar el inspector?

5) En la pagina web de una editorial aparecen dos nimeros de teléfono. Hemos comprobado,
después de analizar 400 llamadas del teléfono, que el intervalo entre llamadas tiene una va-
rianza de 2.

Suponiendo normalidad, indicad si podemos considerar, a un nivel de confianza del 90%,
que la varianza del intervalo entre llamadas del primer ntmero es inferior a 1,7.

6) El responsable de comunicaciones de un centro de documentacién afirma que la media
del tiempo de transferencia de un fichero de tamafio 2Mb es superior a 30 segundos. Para
comprobar esta afirmacién se tom6 una muestra de tiempos de transferencia de 12 fiche-
ros de 2Mb, obteniendo que la media y la desviacién estdndar muestrales valen
x=30,2, s=1,833 (en segundos).

a) Suponiendo que el tiempo de transferencia se distribuye normalmente a partir de los datos
muestrales obtenidos, ;tenemos suficientes evidencias para aceptar la afirmacién del respon-
sable? (Tomad a = 0,05). Encontrad el p-valor del contraste.

Si ademas de disponer de estas observaciones nos hubiesen dado como informacién adicio-
nal (obtenida de experiencias previas) que la varianza del tiempo de transferencia es de
6>=9,2 segundos?, ;hubiéramos llegado a la misma conclusién que en el apartado anterior?
Encontrad el p-valor del contraste (Tomad a = 0,05).



CC-BY-SA « PID_00161059 42 Inferencia de informacién para una poblacion

Solucionario

1

a) Normal con p = 320y desviacion tipica 13,69
b) 13,69

c) 0,8558

d) 0,3557

2)

a) 625
b) 0,7888

3)
De esta manera obtenemos las 50 muestras con 100 observaciones cada una.

(ol x]
+ c1 c2 o} c4 ch C6 [or) CB A 10 c1 c12 13 C14 C15 C1ﬁﬂ

1 | 602255 751039 756941 673114 689504 | 727531 6459352 707449 772782 801131 651824 | 731135 570901 718919 623128 7 59060

2 | 582796 723382 BE30M4| 7E7923| 682915 7501583 680251 683211 608951 | 708834 7 44647 736977 624125 BR85S 503839 B0Vt

3 | 582460 619736 748944 716782 730042 523994 555838 5592865 BRS836| 720623 529604 650873 742008 BE3113| FR4ESS 7 VT

4 | 791373 BB3574| 6889584 774717 775320 693165 616663 | 594975 704482 735052 6BZ743) 761428| 631124 B58L73| 666213 5852

5 | 696531 B54096| 783281 671421| 576998 648673 647134 687821 757085| 696200 726595 765586 | 780420 822074 728683 5476

6 | 635379 B8/14155| 526726 728067 | 689716 626790 712535 582249 681010| 749986 699193 576598 732813 552918 705477 5853

¥ | 698679 7580850 706138 730100 661602 7208200 800421 649912 802260 728351 536631 6293591 784171 651069 650505 6263

§ | 525150 855209 520722 729343 B51880 774509 698875 | 7AGY06| 7 E5387 | 782200 722971 712365 703662 BD1653| 823156 659570

9 | 585308 642670 724762 750395 6546682 732013 642494 589820 613376| 679857 | 7.15083| 640466 635444 624552 605964 6 QTILI
Al

Current Workshest: Worksheet 1 [ [tar1a

a) En la columna C101 se muestran las medias maestrales.

+ 98 99 C100 C101

1 | 549495 733352 649861 634032
2 | 727693 557569 513667 690402
3 | 686654 BSE175| 7 56928 657066
4 | 7085986 610283 709721 657309
5 | 763002 452515 713723| 689323
6 | 651449 578576 718556 681035
7 | 746053 BE7470| 589895 657570
8 | 541243 705719 7BOB37 | 698557

9 | 586552 703953 755058 | 685254

Current Worksheet: Worksheet 1

b)

dotplot: C1; C101
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c) Tras haber generado 50 muestras de datos provenientes de una distribucién normal de me-
dia 6,9 y desviacién estandar 0,7, observamos que el primer dotplot parece corresponder a una
distribucién normal.

Asimismo, el segundo dotplot corresponde a la distribucién de las medias de las muestras y
también corresponde a una distribucién normal.

Esto indica que las medias de estas muestras siguen una distribucién normal. Esta propiedad
es la que enuncia el TCL, sea cual sea la distribucion de los datos, la media muestral (con un
tamarfio de muestra n suficientemente grande) de una coleccién de datos sigue una distribu-
cién normal.

d) Estudiaremos la distribucién de estas medias muestrales:

Descriptive Statistics: C101

Wariahle N Mean Median TrHMean 3tDevw 3E Mean
clol E0 B,9035 6,5914 65,9015 0,0560 0,0093
Wariahle Minimuam Maxinum 11 03

Clol &, 7837 7,0412 G,8507 65,9603

Histogram of €101, with Normal Curve

Frequency

6,75 6,85 6,95 7,05
c101

El histograma de frecuencias se aproxima a la curva normal, es simétrica.
La media muestral coincide con la media de la poblacién, p =X =6,9.
La desviacién estandar de la media muestral sera aproximadamente el error estandar.

Si la variable tiene desviacién estdndar conocida s (en la poblacidn), el error estandar se pue-
de calcular como:

c
Jn
Como consecuencia, podemos decir que la media muestral sigue una distribucién normal

%), que se puede aproximar a una N(0,1), realizando un cambio de variable (tipifica-
n

N("‘l’l T

cion): Z = XK

T
4)

a) Si estandarizamos la puntuacién de 285, resulta un valor z de —4,74, lo que supone (mi-
rando las tablas de la normal) aproximadamente que el 0% es la probabilidad de obtener di-
cha puntuacion.

p(X <285 =p(Z< 285-300) —pz<4,74)~0

Vs
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b) El intervalo de confianza es:

Za/Z, = 1,64
1=285 +1,64- 10 _2851517 [279,83; 290,19]
J10

c) 300 esta fuera del intervalo y, por lo tanto, con un nivel de confianza del 90%, podremos
afirmar que la media no llega a 300 ejemplares, sino que estd por debajo.

5) La hipoétesis nula es o* =1,7 y la alternativa es o* < 1,7.

_ 2
Fl estadistico de contraste es: y* = w, donde s? es la varianza muestral. Entonces

%’ = 469,412 y su distribucién es la de x* la con 400-1 = 399 grados de libertad.

En este caso, el p-valor vale P(XZ< 469,412) = 0,991406 y por lo tanto, no rechazamos la hi-
potesis nula: no podemos afirmar que sea inferior a 1,7. El valor critico es 363,253.

6)

a) Hemos de hacer el contraste de una media con varianza desconocida. Las hipotesis nula y
H,:p=30

H, :p>30

alternativa son: , donde p representa la media del tiempo de transferencia de un

fichero de 2Mb. El estadistico de contraste es t =0,378. El valor critico valdra: t,,s,, =1,80.
Como que £ <t ,,, aceptamos la hip6tesis nula y concluimos que la afirmacién del respon-

sable es cierta. Si quisiéramos hallar el p-valor, éste seria: p = p(t,, > 0,378) ~ 0,36. Como es
un p-valor alto, mayor que 0,05, aceptamos la hipoétesis nula tal y como hemos hecho antes.

b) Hemos de hacer el contraste de una media con varianza conocida.

H,:p=30

La hipétesis nula y la alternativa son:
H, :p>30

, donde p representa la media del tiempo

de transferencia de un fichero de 2Mb.

El estadistico de contraste es: z = donde X eslamedia muestraly o es la desviaciéon

x-30

o/\12’
estandar poblacional. La distribucion de z es la de una normal N(0,1). La media y la desvia-
cién estandar poblacionales valen respectivamente: X =30,2, 6 =4/9,2 ~ 3,03. El valor del

estadistico de contraste es: z ~0,228.

El valor critico valdra: z,,; ~1,645. Como z<z,,, volvemos a aceptar la hipotesis nula y
concluimos que la afirmacién del responsable no es cierta. Si quisiéramos hallar el p-valor,
éste serfa: p = p(z>0,228)~0,41. Como es un p-valor alto, mayor que 0,05, aceptamos la

hipotesis nula como hemos hecho anteriormente. Por tanto, hemos llegado a la misma con-
clusiéon que en el apartado anterior.
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