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Introduccion

En la parte de Matematicas I dedicada al calculo univariante, nos encontramos
con los conceptos bésicos de la teoria de la optimizacion. Aqui haremos un
tratamiento mas sistematico del asunto. La teoria de la optimizacion se ocupa
de todo lo que guarda relacion con la bisqueda de valores maximos y minim-
os de funciones. Nosotros clasificaremos aqui la optimizacién en tres grandes
apartados:

1. Optimizacion sin restricciones.

2. Con restricciones de igualdad.

3. Con restricciones de desigualdad.

El criterio de clasificacion depende de las restricciones que tiene un determi-
nado problema, que son condiciones, en forma de igualdad o de desigualdad,
que deben cumplir las variables. Establecemos esta clasificacion porque las
técnicas de resolucion que usaremos cambian segan el tipo de problema.
Nuestro enfoque mas bien trata de resaltar la 16gica comtn que consta en los
diferentes métodos empleados.
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Objetivos

A lo largo de este modulo podréis alcanzar los objetivos siguientes:

1. Aprender a encontrar analiticamente la solucién de problemas de optimi-
zacién, tanto con restricciones como sin ellas.

2. Conocer la regla de los multiplicadores de Lagrange para resolver proble-
mas con restricciones de igualdad, y saber como se formulan las condicio-
nes de Kuhn y Tucker, que describen las soluciones de problemas en los
que las restricciones son de desigualdad.

3. Conocer las condiciones de segundo orden para determinar el caracter lo-
cal de los puntos criticos, pero sobre todo las condiciones de concavidad
y/o convexidad que aseguran el caracter global de las soluciones.

4. Saber justificar de forma intuitiva y grafica los métodos empleados, con el
objetivo de que, ante un problema que no se amolde exactamente a la teo-
ria que habéis aprendido, seais capaces de tener criterio para razonar por
qué un cierto método puede ser valido para encontrar la solucién, o por
queé no.
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1. Conceptos basicos

En muchas circunstancias de nuestra vida nos encontramos con qué debe-
mos seleccionar, de entre un namero dado de alternativas, aquella que mas
nos interesa. Supongamos que ante un problema de este tipo, podemos aso-
ciar a cada una de las alternativas posibles un indice numérico que expresa
su deseabilidad relativa, de tal modo que, para saber cual de las dos alterna-
tivas es mejor, s6lo tenemos que comparar la magnitud de sus indices respec-
tivos. Nos encontramos, en este caso, con un problema de optimizacion. El
problema es de maximizacion si valores mayores que el indice indican alter-
nativas mejores, y es de minimizacioén cuando lo que preferimos son valores

menores que el indice. 0

Ejemplo 1.1. Supongamos que hacemos corresponder 0 a un suspenso, 1 a un
Por cierto...

aprobado justo, 2 a un aprobado, 3 a un notable y 4 a un excelente. Si quere-

... esta asociacién de ndmeros
a notas no es arbitraria. Si algu-
no de vosotros se anima, cuan-
do acabe los estudios, a hacer
correspondiente problema de maximizacion. un méster o un doctorado en
un pais como por ejemplo Es-
tados Unidos, verd que en la
solicitud de admisién al pro-
grama le piden un indice de
notas como éste.

mos encontrar al estudiante que tiene el mejor expediente de la UOC, sélo te-

nemos que asociar a cada estudiante la media de sus notas y resolver el

Ejemplo 1.2. Pepito es un gran aficionado a los coches potentes, pero es

mas bien tacafio. Se estd planteando comprar un coche, y por ello buscara

aquél para el que sea mas bajo el cociente entre el precio de compra y la
potencia (medida en CV). Lo que hara serd resolver un problema de mini-

mizacién.

Ejemplo 1.3. Los servicios de meteorologia registran cada afio la pluviosidad
total que ha habido en toda una serie de observatorios que tienen repartidos
por el territorio. Encontrar el lugar donde ha llovido més es un problema de
maximizacion, y el lugar donde ha llovido menos, uno de minimizacién. Lo
mismo se aplica al registro de otras magnitudes, como por ejemplo las tempe-

raturas.

Ejemplo 1.4. De entre todos los rectangulos que tienen un perimetro dado (di-
gamos 1), queremos encontrar aquel que tiene el 4rea maxima. Esto es un pro-
blema de maximizaciéon. Més adelante veremos como podemos resolverlo.
Observamos, de momento, que hay una diferencia esencial entre este ejemplo
y los anteriores que hemos visto: en los otros debiamos seleccionar entre un
numero finito de alternativas; por lo tanto, su resolucion no requeria ninguna
técnica mas sofisticada que la de irlas comparando, y armarse de paciencia si
habia muchas; en este ejemplo, en cambio, esta técnica no nos llevaria dema-
siado lejos, ya que hay un namero infinito de alternativas (la longitud de la

base puede ser cualquier nimero real entre 0 y1/2).
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Ejemplo 1.5. Maria junta caracolas en la playa y después las vende a los turis-
tas que pasean por alli. Con el tiempo, se ha dado cuenta de que la cantidad
de caracolas que vende depende del precio que pide por las mismas, de acuer-
do con la siguiente relacion: g = 100 — 2p, en la que q representa la cantidad y
p el precio. Maria querria saber cual es el precio que deberia poner para tener
un ingreso mas elevado. Aqui el indice que nos permite comparar alternativas

es el ingreso, es decir, el precio multiplicado por la cantidad:
Ingreso = I(p) = pq = p(100- 2p) = 100p — 2p?

Si consideramos que el precio puede ser cualquier namero real positivo, nos
encontramos de nuevo con un problema en el que se encuentra un namero

infinito de alternativas.

En la base de muchos modelos econ6micos que tratan de hacer predicciones
sobre lo que pasara, se encuentra el supuesto de que los agentes elegiran, de
todas aquellas alternativas que tienen a su alcance, aquella o aquellas que les
den mejores resultados. Dicho en otras palabras, estos modelos econémicos
suponen que los agentes resuelven algan tipo de problema de optimizacién.
Pero la optimizacion esta presente no solo en modelos abstractos, sino en as-
pectos tan concretos como en la planificacion de la produccion, la politica de

financiacién o en las estrategias de mercado de una empresa.

Cuando el namero de posibles alternativas es finito, podemos resolver un
problema de optimizacion mediante la comparacion de alternativas, elimi-
nando aquellas que son inferiores. El problema mas dificil aparece cuando
el nimero de alternativas es infinito. Aqui veremos una serie de técnicas,

basadas en la diferenciacion de funciones, que sirven para dificultades de

este tipo. 0

1.1. Definiciones basicas. Existencia de soluciones

En un problema de optimizacién distinguimos tres elementos:

1) El conjunto factible o conjunto de oportunidades, que designare-
mos aqui con la letra X.

2) La funcion objetivo, una funcion definida en X y que toma valores
numéricos, f: X —» R, que es un indice que asociamos a cada elemento
de X.

3) Un criterio de decision: buscaremos aquel elemento o aquellos ele-
mentos de X que tienen asociado un indice mayor (problemas de maxi-
mizacioén) o bien un indice menor (problemas de minimizaci6n).
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Simbdlicamente, representaremos los problemas de maximizacion y de mini-

mizacién como:

max f(x) min f(x)
X y d X
s.a. xeX s.a. xe X,

donde las letras s.a. quieren decir “sujeto a”. Debajo del simbolo max o min
escribimos la variable x, que es la variable respecto a la que estamos optimi-

zando, y que llamamos variable de decisi6n o variable de control.

Ejemplo 1.6. Recordemos el ejemplo 1.4., en el que nos plantedbamos encon-
trar el rectangulo del drea maxima de todos aquellos que tienen perimetro 1.
Definimos x como la longitud de la base y asignamos a y la altura de un rec-
tangulo. Entonces, el conjunto factible de nuestro problema de optimizacién
es

X={(x,y)eRZ:x20,y20,y2x+2y=1}

y la funcion objetivo (el area) es f(x, y) = xy. En lugar de definir X de forma se-

parada, solemos escribir este problema de optimizacion de la forma siguiente:

max xy

xy)

sa. 2x+2y=1
x=0
yz0

En esta formulacion, el conjunto factible X esta descrito por una serie de res-

tricciones que imponemos a las variables de decision.

Ejemplo 1.7. Recordemos ahora el ejemplo 1.5., en el que queremos encontrar
aquel precio p que aumenta el ingreso I(p) = 100p —sz. La variable de decisi6on
es el precio p, la funcién objetiva es el ingreso I(p), y el conjunto factible, todos
los precios posibles. Por ejemplo, dado que Maria quiere cobrar por las caraco-
las y no pagar por ellas, podemos suponer que el conjunto factible son todos

los nameros reales no negativos.

Ejercicio

1.1. Una empresa utiliza dos factores de produccién y produce un tnico bien. Si usa can-
tidades x; y x, de los dos factores, obtiene una cantidad f(x;, x,) del bien producido. Los
precios de los factores de producciéon son 2 y 5 respectivamente, de modo que el coste de
usar unas cantidades (xq, x) de los factores es 2x; + 5x,. La empresa quiere encontrar la
combinacioén (x1, x) que reduce al minimo el coste de producir 10 unidades del produc-
to. Identificad las variables de decision, la funcién objetivo y el conjunto factible.

Lo primero que debemos tener en cuenta es que un problema de optimiza-

cidn, por sencillo que sea, no necesariamente tiene solucion.

Ejemplo 1.8. Consideremos el problema

max f(x)
X

s.a. xe N
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en el que N son los nameros naturales. En otras palabras, queremos encontrar
el mayor ntmero natural (1, 2, 3, 4...), y este problema no tiene solucion.

Decimos que el problema
max f(x)
X
sa. xe X

tiene solucién si hay un cierto elemento x* en el conjunto X de
modo que se cumpla que f{(x*) > f(x), para todo x de X. En este caso
decimos que x* es un maximizador del problema, y que f{(x*) es el

maximo o valor maximo del problema.

Decimos que el problema

min f(x)
X
s.a. xe X

tiene solucion si hay un cierto elemento x* en el conjunto X, de
modo que se cumple que f(x*) £ f(x), para todo x de X. En este caso
decimos que x* es un minimizador del problema, y que f(x*) es el

minimo o valor minimo del problema.

Un hecho importante que debemos observar es que, cuando un problema de
maximizacion tiene solucion, no hay necesariamente un tinico maximizador.
Lo que si que es necesariamente tnico es el valor maximo: si hubiese dos
maximos diferentes, siempre podriamos quedarnos con el mayor de los dos;
esto quiere decir que el otro no puede ser en realidad ningin méaximo. El ejem-
plo siguiente lo ilustra.

Ejemplo 1.9. Sea X = (-2, -1, 0, 1}, y sea f{x) = x%, para todo x € X. Supongamos
que queremos maximizar f sobre X. Claramente, el problema tiene solucién:
el maximizador es x* = -2 y el valor maximo es f(-2) = 4.

Supongamos ahora que X = {-2, -1, 0, 1, 2}, y que f(x) = X2, para todo x € X.
Ahora el problema tiene dos maximizadores, x* = -2 y x** = 2, y el valor
maximo continda siendo 4. Observamos que f(2) = f(-2) = 4.

El hecho de que un problema de maximizacion tenga solucion o no la ten-
ga depende de si el recorrido de la funcidn f tiene un elemento méximo o
no. Recordemos que, dada una funcién f: X — R, su recorrido esta definido

como:

fiX): = {c  R: para algtin x € X, fix) =c }. @@
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Ejemplo 1.10. Unos cuantos recorridos

Si X=1{-2,-1,0,1, 2}y fix) = x? entonces fiX) = {0, 1, 2}.

Si X = [0, 2] y fix) = x2, entonces f(X) = [0, 4].

SiX=[-22]yfx)= x%, entonces fixX) =10, 4].

Si X =Ry fi(x) = e% entonces f{X) = (0, ).

Si X = (0,) y f(x) = log(x), entonces f(X) = R.

El siguiente lema resulta simplemente de interpretar lo que significa la defini-
cidén que hemos dado, que se refiere a cuando un problema de maximizacion

(o de minimizacioén) tiene solucién.
Lema
El problema
max f(x)
X
s.a. xe X

tiene solucion si, y s6lo si, el conjunto f{X) (el recorrido de f) tiene
un elemento maximo.

Lema
El problema
min f(x)
X
sa. xe X

tiene solucidn si, y so6lo si, el conjunto f{X) (el recorrido de f) tiene
un elemento minimo.

Recordaremos brevemente que, si A es un subconjunto de R, decimos que a*
es el elemento maximo de A si a* € Ay, para cada a € A, se cumple a* > a. De
forma analoga, decimos que a* es el elemento minimo de A si a* € Ay, para

cada a € A, se cumple a* < a. 0

Una condicién necesaria, aunque no suficiente, para que un conjunto A c R
tenga un maximo, es que A esté acotado de forma superior. Para ver que la

condicién no es suficiente, considerad el ejemplo siguiente: el intervalo se-
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miabierto [0,1) es acotado superiormente, pero no tiene un méaximo, ya que
aunque el namero 1 no esta dentro del intervalo, cualquier nimero positi-
vo menor que 1 si que lo esta (por ejemplo, 0,9999999, con tantos nueves

como querais).

Una condicidn suficiente, pero no necesaria, para que A tenga un elemento
maximo y también un elemento minimo es que A sea compacto, es decir,
acotado (superior e inferiormente) y cerrado. Para ver que la condicién no
es necesaria, considerad el ejemplo siguiente: el conjunto A = [0,1) U 2 (es
decir, el conjunto formado por el intervalo semiabierto [0,1) y el namero
2), tiene un maximo (el namero 2), pero no es compacto, ya que no es ce-

rrado.

Unos cuantos ejemplos mostraran diferentes tipos de inconvenientes que

se pueden presentar en problemas de optimizacion.
Ejemplo 1.11. El recorrido no es acotado
Consideremos el problema

max x2
X

s.a. X eR,

Dado cualquier namero M arbitrariamente grande, siempre podemos en-
contrar un x € R tal que x%> M. Esto implica que el problema no tiene so-
lucién. Debéis notar que aqui el inconveniente es que el conjunto f(X) =
[0,:0) no es acotado superiormente y, en consecuencia, no tiene un maxim-
o. Por otro lado, observad que el recorrido es acotado en este caso por de-

bajo, pero esto carece de importancia si queremos maximizar la funcién.

El hecho de restringir el conjunto factible a un intervalo acotado no solu-

ciona necesariamente el problema.
Ejemplo 1.12. El recorrido es acotado, pero no tiene maximo

Consideremos

max XZ
X

s.a. xe(0,1),

donde el recorrido es f(X) = (0,1), que no tiene maximo. Podemos encon-
trar puntos x € X tales que f(x) es arbitrariamente cercano a 1, pero no hay

ningdn punto que tenga 1 como imagen.
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Ejemplo 1.13. El conjunto factible es acotado, pero el recorrido no lo es

Consideremos el problema

2
max Xx
X

s.a. xe[0,1],

en el que la funcién fviene definida por

1 .

=, si x>0;
fo =1 x
0, si =0.

En este caso, dado cualquier nimero M arbitrariamente grande, siempre
- - 1

podemos encontrar un x suficientemente pequefio que cumpla 3 M. Por

lo tanto, el recorrido no es (superiormente) acotado y el problema no tiene

solucioén.

El problema de dar condiciones que garanticen la existencia de una solucién
a un problema de maximizacion es similar, como hemos visto, al problema de
asegurar la existencia de elemento maximo en un conjunto de nameros reales:
es facil describir condiciones suficientes para que la solucién exista, pero hay
muchos casos en los que una solucion existe aunque aquellas condiciones no
estén satisfechas. Los ejemplos que acabamos de discutir son ilustrativos del
tipo de problemas que pueden presentarse cuando las condiciones (suficien-

tes) del teorema siguiente son violadas.

Teorema de Weiertrass

Si el conjunto factible X es acotado y cerrado (compacto) y la fun-
cion objetivo fes continua, entonces tanto el problema de maximi-

zar f'sobre X como el de minimizarla tienen solucion.

Debéis notar que este teorema expresa condiciones en términos del conjunto
factible X y la funcién objetivo f, que son en general mucho mas faciles de ve-
rificar que requerimientos sobre el recorrido f(X) (que es, segin sabemos, lo
que finalmente importa). Este es un motivo adicional que hace que muchos
problemas tengan solucidon aunque no cumplan las condiciones del teorema
de Weiertrass. Otro motivo es que el teorema resulta tan valido para proble-

mas de maximizacién como para problemas de minimizacion.

El motivo por el que este teorema es cierto es muy sencillo: siempre que los
dos requerimientos se satisfagan, el recorrido f(X) también es un conjunto ce-
rrado y acotado (compacto) y, por lo tanto, tiene un méximo y un minimo.

El inconveniente en este
ejemplo...

... reside en la falta de continui-
dad de la funcién f: si ésta
hubiese sido continua, enton-
ces el recorrido habria sido
acotado.
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La utilidad del teorema es relativa, ya que nos indica que existe una solucién

del problema de optimizacion, pero no nos dice como la podemos encontrar.

Una aplicacion del teorema de Weiertrass seria que, siempre que X sea un con-
junto finito, cualquier problema de optimizacion que tenga X como conjunto
factible tiene solucién. Esto se debe al hecho de que todo conjunto finito es
compacto, y que toda funcién definida sobre un conjunto finito es (trivial-
mente) continua sobre este conjunto de puntos (aunque no tiene por qué ser

continua sobre un dominio mayor).

Un motivo importante por el que nos interesard tener un resultado general
que nos diga cuando existe una solucion es que, si un problema no tiene so-
lucién pero nosotros aplicamos técnicas de resolucién como si la tuviese, po-
demos obtener una respuesta que nos parezca coherente y no darnos cuenta

del error que hemos cometido.

Ejemplo 1.14. Supongamos que queremos resolver el programa

3 2
max X —X
X

s.a. xeR

y que sabemos que, cuando el problema tiene solucion, la derivada de la fun-
cién objetivo en el maximizador es igual a cero. Igualando la derivada de la
funcién objetivo a cero, obtenemos la ecuacién 3x% — 2x = 0, que tiene por so-
luciones los puntos x* =0y x** = % . Aplicando el criterio de la derivada se-
gunda, veremos que x* es un maximizador local y que x** es un minimizador
local. Por lo tanto, el tinico candidato a maximizador es el punto x*=0. Si aho-
ra concluimos que x* es la solucién del problema que habiamos planteado, es-
taremos cometiendo un error considerable, ya que en este caso, el recorrido no

es acotado ni superior ni inferiormente.

Un vistazo a la grafica de la funcidon nos puede ayudar a ver por qué: la funcion

no es acotada superior ni inferiormente.

0.3

2312

0.2

01

02 |f

0.3

Grafica de la funcién fix) = x3 - x2.

La funcion f(x) = x> - x*...

... tiene un méaximo y un min-
imo locales, pero no tiene nin-
glGn maximo ni ningin
minimo globales.
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Acabamos este apartado con un ejemplo que nos muestra que ninguna de las
dos condiciones que se imponen en el teorema de Weiertrass es necesaria.

Ejemplo 1.15. Considerad el problema

max f(x)
X

s.a. xR,

en el que la funcién fviene definida por

si x<0;

1,
!

) si x=>0.

Aqui el valor maximo es 2 y cualquier x en el intervalo [0,o0) es un maximiza-

dor, pero fno es continua y X no es acotado.

fi{x)
2.5

15 -

05 F

-05

Una funcién constante a trozos

1.2. Resolucion de problemas. Algoritmos

En problemas de optimizacién no nos interesa s6lo saber que hay una so-
lucién, sino encontrarla y describir sus propiedades. En este curso analiza-
remos fundamentalmente una serie de técnicas que se aplican cuando en
los problemas de optimizacién se dan unas ciertas condiciones de diferen-
ciabilidad que permiten describir la solucién mediante un sistema de ecua-

ciones (o de desigualdades).

En problemas practicos de optimizacién es dificil que estos requerimientos
se satisfagan, por lo que probablemente la resolucién del problema se hace
con un ordenador. En este caso, tendremos que programar en el ordenador
una secuencia de pasos que esperaremos que nos acaben conduciendo a la
solucioén del problema o que nos den una buena aproximacién al mismo.

He aqui...

... una funcién con muchos
maximizadores y muchos mi-
nimizadores, pero que no
cumple las condiciones del
teorema de Weiertrass.
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Un algoritmo es un conjunto de reglas que describen los pasos que
hay que seguir para buscar (o aproximar) la soluciéon de un proble-
ma determinado.

Ejercicio

1.2. Sea X = {1,2... n} un conjunto finito, y sea  : X— R una funcién cualquiera. Describid
(de modo que pudiéramos programarlo en un ordenador) un algoritmo que permita en-
contrar el méaximo de la funcion f sobre X.

Con la (poca) informacion que se da en el problema anterior, todos los algoritmos
que pueden definirse pasan por lo que podemos llamar enumeracion de los ele-
mentos de X: basicamente, tenemos que ir tomando elementos de X y comparar-
los, y hasta que no los hayamos tomado todos no podremos saber con seguridad
cual es el maximo. Dicho en otras palabras, cuando X es finito, un problema de
optimizacion siempre tiene solucion, pero encontrarla puede ser muy costoso: n
puede ser muy grande. A modo de ejemplo, supongamos que debemos hacer 264
comparaciones: si nuestro ordenador puede hacer una comparaciéon cada micro-

segundo, tardaria unos 5.000 siglos en obtener el resultado final.

En general, por lo tanto, nos interesara caracterizar y explotar propiedades que
permitan simplificar los algoritmos de solucién de problemas. De entre todas
estas propiedades veremos en este curso la de diferenciabilidad y las de conca-

vidad/convexidad.

El gran éxito de la teoria de la optimizaciéon ha sido el hecho de que se descu-
bri6 un algoritmo eficiente para solucionar problemas de programacion lineal,
y que muchas situaciones practicas que se presentan en diferentes campos se
pueden resolver con programas lineales. Por ejemplo, el modo de determinar

los horarios de una compaiiia aérea.

El gran reto en la rama algoritmica de la teoria de la optimizacion hoy en dia
es el de desarrollar algoritmos eficientes para la resolucién de problemas no li-
neales. En este curso no veremos esta vertiente algoritmica de la teoria de la
optimizacion, algo de lo que se encarga en mayor medida otro curso llamado

Investigacion operativa.

1.3. Diferenciacion y optimizacion

A partir de ahora supondremos que nuestra variable de decisién es un vector
n-dimensional, es decir, que X es un subconjunto de R”. También supondre-
mos en general que la funcién objetivo f es diferenciable una vez o mas.

En este caso, la herramienta fundamental para encontrar la solucién del pro-
blema es la diferenciacién. Como sabéis, la diferenciacion es una forma de
aproximar localmente una funcién cualquiera a un cierto punto mediante una

funcioén lineal; esto nos permite extraer numerosas conclusiones sobre el com-

El nimero 2%4 ...

... esta relacionado con aquella
leyenda de un noble chino que
pregunté a un sabio sobre lo
gue queria como pago de un
servicio que éste le habia he-
cho, y el sabio le pidi6 que to-
mase un tablero de ajedrez y
pusiera un grano de trigo en la
primera casilla, y que fuese do-
blando el nimero de granos
en cada casilla sucesiva; el no-
ble se freg6 las manos, confia-
do, hasta que tuvo que llevar a
cabo la promesa. El nimero to-
tal de granos que tendria que
haber puesto es 264-1. ;Po-
driais decir por qué?

Una anécdota...

... que ilustra lo que en su mo-
mento significé el desarrollo de
la programacioén lineal es el he-
cho de que, durante la Segun-
da Guerra Mundial, las técnicas
de resolucién de programas li-
neales en Estados Unidos eran
un secreto militar.
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portamiento (a nivel local) de la funcién original; en particular, si la funciéon
tiende a crecer o a decrecer en alguna direccion alrededor del punto de partida

de la aproximacion. 0

La caracteristica que hace que la diferenciacion sea tan importante
para resolver problemas de optimizacion es la relaciéon que hay en-
tre la derivada de una funcioén (univariante) y el hecho de que ésta
sea creciente o decreciente.

Dedicaremos este apartado a recordar brevemente la relacion entre la derivada

y el crecimiento de una funcion.

Sea I un intervalo de niimeros reales (donde no descartamos que I = R), y sea

f:I— Runa funcion.

Decimos que la funcion f'es creciente si x’ <x” implica que f(x") <f(x").

De forma analoga, f'es decreciente si x’ < x”" implica que f{x’) > fix").

Decimos que la funcién fes estrictamente creciente si x” < x” im-
plica que f(x’) < f(x”). De forma analoga, f es estrictamente decre-
ciente si x’< x” implica que f(x’) > f(x”).

En otras palabras, una funcion es estrictamente creciente cuando mantiene
la disposicién de los puntos de dominio, y estrictamente decreciente cuan-

do la invierte.

Sy & fixy &

v o< fix'h
A fix') = fix")

v v

Una funcién estrictamente creciente Una funcion estrictamente decreciente

La diferencia entre una funcién creciente en general y una creciente estricta-

mente es que la primera puede tener algunos sectores planos.
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Observad que...

fix) &
LX< x"perof(x)=1f(x").
Esto no pasaria si la funcién
fuese estrictamente creciente.

fix') = fix"}

Crecimiento pero no estricto

Ejemplo 1.16. Toda funcién constante es tanto creciente como decreciente,
pero no lo es estrictamente en ningtn sentido.

Recordemos el siguiente teorema para funciones diferenciables de una variable.

Teorema del valor medio

Sea f: [a, b]—> R una funcién continua y diferenciable en (a, b).
Entonces existe un ntmero c € (a, b) tal que

fb) - fla) = f(c) (b -a).

Los resultados que aparecen a continuacién son consecuencia del teorema del

valor medio.

Proposicidon 1. Supongamos que f: I R es diferenciable. Entonces tenemos
que:

e fes creciente en Isi, y sélo si, f(x) >0 para todo x e L.

e fes decreciente en [ si, y sOlo si, f(x) <0 para todo x € I. 0

Ejemplo 1.17. Si fes una funcién constante, entonces su derivada es siempre
0. Por lo tanto, fes creciente. Los mismos motivos nos llevan a afirmar que
f es decreciente. De hecho, las funciones constantes son las tinicas que pue-
den ser crecientes y decrecientes al mismo tiempo (no en sentido estricto,

claro).

La proposicién anterior nos da una caracterizacion completa de funciones cre-
cientes o decrecientes, sobre la base de su derivada. A continuacién veremos
otro resultado que, aunque no siempre es decisorio, es extremamente Gtil.
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Proposicién 2. Supongamos que f: I — R es diferenciable. Entonces tenemos
que:

e Sif(x) >0 para todo x € I, entonces f es estrictamente creciente en I.
e Sif’(x) <0 para todo x € I, entonces f es estrictamente decreciente en I. 0

Se da un caso bastante excepcional que es importante destacar: una funcién
puede ser estrictamente creciente o decreciente aunque su derivada sea O en
algin punto. Sin embargo, observamos que esto s6lo puede suceder en puntos
aislados: si la derivada fuese cero en un intervalo entero, entonces la funcién
seria constante en este intervalo y, por lo tanto, no podria ser creciente ni de-
creciente en sentido estricto. Un ejemplo de ello es la funcién f(x) = x3, que es
estrictamente creciente; su derivada f(x) = 3x% es estrictamente positiva en to-
dos los lugares, excepto en el punto x = 0, donde vale 0. En general, sin em-
bargo, es conveniente asociar intuitivamente una funcion estrictamente
creciente con una derivada positiva, y otra estrictamente decreciente con una

derivada negativa.

Ejercicio

1.3. En cada uno de los casos que aparece a continuacion tenemos que f: I - R. Decid si
la funcién es creciente o decreciente sobre el intervalo I en el que estd definida; si vuestra
respuesta es afirmativa, decid si lo es en sentido estricto o no. Indicad también en cada
caso cudl es el recorrido J de la funcion:

J=f={y:y=fix) paraalgin x < I}.
Podéis recurrir a la ayuda del Gnuplot cuando tengais alguna duda.
a) fix)=x,I=R.

b) fixy=—x,I=R.

c) fix)=2,I=R.

d) fx)=5+7x,I=R.

e) fix)=5-7x,1=R.

) fixy=x%1=R.

g fx)=x%1=[0).

h) fix)=—x3 I=R.

i) flyy=e5I=R.

) fo=e¢?I=R

k) fix)=logx, I =(0,).

) fix) =log(1+x%), I=R.

m) f(x) = log(1 + x2), I = [0, »).

) fx=1, 1=(0,%)

0) f(x)=4x, I= [0,)

P f0 - — . 1-R

q) fix)=senx, I=R
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1) f(x)=senx, I= (O, @
s) fix)=cosx,I=R.

v f(x)=cosx, 1= (O, g)

Es conveniente que os fijéis en que, dado que la diferenciacién es una he-
rramienta de aproximacion local de una funcién, todos los resultados que
obtengamos a partir de esta herramienta tendrén s6lo un caracter local y,
por lo tanto, debemos tener mucho cuidado en su interpretaciéon. En par-
ticular, en el estudio de problemas de optimizacién nos interesa introducir

los conceptos siguientes:

Sea X c R"y f: X—>R.

Decimos que f'alcanza un maximo local en un punto x* € X si hay
un cierto entorno de x* tal que f(x*) > f(x), para todo punto x de aquel
entorno. Si la desigualdad es estricta para todo punto del entorno di-
ferente de x*, entonces decimos que el méaximo local es estricto.

Decimos que falcanza un minimo local en un punto x* € X si hay
un cierto entorno de x* de modo que f(x*) < f(x) para todo punto x de
aquel entorno. Si la desigualdad es estricta para todo punto del entor-
no diferente de x*, entonces decimos que el minimo local es estricto.

En un maximo local estricto, el valor de la funcién en el maximizador es es-
trictamente mayor que en todos los puntos que lo rodean. En cambio, en un
maximo local no estricto, la funciéon toma un valor mayor o igual que en los

puntos de alrededor.

fix*) > fix)

fix®) = fix)

Maximo local estricto Méximo local no estricto

Para hacer la distincion entre los maximizadores o los minimizadores locales
y los maximizadores o los minimizadores que solucionan un problema de op-

timizacion, en ocasiones afiadiremos a estos tltimos la etiqueta de globales.
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Algunos autores hablan de extremos relativos, para designar los que nosotros
llamamos locales. Nosotros preferimos la terminologia de locales frente a glo-
bales, mas que la de relativos frente a absolutos, porque creemos que la primera

es mas descriptiva (ademas, su uso se estd imponiendo cada vez mas).

Ya habéis visto con anterioridad la herramienta basica de deteccion de maximos
y minimos locales de funciones diferenciables; consiste en que en un extremo lo-
cal la derivada de la funcion debe ser igual a cero. Acabamos de ver que una fun-
cion crece cuando su derivada es positiva y decrece cuando ésta es negativa. Dado
que en un minimo local la funcién pasa de decreciente a creciente, la derivada no
puede ser ni negativa ni positiva, asi que debe ser cero. El mismo argumento se
aplica a los méximos locales, en los que la funcién pasa de creciente a decreciente.

v min 4 max ¥

Maéximos y minimos

En el caso de las funciones multivariantes, un resultado paralelo es cierto; en
un extremo local todas las derivadas parciales deben ser cero. El motivo es que,
si la funcion tiene un maximo local en un punto, entonces cualquier secciéon
vertical también debe tener un méximo local en el mismo punto, y las deriva-
das parciales no son mas que las derivadas de las secciones verticales en las di-
recciones de los ejes. 0

SR ~ioo—~

T T e T T e =T |

=il R UIm~E—

Méximo en dos variables Seccion vertical de un méaximo

Utilizaremos el término
extremo...

... para referirnos a un punto
que puede ser tanto un
maximo como un minimo.

En un minimo local,...

... lafuncién pasa de decre-
ciente a creciente. En un
maximo local, la funcién pasa
de creciente a decreciente. Por
lo tanto, en ambos puntos la
derivada debe ser cero.
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Ejercicio
1.4. Haced la gréafica con Gnuplot de la funcién de dos variables

fly)y= e

y comprobad que se corresponde con la que mostramos arriba. En particular, la fun-
cién tiene un valor maximo en el punto (0, 0). A continuacién realizad secciones ver-
ticales que pasen por el origen y comprobad que todas tienen un maximo en el
mismo punto.

1.4. Tipos de programas de optimizacion

El criterio de que en un extremo las derivadas parciales deben ser cero se
basa, sin embargo, en un supuesto muy importante: este extremo debe ser
un punto interior; es decir, en cualquier direccion a partir del punto debe
haber otros que también sean factibles. Cuando no sea éste el caso, diremos
que estamos tratando un problema con restricciones, por 1o que tendremos

que desarrollar herramientas especificas para detectar los extremos locales.

Ejemplo 1.18. Un problema con restricciones

Supongamos que estamos buscando los extremos locales de la funcion f(x) = 2x,
sobre el conjunto X = [0, 1]. Tenemos que f(x) = 2, para todo x. Esto pareceria
indicar que la funcién no tiene maximos ni minimos. Sin embargo, un vistazo
a la grafica tendria que ser suficiente para apreciar que f tiene un minimo (glo-

bal) en el punto x =0, y un méaximo (global) en el punto x = 1.

05 =

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Méximo y minimo restringidos

Observemos que, si hubiese otros puntos a la izquierda de x = 0, entonces
éste no seria un minimizador; pero dado que estamos imponiendo la res-
tricciéon x > 0, entonces el hecho de que la derivada sea positiva no impide

que este punto sea un minimizador.

Dado que la funcion...

... es estrictamente creciente
sobre [0,1], tiene un minimo
en el extremo inferior del inter-
valo y un maximo en el extre-
mo superior.
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En particular, si el conjunto factible es un conjunto abierto, todos sus puntos
son interiores y, por lo tanto, cualquier maximizador o minimizador debe sa-
tisfacer la condicion de que las derivadas parciales de la funcién objetivo se

anulen. Este efecto motiva la siguiente definicion.

Un problema de optimizacion sin restricciones es aquél en el que
el conjunto factible es un conjunto abierto.

Ya hemos visto anteriormente que, ademés de los maximizadores y los mini-
mizadores locales del problema, puede haber otros puntos en los que las deri-

vadas parciales son iguales a cero.

Ejemplo 1.19. Extremos y puntos de inflexion

Sea f(x)=f(x) = x3e*? | Al igualar la derivada a cero obtenemos:
fi(x) = e X’ (3x% - 2x* =0 > 3x2 = 2x*%

donde hay tres soluciones: x* = @x = 7[% y x*»+=0. Podéis comprobar aho-
ra que la funcién es monoétona en los extremos: si x > x* 0 x < x**, entonces
3x? < 2x*y, por lo tanto, f es estrictamente decreciente. Ademés, el Ginico
punto en el que f corta el eje de las x tiene lugar cuando x = 0. Teniendo en
cuenta lo que acabamos de observar, la porcion relevante de la grafica de
la funcién nos ayudara a ver que la primera solucién es el maximizador
(global), la segunda el minimizador (global), y la tercera no es ni maximi-
zador ni minimizador, sino un punto de inflexion.

0.5 ¥ T T T

*Feop(x2)
0.4 N
03
02 .
01 y
y
P
0 p—
/
0.1 /
02 1
03 . :
™, /S

2 St
0.5 .

2 45 4 05 0 05 1 15 2

Gréfica de x3¢**

Las técnicas que usaremos en todos los problemas de optimizacién que estu-
diaremos (ya sean sin restricciones o con restricciones) tienen un rasgo co-
mun: basandonos en la diferenciacién, formularemos una serie de relaciones
que necesariamente debe cumplir cualquier punto que solucione el problema
de optimizacion (si es que hay alguno que lo haga). Denominaremos estas re-

En la grafica...

... podemos visualizar los tres
puntos criticos, que son, de iz-
quierda a derecha, un minimi-
zador, un punto de inflexién y
un maximizador.
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laciones condiciones de primer orden, ya que estan basadas en las derivadas
de primer orden. Los puntos que solucionan las condiciones de primer orden
son los puntos criticos. Entre estos puntos criticos puede haber algunos que
solucionen nuestro problema de optimizacién, y muchos otros que no lo con-

sigan. 0

En los puntos criticos que no son extremos, la funciéon debe crecer necesa-
riamente a lo largo de algunas direcciones factibles y debe decrecer a lo largo
de otras. Cuando no hay restricciones, y por lo tanto todas las direcciones
son factibles, un punto critico que no es ningin extremo es un punto de
silla (lo cual no quiere decir que necesariamente se parezca a una silla de

montar). 0

Ejercicios
1.5. Un punto de silla literal
Demostrad que (2, 3) es un punto critico de la funcion flx-y) = —(x-2)? + (»-3)2. Usad Gnuplot

para generar la grafica de la funcién alrededor de este punto, y comprobad a partir de la graf-
ica que obtengais que se trata de un punto de silla.

1.6. Un punto de silla sin silla

También puede haber puntos de silla con los cuales nos seria dificil montar a caballo. Aqui
tenemos un ejemplo de ello. Demostrad, a partir de su derivada, que (2, 3) es un punto crit-
ico de la funcion fix,y) = (x-2)° + (y-3)%. Usad Gnuplot para generar la grafica de la funcion
alrededor de este punto. Comprobad en la grafica que, a partir del punto, la funcién crece
en unas direcciones y decrece en otras y que, por lo tanto, se trata de un punto de silla,
aunque la forma de la grafica no se parezca demasiado a una silla de montar.

Una cuestion que se nos presenta es la de saber cudndo un punto critico es un
maximizador local, un minimizador local o un punto de silla. En el caso de una
sola variable, el criterio que se usa es el de observar si los puntos criticos satisfacen
las condiciones de segundo orden, que son restricciones sobre la segunda deri-
vada: este criterio serd determinante siempre que la segunda derivada tenga un
signo estricto, y en caso contrario debemos continuar investigando. En el caso de
mas de una variable, tenemos criterios similares, en los que en lugar de la segunda
derivada debemos considerar la matriz de derivadas parciales segundas. Mas ade-
lante ya veremos todos estos conceptos con detalle. 0

Como hemos visto, un problema de optimizacion cambia radicalmente cuando
hay puntos desde los cuales ciertas direcciones son factibles y otras no lo son. En
un caso asi, ya no es cierto que todas las derivadas parciales de un maximizador o
minimizador local deban ser necesariamente iguales a cero. Clasificaremos los
problemas con restricciones en dos categorias, segin si las restricciones estan for-

madas por igualdades o por desigualdades.

Un problema de optimizacidon con restricciones de igualdad es
aquél en el que el conjunto factible estd formado por todos aquellos
puntos que cumplen una serie de restricciones en forma de igualdad
(es decir, que solucionan un sistema de ecuaciones).
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Un problema de optimizacion con restricciones de desigualdad es
aquél en el que el conjunto factible esta formado por todos aquellos
puntos que cumplen una serie de restricciones en forma de desigualdad
(y tal vez también de igualdad).

Ejemplo 1.20. Restricciones de igualdad

El problema

min x2+y2
(¥
sa. x+y=2

puede ser transformado en el problema (sin restricciones) con una sola variable

min x*+ (2—x)2
X

s.a. xeR,

pero cuando tratemos este tipo de problemas veremos que hay una técnica
mas poderosa que nos permite ahorrarnos esta sustitucion y encontrar direc-

tamente condiciones que cualquier minimizador local debe satisfacer.

Cuando tengamos problemas con restricciones de desigualdad, el asunto sera
un poco mas complicado, ya que debemos ser capaces de determinar qué di-

recciones son factibles y cudles no lo son.
Ejemplo 1.21. Restricciones de desigualdad

El problema

max x2
X

s.a. x>0
x<1

tiene un maximizador global que es x* = 1. Desde x* = 1 es factible moverse hacia
el 0, pero no hacia el otro lado. En consecuencia, la condiciéon que debe satista-
cer la derivada de la funcién objetivo en 1 para que f alcance un valor maximo
no sera la igualdad a cero, sino una desigualdad: siempre que la derivada sea po-
sitiva, esto querra decir que, yendo hacia 0, el valor de la funcion objetivo dis-

minuird, por lo que nos encontraremos sobre un maximizador local.

En un problema con restricciones de desigualdad diremos que una restricciéon

es efectiva en un punto si este punto satisface la restriccién en forma de igual-

Los problemas...

... con restricciones de igual-
dad resultaran, en esencia,
muy parecidos a los problemas
sin restricciones.
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dad. Por ejemplo, la restriccion x < 1 es efectiva en el punto x* = 1, pero la res-
triccién x > 0 no lo es. La técnica que nos permitira encontrar la solucion de
estos problemas consiste en escribir una serie de relaciones que permiten in-

vestigar qué restricciones son efectivas en el 6ptimo y cudles no lo son.

En todos los tipos de problemas de optimizacién que acabamos de ver (con
restricciones o sin éstas), la técnica usada para tratar de resolver el problema
es la diferenciacion, porque nos permite transformar el problema de encontrar
un punto 6ptimo en el problema de resolver un sistema de ecuaciones. Sin em-
bargo, siendo la diferenciaciéon una aproximacioén local, los resultados que ob-
tenemos con su aplicaciéon también son de caracter local, mientras que en los
problemas de optimizacion de los que partimos lo que se busca es una solu-

cion global.

Las herramientas que nos permitiran inferir el caracter global de las soluciones

locales que hemos encontrado son dos:

a) El requerimiento de que el conjunto factible sea convexo.

b) El requerimiento adicional de que la funcidn objetivo tenga la curvatura
(concavidad o convexidad) adecuada segin si queremos maximizar o minimi-

zar.

En la parte de calculo univariante habéis visto que una funcion (diferenciable
dos veces) es convexa si, y s6lo si, f(x) > 0 en cada x, y que es concava si la
desigualdad opuesta se cumple. Este resultado lo generalizaremos en el caso de

varias variables utilizando matrices en lugar de nameros.

Ejercicios

1.7. Considerad el problema

max 1-x2
X
s.a. xeR,

a) Demostrad que el inico punto critico es x = 0.
b) Usando Gnuplot, elaborad una gréfica de la funcién alrededor de x = 0.

¢) Teniendo en cuenta los signos de f'(x), probad que f es creciente a la izquierda de 0 y de-
creciente a su derecha y que, por lo tanto, 0 es un maximizador global.

d) Una forma alternativa de observar que O es la solucién del problema es probar direc-
tamente que, para todo x e R, se satisface f{0) = 1 > 1 — x> = f(x). Hacedlo y completad el
argumento.

1.8. Considerad el problema

min x logx
g 8

sa. xe(0,1)
en el que x € (0,1) quiere decir que O < x < I; por lo tanto, el conjunto factible es abierto.

a) Usando Gnuplot, elaborad una gréfica de la funcion.



© FUOC  PID_00186450 27 Optimizacién

b) Demostrad que el tinico punto critico es x* = %.

¢) Probad que fes decreciente a la izquierda de x “y creciente a su derecha y que, por lo tanto,
x es un minimizador global.

1.9. Considerad el problema

max —
X 1+x2

sa. x eR

a) Demostrad que el Gnico punto critico es x"= 1

b) Probad que f es creciente a la izquierda de 1y decreciente a su derecha y que, por lo
tanto, 1 es un maximizador global.

c) Probad directamente que, para todo x € R,

1
1+x27

d) Usando Gnuplot, haced una grafica de la funcién alrededor de x"= 1.

1.5. Solucionario

1.1. Variables de decision: cantidades de los factores de produccion (x;y x2).
Funcion objetivo: coste de produccion (2x ; + 5x2).

Conjunto factible: todas aquellas combinaciones de factores, (x;,x%), que permiten pro-
ducir 10 unidades:

{(x1,x2):f(x1,x2)>10}
1.2. El algoritmo consiste en ir comparando los nimeros sucesivamente. Tenemos un
candidato a maximo que vamos cambiando a medida que encontramos niimeros mayo-
res. Empezamos tomando f{1) como candidato maximo. Entonces lo comparamos con
f(2), y el mayor de los dos es el nuevo candidato a méximo, que comparamos con f(3), y
asi sucesivamente. El resultado de comparar el altimo candidato con f(n) nos dara el
maximo de la funcién.

1.3.
a) f(x) =x, I =R: estrictamente creciente, ya que, para todo x, se cumple f(x) = 1>0.

b) fix) =-x, I =R: estrictamente decreciente, ya que, para todo x, se cumple f(x) = -1<0.

c) fix) =2, I=R: constante (es decir, es al mismo tiempo débilmente creciente y débilm-
ente decreciente).

d) fix) =5+ 7x, I = R: estrictamente creciente, ya que, para todo x, se cumple {f'(x) = 7>0.
e) f(x) =5-7x,I=R: estrictamente decreciente, ya que, para todo x, se cumple {"(x) = —7<0.

f) fix) = x% I=R: no es creciente ni decreciente, ya que, por ejemplo, tenemos [ (~1) =
-2<0<2 = f(1).

g) f(x) = x%, I = [0,0): estrictamente creciente, ya que f(x) = 2x>0, para todo x>0.
h) fix) = —x3, I = R: estrictamente creciente, ya que f"(x) = 3x%0, para todo x#0.
i) f(x) = €* I=R: estrictamente creciente, ya que, para todo x, se cumple f(x) = ¢*>0.

j) fix)=e2% I=R: estrictamente decreciente, ya que, para todo x, se cumple f'(x) = —2¢ 2*<0.

K) fix) =log x, I = (0,): estrictamente creciente, ya que, para todo x, se cumple [ (x) = 1/x>0.
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1) fix) = log(1 + x?), I = R: No es creciente ni decreciente, ya que, por ejemplo, tenemos
f(-1)=-1<0<1 = f(1).

2x

m)f(x) = log(1 + x?), I = [0,0): estrictamente creciente, ya que f'(x) =
todo x>0. 1+x

2>O, para

n) f(x)= )—1(, I= (0, ») estrictamente decreciente, ya que, para todo x, se cumple f(x) =
=-x“<0.

0) f(x)= JX, I=10, ) :estrictamente creciente, porque f'(x) = 1 >0, para todo
x>0 2./x

p) fx) - d- !

+X2’
F(1)=-1/2<0<1/2=f(-1).

I'=R. No es creciente ni decreciente, ya que, por ejemplo, tenemos

q) f(x) =sen x, I = R: no es creciente ni decreciente, ya que, por ejemplo, tenemos [ (r) =
-1<0<1=170).

r) f(x)=senx, I= (O, 9 : estrictamente creciente, porque f(x) = cosx > 0, para todo

Y
< jad
0_x<2.

s) f(x) =cosx, I =R: no es creciente ni decreciente, ya que, por ejemplo, tenemos f(n/2) =
-1<0<1=f(3n/2).

t) f(x)=cosx, I= (0, g) : estrictamente decreciente, porque f'(x) = —sinx < 0, para

todo 0 < x < /2.

1.4. La grafica de la funcion la obtenemos haciendo:

gnuplot> f(x,y) = exp (—x**2-y**2)
gnuplot> set isosamples 20
gnuplot> set hidden3d

gnuplot> splot [-2:2] [-2:2] f(x,y)

Para obtener el grafico del corte vertical, hacemos:

gnuplot> g(x,y) = (x<y) ? f(x,y) : O
gnuplot> splot [-2:2] [-2:2] g(x,y)

1.5. Dada fix,y) = —(x-2)2 + (y-3)?, sus derivadas parciales son
o = px-
3 2(x-2)

[/ Y
3y 2(y-3)

Y es obvio que estas derivadas parciales son cero en el punto (2, 3). Cuando fijamos y = 3, el
corte vertical de la funcién f que obtenemos es g(x) = -(x-2)%, que tiene un maximo en el
punto x = 2. Por otro lado, si fijamos x = 2, el corte vertical de la funcién f que obtenemos es
h(y) = (¥-3)%, que tiene un minimo en el punto y = 3. Por lo tanto, se trata de un punto de silla.

Con Gnuplot haremos:

gnuplot> f(x,y) = — (Xx-2)**2 + (y-3)**2
gnuplot> set hidden3d
gnuplot> splot [1:3] [2:4] f(x,y)

Si lo queremos ver mejor, podemos ir cambiando la perspectiva usando la instruccion set
view.
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1.6. Dada fix,y) = (x - 2)3 +(y- 3)3, sus derivadas parciales son

I - 3(x-2)?
ox

of _ 232
3 3(r-3)

Y es obvio que estas derivadas parciales son cero en el punto (2, 3). Cuando fijamos y =
3, el corte vertical de la funcién fque obtenemos es g(x) = (x — 2)% que es una funcién
estrictamente creciente en x, por lo que en el punto (2, 3) la funcién f no puede tener un
méximo ni un minimo. Por definicion, (2, 3) es un punto de silla.

Con Gnuplot haremos:

gnuplot> f(x, y) = (x - 2)**3 + (y — 3)**3
gnuplot> set hidden3d
gnuplot> splot [1:3] [2:4] f(x,y)

Podemos observar que no hay ninguna semejanza con una silla de montar.
1.7 Queremos resolver
2
max 1-x
X
sa. xeR
Sea f(x) = 1-x2, entonces los puntos criticos solucionan la ecuacion
ff(x)=-2x=0=>x=0

Ademas, podemos ver que [ pasa de ser creciente a ser decreciente en x = 0, por lo que se
trata de un maximo (global):

x<0=>f(x)>0, x>0=f(x)<0
Alternativamente, comprobamos que, para cada x, f{0) = 1>1-x2 = f(x), ya que x>>0.
1.8. Tenemos
mif x logx
s.a. xe(0,1)
Sea f(x) = x log x. En este caso, los puntos criticos deben cumplir:
f@)=1+logx)=0=>x=e"le(0,1)
También tenemos
x<l/e=f'x)<0,x>1/e=1(x)>0
expresion que significa que 1/e es un minimizador global.

1.9. Tenemos

max
x 2
1+x

s.a. xeR

Sea f(x) = 1/(1 + x). Para obtener los puntos criticos, hacemos:

f’(x):—zx 2:0:)(:0
(1+x%)
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Ademas, podemos ver que [ pasa de ser creciente a decreciente en x = 0, por lo que se
trata de un méaximo (global):

x<0=>fx)>0, x>0=>f(x)<0

Alternativamente, tenemos que, para todo x, f{0) = 1>f(x), ya que 1 + x%>1 para todo x
real.
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2. Optimizacion sin restricciones

2.1. Condiciones de primer orden

Hemos definido un problema de optimizaci6n sin restricciones como aquél en
el que la funcion objetivo fes diferenciable una vez o més y, adicionalmente,
el conjunto X es abierto, es decir, cada punto factible esta rodeado de otros
puntos que también lo son. 0

Ejemplo 2.1. Cualquier problema en el que el conjunto factible esta formado
por todo el espacio n-dimensional (con # > 1) es un problema sin restricciones.

Por ejemplo:

max e’XZ— 4
(xy) )’2
s.a. (xy)eR.

Ejemplo 2.2. El problema

max  x log(x)
s.a. xe(0,1).

es un problema sin restricciones, de acuerdo con la definicién que acabamos
de dar. El motivo es que si un punto satisface O<x<1, entonces hay un cierto
numero e>0 tal que el intervalo (x—¢, x + ¢) estd enteramente contenido dentro
del conjunto factible. (Por ejemplo, podriamos tomar e como el mas pequefio
de los ntmeros 2 y 1%" ). Esto quiere decir que el punto x esta rodeado de

2
otros puntos factibles en cualquier direccion.

Ejemplo 2.3. El problema

min  3x*+ Zy2

Gy,

sa. x +y' <1
es otro problema sin restricciones, de acuerdo con la definicién que hemos dado
més arriba. E1 motivo es que, al ser la restriccion de la forma g(x,y) = x* + y?<1,
en el que g(x,y) es una funcién continua, cualquier punto que satisfaga la des-
igualdad estd necesariamente rodeado en cualquier direcciéon de otros puntos
que también la satisfacen (esto es cierto siempre que tenemos una funciéon con-
tinua cuyos valores satisfacen una desigualdad estricta).

Ejemplo 2.4. El problema

min €
X
s.a. x>0
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es un problema sin restricciones, de acuerdo con nuestra definiciéon, porque el
conjunto factible viene dado aqui por una desigualdad estricta. En cambio, el
problema

min ¢*
X
s.a. x>0

es un problema con una restriccion de desigualdad. Si desde el punto factible

x =0 nos movemos hacia la izquierda, ahi encontraremos puntos no factibles.

Antes hemos visto lo que en ocasiones recibe el nombre de regla de Fermat, que
dice que, en un problema univariante de optimizacion sin restricciones, si la
funcién objetivo es diferenciable, entonces la derivada debe valer cero en cual-
quier maximizador o cualquier minimizador. Lo enunciamos aqui formal-

mente para que quede constancia de ello.

Regla de Fermat

Sea f: X - R una funcién diferenciable. Si x* es un punto interior del
conjunto X y falcanza un méaximo o un minimo local en x*, entonces
todas las derivadas parciales de f evaluadas en x* son iguales a cero.

Observad que la regla de Fermat no proporciona un procedimiento para cal- Pierre Simon de Fermat...

cular automaticamente todos los maximizadores o minimizadores (locales) de
... (Beaumont-de-Lomagne
una funcioén, sino que s6lo nos dice que podemos descartar como tales todos 1601-Castus 1665) ided su
Methodus ad Disquirendam
Maximan et Miniman en el afio

general, necesitaremos criterios adicionales para seleccionar entre todos aque- 1629.

aquellos puntos en los que alguna derivada parcial sea diferente de cero. En

llos puntos que satisfacen esta primera criba, es decir, entre todos los puntos

criticos de la funcioén.

Llamamos condiciones de primer orden en un problema de optimiza-
cion sin restricciones al sistema de ecuaciones que describe los puntos
criticos de la funcioén objetivo, es decir, aquel que resulta de igualar a
cero todas las derivadas parciales de la funcion.

Nuestro objetivo a continuacion es proporcionar herramientas de anélisis de
los puntos criticos. En primer lugar veremos que, a partir de las condiciones
de segundo orden, podremos saber en algunos casos si un punto critico es un
maximizador local, un minimizador local o un punto de silla. Después vere-
mos que el analisis de la concavidad o convexidad de la funcién objetivo nos
sirve para dar condiciones que garanticen que un punto critico es un maximi-

zador o un minimizador global. 0
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2.2. Condiciones de segundo orden

En muchos casos, aunque no siempre, mediante el estudio de las derivadas
parciales de segundo orden podemos determinar si la funcién crece o decrece
alrededor de un punto critico y, por lo tanto, si se trata de un minimizador o

de un maximizador.

Lo primero que haremos es un pequefo repaso de las propiedades de las for-
mas cuadraticas, ya que formularemos las condiciones de segundo orden estu-
diando formas cuadraticas compuestas a partir de las derivadas parciales.
2.2.1. Formas cuadraticas

En el curso de algebra lineal ya habéis visto las definiciones de formas cuadrat-
icas y su clasificacion. Aqui repasamos las definiciones y fijamos la terminolo-

gla que usaremos mas adelante.

Sea

Cll ClZ e Cln

CZI CZZ e CZH
Cc =

Cnl an e Cn

una matriz simétrica, es decir, que para todo i e {1,2...n} y para todo
jef{1,2,...,n}, se cumple ¢jj = ¢ji- Entonces podemos definir una funcién Q: R” — R
haciendo:

YveR', QWv)=vCv=Y3 Yc; vi v,

i=1j=1

donde v”denota el vector v transpuesto. Diremos que Q es una forma cuadrat-

ica.

Ejemplo 2.5. Observad la relacion entre la siguiente matriz C y la correspon-
diente forma cuadratica Q

1 2 3
c=12 5 4
3 4 7

Q(,y,2) = X + 4xy + 6xz + 5y% + 8yz + 772,

Las filas 1, 2 y 3 de la matriz corresponden a las variables x, y y z, respectiva-
mente. De forma analoga, las columnas 1, 2 y 3 también corresponden a las
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variables x, y y z, respectivamente. Dado que multiplicamos cada término dos
veces (primero multiplicamos por el vector (x,y,x) y después premultiplicamos
por el mismo vector transpuesto), la suma de los exponentes de las variables
que aparecen en cada uno de los sumandos es 2. El coeficiente de x? es el térm-
ino que corresponde a los indices (1, 1) de la matriz, en este caso el nimero 1.
El coeficiente de y? es el término que corresponde a los indices (2, 2), en este
caso el niimero 5. Finalmente, el coeficiente de z2 es el término que correspon-

de a los indices (3, 3), en este caso el namero 7.

El coeficiente del sumando que contiene el producto xy es el resultado de su-
mar el término (2,1) con el término (1,2), en este caso 2 + 2 = 4. El coeficiente
del sumando que contiene el producto xz es el resultado de sumar el término
(3,1) con el término (1,3), en este caso 3 + 3 = 6. Finalmente, el coeficiente del
sumando que contiene el producto yz es el resultado de sumar el término (3,2)

con el término (2,3), en este caso 4 + 4 = 8.

La clasificacion de formas cuadraticas que nosotros usaremos es la siguiente.

Sea Q: R” - R una forma cuadrética.

1) Decimos que Q es definida positiva si, para todo v € R" tal que v =0,
se cumple Q(v) > 0.

2) Decimos que Q es definida negativa si, para todo v € R” tal que v =0,
se cumple Q(v) < 0.

3) Decimos que Q es semidefinida positiva si, para todo v € R” se
cumple Q(v) > 0.

4) Decimos que Q es semidefinida negativa si, para todo v € R” se
cumple Q(v) £ 0.

5) Decimos que Q es indefinida si, existen dos vectores v y w de R”
tales que Q(v) <0 < Q (w).

Con frecuencia, una forma cuadratica se define como semidefinida si, ademas
de la condicién que hemos escrito arriba, hay algiin vector v # 0 de modo que
Q(v) = 0. Nosotros aqui no lo hacemos asi. De acuerdo con la definiciéon que
acabamos de dar, toda forma definida positiva también es semidefinida posi-
tiva, mientras que una forma indefinida es aquella que no es semidefinida po-
sitiva ni semidefinida negativa. Utilizamos esta definicién porque nos facilita
mucho mas la presentacion de todos los resultados basados en formas cuadrét-
icas que veremos mas adelante. Cuando queramos hacer referencia a una for-
ma cuadratica que es semidefinida positiva (o negativa) aludiremos a la misma

diciendo que la forma cuadrética es s6lo semidefinida.

Es importante tener en cuenta que la expresion v # 0 que aparece en la defini-
cién anterior quiere decir que si v = (vl,v2 _ V"), entonces hay al menos un ind-

ice i, de modo que el nimero v; es diferente de cero.



© FUOC  PID_00186450 35

Optimizacion

En la practica, trataremos con la matriz C mas que con la correspondiente for-
ma cuadratica Q. Por abuso de notaciéon, diremos también que la matriz C es

definida positiva, indefinida, etc.

Las condiciones que aparecen a continuacion permiten verificar las definicio-

nes anteriores trabajando s6lo con la matriz.

Criterio de los valores propios

Sea Q: R" — R una forma cuadratica, definida a partir de la matriz simét-
rica C como en la ecuacién 1. Sean {Aq, Ay ... A,;} los valores propios de
la matriz C, entonces tenemos:

1) Q es definida positiva si, y sélo si, para todo i, &; > 0.

2) Q es definida negativa si, y solo si, para todo i, ;< O.

3) Q es semidefinida positiva si, y s6lo si, para todo i, 1;> 0.

4) Q es semidefinida negativa si, y solo si, para todo i, A; < 0.

5) Qes indefinida si, y solo si, hay indices i y j tales que 1; <0 <,

El teorema da una caracterizacidn exacta de la categoria a la que pertenece la

forma cuadratica Q a partir de los valores propios de la matriz C.

Si no tenemos un ordenador cerca, con frecuencia podemos ahorrarnos traba-
jo si usamos el teorema siguiente, que proporciona solo una caracterizacion
parcial, basada en los menores preferentes de la matriz C. Los menores prefe-
rentes son los determinantes de las sucesivas submatrices cuadradas que va-
mos formando partiendo del elemento superior izquierdo, hasta llegar a la
matriz entera. 0

Criterio de los menores preferentes

Sea Q : R” > R una forma cuadratica, definida a partir de la matriz C
como en la ecuacién 1. Sean {A;A, A,} los menores preferentes de la

matriz C. Entonces tenemos:

1) Q es definida positiva si, y solo si, para todo i, A; > 0.

2) Q es definida negativa si, y sélo si, para todo i,(—l)iAi > 0, es decir, si
los menores preferentes de orden impar son negativos y los de orden
par son positivos.

Dos observaciones:
e FElcriterio de los menores preferentes solo es decisorio cuando la forma cua-

dratica es definida positiva o negativa. No permite distinguir formas cua-

draticas indefinidas de otras que s6lo son semidefinidas.
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e La forma mas sencilla de recordar las condiciones para que Q sea definida
negativa es considerar el caso en que C es una matriz diagonal (y, por lo
tanto, los elementos de la diagonal principal son sus valores propios); en-
tonces tenemos: D; = <0, Dy = A1, >0, etc.

Ejemplo 2.6. Sea Q(x,y) = 3x% + yz y, por tanto,

=G

es una matriz diagonal, que tiene por valores propiosA; =3 >0y i, =1>0. El
criterio de los valores propios implica que Q es definida positiva.

Alternativamente, en este caso es facil analizar Q directamente a partir de la
definicion de forma cuadratica definida positiva. Observamos de entrada que
v(x,¥), 3x% + yzz 0, porque los cuadrados de nimeros reales siempre son no ne-
gativos. Esto quiere decir que, como minimo, Q es semidefinida positiva. Por
otro lado, dado que el cuadrado de un niimero real es cero s6lo cuando este
ntmero es cero, resulta sencillo darse cuenta de que Q sélo puede ser cero
cuando tanto x como y son iguales a cero. Esto es precisamente lo que se re-
quiere en la definicion de forma cuadrética definida positiva.

Ejemplo 2.7. Sea Q(x, y) = x> + xy + %, de donde

p—
ST

NI
—_

Los menores preferentes son aqui Aj=1>0y Ay = % >0, de modo que el cri-
terio de los menores preferentes garantiza que Q también es definida positiva.

Calcular los valores propios nos habria costado bastante mas trabajo.

Si queremos analizar Q directamente, la podemos escribir como Q(x,y) =
2

= (g +y) + %xz, de donde resulta sencillo ver que es estrictamente positi-

va siempre que x e y no sean cero simultdneamente.

Ejemplo 2.8. Sea Q(x, y) = 2xy, de donde
0 1
C =
b o
El criterio de los menores preferentes no es aplicable, ya que D; =0, por lo
que tenemos que tener en cuenta los valores propios. Los valores propios

son A1 =1y Ay =-1, lo cual indica que Q es indefinida.

A partir de la propia definicién no es nada dificil probar que Q es indefinida;
por ejemplo: Q(-1,1) =-2<0<2=Q(1,1). jAsi de sencillo es el asunto! Releed
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la definicién y veréis que, para verificar que Q es indefinida, tenemos sufi-
ciente encontrando dos elementos cualesquiera en los que Q toma signos

opuestos.

Aparte de los criterios que acabamos de mencionar, vosotros habéis visto una
forma diferente de clasificar formas cuadréticas, que se basa en los cambios de
signo del polinomio caracteristico. El criterio de los menores preferentes tiene
la ventaja de que no necesitamos ni siquiera encontrar el polinomio caracte-
ristico para aplicarlo, y el inconveniente de que no siempre nos dice como es

la forma cuadratica.

2.2.2. Formas cuadraticas y matrices hessianas

Dado X — R", sea f: X—R una funcioén que tiene derivadas parciales de segundo
orden continuas, y sea v = (v1,/%... ') un punto dado de R". D?f(v) denota la
matriz (hessiana) formada por las derivadas parciales segundas de f, evaluadas

en el punto v.

La extension a R" de las condiciones de segundo orden que se estudian en el

calculo univariante esta basada en el estudio de la matriz hessiana.

Condiciones suficientes de segundo orden

Sea X c R" un conjunto abierto, y sea f: X — R una funcién que tiene
derivadas parciales de segundo orden continuas. Supongamos que
v e R" es un punto critico, es decir, que para cada i, 1<i<mn,
D;f(v) = 0. Tenemos que:

Si la matriz D?f(v) es definida positiva, entonces v es un minimizador
local (estricto) de la funcion f.

Si la matriz sz(v) es definida negativa, entonces v es un maximizador

local (estricto) de la funcion f.

Si la matriz sz(v) es indefinida, entonces v es un punto de silla de la

funcion f.

Una observacion importante: ninguna de las implicaciones del teorema anterior

es cierta si la ponemos al revés. A continuacion veremos algunos ejemplos de ello:

Ejemplo 2.9. Sea f(x,) = x> + y?. El tinico punto critico es (0,0), y la matriz he-

ssiana evaluada en este punto es

0.0~ (7 )

Hay otro criterio,...

... €l de los menores principa-
les, que es una extension del
de los menores preferentes, y
que proporciona una caracte-
rizacién completa del signo
de la forma cuadratica; noso-
tros no lo damos aqui, pero lo
podéis encontrar en muchos
libros que hablan de optimi-
zacién o de algebra lineal.

Recordemos que...

... un punto x"es un maximi-
zador local de la funcion f,*si
hay un cierto entorno de x

en el que se cumple que

f(x") > f(x), para cualquier pun-
to x del entorno. Si la igualdad
es estricta guando x #x , deci-
Mos que X €s un maximiza-
dor local estricto. El concepto
de minimizador local estricto
se define de forma similar.
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Dado que ésta es un matriz diagonal, los valores propios son A;=2>0y
Ay =2>0Yy, por lo tanto, es definida positiva. El teorema anterior implica que

(0, 0) es un minimizador local estricto.

Ejemplo 2.10. Sea fix,y) =1 - x% - y2 El inico punto critico es (0, 0), y la ma-

triz hessiana evaluada en este punto es

-2 O)

D*R0.0)=( "

Dado que ésta es una matriz diagonal, los valores propios son A =-2<0y
Ay =-2 <0y, por lo tanto, es definida negativa. El teorema anterior implica

que (0, 0) es un maximizador local estricto.

Ejemplo 2.11. Sea f(x,y) = X% - yz El Gnico punto critico es (0, 0) y la matriz

hessiana evaluada en este punto es

p’ro.0-(> )

Dado que ésta es una matriz diagonal, los valores propios son A1 =2>0y
Ay =-2 <0y, por lo tanto, es indefinida. El teorema anterior implica que (O,

0) es un punto de silla.

Ejemplo 2.12. Sea f(x, y) = x* + 2. El tinico punto critico es (0, 0) y la matriz

hessiana evaluada en este punto es

0.0 -() )

Al tratarse de una matriz diagonal, los valores propios son A; =0y A, =2 >0y, por
lo tanto, solo es semidefinida positiva. El teorema anterior no es aplicable. Sin em-
bargo, es facil apreciar que, para todo (x, y) € R?, fix,y) = x* + >0 =£0,0), con
igualdad s6lo cuando (x,y) = (0, 0). Esto quiere decir que (0, 0) es un minimizador

global (y, por lo tanto, local) estricto.

Ejemplo 2.13. Sea f(x, y) = 1 — x* — y2. El tinico punto critico es (0, 0), y la ma-

triz hessiana evaluada en este punto es

p’ro.0-() )

Dado que se trata de una matriz diagonal, los valores propios son A1 =0y
Ay =-2> 0y, por lo tanto, solo es semidefinida negativa. El teorema ante-
rior no es aplicable. Sin embargo, es facil ver que, para cada (x, y) € R?,
fx,y)=1- x* - y2 <1={0, 0), con igualdad s6lo cuando (x, y) = (0, 0). Esto
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quiere decir que (0, 0) es un maximizador global (y, por lo tanto, local), es-

tricto.

Ejemplo 2.14. Sea f(x,y) = y* — x*. El Gnico punto critico es (0, 0) y la matriz

hessiana evaluada en este punto es

p’ro.0-(, )

Dado que ésta es una matriz diagonal, los valores propios son A; =0y A, = 2>0
y, por lo tanto, s6lo es semidefinida positiva. El teorema anterior es aplicable.
Sin embargo, para todo x = 0 e y # 0, tan cerca de 0 como queramos, se cumple
fix,0) = —x* < 0 <y? = f{0,), mientras que f{0,0) = 0. Esto quiere decir que (0, 0)

es un punto de silla, aunque la matriz no sea indefinida.

Ejemplo 2.15. Sea f(x,y) = x* - yZ El Gnico punto critico es (0, 0) y la matriz

hessiana evaluada en este punto es

p’ro.0 () )

Dado que ésta es una matriz diagonal, los valores propios son A1 =0y
Ay =-2 <0y, por lo tanto, s6lo es semidefinida negativa. El teorema ante-
rior no es aplicable. Sin embargo, para todo x =0 e y # 0, tan cerca de O como
queramos, se cumple f{x,0) = x* > 0 > -y = f(0,y), mientras que f{0,0) = 0. Esto

quiere decir que (0,0) es un punto de silla, aunque la matriz no sea indefinida.

Por lo tanto, las condiciones de segundo orden pueden no ser decisorias para
determinar la naturaleza de un punto critico. En algunos casos en los que el
anterior teorema no es aplicable, podremos descartar al menos alguna posibi-

lidad si tenemos en cuenta el siguiente resultado.

Observacion importante

Condiciones necesarias de segundo orden - —
Ninguna de las implicaciones

del teorema anterior es cierta si

Sea X = R" un conjunto abierto, y sea f: X — R una funcién que tiene la ponemos al revés, como he-
. . . mos podido ver en los ejem-
derivadas parciales de segundo orden continuas. Entonces: plos 2.14 y 2.15.

Si v € R" es un minimizador local (no necesariamente estricto), entonces
v es un punto critico y la matriz hessiana D?f(v) es semidefinida positi-

va.

Si v € R" es un maximizador local (no necesariamente estricto), enton-
ces v es un punto critico y la matriz hessiana DZf(v) es semidefinida ne-
gativa.
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Como hemos podido apreciar en los ejemplos, las condiciones de segundo
orden no son siempre decisorias. Entonces la pregunta es: ;qué debemos ha-
cer cuando nos encontramos en este caso? Desgraciadamente, no hay un
método sistematico de analisis; hay una serie de técnicas que funcionan me-
jor en unos casos que en otros. Lo que se hace en general es proceder a lo que
llamamos un analisis local del comportamiento de la funcién alrededor del
punto critico. 0

Los ejemplos que hemos presentado eran tan sencillos que hemos tenido su-
ficiente con observar la funcioén directamente; en general, tendremos que rea-
lizar un analisis considerando diferentes trayectorias de aproximacion a la

funcion.

Ejemplo 2.16. Supongamos que queremos analizar el punto critico (0,0) de la

funcién
fix, y) = x4 X33,

Dado que todas las variables tienen exponentes elevados, esta claro que la ma-
triz hessiana tendré cero en todos los componentes cuando la evaluemos en el
punto (0,0) y, por lo tanto, las condiciones de segundo orden no son decisorias.
En este caso nos bastara con considerar lo que sucede a lo largo de dos trayecto-
rias lineales de aproximacién. Cuando aproximamos (0,0) a lo largo de la tra-
yectoria lineal y = x, tenemos que el valor de la funcién es f(x, x) = x84+ x6, por
lo que esta funcién presenta un minimo local a lo largo de la trayectoria consi-
derada. Cuando aproximamos (0, 0) a lo largo de la trayectoria inicial y = —x, te-

6 = x0(1-x?), por lo que esta

nemos que el valor de la funcion es fix, —x) = x8 + x
funcién presenta un maximo local a lo largo de la trayectoria considerada (la
funcién vale 0 cuando x = 0, y toma valores negativos cuando 0< |x|<1). Esto

prueba que (0,0) es un punto de silla de la funcion.

Un ultimo ejemplo nos servird para comprender que, en ocasiones, el analisis

local de la funcion puede ser bastante complicado.

Ejemplo 2.17. Supongamos que queremos analizar la funcién f(x,y) = x* -
— 3x%y + 2. Su tnico punto critico es el (0,0), pero la matriz hessiana eva-
luada en este punto sb6lo es semidefinida, por lo que las condiciones de se-
gundo orden no son decisorias. Para analizar trayectorias de aproximacion lineal
al punto, empezamos observando que, si nos aproximamos por los ejes (efectua-
mos x=0 o y=0), entonces la funcién presenta un minimo en (0,0). Para analizar
cualquier trayectoria lineal, supongamos que y = tx, donde t es un cierto namero
real (fijo). Entonces tenemos que f{x,tx) = x* — 3tx3 + £2x, y las herramientas ha-
bituales de calculo muestran que fpresenta un minimo local en x = 0, cualquiera

que sea t.
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Todo esto parece sugerir que el punto critico (0,0) es un minimizador local,
pero si nos detenemos a considerar la trayectoria cuadrdtica de aproximacion
y = x?, podemos comprobar que f(x,x?) = -x* < 0 = f(0,0), siempre que x # 0; es
decir, fpresenta un maximo en nuestro punto critico a lo largo de esta trayec-
toria cuadratica de aproximacién. Esto muestra que (0,0) es en realidad un
punto de silla.
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3. Concavidad y convexidad de funciones.
Criterios de globalidad

3.1. Motivacion. Caso univariante

Queremos encontrar un criterio que nos permita afirmar que cualquier maximiza-
dor o minimizador local lo es también en sentido global. De este modo, esta claro
que las condiciones que debemos imponer sobre el conjunto factible y la funcién
objetivo deben ser también de caracter global; no nos podemos limitar a decir
como debe ser la funcion objetivo justo alrededor de nuestro candidato a maximi-
zador o minimizador global, sino que debemos exigir una cierta condicion que se

satisfaga en cualquier punto de la funcién objetivo.

Para entender los conceptos de concavidad y convexidad, lo primero que tenemos
que hacer es analizar el comportamiento de las funciones alrededor de los puntos

donde tienen méximos y minimos (no importa si son locales o globales). 0
Ejemplo 3.1. Maximo, minimo y funcién derivada

Sea f(x) = x3e>*. Antes hemos visto, en el ejemplo 1.19, que esta funcion tiene
un maximo y un minimo (locales y globales al mismo tiempo), y un punto de in-
flexién en medio de los dos. Lo que queremos ver ahora es como se comporta la
derivada alrededor del maximo y del minimo. Dejaremos que Gnuplot efectte los
calculos. Lo que debemos hacer es introducir en el programa la funcién y su deri-

vada (que hemos tenido que encontrar nosotros previamente):

gnuplot> f(x) = x**3*exp(—x**2)
gnuplot> fp(x) = x**2**exp(—x**2)*(3-2*x**2)

Un poco de experimentacién con los graficos nos muestra cuales son los valores

de las variables mas convenientes para la visualizacion:

gnuplot> set xrange [-2.5:2.5]
gnuplot> set yrange [-0.6:0.8]

Primero confeccionamos una gréfica de la funcion f'sola, para ver los puntos crit-

icos, y a continuacion la presentamos junto con su derivada:

gnuplot> plot f(x)
gnuplot> plot f(x), fp(x)
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La funcién x3e-** sola Y con su derivada

La derivada es una funcién creciente alrededor del minimo, y decreciente al-
rededor del méximo. Alrededor del punto de inflexién que aparece para x =0,
no es ninguna de las dos cosas.

En general, el comportamiento de una funcién y sus derivadas alrededor de
los puntos maximos y los minimos es parecido al que mostramos en la grafica
que tenemos a continuacion.

Un maximo local estricto

... esun punto en el que la fun-
cién pasa de tener la derivada
positiva a tenerla negativa,
cuando nos vemos de izquier-
da a derecha. Es decir, alrede-
dor del punto, la derivada es
una funcién decreciente. Del
mismo modo, alrededor de un
minimo local, la derivada es
una funcién en la positividad o
la negatividad de la derivada
segunda.

Una funcién y sus derivadas
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Alrededor de un méximo (local), la derivada es una funcién decreciente y, por
lo tanto, la derivada segunda es una funcion negativa. Si exigimos que la de-
rivada sea una funcion decreciente en todas sus partes, entonces la funcion se
comportard globalmente al igual que lo hace alrededor del maximo del que
hemos partido; es decir, no podré haber ningin otro méaximo.

Una funcién cuya derivada es decreciente globalmente es una funcién cénc-
ava. Mas adelante veremos que los maximizadores locales de una funcion

coOncava son siempre globales.

Del mismo modo, una funcién convexa es aquélla cuya derivada es una fun-
cién creciente. Los minimizadores locales de una funcién convexa son siem-

pre globales.

Consideremos una funcién céncava. Fijemos un cierto punto a y seleccione-
mos otro punto x cualquiera. En este caso, sabemos por el teorema del valor

medio que hay un punto c entre a y x tal que:

Flo) - [0 =fia)

X—d

Si suponemos que a < x, entonces tenemos que a < ¢, y como la funcién es

céncava:
a<c=f(a)zf(c)=f(a)= (X; — a(a)

Multiplicando por x—a (que es un ntmero positivo), obtenemos:

fla) + ' (a)(x-a) = f(x).
Por otro lado, si a > x, entonces a > ¢ y tendriamos:

a>c=f(a)<f(c)=f(a)< LL(X; : a(a)

Pero ahora, al multiplicarse por x — a, tenemos que invertir la desigualdad, ya
que este numero es negativo. Con esto, nos vuelve a quedar

fla)+ f@x—a) = fx).

Resumiendo, cualesquiera que sean x y a, siempre se cumple la desigualdad
anterior. Sin embargo, el término de la izquierda de la desigualdad es la ex-
presion de la recta tangente a la funcién f en el punto a. Por lo tanto, la
desigualdad nos estd indicando que, si f es una funcién concava, la recta
tangente siempre presenta un valor superior a la funciéon. De hecho, esta
comparacion entre la funciéon y sus tangentes no requiere ni siquiera que
la funcién sea diferenciable; nosotros la tomaremos como definicién pro-
visional de concavidad.
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Intuitivamente, una funcion coéncava es aquélla por la que las tangentes
siempre tienen un valor superior o igual al de la funcién. Una funcién
convexa es aquélla por la que las tangentes siempre tienen un valor in-
ferior o igual al de la funcion.

Los conceptos que aparecen en la definiciéon son puramente geométricos:
el grafo de cualquier tangente en una funcién céncava siempre queda por
encima del grafo de la funcién. De modo analogo, el grafo de cualquier tan-
gente siempre queda en una funcién convexa por debajo del grafo de la

funcién.

Una funcién céncava Una funcién convexa

Una funcién que no es concava ni convexa necesariamente debe ser cortada

por alguna de sus tangentes.

Alguna tangente...

... No esta ni totalmente por
debajo del gréfico ni totalmen-
te por encima y, por lo tanto,
lo corta.

Ni concavidad ni convexidad

3.2. Extension a miultiples variables

Como primer requerimiento en las definiciones de funciones concavas y

convexas impondremos que el dominio sobre el que las funciones estan de-
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finidas (el conjunto factible) sea un conjunto convexo. Recordaremos su

definicion.

Sea X un subconjunto de R”. Decimos que X es un conjunto convexo
si el segmento que une dos puntos cualesquiera del conjunto esta ente-
ramente contenido dentro de éste.

000¢0O

Conjuntos convexos Conjuntos no convexos

El requerimiento de que el dominio de definicién sea un conjunto convexo es
muy importante a causa de todos los resultados que relacionan funciones

concavas y convexas con optimizacion.

Se da una desafortunada coincidencia de las denominaciones que estamos L
Mas adelante...

usando, pero es muy importante tener presente lo siguiente: X
... veremos un ejemplo de

como las cosas fallan cuando
el dominio no es convexo.

Una cuestion terminoldgica muy importante es que no se deben con-
fundir los conjuntos convexos con las funciones convexas o las fun-

ciones concavas.

Si queremos comprobar algebraicamente si un conjunto es o no convexo, ten-
dremos que ser capaces de describir el segmento que une dos puntos dados. La

22

forma de hacerlo es la siguiente: dados dos puntos x’ y x”, un punto x’”’ esta
sobre el segmento que los une si, y s6lo si, hay un namero A € (0, 1), de modo

que x"" =2x" + (1-1)x".

Nosotros aqui tenemos suficiente con la nocién intuitiva, por lo que no usa-
remos este tipo de formalizacion; asi pues, no insistiremos en los aspectos al-

gebraicos. Un resultado que si usaremos es el siguiente.

La interseccién de conjuntos convexos produce un conjunto que tam-

bién es convexo.
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La definicién formal de funcién céncava y funcién convexa es la misma que
hemos dado antes, pero con el requerimiento de que el dominio de la funcién

sea un Con]'unto convexo.

Sea X un subconjunto convexo de R”, y f: X — R una funcién.

1) Decimos que fes una funcién cédncava si todas las tangentes que-
dan por encima del grafo de la funcién. La funcion es estrictamente
concava si cada tangente tiene un Gnico punto de contacto con el

grafo.

2) Decimos que fes una funcidon convexa si todas sus tangentes que-
dan por debajo del grafo de la funcion. La funcién es estrictamente
convexa si cada tangente tiene un tnico punto de contacto con el
grafo.

Funcién estrictamente céncava Funcién céncava, no estrictamente

El grafo de una funcién que es concava pero no estrictamente tiene algan

tramo plano.

Ahora supongamos que fes una funcion diferenciable. Denominaremos Vf{x)
al vector gradiente de la funcién f evaluado en el punto x, es decir, el vector
compuesto por las derivadas parciales de la funcién f evaluada en el punto x.
Recordemos que un punto “-” designa el producto escalar entre vectores. La

tangente al grafo de fen el punto (x ,f(x)) es el grafo de la funcién:

) =fix) + VAX)-(x - X).

Por lo tanto, la condicion geométrica que hemos dicho que satisface toda fun-
cién concava es que, para todo x € Xy todo x € X, se cumple que

fix) + VAX)-(x - X) = fix).
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Lo que aparece a continuacion no es mas que una forma de reescribir las defi-
niciones para funciones diferenciables. Observamos que s6lo se trata de la ex-

tension a n dimensiones de lo que ya habiamos visto anteriormente.

Proposicion 3. Sea X < R" un conjunto convexo y f: X — R una funcién di-

ferenciable.

* fesuna funcion concava si, y solo si, dados dos puntos cualesquiera x’' y x”,

se cumple que

') + Viix')-(x"-x") > fix").

e fes una funcién estrictamente concava si, y s6lo si, dados dos puntos dife-

rentes x’ y x”, se cumple que
fX) + VAxX')-(x"= X) > fx”).

e fesuna funcién convexa si, y sélo si, dados dos puntos cualesquiera x’ y x”’,

se cumple que
X)) + Vix')-(x"=x") < fix").

¢ fesuna funcién estrictamente convexa si, y solo si, dados dos puntos dife-

rentes X’ y X"/, se cumple que
fX) + VAX)-("= X') < fix”).

Decimos que una funcion es continuamente diferenciable si sus derivadas
parciales son funciones continuas. De forma analoga, una funcién es conti-
nuamente diferenciable dos veces si sus derivadas parciales segundas son

funciones continuas.

Un resultado ligeramente menos general, pero mas Gtil para determinar
cuando una funcion es concava o convexa, es el siguiente, que requiere que la
funcién sea continuamente diferenciable dos veces. Este resultado se deriva de
la desigualdad del teorema anterior cuando se tiene en cuenta la expansion de

Taylor de segundo orden.

Teorema

Sea X — R" un conjunto abierto convexo y f: X — R una funcién conti-
nuamente diferenciable dos veces.

1) fesuna funcién céncava si, y s6lo si, para todo x € X la matriz hes-
siana D*f(x) es semidefinida negativa.

2) fesuna funcion convexa si, y solo si, para todo x € X la matriz hes-
siana sz(x) es semidefinida positiva.
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Lo que acabamos de ver es una condicion equivalente a concavidad o a con-
vexidad. Lo que aparece a continuacion es un resultado util, porque garantiza

que una funciéon sea concava o convexa en sentido estricto.

Teorema

Sea X c R"un conjunto abierto convexo y f: X — R una funcién conti-

nuamente diferenciable dos veces con continuidad.

1) Si para todo x € X la matriz hessiana sz(x) es definida negativa, en-
tonces f es estrictamente concava.

2) Si para todo x € X la matriz hessiana D?f(x) es definida positiva, en-

tonces f es estrictamente convexa.

Debemos tener en cuenta que hay funciones estrictamente concavas y funcio-
nes estrictamente convexas, de modo que su matriz hessiana s6lo es semidefi-
nida en algunos puntos aislados.

Consideremos, por ejemplo, la funcion f(x) = x?, que es estrictamente convexa
aunque f"(0) = 0. De hecho, la relaciéon entre funciones estrictamente con-
vexas y hessianas definidas positivas es la misma que la relacién entre funcio-
nes estrictamente crecientes y derivadas positivas. Esto no es ninguna
casualidad: recordemos que la convexidad para funciones univariantes quiere

decir que la derivada es una funcién creciente.

Ejercicio

3.1. Aplicad el test de la segunda derivada para determinar si las funciones siguientes son
concavas, convexas, o ninguna de las dos cosas.

a) fix) = x>

b) fix) =3

©) fix)=x3 cuando x >0
d fxy)=x+y

e fix)) = x>2xy + 17

f) fixy) =x-xy+

8 fay) =x*+y?

h) 7‘(){,)/)=2x+4y—5—x2—y2

3.3. Concavidad, convexidad y optimizaciéon

De los teoremas siguientes se deriva la importancia que tienen los conceptos
de concavidad y convexidad en los problemas de optimizacion.
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Teorema local-global para funciones concavas

Sea X = R" un conjunto convexo y f: X — R una funcién céncava, y su-
pongamos que el punto x* € X es un maximizador local de f. Entonces
x* también es un maximizador global.

Teorema local-global para funciones convexas

c j vex : X— i6 vex -
Sea X c R" un conjunto convexo X—R, una funcién convexa, y su
pongamos que el punto x* € X es un minimizador local de f. Entonces

x* también es un minimizador global.

Observaciones:

e En un problema de maximizacion preferiremos que la funcién objetivo
sea concava, ya que de este modo sabremos que los maximos locales tam-
bién lo son en sentido global.

e En un problema de minimizacién preferiremos que la funcién objetivo
sea convexa, ya que de este modo sabremos que los minimos locales tam-

bién lo son en sentido global.

* Observad que el maximizador o el minimizador local del que se habla no
tiene por qué ser un punto interior. De hecho, el tinico requerimiento so-
bre el dominio es que éste sea un conjunto convexo. Esto nos permitira
utilizar estos teoremas para derivar resultados de globalidad en todo tipo
de problemas de optimizacién, aunque tengan restricciones.

e Siuna funcién es estrictamente céncava, el maximizador del que habla el
primer teorema es Gnico. Si una funcion es estrictamente convexa, el mi-

nimizador del que habla el segundo teorema es Ginico.

Ejemplo 3.2. Sea X =R, = (0,0) y f(x) = x log(x). Tenemos que f(x) = 1 + log(x)
y f"(x) = 1/x. Dado que el dominio son los reales estrictamente positivos, tenemos
que, para todo x € X, se cumple f”(x) = 1/x > 0, por lo que podemos afirmar que f

es una funcién convexa.
Los puntos criticos solucionan f(x) = 1 + log(x) = 0, es decir, el inico punto
critico es x = 1/e. Dado que f”'(1/¢)>0, sabemos que 1/e es un minimizador lo-

cal, y el teorema anterior nos asegura que también es un minimizador global.

Ejemplo 3.3. Sea X = R? y f(x,y) = 1-x>~y2. Las derivadas parciales son D;f(x,y)
= -2x y D*f(x,y) = -2y, y la matriz hessiana

D’f(x.y) = (52 _g)
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Por lo tanto, la matriz hessiana es definida negativa para todo (x,y), y podemos

concluir que fes una funciéon céncava.

Es sencillo darse cuenta de que el Gnico punto critico es el (0,0) y que éste es un
maximizador local, porque D?f(0,0) es definida negativa. El teorema que hemos

visto anteriormente nos asegura que (0,0) también es un maximizador global.

Debemos tener presente que resulta esencial que el dominio de la funcién sea

un conjunto convexo.
Ejemplo 3.4. El dominio no es convexo

Sea f(x) = 6x — x2. Es sencillo ver, aplicando el criterio de la derivada segun-
da, que esta funcion es estrictamente concava. Supongamos que queremos
resolver el problema de maximizar f sobre el conjunto X = [0,1] U [2,3].
Dado que X es la unién de dos intervalos que no se tocan, se trata de un

conjunto no convexo.

Dentro de este dominio de definicién podemos comprobar rdpidamente que
el punto x* = 1 es un maximizador local; esto se debe al hecho de que los nic-
os puntos con los que podemos compararlo localmente son los del intervalo
[0,1]. También resulta sencillo apreciar que x* = 1 no es un maximizador glo-
bal; de hecho, el tnico maximizador global es x** = 3.

(Cudl es el problema de este ejemplo? Debéis notar que si miramos la defi-
nicion formal de concavidad, observaremos que un requerimiento para
afirmar que una funcién es concava consiste en que su dominio sea un con-
junto convexo. Es decir, que aunque la segunda derivada de f sea estricta-
mente negativa, el hecho de que su dominio no sea convexo implica que
no podemos decir que la funcién sea céncava, como hemos hecho alegre-

mente al empezar el ejemplo.

10 ; T T T ; T
max global

max local

Local pero no global

El punto x*

... es un maximizador local,
pero el maximizador global es

x** =3
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Si obervamos la caracterizaciéon de funciones coéncavas y de funciones con-
vexas que son diferenciables, podemos deducir inmediatamente otro criterio

que también resulta muy util.

Teorema
Sea X c R" un conjunto convexo y f: X — R una funcién diferenciable.

1) Sifesuna funcién céncava, entonces cualquier punto en el que to-
das las derivadas parciales son cero es un maximizador global.

2) Si fes una funciéon convexa, entonces cualquier punto en el que to-

das las derivadas parciales son cero es un minimizador global.

Ejemplo 3.5. Sea f(x,y) = x* + y*. Es facil apreciar que el Gnico punto donde se

anulan las derivadas parciales es el (0,0). La matriz hessiana es

2
I
0 12y

y es semidefinida para todo (x,)) e R2. Esto significa que la funcién es convexa
y que, por lo tanto, el Gnico punto critico (0,0) es un minimizador global, aun-
que las condiciones de segundo orden para problemas de optimizacion sin res-
tricciones ni siquiera nos permiten decidir si se trata de un minimizador local,

porque la matriz hessiana en (0,0) es una matriz de ceros.

3.4. Solucionario

3.1.
a) f(x)=x%>—["(x) =2 > 0. Estrictamente convexa.

b) fix)= x% - f"(x) = 3x. Positiva o negativa. Ni concava ni convexa.
o fx)= x5 f"(x) = 3x > 0. Estrictamente convexa.
d) flx,y) =x+y. La matriz hessiana es
2 0 g)
D V)=
fx. ) ( 0

que es tanto semidefinida positiva como semidefinida negativa. Céncava y convexa.
e) flxy) =x>-2xy +»?. La matriz hessiana es

2 22

D7f(x,y) = (72 2)

es semidefinida positiva. Convexa.

f) flxy) = x>—xy + 2 La matriz hessiana es

D’ =(27))

es definida positiva. Estrictamente convexa.

Observemos que...

... este Gltimo resultado se
aplica incluso en problemas
donde los criterios locales por
problemas de optimizacién
sin restricciones no nos permi-
ten decidir si un punto critico
es, localmente, un maximiza-
dor, un minimizador o un
punto de silla.
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g fvy) =x* +32 La matriz hessiana es

2
P[]
0 2

que es definida positiva (excepto en el origen). Estrictamente convexa.

h) fix,y) = 2x + 4y — 5x* — ). La matriz hessiana es

Ppan=(1° )

que es definida negativa. Estrictamente concava.
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4. Optimizacion con restricciones de igualdad

4.1. Condiciones de primer orden: el método

de los multiplicadores de Lagrange

Un problema de optimizacién con restricciones de igualdad es aquél en el que
el conjunto factible estd formado por todos los puntos que solucionan un de-
terminado sistema de ecuaciones. Por ejemplo,

max x

(x.) ’

sa. x+y=1.
En este problema, al ser la restriccion una ecuacion lineal, podemos expresar
una de las variables en términos de la otra y solucionar el problema (sin res-
tricciones) que resulta después de sustituir esta variable en la funcion objetivo.
Por ejemplo, dado que cualquier punto factible satisface y = 1-x, resulta que

debemos solucionar el problema sin restricciones

max x(1-x)
s.a. xeR,

que tiene por solucién tinica y global x* =1/2y, por lo tanto, (x*,y*) = (1/2, 1/2)

es el maximizador del problema original.

Cuando las restricciones estén definidas por ecuaciones no lineales, como por

ejemplo en el problema

max x
x.y) Y

2 2
sa. x"+y =2,

podemos encontrar las condiciones necesarias de primer orden siempre que el
teorema de la funcién implicita sea aplicable a los maximizadores o los mini-
mizadores. En estas notas no seguiremos este camino, sino que derivaremos

las condiciones necesarias a partir de consideraciones geométricas.

La idea basica de esta derivacion es sencilla. Recordad que, dada una funcion
f: R" >Ry dado cualquier v € R”, la curva de nivel que pasa por v separa los
puntos donde la funcidon toma valores superiores a f(v) de aquellos puntos
donde la funcién toma valores inferiores. Considerad ahora un problema de
optimizacion con una restriccion de igualdad. El conjunto factible esta forma-
do por todos aquellos puntos que satisfacen la restriccion; con n variables, el
conjunto factible consistird en una cierta superficie n — 1 dimensional. Si en
un punto factible la curva de nivel de la funcién objetivo corta la superficie
factible, entonces este punto no puede ser maximizador ni minimizador, ya

que hay puntos factibles en los dos lados de la curva de nivel.
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Por lo tanto, una condicién necesaria para que un punto sea un maximizador
o un minimizador local sera que la curva de nivel que pasa por este punto sea
tangente a la superficie definida por el conjunto factible. Por ello decimos que

esta condicion necesaria es la condicién de tangencia.

Fijaos en ello

En (xq,¥1), la curva de nivel
4 corta el conjunto factible.
En (x,,y,) se da tangencia.

X X2

Tangencia

Volvemos al problema que habiamos formulado anteriormente, para ver la

translacion en términos analiticos de la condicion de tangencia.

Definimos f(x,y) = xy, la funcién objetivo, y g(x,y) = x*> + y* — 2, de modo que
la restriccion es g(x,y) = 0, la curva de nivel 0 de la funcién g. Un punto factible
(x*,y*) satisface la condicién de tangencia si en este punto las curvas de nivel
de fy de g son tangentes. En el contexto que estamos considerando, en el que
las curvas son definidas por funciones diferenciables, dos curvas son tangentes
en un punto si hay una sola recta tangente a cada una de las curvas en este
punto. Dado que la tangente a una curva de nivel es perpendicular al vector
gradiente, la condicion de tangencia equivale a decir que los vectores gradien-
tes de 'y de g en el punto (x*,*) son colineales, es decir, que existe un cierto

numero real A tal que

of _ ;98

Viny®) = Vg =%
) ) Qf _ 7\‘93

oy oy

Observad que ahora tenemos una variable adicional, 1, que denominaremos
multiplicador de Lagrange del problema. Si le afiadimos la restriccion, obte-

nemos un sistema con tres ecuaciones y tres incognitas:
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y =M2x)
X =12y)
X2 + yz =2.

La solucion de este sistema nos da cuatro candidatos a maximizadores o mini-
mizadores locales: (1,1), (-1,-1), (1,-1) y (-1,1). Un analisis grafico nos mues-
tra sin demasiadas dificultades que los dos primeros son maximizadores

globales y los dos tltimos, minimizadores globales.

Consideremos ahora el caso general en el que participan més de una restric-
cion. Observad que el ntmero de restricciones independientes no puede exce-
der el ntmero de variables; intuitivamente, cada restriccion que afiadimos
reduce el problema en una dimension y, por lo tanto, el problema no tendra
sentido si no quedan dimensiones libres o “grados de libertad”. Sin embargo,
si el namero de variables es igual que el de restricciones independientes, en-
tonces el problema es trivial, pero todavia tiene sentido formularlo (esto nos

servird para cuando tratemos las restricciones de desigualdad).

Cuando se da mas de una restriccién, la condiciéon de tangencia todavia es ne-
cesaria: si la curva de nivel de la funcioén objetivo corta el conjunto factible,
entonces habra puntos factibles en los que la funcién objetivo toma valores

mayores y otros en los que toma valores menores. 0

Lo que ahora requiere una explicacion adicional es la expresion de la condi-
cién de tangencia en términos de los vectores gradientes de la funcién objeti-
vo y de las restricciones. Supongamos que hay n variables y m restricciones,
con m < n. Denominamos fla funcién objetivo y g,8%...¢,,» las funciones que
definen las restricciones, tal como las hemos definido antes (la i—ésima restric-
cion es la curva de nivel O de g;). Las curvas de nivel de f tienen n—1 dimensio-
nes dentro de R”, porque estan definidas por una ecuacién. El conjunto
factible, que esta definido por m ecuaciones dentro de R”, tiene dimensién n—
m. La condicién de tangencia requiere que el plano tangente (de dimensién
n-1) en la curva de nivel de f contenga el plano tangente (de dimension n—m)
en el conjunto factible. Cuando lo miramos en términos de las perpendicula-
res de los vectores gradientes, las relaciones se invierten: si son linealmente in-
dependientes, los m gradientes de las restricciones forman un plano m
dimensional; si el gradiente de festa contenido dentro de este plano, entonces
el plano tangente en la curva de nivel de f contendra el plano tangente en el
conjunto factible. La condicién que buscamos es, de este modo, que el gra-
diente de la funcién objetivo sea una combinacién lineal de los gradientes de

las restricciones.
VAV) =h Vg (V) + AV go(v) + .o + 1, V8, (V)

Junto con las m restricciones, esto nos proporciona un sistema con # + m ecua-

ciones en el que las n + m incognitas son las n variables y los m multiplicadores
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de Lagrange. Observad que hay un multiplicador de Lagrange asociado a cada

restriccion.

Para garantizar la validez general de la condicion de tangencia, necesitamos
una condicién técnica que nos asegure que los planos tangentes se pueden re-
presentar a partir de los vectores gradientes de las funciones respectivas. Esta
condicion consiste en que los gradientes de las restricciones son linealmente
independientes. Mas adelante estudiaremos con mayor detalle el significado
de esta condicion. 0

Regla de los multiplicadores de Lagrange

Sean f, g1, §2---8,, funciones definidas en un subconjunto abierto de R”
y tomando valores en R, con m < n. Supongamos que todas las funciones
son diferenciables con continuidad (sus derivadas parciales son funcio-

nes continuas).

Sea v* un maximizador o un minimizador local de f sobre el conjunto

de puntos que satisfacen

&§1(v1,v2,..,v) =0
& (1,2, V) =0

Em(V1,V2yeo V) =0

Si los gradientes de g1,47... gm evaluados en v* son linealmente inde-
pendientes, entonces hay ntmeros reales A1, ... A,,;, que cumplen

VIv*) = MV (V*) + M Ve (V¥) + ... + Xy Vg (VF).

Observaciones:

e Las condiciones que hemos derivado son necesarias, pero no suficientes.
Esto quiere decir que, en general, cualquier maximizador o minimizador las
satisfara, pero también puede haber soluciones que no sean ninguna de las

dos cosas.

e Dado que hemos aproximado las funciones mediante la diferenciacién,
los maximizadores o minimizadores en principio sélo lo serdn local-
mente. Necesitaremos criterios adicionales para determinar su caracter

global.

e Para que las condiciones se cumplan, sera necesario que las tangentes estén
bien definidas. Esto sera cierto siempre que los gradientes de las restriccio-
nes sean linealmente independientes cuando los evaluemos en los maximi-

zadores o los minimizadores.
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Una manera conveniente de obtener las condiciones que menciona el teore-
ma anterior es definiendo una nueva funcion: el lagrangiano o funcion de La-

grange.

Dadas las funciones f, g1, $2..-§m» tal como en el teorema anterior, defi-
nimos el lagrangiano o funciéon de Lagrange como la funcién de n + m
argumentos:

L(Vl,Vz...Vn, 7\.1, 7\,2 7\.m) =
fv1,va..vi)— A181(V1,V2---Vy)—..

cem Mg (V1, V0 V)= = M8 (V1, V0. V).

Si interpretamos de forma intuitiva el lagrangiano, veremos que consiste en
una funcién obijetivo sustitutoria, que nos permite olvidarnos del hecho de

que las variables tienen que obedecer las restricciones.

Para aplicar la regla de los multiplicadores de Lagrange, en primer lugar defi-
nimos el lagrangiano y después igualamos a cero las derivadas parciales de éste
respecto a cada una de las variables originales. Finalmente, afiadimos las res-

tricciones para obtener un sistema con tantas ecuaciones como incognitas. 0

Por ejemplo, en el caso de dos variables (x,y) y una restricciéon, tenemos L(x,y,
A) = fix,y)— Ag(x,y). Igualando a cero las derivadas parciales del lagrangiano ob-

tenemos:

oL _ of ,08 _
9z = 298 =
ox ox 0x Oy
oy oy oy

que son exactamente las condiciones de tangencia.

Ejemplo 4.1. Queremos encontrar los maximizadores o los minimizadores de:

f(x,y,z) = x + y + 2z sobre la superficie definida por

x2+y2+22:2

X+y+z=2

Definimos g;(x,y,z) = X+ yz +22-2y gz(x,y,z) =x+y+z-2. Por lo tanto, el

lagrangiano es:

Lxy,z, hj, Xy) =x+y+ ZZ—XI(XZ + y2 + 22— 2)-Mx+y+z-2).

Construimos
el lagrangiano...

... afiadiendo a la funcién obje-
tivo original un término de pe-
nalizacién para cada
restriccién, de modo que los
términos adicionales de penali-
zacion solo tienen efecto cuan-
do las respectivas restricciones
no se cumplen.
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Para aplicar el método de los multiplicadores de Lagrange, igualamos a cero
las derivadas parciales del lagrangiano respecto a x, y, z, y después afiadimos

las restricciones:

oL _ 1 _23,x-2,=0
ox
oL
5}—/ = 1*27\.1}/*%2:0
9L _ 5 2pz-%,=0
0z

x2+y2+22:2
xX+y+z =2

La primera ecuacién y la segunda implican:
Aj(x=y) =0.

Si hacemos A = 0 en la segunda ecuacién y en la tercera, esto nos lleva a una

contradiccién; por lo tanto, podemos concluir que x = y. Sustituyéndolo en las
dos restricciones, acabamos por obtener dos soluciones:

(X/}’,Z, }\'1/ 7\'2) = (1/1/0/_1/2/2)
(%2, Ay, ho) = (1/3,1/3,4/3,1/2,2/3).

Una interpretacion geomeétrica (el conjunto factible resulta del hecho de cor-

tar un casquete en diagonal a una esfera centrada en el origen de R%) nos per-
mite ver que el primer punto es un minimizador global y el segundo, un

maximizador global.

Ejemplo 4.2. Debéis de estar familiarizados con funciones de una sola va-
riable, llamémosla h(x), donde las soluciones de h“(x) = 0 no son maximi-
zadores ni minimizadores, o bien s6lo lo son localmente. Para ver que en
los problemas con restricciones de igualdad nos podemos encontrar con
extremos locales que no lo son globalmente, o con puntos criticos que no

son maximizadores ni minimizadores, s6lo es necesario que observemos e

que los dos problemas siguientes son equivalentes:
Os dejamos la tarea de probar
que, si aplicamos el método de
Lagrange en el segundo proble-
mgx h(x) max 'y ma, las condiciones de primer

sa xeR = s.g:y)y = h(x) orden se reducen a h'(x) = 0.

Si en el problema anterior tomamos h(x) = x3, encontraremos un punto

critico que no es ni maximizador ni minimizador. Por otro lado, tomando
1 . R

h(x) = 5x% - 3x* + §x6, encontraremos maximizadores y minimizadores que

lo son localmente, pero no globalmente.
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4.2. Regularidad

Hemos remarcado antes que, para aplicar el método de Lagrange, necesitamos
que los gradientes de restricciones evaluados en el maximizador o el minimi-
zador sean linealmente independientes. Cuando esta condiciéon no se cumple,
los gradientes de las restricciones no describen bien el plano tangente en el
conjunto factible, y las cosas fallan: se pueden dar soluciones al problema de

optimizacion que no aparezcan cuando aplicamos el método de Lagrange.

Ejemplo 4.3. Consideremos el problema

2
max —x"+
(xy) 3 4
sa. =0
Observad que la restriccidon es equivalente a y = 0, y sustituyendo por la fun-
cion objetivo vemos que la solucion es x* = y* = 0. Aplicando el método de La-

grange nos encontramos con las ecuaciones

-2x =0,
1-33% =0,
y3 =0.

La tercera ecuacion implica y =0, y sustituyéndolo en la segunda ecuacién nos
quedamos con 1 = 0 ; por lo tanto, no hay ningan punto que satisfaga estas
condiciones. Recapitulando: nos hemos encontrado con un problema que sa-
bemos que tiene solucién, pero el método de Lagrange nos dice que no tiene

ninguna.

Observad que el gradiente de la restriccion es Vg(x,y) = (0,3)°), y en el punto
que sabemos que es el maximizador del problema tenemos Vg(0,0) = (0,0), li-
nealmente dependiente (recordemos que el vector de ceros nunca forma parte

de un conjunto de vectores linealmente independientes).

Geométricamente, dado que la restriccién es el eje de las x, el plano tangente
a la restriccion en cualquier punto contintda siendo el eje de las x. Sin embar-
go, como el gradiente de g es el vector O, el conjunto de vectores ortogonales

en el gradiente de g no es el plano tangente, sino todo el espacio R2.

Decimos que un punto factible es regular si los vectores gradientes de
las restricciones son linealmente independientes cuando los evaluamos

en este punto.

El teorema que hemos visto anteriormente afirma que el método de los mul-
tiplicadores de Lagrange nos servird para detectar cualquier maximizador o
cualquier minimizador local en un problema con restricciones de igualdad,

siempre que éstos sean puntos regulares.
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Observad que la regularidad es una condicion suficiente, pero no necesaria,
para la validez de la regla de los multiplicadores de Lagrange. Un analisis
geométrico nos puede ayudar a ver en qué casos el método de Lagrange de-
tectard maximizadores o minimizadores en los que falle la condicién de re-
gularidad o en qué casos dejard de hacerlo. Lo ilustraremos con un par de

ejemplos.

Ejemplo 4.4. Consideremos un problema con dos variables y la restriccion
g(x,y) = x*> + y* = 0. Dado que Vg(x,y) = (2x, 3y?), todos los puntos factibles
son regulares, a excepcion del punto (0,0). Dada una funcion f que tiene un
maximizador o un minimizador local sobre esta superficie en (0,0), quere-
mos saber si el método de Lagrange tendré este punto como solucién o no.
Debéis notar que todo se reduce a verificar si se cumple la condicioén de tan-
gencia Vf(0,0) = A Vg(0,0). Dado que Vg(x,y) = (0,0), el método de Lagrange
funcionara si V£{0,0) = (0,0), es decir, si (0,0) es un punto critico (sin restric-
ciones) de f. Por ejemplo, si f(x,y) =y, el método de Lagrange no funcionara,

pero si lo haré si f(x,y) = x* + y2.

De este modo, en el caso de una sola restriccion, el método de Lagrange detec-
tard un maximizador no regular o un minimizador no regular solo si todas las
derivadas parciales en este punto son nulas. Cuando hay mas de una restric-

cién, también se produciran otros casos.
Ejemplo 4.5. Consideremos las dos restricciones
§100y,2) = (=17 +y* = 1
&Hy,z) = (x+1)% + y2 =1.
Aqui tenemos Vgi(x,y,z) = (2(x-1),2y,0) y Vg (x,¥,x) = (2(x + 1),2y,0).
Dado que el conjunto factible es
X={(xy,2) € R3:x = y =0},
todos los puntos factibles satisfacen
V&1(xy,2) = (-2,0,0)
Vg2 (x,y,2) = (2,0,0).
Es decir, no hay ningan punto factible que sea regular. La funcién f(x,y,z) = x
es constante sobre el conjunto factible y, de este modo, tiene tanto un maxim-
o como un minimo global en cada punto factible; el método de Lagrange fun-

cionara en este caso, ya que Vf(x,y,z) = (1,0,0) es linealmente dependiente de

cualquiera de los dos gradientes de las restricciones. En cambio, la funcién
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f(x,y,z) = y, que también es constante sobre el conjunto factible, tiene como
gradiente Vf(x,y,z) = (0,1,0), que no depende linealmente de los gradientes de
las restricciones.

¢Cual es la diferencia en los dos casos? La condicion de tangencia exige que el
plano tangente en la curva de nivel de la funcién objetivo en el punto critico
contenga el eje de las z, que conforman el conjunto factible; sin embargo, la
dependencia lineal de los gradientes de las restricciones hace que analiticam-
ente s6lo podamos detectar uno de los muchos planos tangentes que satisfa-
cen esta propiedad, que es el plano y—z. El método de Lagrange funcionara
soOlo si el gradiente de fen el punto critico es ortogonal al plano y-z.

4.3. Criterios de globalidad

En el caso con restricciones de igualdad, si queremos aplicar directamente el cri-
terio de concavidad/convexidad, s6lo lo podremos hacer cuando todas las restric-
ciones sean ecuaciones lineales, porque es esencialmente el tnico caso (ved la

nota al margen) en que el conjunto factible es convexo.

Cuando el conjunto factible sea convexo, el teorema local-global nos permite in-
ferir el caracter global de los maximizadores o los minimizadores locales. Sin em-
bargo, hay otra manera de aplicar los criterios de concavidad/convexidad, que es
mediante un analisis del lagrangiano. A continuacion veremos como analizando

la curvatura del lagrangiano obtendremos un criterio de globalidad.

Teorema

Sea (v*,A*) un punto que soluciona las condiciones de primer orden del
método de Lagrange, en el que usaremos la notacién vectorial v =
(V1,V2---Vi) V A = (A1, Ap... A ). Definimos la funcién h(v) = L(v, 1*); es decir,
h es el lagrangiano cuando fijamos los multiplicadores en los valores A* y

tomamos el vector v como variable. Entonces tenemos:

1) Sihesunafuncién concava, v* es un maximizador global del proble-
ma con restricciones de igualdad.
2) Sihesuna funcidn convexa, v* es un minimizador global del proble-
ma con restricciones de igualdad.

Demostracion del teorema:

Supongamos que & es una funcién concava. Las condiciones de tangencia im-

plican que para cada j = 1,2... n se cumple que

oL oh
Zyrary=ZE(v*) =0
v ) aVi(V )=0,

Nota

Exceptuando restricciones que
tengan maés de una representa-
cién, por ejemplo, la restric-
cién lineal y = 0, que también
puede ser escrita de forma no
lineal como y3 =0. Para darnos
cuenta de que esta representa-
cién es anémala sélo es nece-
sario repasar el ejemplo en que
este efecto hacia que el métod-
o de los multiplicadores de La-
grange no fuera aplicable.
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es decir, todas las derivadas parciales de h son 0 cuando las evaluamos en el
vector v". A causa de que h es una funcién céncava, v* es un maximizador glo-
bal de h, es decir, h(v*) > h(v), para todo v del dominio (satisfaga o no las res-
tricciones de igualdad). Tenemos que, para todo v:

h(v)zh(V) &)=Y h §)2f)- 3 A &O).
i=j i=1
Dado que v* satisface las restricciones de igualdad, tenemos que, para cada i =
1,2...m,g;(v*) = 0, y esto implica que

f)2f0) - ¥4 &i(v).
i=j
En particular, si v es un punto factible del problema con restricciones de igual-
dad, también se cumple que, paracadai=1, 2, ... m, g;(v) =0, y eso implica que

fiv) > fiv)

Es decir, v* es un maximizador global del problema con restricciones de igual-
dad. Una prueba paralela se utiliza en el caso de minimizacion.

Ejemplo 4.6. Sea f(x,y) = x y,8(x,y) = x> + y* — 2, y consideremos el problema
de encontrar los maximos y minimos de f sobre la superficie definida por
g(x,y) = x> + y* =2 = 0. El lagrangiano es L(x,y,1) = xy — A(x> + y* - 2), y las
condiciones de primer orden son:

oL
oLy 2ax=0
ox 4 X
oL _x_23y=0
oy

X+yt=2

Este sistema de ecuaciones tiene cuatro soluciones, en las que (x, y, A) toman

los valores
(1,1,1/2) (-1,-1,1/2), (-1,1,-1/2) y (1,-1,-1/2).
Para analizar el caracter global de las soluciones, empecemos por la primera:

(%, ¥, A) = (1, 1, 1/2). Para definir la funcioén h de la que habla el teorema, fija-
mos A = 1/2 y dejamos (x,y) como variables en el lagrangiano.

1 1
h(x,y)= L(x, ¥, E) =xy-— E(XZ +y2—2).

Las derivadas de primer orden de & son
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En particular, como ya sabiamos por las condiciones de tangencia, se cumple
oh _ oh _
ax(l’ 1)=0 6}/(1’ 1) = 0.

La matriz hessiana de / es

Doy (7 ),

que podéis comprobar con facilidad que es semidefinida negativa. Dado que esta
expresion es cierta para todo (x,y) € R2, sabemos que /1 es una funcién céncava so-
bre R%. Dado que h es cOncava y sus derivadas parciales son cero en el punto (1,1),
sabemos que este punto es un maximizador global de . El teorema que acabamos
de ver nos asegura que (1,1) también es un maximizador global de la funcion

f(x,) = xy sobre la superficie definida por g(x,y) = x*> + > -2 = 0.
Ejemplo 4.7. Recordemos el ejemplo que habiamos visto anteriormente, en el

que fix,y) = —x% +y, g(x,y) = x> + y> =1 = 0. Las condiciones de primer orden

nos dan cuatro puntos criticos:

(X*,y*,\%) = (0, 1,%)
(X*,y*,0%) = (0,—1,—%)
4

= (44

S

) =

NS

De éstos, los dos primeros son maximizadores locales y los dos altimos, mini-

mizadores locales. El lagrangiano es L(x,y, 1) = —x% + y — A(x% + y? - 1).

1
Consideremos el primer punto (x*.y*1*) = (0, 1, z) . Sustituimos A = % en
el lagrangiano para formar la funcion h que le corresponde: h(x,y) =

=_x*+ y— %(x2 + y2 —1). La matriz hessiana de h es

. (30
Dh(xa)/)_(o 1)

Dado que Dzh(x,y) es semidefinida negativa en todo (x,y)e R2, h es una fun-
cién concava sobre R%. Nuestro teorema de globalidad implica que (x*,y*) =

(0,1) es un maximizador global.

Por otro lado, si tomamos el punto (x*.y*A*) = (O,—l,—%}, y sustituimos
= —% en el lagrangiano, obtenemos h(x, y) = - X2+ y+ %(x2 + y2 —1). Aho-

ra, la matriz hessiana de h es

Un analisis similar...

... para cada uno de los otros
puntos nos conduce a la con-
clusién de que tanto (1,1)
como (-1,-1) son maximiza-
dores globales, mientras que
(1,-1)y (-1,1) son minimiza-
dores globales.




© FUOC  PID_00186450 65 Optimizacién

Dzh(x, y) = (701 10)

Dado que Dzh(x,y) es indefinida en todo punto, h no es concava ni convexa,
y el teorema no es aplicable. De hecho, mirando el grafico del problema, po-

demos observar que este punto es un maximizador local, pero no global.

Si finalmente consideramos el punto (@ 7%,71) oel (—-JZ—E 7%,71) , dado que tie-
nen la misma = -1, les corresponde a los dos la misma funcién h(x,y) = —x?

+y+ (x? + y2 —1). La matriz hessiana de h es

Doy = () )

Dado que D?h(x, ) es semidefinida positiva en cada (x,y) € R2, h es una funcién
convexa sobre R%. Nuestro teorema de globalidad implica que los dos puntos

son unos minimizadores globales.

Si a una funcién le afiadimos términos lineales, sus derivadas segundas no
cambian y, por lo tanto, su concavidad o su convexidad es la misma. Dado que
el lagrangiano resulta de afladir las funciones que definen las restricciones a la

funcién objetivo, una consecuencia del teorema anterior es:

Corolario

Supongamos que, en un problema con restricciones de igualdad, todas
las restricciones son ecuaciones lineales. Entonces tenemos:

1) Sifesuna funciéon concava, toda solucion de las condiciones de pri-

mer orden es un maximizador global.

2) Sifesunafuncién convexa, toda solucion de las condiciones de pri-
mer orden es un minimizador global.

De hecho, sin embargo, hay casos de interés en los que podemos aplicar los
criterios de concavidad/convexidad, pero en los que el teorema anterior no es

aplicable.

Observad que los supuestos del teorema garantizan que la funcion h (es decir,
el lagrangiano) es concava o convexa sobre todo el dominio de las funciones,
se cumplan o no las restricciones. Sin embargo, para el problema de optimiza-
cion que nosotros consideramos tenemos suficiente con el hecho de que la
funcion obijetivo sea concava o convexa sobre el conjunto factible, siempre
que este tltimo sea un conjunto convexo. En este caso, podemos aplicar direc-
tamente el teorema local-global, siempre que conozcamos el caracter local de

los puntos que solucionan las condiciones de primer orden. 0
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Ejemplo 4.8. En el problema

max Xy
(x.y)
sa. xty=1

que hemos visto al principio, es facil apreciar que las condiciones suficien-
tes de segundo orden para un maximizador local se aplican en el punto
(x*,y*,k) =(1/2, 1/2, 1/2). Dado que el conjunto factible es convexo, si pro-
bamos que la funcién objetivo es concava sobre el conjunto factible, pode-
mos aplicar el teorema local-global para concluir que el punto critico es un
maximizador global. Podemos ver que la funcion objetivo es concava sobre
el conjunto factible simplemente expresando, a partir de la restriccion, una
de las variables en términos de la otra, con lo que nos queda una funcion

cOncava de una variable.

Otra forma de hacerlo seria considerando la forma cuadratica formada a partir
de la matriz hessiana de [ (evaluada en cualquier punto factible), pero so6lo a
lo largo de direcciones factibles. En cualquier caso, resulta un ejercicio senci-

llo, que dejamos al estudiante que esté interesado.

Consideremos ahora la funcién

1 1
h(x,y) =L(x,y,z) =xy—§(x+y—1)

La matriz hessiana de h es

Dzh(x, y) = ((1) (1))

Por lo tanto, i no es globalmente céncava ni convexa (aunque cuando la res-
tringimos al conjunto factible sea céncava), por lo que no podemos aplicar el

teorema de globalidad ni su corolario.

Cuando nos encontramos con restricciones no lineales y el teorema de globa-
lidad no es aplicable, tenemos un criterio un poco ad hoc que puede resultar
atil. Este criterio consiste en una aplicacion del teorema de Weiertrass; la idea

es muy sencilla.

Supongamos que tenemos un problema con restricciones de igualdad que

cumple las siguientes condiciones:

¢ FEl conjunto factible es compacto (acotado y cerrado).

¢ Todos los puntos factibles son regulares

Entonces, ya que en los problemas que consideramos aqui la funcién objetivo

siempre es continua (es diferenciable), disponemos de la siguiente informa-

cion:
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El teorema de Weiertrass garantiza la existencia de, al menos, un maximizador

global y un minimizador global.

El hecho de que todos los puntos factibles sean regulares garantiza que el mét-
odo de los multiplicadores de Lagrange dard como puntos criticos cualquier

maximizador local y cualquier minimizador local.

La conjuncién de los dos altimos resultados nos asegura que necesariamente
hay un maximizador global y un minimizador global, que se encuentran entre
los puntos criticos. Cuando no hay demasiados puntos criticos, una simple
inspeccién del valor de la funcién objetivo en cada uno nos permite determi-

nar qué optimizadores son globales y cuales son sélo locales. 0

Ejemplo 4.9. Supongamos que queremos encontrar los extremos de
fx,y)= §y3 sobre la superficie definida por g(x,y) = X%+ y2—1 =0. El lagrangia-
noes L(x,y,\)= zy?’ - (x2 + y2 —1), y las condiciones de primer orden:

Hay cuatro soluciones:

x*y 2 *)=(0,1,1)
(x*,y*,0%) = (0, -1, -1)
(x*,y* 1 *)=(1,0,0)
(x*,y* 0 %) = (-1, 0, 0).

Observemos que el teorema de globalidad que hemos dado al principio de
este apartado no es aplicable. Para verlo, consideremos el primer punto,
(x*,y*,A*) = (0,1,1). Sustituyendo A = 1 en el lagrangiano, formamos la fun-

cién h, que es h,y) = §y37x27y2+1 . La matriz hessiana de h es

Dzh(x, y) = -2 0
0 4y-2

y, por lo tanto, la funcion / no es (globalmente) ni concava ni convexa, ya que
la matriz es definida negativa en algunos puntos e indefinida en otros. Por lo
tanto, no podemos aplicar el teorema. El analisis de los otros puntos da el mis-

mo resultado negativo.

Por otro lado, dado que el conjunto factible es una circunferencia, se trata
de un conjunto compacto (acotado y cerrado). El gradiente de la restriccion
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es Vg(x,y) = (2x,2y), y sOlo puede ser cero si x e y son cero simultdneamente,
aspecto que no cumple ningn punto factible; por lo tanto, todos los puntos
factibles son regulares. Podemos concluir que, entre los puntos que solucio-
nan las condiciones de primer orden, hay necesariamente un maximizador
global y un minimizador global. Evaluando la funcion objetivo en los pun-

tos criticos encontramos:

£(0,1) =1

£(0,-1) = -1
£(1,0) =0
f(~1,0) = 0.

Esto nos indica que (0,1) es el maximizador global y (0,—1), el minimizador global.
Para hacer un analisis completo del problema, observamos que la funcién objeti-
vo es una transformacion estrictamente creciente de la funcién g(x,y) =y . Por lo
tanto, los maximizadores o los minimizadores de f son los mismos que los de g.
Esto nos lleva a la conclusion de que, de los cuatro puntos que hemos encontrado,
el primero es un maximizador global, y los otros dos no son ni maximizadores ni

minimizadores (de hecho, son puntos de silla de la funcion f).

4.4. Condiciones de segundo orden

Igual que hemos hecho en problemas sin restriccion, el andlisis de la matriz hes-
siana de la funcién objetivo en problemas con restricciones de igualdad nos per-
mite en ocasiones determinar la naturaleza local de los puntos criticos. En este

caso también hay otro elemento que debemos tener en cuenta: la restriccion.

En problemas sin restricciones, la matriz hessiana evaluada en un punto crit-
ico nos permite saber, cuando ésta es definida positiva o negativa, o es indefi-
nida, si la funcion crece o decrece en alguna direccion a partir del punto
critico. Cuando hay restricciones no nos interesan todas las direcciones, sino

sOlo aquéllas en las que hay puntos factibles.

Ejemplo 4.10. Recordemos el problema

max xy
xy)
sa. x+ty=1
en el que el Gnico punto critico es x* = y* =* = 1/2. Si efectuamos la sustitu-
cién y = 1-x, la funcién objetivo pasa a ser h(x) = x(1-x), que es una funciéon
estrictamente concava (h''(x) = —2<0, para todo x). Esto quiere decir que las
condiciones de segundo orden de este problema se tendrian que cumplir. Sin

embargo, la matriz hessiana de la funcion objetivo es

o

Nota importante

Este apartado incluye material
de un nivel més avanzado que
el de este curso, por lo que se
debe considerar a todos los
efectos como material comple-
mentario destinado sélo a
quien tenga un interés particu-
lar en el tema. Aqui presenta-
mos este apartado puramente
como referencia para el estu-
diante interesado. El estudian-
te de este curso hara bien
saltandoselo en una primera
lectura del material.
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y esta matriz es indefinida, lo cual parece indicar que en algunas direcciones,
la funcién crece, mientras que en otras, la funciéon decrece. Sin embargo, en
este problema no debemos considerar cualquier direccion, sino s6lo aquellas
direcciones en las que hay puntos factibles. Las direcciones factibles vienen
dadas por el plano tangente a la restriccion, es decir, son aquellas direcciones
perpendiculares al vector gradiente Vg(x',y") = (1,1). Con esta restriccién es
sencillo mostrar que la forma cuadratica generada es definida negativa.

En un problema sin restricciones, la matriz hessiana en un punto critico nos
indica como es la curvatura de la funcioén objetivo alrededor de este punto, y
esto nos permite conocer el crecimiento o el decrecimiento de la funcién.
Cuando hay restricciones, para saber si la funcion es creciente o decreciente
debemos tener en cuenta no sélo la curvatura de la funcién objetivo, sino tam-
bién la curvatura de la restriccion. Por este motivo, la matriz hessiana que de-
bemos considerar es la del lagrangiano, que incluye las restricciones ademas
de la funcién obijetivo. 0

Ejemplo 4.11. Consideremos el problema

min —x>+y
xy
sa. 2x"-y=0

La restriccion es y = 2x2, que, sustituida en la funcién objetivo, muestra que el
problema equivale a minimizar la funcién x%, que es una funcién convexa y,
por lo tanto, tiene un minimo global en x = 0. El lagrangiano es L(x,y,A) = —x?
+y-M(2x% - y), y las condiciones de primer orden tienen como tinica solucién:
x*=0, y* =0y A* =-1. Sin embargo, la matriz hessiana de la funcién objetivo

es:

Doy () )

que es semidefinida negativa, y nos indica que la funcién decrece o se mantie-
ne constante en cualquier direccién lineal: esto parece indicar que el punto
encontrado podria ser un maximizador, pero en ningtn caso puede ser un mi-
nimizador. Antes hemos visto que el punto es efectivamente un minimizador,
y el problema consiste en que tenemos que analizar la curvatura de la funcion
objetivo a lo largo de la direccién cuadratica que define el conjunto factible.
La matriz hessiana del lagrangiano respecto a las variables (x,y) es

—2 -4
ity = ("0 )

Teniendo en cuenta que en la solucién tenemos A = -1, el elemento superior
izquierdo de la hessiana es igual a + 2 en esta solucion y, por lo tanto, la posi-
bilidad de un minimo ya no queda excluida. De hecho, si analizamos la forma
cuadratica generada soOlo a lo largo de las direcciones factibles, veremos que

ésta es definida positiva.
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En definitiva, cuando se producen restricciones de igualdad, las condiciones
de segundo orden vienen dadas a partir de la matriz hessiana del lagrangiano,
evaluando la forma cuadrética correspondiente sélo a lo largo de las direccio-
nes factibles. Observamos que el lagrangiano es funcién tanto de las variables
de decision como de los multiplicadores, y que para comprobar las condicio-
nes de segundo orden no nos interesa toda la matriz hessiana del lagrangiano,
sino s6lo aquella parte generada a partir de las derivadas parciales respecto a

las variables de decision.

Denotamos para DfL(v, L) la submatriz hessiana formada por las derivadas
parciales segundas del lagrangiano respecto a las variables v, y, dado cualquier
vector 1 e R”, sea D2L(v, ) (h,h) la forma cuadratica generada por aquella sub-
matriz hessiana aplicada al vector h (escribimos el vector i dos veces porque
debemos premultiplicar y postmultiplicar la matriz por el vector). Dado un
cierto v factible y regular, el plano tangente al conjunto factible que pasa por
el punto v viene dado por!

T(v)={h € R":Vg(v)'h=0, para 1 <i<m}.

Condiciones suficientes de segundo orden

Supongamos que m < ny que f, gl,gz...gm son diferenciables dos veces
con continuidad (sus derivadas parciales segundas son funciones conti-
nuas). Sea v* un punto factible que satisface las condiciones de primer
orden del método de Lagrange, y sea A" el correspondiente multiplica-
dor de Lagrange. Entonces tenemos:

1) Condicion suficiente por maximizacién local. Supongamos que
DL(v*, A*) (h,h) <0 para cada h € T(v*) tal que h #0. Entonces v* es un

maximizador local estricto.

2) Condicién suficiente por minimizacién local. Supongamos que
DfL(v*, A*) (h,h) > 0 para cada h € T(v*) tal que h=0. Entonces v* es un
minimizador local estricto.

Ejemplo 4.12. Sean f(x,y) = X%+ Y, 8(xy) = X+ yz —1=0. Las condiciones de

primer orden nos dan cuatro soluciones:

x, A = (O, 1,%)

El punto v

Si el punto no es regular, el pla-
no tangente esta contenido
dentro del conjunto T(v), pero
puede no coincidir con éste.
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El vector gradiente a la restriccion es Vg(x,y) = (2x,2y), por lo que el plano tan-
gente al conjunto factible en el punto (x,y) estd formado por todos aquellos
vectores (hy,h,), de modo que x h; + yh? = 0. Por otro lado, la matriz de deri-
vadas segundas del lagrangiano respecto a (x,y) y la forma cuadrética corres-
pondiente son

—2-2» 0
( 0 zxj — Q(hy, hy) = — (2 + 20)hZ - 20h3.

Lo que debemos hacer para cada punto critico (x, y, 1) es evaluar Q(h;,h?) para
todos aquellos (hy,h?) = (0,0), de modo que xh; + yh® = 0.

xym = (o, 1,%), hy =0 QUi hy) =307 <0 —Max.
1 2
Xy, 0 = (0,—1,—5, —hz =0 aQ(hl,hZ)thl <0 — Max.
L) = (—?,7%,71), Bhy-hy=0 —Q(hy,hy)=-617>0 - Min.
(X, A) = (7123,7%,71), = Bl —hy=0 —QUiy,hy) =6hZ>0 - Min.
F
\\\ //'
N P

A
v

Parabolas sobre circulo

Las condiciones necesarias correspondientes son similares. Recordad que las
condiciones que usamos en la resoluciéon de problemas son las suficientes, no
las necesarias, ya que las primeras nos aseguran que un punto critico determi-

nado es un maximizador o un minimizador local.
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Condiciones necesarias de segundo orden

Supongamos que m < ny que f,gl,gz...gm son continuamente diferen-
ciables dos veces (sus derivadas parciales segundas son funciones
continuas).

1) Condicion necesaria para maximizacion local. Si v* es un maximiza-
dor local y es un punto regular, entonces existe A*, de modo que (v*, 1*)
satisfacen las condiciones de primer orden del método de Lagrange, y
DZL(v*,A*) (hh) <0 para cada h € T(v*).

2) Condicion necesaria para minimizacion local. Si v* es un minimiza-
dor local y es un punto regular, entonces existe A*, de modo que (v*, 1*)
satisfacen las condiciones de primer orden del método de Lagrange, y
DZL(v*,A*) (hh) =0 para cada h € T(v*).

4.5. Derivacion analitica de los resultados

Presentaremos aqui de modo mas bien informal una posible derivacién de
la regla de los multiplicadores de Lagrange y de las condiciones de segundo
orden.

Empezamos definiendo el marco en el que trabajaremos. Hay un cierto dominio
(abierto) D < R" y funciones diferenciables dos veces con continuidad f: D — R
v8i:D—>R 1 < i< m dondem < n.Definimos X={x e D:gi(x)=0,1<i<mj.
El argumento que damos a continuacion se basa en el concepto geométrico del
plano tangente a la superficie X en un punto x*. Para definir esto formalmente,
en primer lugar necesitamos otro concepto.

Dado un intervalo real abierto I que contiene el 0, una trayectoria
sobre X es una funcién x: I - X que tiene derivadas segundas conti-
nuas.

La nocién intuitiva de lo que seria una trayectoria sobre el conjunto X co-
rresponderia a la imagen de una funciéon que cumpliese las condiciones an-
teriores.

Dado x* € X, definimos el plano tangente a X en el punto x* como el
conjunto de todas las derivadas x (0) de todas aquellas trayectorias x(t)
sobre X que den como resultado x(0) = x*.

Nota importante

Este apartado incluye material
de un nivel mas avanzado que
el de este curso, por lo que se
debe considerar a todos los
efectos como material comple-
mentario destinado sélo a
quien tenga un interés particu-
lar en el tema. Aqui presenta-
mos este apartado puramente
como referencia para el estu-
diante interesado. El estudian-
te de este curso hara bien
saltdandoselo en una primera
lectura del material.
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Mediante el uso del teorema de la funcién implicita, se puede probar que
siempre que x* sea un punto regular, el plano tangente esta formado por

todos aquellos vectores que son perpendiculares a los vectores gradientes

{Vgl (X*)7Vg2(X*)a"'7ng(X*)}

(que por el supuesto de regularidad son linealmente independientes). Es decir,

el plano tangente esta formado por todos aquellos vectores v que satisfacen
Vgi(x*)u=0,1<i<m.

En este caso, el subespacio vectorial engendrado por los gradientes de las res-
tricciones forma el plano perpendicular o el plano normal al plano tangente,
y los dos subespacios son complementos ortogonales (es decir, engendran
todo R™).

Para fijar las cosas, a partir de ahora supondremos que la funcion f tiene un

méximo local en un punto x* sobre la superficie X.
También supondremos que la condicion de regularidad se satisface en x*.

Imaginemos una cierta trayectoria x(t) sobre X que pasa por el punto x*. En-
tonces la funcién de una variable h(t) = f[x(t)] tiene un maximizador local en
el punto interior =0y, por lo tanto, sabemos que /°(0) = 0. Aplicando la regla

de la cadena:
K’ (0) = Vf]x(0)]-x’'(0) = 0.

Esta condicion de primer orden implica que el vector gradiente V{]x(0)] es per-
pendicular al plano tangente, y (dada la condicion de regularidad) esto quiere
decir que este vector gradiente pertenece al plano normal y, por lo tanto, es

combinacion lineal de los vectores gradientes de las restricciones, es decir:

VAX(0)] = A Vg [x(0)] + 22V [X(0)] + .. + Ay Vg [X(0)].

Esto es lo que nosotros hemos llamado antes condicidon de tangencia de la

regla de los multiplicadores de Lagrange.

Para estudiar la condicion suficiente de segundo orden, lo que tenemos que
hacer es analizar la derivada segunda /h’’(0) de la funciéon de una variable h.

Aplicando de nuevo la regla de la cadena, obtenemos:

h”(0) = D*fIx(0)J(x'(0), x'(0)) + VfIx(0)]-x"'(0),

donde, como antes, denotamos para Dzﬂx(O)](x (0), x(0)) 1a forma cuadratica

generada a partir de la matriz hessiana de fy el vector x (0).

Nota

El caso de un minimo local se
analiza de forma similar.
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Es interesante detenernos aqui e interpretar los términos que aparecen en la
expresion de la funcién h”, que describe la curvatura de h. El primer término
es la matriz hessiana de fevaluada a lo largo de la direccién tangente dada por
x”; por lo tanto, retoma la influencia de la curvatura de f. En el segundo térm-
ino nos encontramos con la derivada segunda de la trayectoria x”’, que captura
la influencia de la curvatura de la superficie factible sobre h.

Por otro lado, dado que para todo t € I se cumple que:

A &i[x(H)] =0,

M=

1

i

diferenciamos dos veces esta funcion constante y, evaluandola en el punto 0,

obtenemos:

m

> LVE[X(0)] - x"(0) + ¥ 1D {x(0)](x(0), x'(0)) = 0

i=1
Observamos que la condicion de tangencia implica que

m

VAX(O)]-x"(0) = =3 AV&[x(0)] - x"(0)

i=1
y, por tanto,

m

VAX(0)]-x"(0) = ¥ 2D’g[x(0)](x'(0),x'(0))

i=1

Esta Gltima igualdad es interesante, ya que nos ensefia como podemos expresar
la curvatura de la superficie factible, retomada por la derivada segunda de la tra-
yectoria x”’, en términos de las matrices hessianas de las restricciones aplicadas
a la direccién tangente x’. Sustituyendo todos estos factores en la expresion de
la derivada segunda de i que hemos encontrado antes, obtenemos finalmente

m

h"(0) = D*flx(0)](x'(0), X'(0)) - 3 ,D’g[x(0)](x'(0), x'(0)).

i=1

De este modo, vemos que la curvatura de h viene dada por la matriz hessiana
del lagrangiano, aplicada a la direccién tangente x’. Recordemos que el lagran-

=1
D2L(x,A) a la submatriz hessiana del lagrangiano formada por las derivadas

giano de este problema es L(x,») = f(x)- 3" " A £ (x), por lo que, si designamos

parciales de segundo orden respecto a las variables x, nos queda

h"(0) = D{L[x(0), 2](x', (0), x'(0)).
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A partir de esta expresion podemos derivar tanto la condicién necesaria como
la condicién suficiente de segundo orden. Por ejemplo, la condicién suficiente
exigira que la forma cuadratica definida a partir del lagrangiano sea negativa
en x’(0) para cualquier trayectoria que satisfaga x(0) = x* y x(0) = 0. Dicho de
otro modo, que la forma cuadratica definida por DZL(x*,A) tome valores ne-
gativos para todos los vectores (diferentes del 0) que pertenezcan al plano tan-
gente.
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5. Optimizacion con restricciones de desigualdad

5.1. Una primera aproximacion a problemas con desigualdades

Consideremos el siguiente problema de minimizacion:

min  (x—1)*+(y-1)
it (2 2) (y-1)
sa. x"+y <8.

Supongamos que un cierto punto, llamémosle (a,b), es un minimizador local
del problema (por cierto, el teorema de Weiertrass nos asegura que hay por lo
menos un minimizador global). Entonces pueden suceder dos cosas: o bien a?
+b?=8 o bien a? + b’< 8. En el primer caso, diremos que la restriccion es efec-
tiva en el punto (a,b). Si la restriccién es efectiva en (a,b), significa que (a,b)

también es solucion del problema con una restriccion de igualdad

. 2 2
min (x— D7+(-1

2 2
sa. x"+y =8.

y, por lo tanto, sabemos que hay un cierto A* que, si f(x,y) = (x—1)% + (y—1)?
y g§(xy) = x2 + y2 — 8, entonces el vector (a,b, A*) soluciona el sistema de

ecuaciones

L N {
g =1 Zoy

of, . _. o8 (5.1)
SN =i Sy

Supongamos ahora que la restriccion no es efectiva en (a,b), es decir, que
a® + b? < 8. Entonces (a,b) es solucion del problema de optimizacién

. 2 2
min x-1)"+(y-1)

2, .2
sa. x“+y <8.

Este problema no parece demasiado distinto del que teniamos originalmente,
pero hay una diferencia muy importante: al ser la restriccion una desigualdad
estricta, el conjunto de puntos factibles es abierto, es decir, todo punto factible

estd rodeado en cualquier direccidn por otros puntos factibles.

Si repasais el razonamiento que hicimos en problemas sin restricciones para
justificar que en aquel caso todas las derivadas parciales deben ser cero, veréis
que también se aplica al caso que estamos considerando, ya que lo que resulta
esencial en este razonamiento es que, en cualquier direccién a partir del punto
critico, haya otros puntos factibles. En definitiva, si (a,b) soluciona el altimo
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problema que hemos escrito, entonces debe ser solucion del siguiente sistema

de relaciones:

of _

X0 =0

of _ (5.2)
ay("’ »=0

g(x,»)<0.

Por lo tanto, cualquier minimizador local del problema que hemos planteado
originalmente satisface las relaciones (5.1) o las relaciones (5.3). Una forma
compacta de expresar las condiciones que deben satisfacer todos estos candi-

datos es la siguiente: buscaremos aquellos vectores (x,y,A) que satisfagan

Fixypy=2 B
Top=r Ly
Axpy=2 XV
S0 =2 By
$(.y) =0

g(x,y) < 0 implica que A = 0.

Observad que la Gltima condicién hace que, cuando un punto satisface la des-
igualdad de forma estricta, la A que le corresponde sea cero y que, por lo tanto,
las condiciones de tangencia consistan sencillamente en igualar las derivadas

parciales de fa cero.

Las ecuaciones que nos quedan son

2x-2 = 2)\x
2y-2 =2\y
X%+ yz <8

x% + yZ < 8 implica que A = 0.

Las soluciones en términos de (x,y,A) son
(ZI Zr 1/2)1 (_21 _21 3/2‘) y (11 1/ 0)'

En definitiva, tenemos tres candidatos en los que las variables de decision va-
len (1, 1), (2, 2) y (-2, -2). ;Podemos decir algo mas sobre el problema? Debéis
notar que el conjunto factible es convexo, ya que se trata de un circulo (solid-
0), y la funcién objetivo fes convexa; dado que (1, 1) es un punto critico de f
(todas sus derivadas parciales son 0), tenemos un teorema que nos asegura que
(1, 1) es un minimizador global de fsobre su dominio. Es decir, la solucién del
problema formulado originariamente es el punto (1, 1). Para ver qué son los

otros puntos, nos ayudaremos con un grafico.
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e

Restricciones de desigual

Por ejemplo, consideremos el punto (2, 2). Si desde este punto nos movemos
hacia el origen, f toma valores inferiores, mientras que si nos movemos a lo
largo de la circunferencia, f toma valores superiores. O sea, que (2, 2) no es ni
maximizador ni minimizador local. ;Por qué nos ha salido como punto critic-
o? El motivo es que para encontrarlo hemos aplicado el método de Lagrange
tomando como restriccion so6lo la circunferencia, sobre la que el punto es,
efectivamente, un minimizador local. Por otro lado, a partir del grafico pode-

mos ver que el punto (-2,-2) es un maximizador global.

En conclusién, combinando los métodos de optimizacién sin restricciones y
de optimizacion con restricciones de igualdad, podemos solucionar los proble-
mas con desigualdades, pero encontramos la dificultad de que nos aparecen
puntos criticos no validos. Querriamos afinar un poco mas nuestro analisis y
ser capaces de descartar estos puntos adicionales. El resultado de este afina-

miento es lo que denominamos método de Kuhn y Tucker. 0

5.2. El método de Kuhn-Tucker

En el ejemplo anterior, los puntos criticos no validos han aparecido cuando
hemos impuesto que la restriccion se cumpliese con una igualdad. El método
de Kuhn y Tucker se deriva de un anélisis mdas detallado de los puntos criticos
que aparecen cuando imponemos que algunas de las restricciones se satisfa-

gan con igualdad.

El fundamento de este método consiste en, dado un cierto candidato, utilizar
los gradientes de las restricciones efectivas en este punto para saber hacia
dénde se encuentra el conjunto factible, asi como en utilizar el gradiente de la

funcion objetivo para saber en qué direccién hay puntos que nos acercan mas

Puntos criticos de...

f(x,y) = (x-1)? + (y=1)2 sobre
la superficie X+ y2 <8.
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a nuestro objetivo (de maximizar o minimizar); si se da coincidencia entre
puntos factibles y puntos en los que nos acercamos mas a nuestro objetivo, en-

tonces el candidato no puede ser un extremo local. 0

Consideremos de nuevo el ejemplo del apartado 5.1. Recordemos que hemos
definido f(x,y) = (x-1)%+ (y—l)2 yg(x,y) = X%+ y2—8. Consideremos el punto crit-
ico (x,y) = (2,2), en el que el A correspondiente es 1/2, ya que Vf(2,2) = (2,2) y
Vg(2,2) = (4,4) (en los puntos criticos con una restriccion de igualdad, se satis-
face Vf=AVg). El hecho de que A sea positivo indica que los dos gradientes,
ademas de ser colineales, apuntan en el mismo sentido. Como la restriccion
del problema original es g(x,y) <0, sabemos que, alrededor del punto (2, 2) (en
el cual g toma exactamentet el valor 0), encontraremos puntos factibles si nos

movemos en la direccién opuesta a la que marca el gradiente.

Por otro lado, el punto (2, 2) serd un minimo local de la funcién fsiempre que
no haya puntos factibles a su alrededor en los que la funcién tome un valor
inferior. Lo que vemos es, de este modo, que (2, 2) no puede ser un minimiza-
dor local, ya que, justo en la direccion en la que sabemos que la funcién toma
un valor inferior (la direccidén opuesta a la que sefiala el gradiente), hay puntos
factibles. Un analisis similar muestra que el punto (-2, -2) no puede ser un mi-

nimizador local del problema.

La clave del argumento anterior consiste en ir comprobando, para cada candi-
dato, si hay puntos factibles en la direccién de disminucién del valor de la fun-
cién objetivo; si es éste el caso, podemos descartar este candidato, ya que no
puede tratarse de un minimizador local. Ademas, la comprobacion que debe-
mos hacer se limita a observar hacia donde apuntan los gradientes (evaluados
en el punto en cuestion), teniendo en cuenta la forma como hemos escrito la
desigualdad. Decimos que un problema de optimizacién con dos variables y
una restriccién de desigualdad esta escrito de forma normalizada, si defini-
mos las funciones fy g de tal modo que el problema llegue a ser, segan si se

trata de maximizar o de minimizar:

max fx,y) min fx,y)
s.a. g(x,y)<o s.a. g(x,y)=20

Es decir, en el caso de maximizacién tenemos que escribir la desigualdad como

< y en el de minimizacién, como 2.

Las condiciones de Kuhn-Tucker también serdn diferentes segin queramos

maximizar o minimizar.

Maximizacion Minimizacién
VAx,y) = VX, p), VAx,y) =AVgx,y)
8xy) <0, 8&xy) =20
>0, 20,
8(x,»)<0 implica A = 0. 8(x, >0 implica A = 0.

En la practica,...

... lo mas sencillo es escribir los
problemas de maximizacién y
de minimizacién de tal modo
que la comprobacién se reduz-
ca a verificar que los gradientes
de la funcién objetivo y de la
restriccién apunten en la mis-
ma direccién, es decir, que el &
correspondiente sea positiva.
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El requerimiento de que A = 0 cuando la restriccién no es efectiva recibe el

nombre de condicidon de exclusiéon o de complementariedad.

Una forma util de escribir las restricciones de factibilidad, de no negatividad

de la A y de exclusion es, en el caso de la maximizacion:
120, g(x,y) <0,i8(x,y) = 0.

Esto es mas sencillo que la implicaciéon que escribiamos antes, aunque obvia-

mente es lo mismo (teniendo en cuenta las otras condiciones).

Cuando hay muchas variables y muchas restricciones, todo lo que acabamos
de razonar se generaliza. Sin embargo, debemos tener en cuenta que, cuando
hay restricciones de desigualdad, un detalle cambia con respecto a cuando to-
das las restricciones son de igualdad. De hecho, es facil imaginar problemas
bien definidos con dos variables y un namero arbitrario de restricciones (no
triviales) de desigualdad: por ejemplo, desigualdades lineales que dan lugar
como conjunto factible a un poligono con un namero de caras dado (tan gran-

de como se quiera).

Empezamos la parte mas formal de este apartado con definiciones matematic-
as de los conceptos que hemos ido viendo en los ejemplos anteriores. A partir
de aqui, supongamos que tenemos dado un cierto problema de optimizacion
con restricciones de desigualdad (incluyendo también el caso en el que hay
tantas igualdades como desigualdades).

Decimos que una restriccion es efectiva en un punto si éste la satisface

con igualdad.

Ejemplo 5.1. La restriccion x> + y* < 8 es efectiva en el punto (2, 2), pero no
lo es en el punto (1, 1).

Decimos que un punto factible es regular si los gradientes de todas las
restricciones efectivas en el punto son linealmente independientes

(cuando los evaluamos en el punto)

Ejemplo 5.2. En el conjunto factible definido por:

(x-1)%+ (-2)* <1

(x-1)>-y< -1,

todos los puntos son regulares excepto (1, 1).

Podéis comprobar...

... que todos los puntos son re-
gulares excepto (1, 1). Es facil
verificar mediante una repre-
sentacion gréfica que las dos
restricciones son tangentes en
el punto (1, 1).




© FUOC » PID_00186450 81

Optimizacién

Consideremos el problema normalizado de maximizacién 5.3. Supongamos
que las funciones f, g;,8...§;; son diferenciables. Las condiciones de Kuhn-
Tucker del problema son

Consideremos el problema normalizado de minimizacién 5.4. Supongamos
que las funciones f, gl,gz...gm son diferenciables. Las condiciones de Kunh-
Tucker del problema son
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Tal y como sucede en el caso de restricciones de igualdad, una forma conve-
niente de expresar las condiciones de Kuhn y Tucker es hacerlo mediante el

lagrangiano del problema de optimizacion.

El lagrangiano, o funcion de Lagrange, del problema normalizado de
maximizacion 5.3, o del problema normalizado de minimizacién 5.4, es

la funcion de n + m argumentos:
L(vl,vz...v", My Agee Apy) =
FVL VeV~ M181(V1, VeV = oo

e = A2 82(V1, V2 V) — oo — A 8m (V1, V2. Vp)-

Tanto si un problema es de maximizacién como si es de minimizacién, las
condiciones de tangencia son las que resultan de igualar a cero las derivadas

parciales del lagrangiano respecto a las variables de decision.

Ejemplo 5.3. Consideremos el problema de minimizacion

min xy
(xy) y
sa. x +y <2.

Para encontrar las condiciones de Kuhn y Tucker, lo primero que hacemos es

escribirlo de forma normalizada:

min  xy
x.y) ,
sa. x"—-y"+220

Por lo tanto: f(x,y) = xy, g(x,y) = —x, — y, + 2. A continuacion definimos el la-

grangiano:
L(x,y, ») = f(x,y)- Ag(x,y) = xy—}»(—xz—y2 +2).

Las condiciones de Kuhn y Tucker son:

%I;=y+2kx=0 @)
oL _ _

& x+21y =0 (b)

A>0 (©)

x2+y2£2 (d)

M=x"—p*+2)=0 (e)

Para resolver estas condiciones, es tipico empezar por las condiciones de tan-

gencia. Igualando (a) y (b) obtenemos:

(-)(1-21) = 0
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Ahora tenemos dos posibilidades: o bien x = y, o bien A = 1/2. Si exploramos
todas estas posibilidades, llegamos a una solucién o bien a una contradiccién.

Empecemos por la primera:

X=py5x(1+20)=05x=0=y5 A =0.

Por lo tanto, hemos llegado a la solucién (x,y, &) = (0, 0, 0). Por otro lado:

1 2 x+y=0 X
A=s— P -
2 SHx"+y =0 X

Por lo tanto, los puntos (1, -1, 1/2) y (-1, 1, 1/2) también solucionan las con-

1,y=-1
-1,y=1

diciones de Kuhn y Tucker.

Las condiciones de exclusién dicen que o bien una restriccién es efectiva, o
bien el multiplicador es cero. En general, s6lo una de las dos cosas es cierta,
aunque las dos cosas pueden ser ciertas simultdneamente. De hecho, estos ca-
sos en ocasiones pueden dar problemas, como ocurre cuando queremos hacer

un analisis de sensibilidad.

Llamaremos soluciones degeneradas aquéllas en las que se da esta circuns-

tancia. 0

Ejemplo 5.4. Consideremos el programa de maximizacion:

max xy
[€7]

sa. x+ty<2
y=1.

Normalizamos:

max Xy
*x.9)

sa. x+y-2<0
-y+1<0.

El lagrangiano es L(x,y, A1, Ap) = xy-A1(x + y-2)— hy(—y + 1), y las condiciones
de Kuhn-Tucker:

oL

=y-2 =0 @
ox y—M

@=x—k1+k2 =0 ®
oy

A >0, x+y<2, M(x+y-2)=0 ©
Ay 20, y=1, M(y-1)=0 @

Para resolver estas condiciones, empezamos con:

(a)—>k121>0(c—)>x+y=2
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Por otro lado, (a) y (b) implican que —x + y = A,. Sumando esta igualdad y la
que acabamos de obtener, tenemos y = 1+ EZ Observamos ahora que esta
igualdad y la condicion de exclusién de (d) s6lo pueden ser validassiy =1y

Ay = 0. Finalmente, a partir de esto obtenemos que x=1y i; = 1.

5.3. Justificacion alternativa de la no negatividad

de los multiplicadores

Supongamos que estamos considerando un problema de maximizacion escri-

to de la forma

max f(v)
s.a. g(v)<0.

Y consideremos un punto v que satisface las condiciones de Lagrange cuando
imponemos igualdad en la restriccion, es decir VA(v) = AV (V).

Lo que ahora queremos hacer es considerar qué direcciones son factibles alre-
dedor de v. En los problemas con restricciones de igualdad ya hemos visto que
las direcciones a lo largo del plano tangente a la restriccion son factibles; es

decir, aquellas direcciones i que satisfacen
Vg(V)-h=0.

Sin embargo, la restriccion es g(v) < 0y, por lo tanto, también seran factibles
aquellas direcciones que apunten hacia donde la funcion g disminuye de valor
(sabemos que g(v) = 0), ademaés de las direcciones en las que g se mantiene
constante (que son las que constan sobre el plano tangente). La aproximacion
lineal (es decir, la aproximacion de Taylor de primer orden) a la funcion g al-
rededor de ¥ nos muestra que las direcciones factibles vendran dadas por to-

dos aquellos vectores h que satisfacen
Vg(v)-h<0.
A pesar de todo, si existe alguna direccion factible h tal que
Vf(v)-h<0,
entonces la condicién necesaria de maximizacion estard garantizada siempre
que exijamos que A > 0.
5.4. Condiciones de primer orden

Tal y como sucede en el caso de restricciones de igualdad, y exactamente

por los mismos motivos, las condiciones de Kuhn y Tucker serdn necesarias

Observemos que...

... la restriccion y>1 es efectiva
en la solucién, pero el multipli-
cador correspondiente es cero.
Se trata de una solucién dege-
nerada, aunque una represen-
tacion gréfica ayuda a ver que,
de hecho, el punto encontrado
es un maximizador global.
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siempre que los maximizadores o los minimizadores locales sean puntos re-

gulares.

Condiciones de primer orden

Supongamos que v* es un maximizador local del problema 5.3 o un mi-
nimizador local del problema 5.4, y supongamos adicionalmente que
las funciones f; g1,8°...§,, son diferenciables con continuidad. Entonces,
si v* es un punto regular, este punto satisface las condiciones de Kuhn
y Tucker del problema de optimizacién respectivo.

Es decir, cuando todos los puntos factibles son regulares, podemos eliminar
como candidatos a maximizadores o minimizadores todos aquellos puntos

que no satisfacen las condiciones de Kuhn y Tucker.
Ejemplo 5.5. En el problema

min xy
)

2. .2
sa. x“+y <2

hemos encontrado que las soluciones de las condiciones de Kuhn y Tucker
son los puntos en los que (x, y, A) valen (0, 0, 0), (1, -1, 1/2) y (-1, 1, 1/2).
En el apartado sobre restricciones en forma de igualdad vimos que todos
los puntos que constan sobre la circunferencia son regulares. Por otro lado,
cualquier punto en el que la restriccion no es efectiva es regular, ya que la
regularidad es una condicion que se debe satisfacer s6lo en las restricciones
efectivas. En conclusion, todos los puntos factibles son regulares. El teore-
ma anterior implica que, si hay un minimizador local, éste es uno de los

tres puntos que acabamos de escribir.

El teorema que hemos visto no dice que, si las condiciones de Kuhn y Tuc-
ker tienen soluciones, todas sean la solucion del problema de optimiza-
cién, ni siquiera que este problema tenga alguna. Solo afirma que las
condiciones de Kuhn y Tucker detectaran cualquier maximizador local o

cualquier minimizador del mismo tipo.

Ejemplo 5.6. Consideremos el problema (normalizado) de minimizacion

min y
)

3
sa. —x"+y20

El lagrangiano es L(x,y, A) = y—k(—x?’ +), y las condiciones de Kuhn y Tucker
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oL _ 354 =0
ox
L_ 1 2=0
oy
L>0, y=x, AM=x>+y)=0

Es facil darse cuenta de que la Ginica solucion es (x, y, &) = (0, 0, 1), y que todos
los puntos factibles son regulares. ;Quiere esto decir que hemos encontrado la
solucién del problema de minimizacion? Observad que, tomando valores ne-
gativos muy grandes de la variable x, podemos hacer que la variable y (la fun-
cién objetiva) sea tan pequefia como queramos y que, por lo tanto, satisfaga
la restriccién. Esto significa que la funcién objetivo no es acotada inferiormen-

te y, de este modo, que no tiene un valor minimo.

5.5. Condiciones de segundo orden

Las condiciones locales de segundo orden no son mas que la generalizacion
natural de lo que sucede en el caso de restricciones de igualdad, con una pe-
queria calificacién para el caso de suficiencia. En el caso de restricciones de
desigualdad, las restricciones que no sean efectivas no cuentan y las podemos
ignorar en lo que respecta a condiciones locales de segundo orden. En lo que
respecta a las restricciones efectivas, debemos considerar las direcciones facti-
bles a las que dan lugar. Hay dos tipos de direcciones factibles: las que estan
sobre el plano tangente y las que van hacia el interior del conjunto factible.
De las direcciones factibles que van hacia el interior del conjunto factible ya
nos ocupamos al exigir que los multiplicadores sean no negativos. Por lo tan-
to, la condicioén local de segundo orden es analoga al caso con restricciones de

igualdad, tomando sé6lo las restricciones efectivas.

Condiciones necesarias de segundo orden

Supongamos que las funciones f, §1,82-.-§m son continuamente dife-
renciables dos veces. Entonces:

1) Supongamos que v* es un maximizador local del problema noz-
malizado, y que es un punto regular de las restricciones. Entonces
existe A* tal que (v*,A*) satisfacen las condiciones de Kuhn y Tucker
y, ademas, la matriz hessiananL(v*, A*)es semidefinida negativa so-
bre el plano tangente a las restricciones efectivas.

2) Supongamos que v* es un minimizador local del problema nor-
malizado, y que es un punto regular de las restricciones. Entonces
existe 1, de modo que (v*,1*) satisfacen las condiciones de Kuhn y
Tucker y, ademas, la matriz hessiana DfL(v*, A*) es semidefinida po-
sitiva sobre el plano tangente a las restricciones efectivas.

Nota importante

Este apartado incluye material
de un nivel més avanzado que
el de este curso, por lo que se
debe considerar a todos los
efectos como material comple-
mentario destinado sélo a
quien tenga un interés particu-
lar en el tema. Aqui presenta-
mos este apartado puramente
como referencia para el estu-
diante interesado. El estudian-
te de este curso hara bien
saltdndoselo en una primera
lectura del material.
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Condiciones suficientes de segundo orden

Supongamos que las funciones f, g1,8%...¢,, son continuamente diferen-
ciables dos veces, y que existe 1", de modo que (v",1") satisfacen las con-
diciones de Kuhn y Tucker. Entonces:

1) Silamatriz hessiana D2L(v*, 1*) es definida negativa sobre el plano
tangente a todas las restricciones i tales que A; > 0, entonces v* es un

maximizador local estricto del problema normalizado.

2) Silamatriz hessiana D?L(v*, 1*) ( es definida positiva sobre el plano
tangente a todas las restricciones i tales que A; > 0, entonces v* es un mi-
nimizador local estricto del problema normalizado.

5.6. Criterios de globalidad

Una cuestion mas restrictiva es saber bajo qué circunstancias todo punto que
cumpla las condiciones de Kuhn y Tucker es necesariamente una solucion del
problema de optimizacion. Esencialmente, requeriremos que el conjunto fac-
tible sea convexo y que la funcioén objetivo sea concava o convexa (o genera-
lizaciones), segin queramos maximizar o minimizar. Un resultado mucho
mas restrictivo de lo necesario, pero extremadamente sencillo de demostrar y

de comprobar en la practica, es el siguiente.

Teorema

1) Consideremos el problema normalizado de maximizaciéon 5.3. Su-
pongamos que las funciones f, 1,92, -.- i son funciones convexas. En-
tonces, todo punto que solucione las condiciones de Kuhn y Tucker es
un maximizador global del problema.

2) Consideremos el problema normalizado de minimizaciéon 5.4. Su-
pongamos que las funciones f, g1,$5 ... §,; son diferenciables. Adicional-
mente, supongamos que f'es una funciéon convexa y que g1, --- & Son
funciones concavas. Entonces, todo punto que solucione las condicio-

nes de Kuhn y Tucker es un minimizador global del problema.

Ejemplo 5.7. Consideremos el problema

14 12 2
max x—y+xy—=x —=x"—
) YAyttt v

sa. x> +yt<4
x>0
y=0

Observad que...

... para las condiciones sufi-
cientes, no necesitamos consi-
derar las restricciones efectivas,
sino aquellas que tienen aso-
ciado un multiplicador estricta-
mente positivo, es decir, las
restricciones efectivas no dege-
neradas.
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Normalicemos
max x-y+xy-— lx4— 1xz—y2
) 4 2
sa. X +yt—4<0
-x<0
-y<0
Definamos

2 2

flxy) = x—y+ay-gxt -2y
106y =x*+y -4
S$xy) =—x
8§3(x,y) =-y

Es una cuestion rutinaria comprobar, utilizando las respectivas matrices hes-
sianas, que f es una funcién céncava y §1,§, vy 3 son funciones convexas. Por
lo tanto, el teorema anterior implica que cualquier solucién de las condiciones

de Kuhn y Tucker es automaticamente un maximizador global.

Ejemplo 5.8. Consideremos el problema

. 2 4
min x+y+z+e +y +z
x.y.2)

sa. x+y+z>-2

X +y*+2°<8.

Normalicemos
. X 2 4
min x+y+z+te +y +z
(x,y,2)
s.a. xX+y+z+220
2 2 2
-x"—-y"-z"+820.
Definamos

fxy,2)=x+y+z+e +y>+ 7%
g1(xy,z)=x+y+z+2

g(x,y,2) = —xz—yz—z2 +8.

También es algo rutinario comprobar, utilizando las respectivas matrices hes-
sianas, que f es una funcién convexa y g1, §» son funciones céncavas. Por lo
tanto, el teorema anterior implica que cualquier solucion de las condiciones

de Kuhn y Tucker es automaticamente un minimizador global.

El resultado del teorema anterior, que nos servird para comprobar en muchos

casos la validez de los puntos obtenidos mediante las condiciones de Kuhn y
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Tucker, se deriva de forma bastante inmediata de los resultados que caracteri-
zan las funciones concavas y las funciones convexas. A continuacién presen-

tamos una demostraciéon de ello.
Demostracion del teorema

Probaremos solo el caso de maximizacidén. Supongamos que (v*, A*) satisfacen

las condiciones de Kuhn y Tucker. Un par de observaciones elementales:
1) el negativo de una funcién convexa es una funcién céncava; y

2) la suma de funciones céncavas es una funcién céncava. En consecuencia,
la concavidad de [y la convexidad de las restricciones implica que el lagran-
glano L(v,x%) = f(n) -y, " &, g{v) es una funcién coéncava en la variable v, ya
1
que A* > 0. Por lo tanto, dado cualquier punto factible v tenemos:
L(v, %) — L(v*1*) < V L(v*,A*) (Vv —v¥).
Pero la condicion de tangencia implica que V,L(v*,A*) =0, por lo que

L(¥ 2% < L\

Substituyendo en las definiciones de los lagrangianos respectivos, tenemos:

f7)= 30 &M <)~ 30 810

i=1

Sin embargo, la condicion de exclusion implica que, para todo i, A; g;(v*) =0

y, por lo tanto,
f7)= 3.0 819 < fv)

También sabemos que, para todo A; >0y g(v) <0, o sea que A*g;(v) <O (re-
cordemos que v no tiene por qué satisfacer la condiciéon de KT y que, por lo

tanto, el altimo producto no tiene por qué ser cero), asi que:
<D= 3 A, (V) <f(vh)
i=1

De este modo, la funcidn objetivo toma un valor mayor en v* que en v. Como
. . . * . .
v era un punto factible cualquiera, podemos concluir que v es un maximiza-

dor global.
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El hecho de que las funciones que definen las restricciones sean céncavas o
convexas, segiin minimicemos o maximicemos, garantiza que el conjunto fac-

tible siempre es un conjunto convexo.

Para generalizar este resultado, necesitaremos generalizar los conceptos de

concavidad y de convexidad.

Sea X un subconjunto convexo de R".

1) Decimos que la funcién f: x — R es cuasiconcava si, para todo v € X,
el contorno superior {weX:f(w)>f(v)} es un conjunto convexo.

2) Decimos que la funcién f: x — R es cuasiconvexa si, para todo v € X,
el contorno inferior {w € X : f{w) < f(v)} es un conjunto convexo.

Cuando fes una funcién continua, que es el inico caso que nosotros conside-
ramos, la definicion es equivalente si la hacemos en terminos de los contornos

definidos con desigualdades débiles o estrictas.

En general, comprobar si una funcion es cuasicéncava o cuasiconvexa puede
llegar a ser una tarea algebraicamente bastante compleja. La forma mas senci-
lla de hacerlo es mediante la siguiente proposicion, que también nos sirve para

entender el origen de la terminologia.

Proposicion 4 Toda funcion concava es cuasiconcava y toda funcion convexa es

cuasiconvexa.

Las equivalencias siguientes son basicamente reescrituras de las definiciones

respectivas.
Proposicion 5. Sea X un subconjunto convexo de R".

1) La funcion f: X —> R es cuasiconcava si, y solo si, para todo vy w de X, y para
todo 0 <t <1, se cumple que f{tv + (1 — yw] > min{f(v),f(w)}.

2) La funcion f : X— R es cuasiconvexa si, y s6lo si, para todo vy w de X, y para
todo 0 < t < 1, se cumple que f[tv + (1-t)w] < max{f(v),f(w)}.

Recordemos que dos problemas de optimizacion son equivalentes siempre que
tengan el mismo conjunto factible y que las respectivas funciones objetivo
sean transformaciones estrictamente crecientes una de otra. El resultado si-
guiente nos indica que, si queremos estudiar problemas que satisfagan la con-
dicién de globalidad que hemos expuesto al principio de este apartado, no
podemos evitar considerar también problemas en los cuales la funcidon objeti-

VO sea cuasiconcava o cuasiconvexa.

Podéis...

... comprobar la validez de esta
proposicion a partir de las defi-
niciones algebraicas de funcio-
nes céncavas y de funciones
convexas.
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Proposicién 6. Toda transformacion estrictamente creciente de una funcion cuasi-
concava resulta en una nueva funcion cuasiconvexa; en particular, una transforma-
cion estrictamente creciente de una funcion convexa es una funcion cuasiconvexa (no

necesariamente convexa).

Ejemplo 5.9. La funcién f(x) = x%, definida sobre X = [0,:0), es cuasiconcava,
pero no es concava. La comprobacion de la cuasiconcavidad es sencilla a partir
de la misma definicion, ya que para todo nimero real t > 0, el contorno supe-
rior de nivel t es el intervalo [+/t, +) . Dado que para todo x € X, f"(x) =2 > 0,

la funcién no es concava.

Ejemplo 5.10. La funcién f(x) = log(x), definida sobre X = (0,0), es cuasicon-
vexa, pero no es convexa. Para todo ntmero real ¢, el contorno inferior de ni-
vel t es el intervalo (0,¢!] y, por lo tanto, la funcién es cuasiconvexa. Por otro

lado, para todo x e X, f”(x) = —x %< 0, por lo que la funcién no es convexa.
Ejemplo 5.11. La funcién f(x,y) = xy, definida sobre
X=RZ ={(x,y)eR2:x>0,y>0},

es cuasiconcava, pero no es concava. Para apreciar que no es concava solo es

necesario considerar su matriz hessiana

pen=(7 ),

que es indefinida en cada punto del dominio. Para ver que la funcién es cua-
siconcava, consideremos la funcion h(x,y) = log[f(x,y)] = log(x) + log(y), que
es una transformacién estrictamente creciente de f'y que tiene por matriz he-

ssiana

2
D*h(x, y) = ( = Oj )
0 ,};Z

que es definida negativa en cada punto del dominio, por lo que h es (estricta-
mente) concava. Recordemos de pasada que la relacion “ser transformacion
estrictamente creciente de” es simétrica, es decir, el hecho de que h lo es de f
implica que ftambién lo es de h; en nuestro caso, es sencillo comprobar que
fix,y) = ey,

Ejemplo 5.12. La funcién f(x,y) = log(1 + x> + y?), definida sobre X = R?, es cua-
siconvexa, pero no es convexa. Con la indicacién de que la funcién h(x,y) = 1
+ x% + y? es convexa, os dejamos que comprobéis el resto de afirmaciones tal

como hemos hecho en el tltimo ejemplo.

Dejamos al estudiante...

... la tarea de comprobar la va-
lidez de las afirmaciones que
aparecen a continuacion.
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Ejemplo 5.13. Sea X = R” y f: X — R una funcién cuasicéncava. Definamos
una nueva funciéon h sobre el mismo dominio mediante h(v) = —f{v), para cada

v € X. Entonces h es una funcién cuasiconvexa.

Ejemplo 5.14. Sea X = Ry f: X — R una funcién cuasiconcava. Sea ¢ : R — R una
funcion estrictamente decreciente. Definamos una nueva funcién h : X — R me-
diante h(v) = q[f(v)] (es decir, h es una transformacion estrictamente decrecien-

te de f). Entonces h es una funcién cuasiconvexa.

Cuando todas las restricciones de un problema normalizado de maximizacion
estén definidas por funciones cuasiconvexas, el conjunto factible siempre sera
un conjunto convexo. Lo mismo sucederd en un problema de minimizacion
cuando las restricciones estén definidas por funciones cuasiconcavas. En este
caso, podemos generalizar el teorema de globalidad que hemos dado al inicio

del apartado.

Teorema

Supongamos que el problema normalizado de maximizacion 5.3 satis-
face las siguientes hipotesis:

1) La funcion objetivo fes concava, y g; es una funcion cuasiconvexa,
parai=1,2...m.

2) Todas las funciones son continuamente diferenciables.

Entonces todo punto que satisface las condiciones de Kuhn y Tucker es

un maximizador global.

Teorema

Supongamos que el problema normalizado de minimizacion 5.4 satis-
face las hipotesis siguientes:

1) La funcion objetivo f es convexa, y &; es una funcién cuasiconcava,

parai=1,2...m.
2) Todas las funciones son continuamente diferenciables.

Entonces todo punto que satisface las condiciones de Kuhn y Tucker es
un minimizador global.

Cuando queremos que la funcién objetivo sea cuasiconcava o cuasicon-
vexa, los resultados se generalizan, a no ser que se trate de un caso excep-

cional.
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Teorema

Supongamos que el problema normalizado de maximizacion 5.3 satis-

face las hipotesis siguientes:

1) La funcion objetivo f es cuasiconcava y g; es una funcién cuasicon-
vexa, parai=1, 2... m.

2) Todas las funciones son continuamente diferenciables.

Entonces todo punto que satisface las condiciones de Kuhn y Tucker es
un maximizador global, siempre que no tenga todas las derivadas par-
ciales iguales a cero.

Teorema

Supongamos que el problema normalizado de minimacion 5.4 satisface
las hipotesis siguientes:

1) La funcién objetivo fes cuasiconvexa, y g; es una funcién cuasiconc-

ava, parai=1, 2... m.
2) Todas las funciones son continuamente diferenciables.

Entonces, todo punto que satisface las condiciones de Kuhn y Tucker es
un minimizador global, siempre que no tenga todas las derivadas par-
ciales iguales a cero.

Ejemplo 5.15. Consideremos el problema

max Xxy
*xy)

sa. x> +y*<2
x20
y=0

Normalizando, tenemos:

max xy
(x.¥)

sa.x2+y?—2£0
-x<0
-y<0

Antes hemos observado que la funcién objetivo f{x,y) = xy es cuasicéncava sobre
el conjunto factible. Por otro lado, las funciones que definen las restricciones (des-
pués de normalizar) son todas convexas y, por lo tanto, cuasiconvexas. Las condi-
ciones de Kuhn-Tucker tienen por solucion los dos puntos en los que (x, y, A) valen
(1,1, 1/2) y (0, 0, 0). Sin embargo, Vf(1, 1) =(1, 1) # (0, 0), pero VA0, 0) = (0, 0). E1
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teorema anterior nos asegura que el primer punto es un maximizador global,
pero no se pronuncia sobre el segundo punto. De hecho, (0, 0) no es un maxi-
mizador, sino que es un punto de silla de f; que aparece aqui porque todo punto
critico (sin restricciones) de una funcién siempre es soluciéon de las condiciones
de KT si esta dentro del conjunto factible. Si la funcién fuera concava esto no se-
ria un problema, ya que todo punto en el que todas las derivadas parciales son
cero es automaticamente un maximizador global; esto no es necesariamente

cierto cuando una funcion es cuasiconcava, como ilustra este ejemplo.

5.7. Problemas con restricciones de igualdad y de desigualdad

Cuando tenemos restricciones tanto de igualdad como de desigualdad, las
condiciones de Kuhn y Tucker son las mismas, con la excepciéon de que los
multiplicadores asociados a restricciones de igualdad no tienen por qué ser no
negativos. Con esta modificaciéon, todos los resultados locales que hemos de-
rivado todavia son validos para este caso. 0

En lo que respecta a las condiciones de globalidad en términos de concavi-
dad y convexidad, los teoremas que hemos dado anteriormente contintian
siendo aplicables siempre que las restricciones de igualdad sean lineales (lo
podemos ver escribiendo una igualdad como dos desigualdades con signos
opuestos:a=b<a<byaz=Db).

Si tenemos restricciones de igualdad que no son lineales, podemos aplicar un
argumento de globalidad como el que hemos utilizado en el caso en que s6lo
hay restricciones de igualdad. Es decir, consideramos para toda solucién de las
condiciones de KT el lagrangiano después de sustituir el valor 6ptimo de los
multiplicadores, y observamos si la funcion resultante es concava (si maximi-
zamos) o convexa (si minimizamos); si la respuesta es afirmativa, entonces la

solucion correspondiente es global.

5.8. Resumen

En este modulo, hemos aprendido unas técnicas de optimizacién que nos per-
miten resolver problemas no lineales sin restricciones o con restricciones en

forma de igualdad o de desigualdad.

También hemos visto condiciones bajo las cuales podemos afirmar que las so-
luciones que encontramos con nuestras técnicas son de aspecto global. No he-
mos visto demostraciones matematicas, pero en cambio si hemos visto una
ilustracion de por qué las técnicas funcionan, asi como ejemplos de casos en

los que no lo hacen.

El énfasis de la presentacion ha consistido en dotarnos de técnicas para resol-
ver problemas y de la suficiente intuicion para entender cudndo pueden fallar

estas técnicas y por qué.
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Actividades

1. Analizad el punto critico (0, 0, 0) de la funcién f(x,y,z) = x3 + 3xy + 3xz + y + 3yz + 2> me-

diante el criterio de los menores principales.
p 1 2 1, 2
2. Dados los pardmetros a y b, sea f(x, y) = Fax" —axy+ Eby

a) Probad que (0,0) es un punto critico de f.

b) Encontrad tres valores del par (a,b) que hacen que (0,0) sea un maximizador, minimizador
y punto de silla, respectivamente. (Nota: vuestra respuesta debe ser de la forma: si a = 12345
y b =8888776, entonces (0,0) es un maximizador, porque.... donde...).

3. Sea f: R — R definida por f{x) = 3x* — 4x3. Usad el hecho de que fes diferenciable para res-
ponder a las cuestiones siguientes:

a) ;En qué intervalos fes creciente y en cuales es decreciente?

b) (En qué intervalos fes concava y en cudles es convexa?

4. Considerad el problema

min 2x% -12x + y?

xy)
s.a.y =2X.

a) Solucionadlo substituyendo el valor de y en la funcién objetivo.

b) Solucionadlo mediante el método de Lagrange, y comprobad que los resultados son los
mismos.

c) Discutid el caracter global de las soluciones.

5. Encontrad los cuatro puntos criticos de la funcién f(x,y) =y — x?% sobre la superficie definida
por g(x,y) = x> +y? = 1. El conjunto factible es una circunferencia y, por lo tanto, es compacto,
pero no es un conjunto convexo. Discutid el cardcter global de los puntos criticos.

6. Encontrad los puntos criticos de la funcién f{x,y) = x*> + (y + 1)? sobre la superficie definida
porx?+y=1.

7. Considerad el problema siguiente:
min x? + y2

x,y)
sa. (x+1)3+y2=0

a) Mostrad que el método de Lagrange no da ninguna solucion.

b) Sustituid el valor de y? que da la restriccién en la funcién objetivo y mostrad que el pro-
blema tiene solucién.

c) ¢Sabriais decir por qué el método de Lagrange ha fallado?

8. Considerad el problema

min x -y

*xy)

s.a. x2+ y<1
x<0.

Escribid las condiciones de Kuhn y Tucker, encontrad todos los puntos criticos y después dis-
cutid su caracter global.

9. Considerad el problema

max — x> +y
x,y)

S.a. X2

+y2S1
y=>0.

Escribid las condiciones de Kuhn y Tucker, encontrad todos los puntos criticos y después dis-
cutid su caracter global.

10. Considerad el problema

max 2xX +y
xy)
s.a. 2x - X2 > y

Escribid las condiciones de Kuhn y Tucker, encontrad todos los puntos criticos y después dis-
cutid su caracter global.
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Ejercicios de autoevaluacion

1. Seleccionad la opcién correcta. La funcion...

a) tiene un maximo en (3,3).
b) tiene un punto de inflexién en (2,1).
c) tiene un minimo en (1,2).

2. El rectorado de la Universidad Opulenta de Catalufia ha decidido otorgar una beca de es-
tudios a los estudiantes que tengan una media mas alta en su expediente académico (tenien-
do en cuenta que suspendido = 0; aprobado = 1, etc.). Formulad esto como un problema de
optimizacién, identificando claramente el conjunto factible y la funcién objetivo. ;Qué son
en este problema el méximo y el maximizador o los maximizadores?

3. De entre todos los tridngulos isésceles que tienen perimetro 2, queremos saber cudl es el
que tiene un area mayor. Formulad un programa de optimizacién que nos dé la respuesta,
identificando claramente la funcién objetivo, el conjunto factible, las variables de decision
y las restricciones.

4. Encontrad los puntos criticos de la funcion f(x, y) = lx3 +x7+ %yz —xy, y determinad si
son maximizadores locales, minimizadores locales o puntos de silla.
5. Encontrad los puntos criticos de la funcién f(x,y) = %xiéxzflyzfxyfx , v determinad si
son maximizadores locales, minimizadores locales o puntos de silla.

6. Encontrad y analizad los puntos criticos de la funcién f(x, y) = Z)cyf%x4 -y
7. Encontrad y analizad los puntos criticos de la funcién f(x, y) = 2xy + %x4 +y2.

8. Aplicad el test de la segunda derivada para determinar si las siguientes funciones son céonc-
avas, convexas o ninguna de las dos cosas.

a) f(x) = x°

b) f(x) =log x, (x>0)
o) f(x)=¢"

d) f(xy) = 2x-3y

e) f(xy) =xy

Hf=1+x+e”*

&) [y = x>+

h) f(xy) =~y

i) Fy) =x1B3y13 x>0,y>0)

) fxy) = Jx+dy, (x=0,y20).

9. Sea f(x,y) = ix‘l + }Ly4 + %xzy2 . Encontrad y analizad los puntos criticos. Discutid su ca-
racter global.

10.Solucionad el problema

min x% + y2
xy)
sa. xy=1

11.Resolved el problema de maximizacioén con restricciones

max xy
)
s.aa.0<x<1
0<y<1
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12.Demostrad que el problema
min e*
X
s.a. x>0
no tiene ninguna solucién y que, en cambio, el problema
min e*
X

s.a.x>0

si la tiene.
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Solucionario

1. a)

2. Para cada estudiante tendremos un vector cuyos componentes seran todas sus notas. El con-
junto factible es el conjunto de todos estos vectores. La funcién objetivo asocia a cada vector
de notas sera su media aritmética. El maximo es la nota media maés alta, y los maximizadores
son todos aquellos estudiantes que tengan esta nota de media.

3. Sea x la mitad de la longitud de la base; y la altura del tridngulo y z, la longitud del lado
repetido. Entonces el problema que debemos solucionar es

max xy
*y.2)

sa. x> +y2-72=0
x+z=1

Observad que la altima igualdad es equivalente a 2x + 2z = 2. Para solucionar el problema
debemos escribir el lagrangiano:

L(x,y, 2, A, Ap) =xy — kl(xz + y2 e hy(x+z-1).
Las condiciones de primer orden son

oL

Pl y=2kx—p=0
%’; - x-20y=0
% = 20z-p=0

2,.2 2
x"+y -z"=0
x+z=1

Operando algebraicamente, encontramos la solucion

(%, 9,2, %, 0p) = (1/3,1/43,2/3,1/2./3,2/3./3)
Observad que la solucion es un tridngulo equilatero, ya que z = 2x.
4. Encontramos los puntos criticos igualando las derivadas parciales a cero:
o X2+ 2x - y=0

ox
I - ~x=0
ox y=x

A partir de la segunda ecuacién tenemos que y = x, y sustituyendo en la primera, encontra-
mos que las soluciones son (x,y) = (0,0) y (x,y) = (-1,-1). La matriz hessiana es

D2, :[2x+2 72]
fx,y) 0 )

Sustituyendo (x,y) = (0,0), tenemos que:
2 (2 -1
p’ro.0=( )

Dado que esta matriz es definida positiva, deducimos que (0,0) es un minimizador local de f.

Si sustituimos (x,y) = (-1, -1), tenemos que:

-9 )
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Como esta matriz es indefinida, deducimos que (-1,-1) es un punto de silla de f.

5. Encontramos los puntos criticos igualando las derivadas parciales a cero:

o - xz—x—y—lzo
0x

o - —y-x=0
ox y=x

A partir de la segunda ecuacidn, tenemos que y = —x, y sustituyendo la primera encontramos
que las soluciones son (x, y) = (1, -1) y (x, y) = (-1, 1). La matriz hessiana es

Dy -2 )

Sustituyendo (x, y) = (1, -1), tenemos que:

D*f(1,-1) = (711 111)

Dado que esta matriz es indefinida positiva, deducimos que (1, —-1) es un punto de silla de f.
Si sustituimos (x, y) = (-1, 1), tenemos que:

prenn-(C 7))

Dado que esta matriz es definida negativa, deducimos que (-1, 1) es un maximizador local
de f.
6. Encontramos los puntos criticos igualando las derivadas parciales a cero:

L A I P

ox

o —2x_2y=0
oy

A partir de la segunda ecuacion tenemos que y = x, y sustituyendo en la primera encontramos
que las soluciones son (x, y) = (0, 0), (x, ) =(1, 1) y (%, y) = (-1, —1). La matriz hessiana es

2
D*f(x,) = [;6" ﬂ

Sustituyendo (x, y) = (0, 0), tenemos que:

o0 -(; 2

Dado que esta matriz es indefinida, deducimos que (0, 0) es punto de silla de f.

Si sustituimos otros valores de (x, y), tenemos que:

-’ n- ()

Dado que esta matriz es indefinida, deducimos que (1, 1) y (-1, -1) son puntos de silla de f.

7. Encontramos los puntos criticos igualando las derivadas parciales a cero:
I —2p+2x*=0
o0x

o —ox+2y=0
oy X Y

A partir de la segunda ecuacién tenemos que y = —x, y sustituyendo en la primera encontra-
mos que las soluciones son (x, y) = (0, 0), (x,y) = (1, -1) y (x, y) = (-1, 1). La matriz hessiana es
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2
D2fix.y) = [6x 2]
fx.y) ,

Sustituyendo (x, y) = (0, 0), tenemos que:

0.0)- (5 )

Como esta matriz es indefinida, deducimos que (0,0) es un punto de silla de f.

Si sustituimos los otros valores de (x,y), tenemos que:

) 2 (62
DALY =D A1 =() )

Dado que esta matriz es definida positiva, deducimos que (1, -1) y (-1, 1) son minimizadores
locales de f.

8.

a) f'(x) = 12x* = convexa

b) f'(x) = _—; = concava
X

o) f'(x) = ¢* = convexa

0
d) D*f(x,y) = (O g) = coéncava y convexa
e) D*f(x,y) = ((1) (1)) = ni céncava ni convexa

) f"(x)= e = convexa

2 (2
g) D7f(x,y) = (0 g) = convexa

6x 0
h) sz(x, y) = (O X—6y) = ni coéncava ni convexa

2Y
i) sz(x, y) = 5[2/3 23 X y | = concava
1 72)—/
71{3/4 0
i sz(x,y): 1 _a/a = concava
0 71}/

9. Encontremos los puntos criticos igualando las derivadas parciales a cero:

gf=x3+xy2=0
of _ 3% -0
ay y txy

La tnica solucion es (x, y) = (0, 0). La matriz hessiana es

3x2+y2 2xy]

2
D7f(x,y) =[
2xy 3y2 +x2

Sustituyendo (x, y) = (0, 0) tenemos que:

0.0)- (7 )

El criterio local no es decisorio.
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Sin embargo, cualquiera que sea (x,y), podemos ver que D?f(x,y) es una matriz semidefinida
positiva, y esto implica que la funcién es convexa. Esto comporta también que (0,0), al ser
un punto critico de una funcién convexa, sea un minimizador global.

10.El lagrangiano es L (x,, 1) = x> + y* = A(xy — 1), y las condiciones de primer orden son:

oL _

= =2x-1y=0

ox x-hy

oL

— =2y+(-2x=0

5 = 2T (x=0)
xy-1=0

Las soluciones son (x, y, A) =(1,1,2) y (x, y, ) = (-1, -1, 2).
11.Escribimos el problema de forma normalizada:

max X
*x,y) Y

El lagrangiano es
Ly, M, Ay Az, hg) =2y + MX + hoy — A3(x=1) — Rg(y-1).

Las condiciones de Kuhn y Tucker son

oL
% y+i=h3=0
% — X+hy- Ay =0

A20,x20,2,x=0
Ap20,y20,1,y=0
A320,x<1,h3(x-1)=0
hy20,y<1, 0 (y-1)=0

Las soluciones son

(X’y/ )\’11 }\’Zl }"31 )\’4) = (OfOIOIOIOYO)I
(X,}’; }"]r )\'2/ )\'31 }"4) = (1/1/()10;171)'

La primera solucioén corresponde a un punto de silla de la funcién objetivo, y la podemos
descartar. La segunda solucién es el maximizador del problema.

1.2. El problema
min e*
X

s.aa. x>0

es un problema de optimizacion sin restricciones, ya que el conjunto factible esta definido por
una desigualdad estricta y, por lo tanto, es abierto. Si hay alguna solucion, entonces la derivada
de la funcién objetivo en este punto debe ser 0. Pero si f(x) = €*, entonces f(x) = ¢*> 0, para
todo x. Por lo tanto, no puede haber ninguna solucion.

El problema
min "

X
s.a.x>0

es un problema de optimizacién con restricciones de desigualdad. El lagrangiano es
L(x, L) = ¥ - Ax.

Las condiciones de Kuhn-Tucker son:
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Z=¢"-1=0
A>20,x>20,xx=0.

Tenemos
A=e*>0=x=0

y ésta es la Gnica solucidén. La restriccion es lineal y la funcién objetivo es convexa, asi que
la solucién es global.

Glosario

condiciones de exclusion
Condiciones que se cumplen cuando se da una restricciéon de desigualdad débil y esta restric-
cion se satisface como desigualdad estricta; el multiplicador correspondiente, entonces, es cero.

condiciones de Kuhn y Tucker
Condiciones necesarias para la optimizacién en términos de las derivadas de primer orden.

condiciones de segundo orden
Condiciones para la optimizacién en términos de las derivadas de segundo orden.

condiciones de tangencia: Condiciones que, en problemas con restricciones, expresan
que la curva de nivel correspondiente al valor 6ptimo de la funcién objetivo no puede cortar
el conjunto factible.

funcién objetivo
Funcién que queremos maximizar o minimizar.

lagrangiano
Funcién objetivo modificada, en la que introducimos un término para toda restriccién, pon-
derado por el modificador correspondiente.

maximo:
Mayor valor alcanzado por la funcion objetivo.

maximo global
Valor méaximo de la funcién objetivo, pero sélo en un cierto entorno.

maximizador
Punto del dominio en el que la funcién alcanza el valor méximo. Puede haber muchos maxi-
mizadores, pero s6lo hay un maximo.

minimo
Menor valor alcanzado por la funcién objetivo.

minimo global
Valor minimo de la funcién objetivo sobre todo el dominio en consideracién (teniendo en
cuenta las posibles restricciones).

minimo local
Valor minimo de la funcién objetivo, pero s6lo en un cierto entorno.

minimizador
Punto del dominio en el que la funcién alcanza el valor minimo. Puede haber muchos mini-
mizadores, pero s6lo hay un minimo.

punto critico
Candidato a maximizador o minimizador. Se trata de un punto que satisface las condiciones
de primer orden de un problema de optimizacion.

punto de silla
Punto en el que todas las derivadas parciales son cero, y a partir del cual la funcién crece en
alguna direccion y decrece en alguna otra.

regularidad
Independencia lineal de los gradientes de las restricciones que se satisfacen con igualdad en
un punto.
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restricciones
Condiciones, en forma de igualdad o de desigualdad que deben cumplir las variables en un
problema de optimizacion.

Bibliografia

Encontraréis una presentacion clara y concisa de lo que hemos tratado en este médulo en el
libro siguiente:
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