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Introduccion

Ya sabemos que por lo general el canal de comunicaciones no es un canal Ved también

ideal. Tal como se ha visto, en general este puede tener un comportamiento
. . . . . Ved el médulo “Canal de co-
selectivo en frecuencia y también puede variar en el tiempo. Cuando el canal es municaciones” de esta asigna-

dispersivo en tiempo aparece el efecto de interferencia intersimbdlica (ISI) que, tura.

si el canal varia de manera lo bastante lenta, puede ser mitigado mediante un
ecualizador. El funcionamiento se basa en la estimacién del efecto dispersivo
del canal y el correspondiente disefio de un sistema (lineal o no lineal) que

procese las muestras a la salida del filtro adaptado y reduzca el efecto de la ISI.

En este médulo, nos vamos a centrar especificamente en el bloque ecualizador.
El primer apartado, aunque pueda parecer redundante con algunas ideas ya
presentadas, volvera a poner el énfasis en el problema de la ISI para motivar
la necesidad del bloque ecualizador. Este apartado, a modo de introduccién al
modulo, finalizara presentando una clasificaciéon de los ecualizadores, que se
pueden agrupar en dos grandes bloques: ecualizadores lineales y ecualizadores
no lineales.

El segundo apartado presentara los ecualizadores lineales. El apartado presenta
este tipo de ecualizadores de manera natural, desde el mas sencillo conceptual-
mente hablando, hasta el méas complejo. Para cada uno de los ecualizadores se
presentara su objetivo, funcién de coste que se optimiza, la manera de disefiar
los coeficientes, y finalmente una descripcion de los principales problemas de
aquel tipo de ecualizador, que motivara el paso al ecualizador siguiente. Asi,
se empezara por el ecualizador forzador de ceros para pasar a continuacion a
presentar el ecualizador de minimo error cuadratico medio, y por ultimo, los
ecualizadores adaptativos (basados en el criterio de minimo error cuadratico

medio).

Finalmente, el tercer apartado presentara el ecualizador no lineal basado en el
estimador de méxima verosimilitud. Si bien en algunos textos este ecualizador
se presenta el primero por tratarse del ecualizador 6ptimo, y a partir de este, por
razones de complejidad, se motiva la necesidad de recurrir a los ecualizadores
lineales, nosotros hemos preferido presentar primero los ecualizadores lineales
por tratarse de los mas sencillos (y a menudo los mas empleados) y dejar para
el final la descripcién de como tendria que ser el ecualizador 6ptimo.

Como ya podréis imaginar, los ecualizadores presentados en este moédulo, si
bien incluyen los esquemas mas utilizados, no completan toda la gama de
ecualizadores y técnicas de ecualizacién existentes. Sin embargo, el objetivo
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es que este moédulo proporcione una idea del problema de la ecualizacion y
la manera habitual de abordarlo. Al final del médulo, vais a encontrar unas
referencias bibliograficas por si queréis profundizar mas en el tema.

Para terminar esta introduccién, hacemos la misma resefia que ya hicimos en
el moédulo anterior respecto al hecho de trabajar en todo momento con el
equivalente paso bajo cuando hablamos de la sefial y de la respuesta impul-
sional del canal. Asi, en ningdn momento a lo largo del m6édulo haremos re-
ferencia a la banda de frecuencias o a la frecuencia concreta a la que se lleva a
cabo la comunicacion. La teoria presentada para el ecualizador es valida para
cualquier frecuencia de trabajo.

En el médulo, cuando hablemos de canal, siempre nos vamos a referir en gene-
ral a lo que se conoce como equivalente paso bajo del canal, que es el canal com-
plejo que vera el equivalente paso bajo de la sefial. En este aspecto, destacamos
que, aunque en los ejemplos y la derivacion de las ecuaciones consideramos
en todo momento el canal real, este serd casi siempre complejo en la practica
(porque se trata del equivalente paso bajo). El hecho de utilizar la notacién
real en primera instancia es para facilitar la comprensiéon y no complicar las
ecuaciones mas de lo necesario. Solo en los casos de comunicaciones en banda
base tendremos un canal que no estard desplazado en banda, y por lo tanto,
donde el canal sera real tal como se presenta en el médulo (algunos ejemplos
de canales en banda base son el canal de voz o el canal ADSL —ambos a través
del bucle de abonado de la linea telefénica- o los canales con problemas de

acuastica).

Recordad

El equivalente paso bajo de la
sefial se presenta en el médu-
lo didactico “Comunicaciones
analdgicas: sefales paso ban-
da” de la asignatura Sistemas
de comunicaciones |. Recorde-
mos que el equivalente paso
bajo es una definicién mate-
maética que pretende compac-
tar la notacion de la descom-
posicién de una modulacién
paso banda en sus componen-
tes en fase y cuadratura elimi-
nando toda referencia a la fre-
cuencia de la portadora. Si s(t)
es una sefial paso banda cen-
trada en la frecuencia portado-
ra fo, esta se puede escribir co-

mo s(f) = Re{bs(t) -explj2z foz}},
donde by(t) es el equivalente
paso bajo de la sefial.
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Objetivos

Con el estudio de este moédulo didactico, alcanzaréis los objetivos siguientes:

Entender el efecto que un canal no ideal tiene sobre la sefial (revisar el
concepto de ISI) para poder asimilar la funcién del ecualizador.

Conocer los diferentes tipos de ecualizadores y su clasificacion en lineales
y no lineales.

Entender la problematica del ecualizador forzador de ceros y la alternativa

del ecualizador de minimo error cuadratico medio.

Ser conscientes de la necesidad de los ecualizadores adaptativos, en espe-

cial cuando el canal varia en el tiempo.

Conocer los dos modos de disefio de ecualizadores: los asistidos por datos

(DA) y los asistidos por decisiones (DD).

Ser capaces de diseflar un ecualizador para problemas sencillos.

Poder implementar el ecualizador 6ptimo en términos de minimizacién
de la probabilidad de error utilizando el algoritmo de Viterbi.
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1. Ecualizacion y tipo de ecualizadores

Ya se ha puesto énfasis en el hecho de que el canal de comunicaciones no
es ideal (canal AWGN) cuando la sefal recibida no se corresponde con una
réplica atenuada y retardada de la sefial transmitida contaminada por un ruido
aditivo.

El efecto que esto tiene sobre la sefial digital ya se ha presentado en otros
materiales. Sobre la sefial recibida aparece el fenémeno de interferencia inter-
simbolica (ISI, del inglés: inter-symbol interference) que se produce cuando, al
muestrear la sefal a la salida del filtro adaptado a una muestra por simbolo, la
muestra obtenida, ademas del simbolo que se tiene que detectar, y de la com-
ponente de ruido, presenta una contribucioén superpuesta de simbolos prece-
dentes y posteriores.

A continuacién, revisamos la forma que toma la sefial en el receptor y la fun-
cionalidad de los diferentes bloques e introducimos la notacién que seguire-
mos en este moédulo. Haremos el estudio de la forma que toma la sefial en cada
punto en el dominio del tiempo y analizaremos su comportamiento cuando el
transmisor envia solo un simbolo (la ampliacién al problema real en el que el
transmisor envia una secuencia de simbolos es inmediata, simplemente apli-
cando la superposicion de todos los simbolos enviados, dado que el conjunto
de pulso conformador més canal maés filtro adaptado se comporta como un
sistema lineal e invariante). Asi pues, el resultado de enviar un solo simbolo (y
por lo tanto, un solo pulso) correspondera a la respuesta impulsional global,
que denominaremos c(f) y nos sera util para el disefio de algunos de los ecua-
lizadores que vamos a ver en los apartados siguientes.

Empecemos revisando el problema en presencia de un canal ideal.

Figura 1. Esquema de un sistema de comunicaciones digitales en presencia de un canal
ideal (AWGN)

Canal ideal
Simbolos Sefial
transmitidos ap, s(t) recibida z(t)
—>| p) —>| pl) —
Pulso Filtro
conformador  Ryido adaptado
aditivo
n(t)

Si en el instante ¢ = O enviamos el simbolo ay = +1, siguiendo el esquema de
la figura 1, la sefial analdgica que se enviara sera s(f) = p(t), donde p(f) serd en
general el pulso raiz de coseno realzado. En ausencia de canal que distorsione

Ved también

Ved los canales AWGN en la
asignatura Sistemas de comuni-
caciones |y también el médulo
“Canal de comunicaciones” de
esta asignatura.

Notacion

A lo largo de todo el médulo,
vamos a distinguir entre la no-
tacion genérica z(t), que se re-
ferira a la sefial a la salida del
filtro adaptado para cualquier
sefial transmitida s(t), y la no-
tacion particular c(t), que co-
rresponderd a la sefial a la sa-
lida del filtro adaptado cuan-
do se envia un solo pulso con-
formador s(t) = p(t) (o, de ma-
nera equivalente, un solo sim-
bolo ag = +1). En este segun-
do caso, la sefial c(t) se podra
interpretar como la respuesta
impulsional global del sistema
equivalente que (sin conside-
rar el término de ruido) agrupa
pulso conformador, canal y fil-
tro adaptado. Desde un punto
de visto de ISI, este canal equi-
valente c(t) es el que nos in-
teresara que idealmente gene-
re una sefial libre de ISI.
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la sefial, y sin considerar el término de ruido aditivo, la sefial que se obtendra
a la salida del filtro adaptado al enviar un solo simbolo serd la convolucion del
pulso transmitido con la respuesta impulsional del filtro adaptado, y corres-
ponderéa a lo que hemos denominado respuesta impulsional global, c(t). Asi pues:

() = Ry(t) = p() * p(-t)

Tal como ya se ha indicado, si el pulso conformador y el filtro adaptado se
han disefiado bien, la sefial c(t) corresponde a un pulso de Nyquist que no
genera ISI. Por lo tanto, al intentar recuperar los simbolos transmitidos, la
sefial discreta muestreada a tiempo de simbolo, c[n] = c(nT;), sera la que se
indica en la figura 2, que dara lugar a una sefial libre de ISI, y por lo tanto no
requiere de ningan tipo de ecualizacion.

Figura 2. Respuesta impulsional global a la salida del filtro adaptado antes y después de
muestrear a una muestra por simbolo por un canal ideal

Seiial recibida s(t)
” 1,0} e o(t) = Ry(t) = p(t) * (-1

0,81
9,6
0,4r
0,2

Seiial muestreada c[n]

n=0

1
- C[n]=C(nTs)={ 0 nzo0

Ahora bien, en presencia de un canal que tenga por respuesta impulsional h(t),
tal como muestra la figura 3, la sefial que se obtendra a la salida del filtro adap-
tado sera la convolucién del pulso transmitido con la respuesta impulsional
del canal y con la del filtro adaptado. Cuando se envia un solo simbolo, esta
sefial, que corresponde a la respuesta impulsional global c(t), sera:

c(®) =p() * h(t) * p(-t)
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Figura 3. Esquema de un sistema de comunicaciones digitales en presencia de canal no ideal

Canal no ideal

Simbolos Seiial
transmitidos ap, s(t) recibida z(f)
—| p) ——| ht) ——>P—>| P ——>

Pulso Canal Filtro
conformador Ruido adaptado
aditivo
n(t)

En este caso, si asumimos de nuevo que el pulso conformador y el filtro adap-
tado se han diseflado bien para que su convolucién sea un pulso de Nyquist,
la sefial discreta muestreada a tiempo de simbolo, dn], sera la que se indica en
la figura 4. Tal como se ve con claridad, las muestras c[n] para n = 0 no son
nulas, y por lo tanto la sefial no estara libre de ISI (cuando muestreemos la
sefial en el instante n =1, 2, 3, ... para detectar el simbolo ay, a,, as, ... tendre-

mos interferencia del simbolo aq).

Figura 4. Respuesta impulsional global a la salida del filtro adaptado antes y después de
muestrear a una muestra por simbolo por un canal no ideal

Seinal recibida s(t)
1,0| ¢(® c(t) = p(t) * h(t) * p(-t)

0,8
0,6
0,41
0,2

2T, T, T, 2T, t
S 30,2 S

Senal muestreada c[n]
1 c[n]

0,8 - c[n] = ¢(nTs)

-0,2

De este modo, el objetivo del bloque ecualizador sera intentar obtener a la
salida una sefial libre de ISI (solucién ideal) o intentar mitigar su efecto tanto
como sea posible (solucion practica). La figura 5 muestra el esquema completo
de un sistema de comunicaciones digitales en presencia de canal no ideal y
ecualizador. Con referencia a este esquema, cabe mencionar que se consideran
por separado el filtro adaptado y el filtro ecualizador. Algunos autores consi-
deran ambos bloques juntos, y entonces el filtro conjunto cumple dos funcio-
nes: la de filtro adaptado, que filtra el ruido buscando maximizar la relacién
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sefial a ruido —-SNR: del inglés: signal noise ratio-y la de ecualizador, que mitiga
el efecto del canal no ideal. Nada varia en este segundo planteamiento, si bien
desde un punto de vista de disefio la complejidad aumenta innecesariamente,
ya que es necesario incorporar la parte de filtro adaptado a la fase de disefio
del ecualizador, que es determinista.

Figura 5. Esquema de un sistema de comunicaciones digitales en presencia de canal no ideal, incluido el bloque ecualizador

Canal no ideal + Ecualizador

Senial
ecualizada
Simbolos Zeg(t)
transmitidos ap, Z(t) X zIn]
—| p) —>| hO) —D—>| pl) [—e heg(t) |F——>
Pulso Canal Filtro
conformador Ruido adaptado
aditivo
n(t)

Para poder disefiar el ecualizador, habra que tener un conocimiento de la res-
puesta impulsional del canal o bien tener conocimiento de los simbolos trans-
mitidos y compararlos con la sefial recibida con objeto de poder inferir qué
ha hecho el canal. En el caso de requerir el conocimiento de la respuesta im-
pulsional, en este médulo vamos a asumir que esta es conocida, sin entrar en
detalles de como se ha obtenido (a partir de enviar una secuencia de entrena-

miento y aplicar un algoritmo de estimacién de canal).

Cuando haya que conocer los simbolos transmitidos, se puede trabajar en dos
modos: un modo asistido por datos (DA), en el que los simbolos son conocidos
a partir del envio de una secuencia de entrenamiento, y un segundo modo
asistido por decisiones (DD), en el que los simbolos son conocidos una vez
se ha decidido sobre ellos a la salida del ecualizador. El primero implica una
pérdida de eficiencia al enviar datos que no son de informacién, mientras que
el segundo requiere una minima calidad en las decisiones, ya que estas deben
ser lo bastante fiables como para considerarlas en el diseflo mismo del ecuali-
zador. Todavia hay una tercera manera de proceder, en entornos muy ruido-
sos, en que se trabaja con las probabilidades del simbolo en lugar de con sus
valores decididos. Observad que estos modos DA y DD son conceptualmente

iguales a los descritos en el apartado 2 del médulo de sincronizacion.

El objetivo de este médulo seré trabajar el bloque ecualizador y describir sus
diferentes opciones de disefio. Una primera clasificacién de los ecualizadores
los divide en dos grandes bloques, los ecualizadores lineales, que se imple-
mentan siguiendo un esquema lineal, y los ecualizadores no lineales, que se
implementan siguiendo un esquema no lineal. Podemos decir que los prime-
ros obedecen a la estructura de un sistema lineal e invariado, y por lo tanto su
descripcién se podra hacer a partir de la respuesta impulsional o la respuesta
en frecuencia, tal como ya habéis visto en asignaturas de sefiales y sistemas.

Ved también

Ved la tercera manera de pro-
ceder en entornos muy ruido-
sos en el subapartado 2.3 de
este médulo didéctico.
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Por el otro lado, los ecualizadores no lineales, precisamente por su naturaleza
no lineal, no se podran caracterizar a partir de la respuesta impulsional y habra
que recurrir a otras formas de caracterizarlos y describirlos.

Como ya podéis intuir, los ecualizadores lineales seran mucho mas sencillos a
la hora de disefiarlos e implementarlos. A pesar de este hecho, en general, las
prestaciones que ofreceran seran peores que las que se pueden obtener con un
ecualizador no lineal. Concretando més, podemos afirmar que el ecualizador
6ptimo en términos de probabilidad de error en los simbolos recibidos sera
el ecualizador basado en la estimacion de méxima verosimilitud (MLSE), que

corresponde a un ecualizador no lineal.

Dejamos la descripcion de este ecualizador para la Gltima parte del médulo. La
estructura del modulo se ha planteado de modo que se presentan los ecualiza-
dores mas habituales, desde el mas sencillo desde un punto de vista concep-
tual, hasta el mas complejo. Sin embargo, este orden no se corresponde con
el de las prestaciones, que podriamos decir que es el inverso: el primer ecuali-
zador presentado es el que tiene peores prestaciones y el altimo corresponde

al que ofrece las mejores prestaciones.

La figura 6 resume una clasificacion de los ecualizadores.

Figura 6. Clasificacién de los ecualizadores

Ecualizador

v

'

Lineal No-lineal

! ;

Filtro lineal DFE
| Forzador =~ MMSE Forzador MMSE
Criterio . de ceros (ZF) de ceros (ZF)
de disefio: | IF_a'\L/IsS ‘Adaptativos

LMS ‘ Adaptativos
RLS
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2. Ecualizadores lineales

La estructura de los ecualizadores lineales siempre es la misma: la sefial a la sa-
lida (sefial ecualizada) se obtiene al hacer pasar la sefial de entrada por un filtro
con una linea de retardos, de modo que la suma de todas las muestras de la
memoria de los filtros ponderadas por unos coeficientes genera la sefial ecua-
lizada. La figura 7 ilustra el esquema de cualquier ecualizador lineal discreto,
donde qo, q1, ..., qreq-1 SON los coeficientes del ecualizador, y L., su longitud.

Figura 7. Esquema de un ecualizador lineal

Z[n] = z(nT5)

s -

q0 q1 dLeqg-2 9Leq-1

ﬂ} Zgqgln] = Zgg(nTs)

La expresion matematica de la sefial a la salida del ecualizador en funcién de
la sefial a la entrada (trabajando con sefiales analdgicas) es la siguiente:

Leq— 1

Zeg(D) = z q, 41 —kTy) (1)

k=0

De manera equivalente si, tal como se muestra en la figura 5, consideramos el
ecualizador digital que trabaja con la sefial a la entrada ya muestreado con un
periodo de muestreo igual al tiempo de simbolo Ty, es decir, z[n] = z(nTy), la

expresion discreta de las muestras a la salida z.[n] sera la siguiente:

Leg-1

Zegil= Z gdn-K @

k=0

Tal como puede verse en la ecuacion (2), los parametros que definen cualquier Ved también

ecualizador lineal son: el namero de coeficientes del ecualizador, que hemos
Ved los ecualizadores adapta-
tivos en el subapartado 2.3 de
este médulo didéctico.

denotado con L, y el valor de los coeficientes qo, g1, ..., qreq-1- La manera co-

mo se obtiene el valor de los coeficientes es lo que va a determinar la diferen-

cia entre los diversos ecualizadores lineales que veremos en los subapartados
siguientes. Asimismo, el valor de estos coeficientes puede ser fijo a lo largo del
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tiempo, o irse ajustando para adaptarse a las variaciones que la respuesta del
canal puede experimentar a lo largo de la transmisién, como se vera cuando
diseflemos los ecualizadores adaptativos.

Reflexion

En el ecualizador de la figura 7, el retardo entre muestras (en la linea de retardos) coincide
con el tiempo de simbolo T;. Esto indica que el ecualizador trabaja a una muestra por
simbolo. Si bien este esquema es habitual, se pueden disefiar ecualizadores que trabajen
a mas de una muestra por simbolo, es decir, que el valor de los retardos en la linea de
retardos sea inferior a T;. En este caso, se habla de ecualizador fraccional.

Conceptualmente, las ideas que vamos a exponer a continuacién no varian, si bien se
tienen que modificar las ecuaciones para calcular los valores de los coeficientes. Asimis-
mo, si por ejemplo consideramos que el ecualizador trabaja a m muestras por simbolo
(valor de los retardos Ts/m), como al final solo queremos conocer el valor de los simbolos
transmitidos, a la salida del ecualizador solo habrd que mirar la sefial cada m muestras
si queremos tener los valores de las muestras correspondientes a los diferentes simbolos
transmitidos.

2.1. Forzador de ceros (ZF)

En un ecualizador forzador de ceros, cominmente abreviado con el acrénimo
ZF (del inglés: zero-forcing), el objetivo es que los coeficientes se disefien de
modo que se fuerce la condicion de ISI nula a la salida del ecualizador.

Para analizar y disefiar este ecualizador, vamos a estudiar qué ocurre cuando
el transmisor envia solo un simbolo, y por lo tanto tal como ya se ha hecho
en la figura 4, vamos a trabajar con la respuesta impulsional global, c(t). Por
otro lado, como el forzador de ceros centra la atencién en el término de ISI,
tampoco vamos a considerar en el proceso de disefio el término de ruido (asu-

mimos por un momento que no hay ruido AWGN en la comunicacién).
2.1.1. Estudio en el dominio del tiempo

Como ya se ha visto, en presencia de canal no ideal, las muestras de la respuesta
impulsional global c[n] para n # 0 no son nulas (ved el ejemplo de la figura 4),
y por lo tanto la sefial no estd libre de ISI (cuando muestreemos la sefial en
el instante n =1, 2, 3, ... para detectar el simbolo ay, a, as, ... tendremos una
interferencia del simbolo a;). Idealmente, el objetivo del forzador de ceros sera
disefiar un ecualizador que elimine esta interferencia y garantice que la sefial

a la salida esté libre de ISI o, lo que es lo mismo, que cumpla la condicién (3):

1 n=0
Zeq[n]:zeq(nTS)=[0 "0 3)

En la practica, esto no serd posible, y por lo tanto se intentara disefiar un ecua-
lizador que reduzca —sin llegar a eliminar— la ISI tanto como sea posible. El
objetivo serd determinar qué valor deben tomar los coeficientes del ecualiza-
dor (qo, g1, -+ qreq-1) para forzar que cuando a la entrada se tiene la respuesta

Ved también

Ved la figura 4 en el apartado
1 de este médulo didactico.
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impulsional global c(%), la sefial a la salida valga cero en los instantes n =1, 2,
3, ..., Leg— 1, y aproximar asi la sefial z,,[n] a una serial libre de ISI que intente

aproximarse a la condicién de la ecuacion (3).

Diseriar los valores de los coeficientes requiere resolver un sistema de ecuacio-
nes. A partir de la ecuacién de la sefial a la salida del ecualizador lineal (2), te-
nemos un problema de L, incognitas (el valor de los L, coeficientes del ecua-
lizador), y por lo tanto necesitaremos L., ecuaciones que generaremos dando
L., valores al n € [0, 1, ..., L, — 1]. Para el valor n = 0, se tendra que cumplir

Z,4[0] = 1, y para el resto de valores de n, se tendra que forzar z,[n] = 0.

Este problema de L., ecuaciones con L., incOgnitas se puede escribir matricial-

mente de la manera siguiente:

do]  d-1]
d1] dol

Jta—1] dLog-1

S S PR
o =2 | o

do] Vet 0

Observad que la manera de disefiar el ecualizador es muy sencilla. Conocida
la respuesta impulsional global, c[n], se construye la matriz Z como (5), y los
L., coeficientes del ecualizador se obtienen después de invertir esta matriz y

multiplicarla por el vector todo ceros excepto el primer elemento a 1 (6):

dol  d-1]
d1] dol

il dia] . dol

7=

o )
Al

9, |
q
D=z e
ngq—l 0

Ejemplo

(Cuadl es el forzador de ceros de ocho coeficientes para el canal utilizado en la figura 4,
donde la respuesta impulsional global cumple la condicion siguiente?

n#0,1,2

A partir de esta informacién construimos la matriz Z:

Terminologia

Como ya habréis deducido, la

denominacién forzador de ce-
ros proviene del hecho que es-
tamos forzando a la salida del

ecualizador una sefial con ce-

ros en determinados instantes
de tiempo.

Reflexion

Podemos relajar la condicién
forzada en la ecuacién (4) pa-
ra permitir un cierto retardo de
la sefial a la salida del ecuali-
zador. En ese caso, la posicion
del 1 en el vector de la ecua-
cién (4), en lugar de estar en
la primera posicién, podria es-
tar en cualquier otro lugar.
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+08 0 0 0 0
+04 +08 0 0 0
-02 404 +08 0 0
0 -02 404 408 O
0 -02 404 408 0
0 0 -02 404 408 O
0 0 0 -02 404 408
0 0 0 0 =02 404 +0,

0
0
0
0

S O o oo

0
0
0
0
z= 0
0
0

[=NelNelNe)

Y disefiamos los coeficientes del ecualizador:

+1,250

—0,625

90 1 +0,625
0 —0,469

: ¢ +0,391
ILeq—1 0 -0,312
+0,254

-0,205

2.1.2. Estudio en el dominio de la frecuencia

Un estudio en el dominio del tiempo del valor de las muestras de la sefial a
la salida del canal nos ha permitido obtener el disefio del ecualizador ZF, que
pretende forzar una sefial libre de ISI a la salida. Un estudio en el dominio de
la frecuencia nos permitird interpretar mejor cobmo se comporta el forzador de
ceros y llegar a la conclusion de que este tipo de ecualizador no es la mejor
solucién para mitigar el efecto del canal.

Si mantenemos los supuestos de que solo se ha transmitido un simbolo y que
el estudio se hace en ausencia de ruido, la transformada de Fourier de la sefial
a la salida del canal sera el producto de la transformada de Fourier de pulso
conformador P(f), multiplicado por la respuesta en frecuencia del canal H(f) y

multiplicado por la respuesta en frecuencia del filtro adaptado P*(f). Asi pues:

c(f)="P(f)-H(f)- Pf) (7)

Recordad que el pulso conformador se ha disefiado para que, después de que
la sefial sea muestreada a una muestra por simbolo, se cumpla la condicién
Csamp(f) = 1, donde C(f) en ausencia de canal vale C(f) = P(f) - P*(f), y el subin-
dice samp denota el espectro de la sefial después de muestrear a una muestra
por simbolo. De este modo, en ausencia de canal, el muestreo del pulso con-
formador convolucionado con el filtro adaptado da lugar a una sefial espec-
tralmente plana (de manera equivalente genera una delta en el dominio del
tiempo, tal como vemos en la figura 2).

Ahora bien, en presencia de canal, la respuesta impulsional del canal rompe
esta propiedad, y por lo tanto se obtiene una sefial que no es espectralmen-
te plana, sino que esta afectada por la respuesta en frecuencia del canal. Pa-
ra compensar esta distorsion, se propone introducir un ecualizador lineal, de
modo que la transformada de Fourier de la sefial a la salida del ecualizador
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sea (8), donde H,,(f) sera la respuesta en frecuencia del ecualizador y de nuevo
el subindice samp denota el espectro de la sefial después de muestrear a una
muestra por simbolo:

Zeq(f) = [P(f) . H(f) : P*(f)]samp . Heq(f) = Csamp(f) . Heq(f) (8)

En el caso del forzador de ceros, nos vamos a preguntar cual tiene que ser la
respuesta en frecuencia del ecualizador para que la sefal Z.(f) esté libre de
ISI. Para que esto se cumpla, serd necesario que H,,(f) garantice que Z.(f) sea

espectralmente plana y por lo tanto:
1
H =— 9
i f) o) )

Recordemos que, formalmente, una atenuacién de canal « y un retardo de
propagacion f, no afectan a la forma de onda de la sefial. Por lo tanto, de
manera estricta, la respuesta en frecuencia del ecualizador de la ecuacién (9)

podria ir multiplicada por una constante a y por un término de fase lineal

¢~/27f1o que mantuviera la sefial a la salida del ecualizador libre de ISI.

Figura 8. Ejemplo de respuesta en frecuencia de un canal y su ecualizador forzador de ceros

5,0 T T T T T T T

4,5
4,0
3.5
3,0
2,5
2,0
1,5
1,0

0,5

0’0 1 1 1 1 1 1 1

F (Frecuencia normalizada a 1/Ty)

Si obviamos la constante y el término de fase, lo importante es ver que el papel
del ecualizador forzador de ceros es invertir la respuesta en frecuencia del canal
de modo que enfatice aquellas frecuencias atenuadas por el canal (valores de
H(f) pequefios), y no lo haga para las frecuencias en las que el canal no atenta.
La figura 8 ilustra las respuestas en frecuencia del canal y del ecualizador para

Ved también

Ved la introduccion del médu-
lo “Canal de comunicaciones”
de esta asignatura.



CC-BY-NC-ND ¢ PID_00197110 19

Ecualizacién de canal

el ejemplo del ecualizador antes disefiado (como las seflales que se represen-
tan han sido muestreadas a una muestra por simbolo, el eje de frecuencia se
representa en frecuencia normalizada a la frecuencia de muestreo).

2.1.3. Inconvenientes del forzador de ceros

Del andlisis hecho sobre el comportamiento del forzador de ceros en el domi-
nio de la frecuencia vemos dos problemas que nos harén cuestionar el forza-
dor de ceros como ecualizador, el segundo de ellos mas critico que el primero:

1) El ecualizador forzador de ceros no puede eliminar completamente la
ISI a la salida del ecualizador. Para ver esta afirmacién, basta con ver en la
ecuacion (9) como tiene que ser la respuesta en frecuencia del ecualizador y
su respuesta impulsional asociada. Si recordamos lo que hemos estudiado en
asignaturas de sefiales y sistemas y tenemos en cuenta que, excepto en aplica-
ciones muy concretas, el canal presenta una respuesta impulsional finita (FIR),
el filtro lineal (ecualizador) que implemente (9) tendria que ser en general un
filtro de respuesta impulsional infinita (IIR). Ahora bien, el ecualizador forza-
dor de ceros se ha disefiado como un filtro con L, coeficientes; por lo tanto,
como un filtro FIR. Dicho de otro modo, haria falta un nimero infinito de

coeficientes L,; — oo para eliminar por completo la ISI.

Este hecho ya se podia intuir a partir del disefio que se hacia en el dominio del

tiempo. Una sefial libre de ISI ha de cumplir z,Jn]=0V n#0. En el disefio del

ecualizador, se fuerzan L,, - 1 ceros a la salida del ecualizador ne [1, vow Leg— 1]
sin tener ningtn otro tipo de control sobre lo que ocurre fuera de este intervalo
(figura 9).

En la practica, si el valor de L., estda muy ajustado, podremos asumir que la
ISI residual fuera de este intervalo sera lo bastante pequefia. En el caso de que
no sea asi, bastara con aumentar el orden del filtro ecualizador (aumentar el
valor de L) hasta obtener un valor que cumpla con nuestra especificacion.
Observemos que el problema que nos podemos encontrar siguiendo esta po-
litica es que el nimero de coeficientes del ecualizador para un canal concreto

sea excesivo y dé lugar a un ecualizador extremadamente complejo.

Ejemplo

La figura 9 muestra la ISI residual y su potencia para el ejemplo del ecualizador disefiado
antes para diferentes longitudes del ecualizador L., = {8, 12 y 15}. Podemos ver que la ISI
residual varfa en funcion del nimero de coeficientes.
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Figura 9. ISl residual para diferentes longitudes de ecualizador L.q = {8, 12y 15}
Longitud de ecualizador Leg =8 Longitud de ecualizador Lgq =12 Longitud de ecualizador Leg =15
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2) El filtro forzador de ceros enfatiza el ruido. El principal problema del

forzador de ceros es que en su disefio se ignora la presencia de ruido. Si nos

centramos en exclusiva en obtener una seial libre de ISI, no tenemos en cuenta

cudl es el efecto del ecualizador sobre el ruido, y cudl es su valor a la salida.

Sin embargo, en la practica, cualquier canal de comunicaciones presenta un

término de ruido aditivo que se puede enfatizar al pasar por el ecualizador. En

efecto, el ruido aditivo, que es espectralmente blanco, también es filtrado por

el ecualizador, y por lo tanto multiplicado por la respuesta en frecuencia de

este Hoy(f) (9).

El problema se presentara en aquellos casos en los que el canal presente una
fuerte atenuacién para alguna frecuencia, H(f) — 0. Observemos que en este
caso la respuesta en frecuencia del ecualizador tenderd a infinito. Esto no sera
un problema para la sefial a la salida del canal, que habra sido fuertemente
atenuada a aquella frecuencia, pero si lo serd para el ruido que, como no ha
sido afectado por la respuesta en frecuencia del canal, vera que se amplifica
con fuerza su densidad espectral de potencia a aquella frecuencia. La figura
8 ilustra este problema. Tal como se puede ver, el canal presenta una fuerte
atenuacion a F = 0,5, y en esta frecuencia el ecualizador acttia amplificando la
sefial (y en consecuencia, también amplificara el ruido).

Las consecuencias de este problema pueden ser nefastas, en especial con cana-
les que presentan fuertes atenuaciones a algunas frecuencias. En estos casos,
solo tiene sentido utilizar el ecualizador ZF cuando no haya mucho ruido, es
decir, cuando el escenario se acerque a las suposiciones hechas en el disefio
(suponer que no hay ruido AWGN en la comunicacién; en la practica, esto
quiere decir que el ruido es muy pequefio). En el resto de casos, sera necesario
considerar un ecualizador que tenga en cuenta el término de ISI y también el
término de ruido en el disefio de los coeficientes.

Ejemplo

A continuacion, ilustramos los dos problemas del ecualizador a partir del anélisis, de la
constelaciéon de una sefial modulada en QPSK en diferentes puntos de la cadena del re-
ceptor, transmitida a través del canal utilizado en el ejemplo de este apartado y ecualizada
con el ecualizador ZF de ocho coeficientes disefiado con anterioridad.
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Primero, en la figura 10 mostramos las constelaciones en ausencia de ruido para apreciar
el efecto de la ISI residual:

e La gréfica izquierda de la figura muestra la constelacion a la salida del canal. Como
se puede ver, la constelacién inicial (indicada con los cuatro cuadrados negros) se ve
fuertemente distorsionada por la ISI.

e Lagrafica derecha muestra la constelacion a la salida del ecualizador forzador de ceros
en ausencia de ruido. Tal como se ve, la constelacion se acerca mas a la de la QPSK (de
nuevo, los cuatro cuadrados negros muestran la constelacién original y las marcas con
asterisco, las de la constelaciéon ecualizada). Debido a la ISI residual comentada antes,
no regeneramos la constelacion de la QPSK, sino que se aprecia una interferencia que
distorsiona los cuatro puntos de la QPSK.

Figura 10. Ejemplo de constelacién de una sefial QPSK en ausencia de ruido
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L R 151 |
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Ausencia de ruido a la salida del canal (izquierda) y a la salida del ecualizador forzador de ceros (derecha).

A continuacién, en la figura 11 se muestra la constelacion de la sefial ecualizada, incluido
el término de ruido AWGN, para apreciar el efecto de la enfatizacién del ruido. La cons-
telacion superior izquierda corresponde a la sefial ecualizada con una SNR = 10 dB (valor
razonable en un sistema de comunicaciones, a pesar de que actualmente la tendencia es
que sea menor).

Como se aprecia, la seflal esta altamente degradada por el ruido (comparemos con la
que se obtenia en el caso sin ruido). Para poder apreciar lo que se debe propiamente al
término de ruido y lo que se debe a la enfatizacién del ruido provocada por el ecualizador
ZF, la gréfica superior derecha muestra la constelacién de una QPSK con ruido con una
SNR = 10 dB, pero con canal ideal.

Asi pues, la diferencia entre las constelaciones se debe al efecto de amplificacién del
ruido provocado por el forzador de ceros. De manera similar, y para ver que el efecto de
enfatizacion es menor a medida que se reduce el ruido, la constelacién inferior derecha
corresponde a un canal con un término aditivo de ruido con una SNR = 20 dB (valor
demasiado alto en un sistema real); se ve que, aunque mejora, todavia esta degradada
por el ruido.
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Figura 11. Ejemplo de constelacién de una sefial QPSK con ruido
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Ruido a la salida del ecualizador forzador de ceros (graficas de la izquierda) para una SNR = 10 dB (superior) y SNR = 20 dB (inferior). A modo de referencia, las
constelaciones de la derecha corresponden a una sefial QPSK con ruido, pero con canal ideal.

2.2. Ecualizador de minimo error cuadratico medio (MMSE)

El principal problema que se ha encontrado en el ecualizador forzador de ceros

es que en el diseflo no se tiene en cuenta el término de ruido, y por lo tanto no

se controla el efecto que el ecualizador provoca sobre este. La alternativa sera

disefiar un ecualizador que si tenga en cuenta el término de ruido y el efecto

que tiene el ecualizador sobre él.

Como en el caso del forzador de ceros, este ecualizador seguird la estructura de

un ecualizador lineal y el objetivo serd encontrar el valor de los coeficientes

que consigan que la sefial a la salida del ecualizador (ahora con presencia de

ruido) sea tan parecida como sea posible a los simbolos transmitidos:
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Objetivo: zeq[n] ~ay, (10)

Para cuantificar la diferencia entre la sefial a la salida del ecualizador y los
datos transmitidos, definimos el error y el error cuadratico medio (MSE, del
inglés mean-squared error) —o potencia del error-, respectivamente, como las

expresiones (11) y (12):
dnl=zednl-a, (11)

MSE =E{|dn]l 2}=E{|qu[n]_an | 2} (12)

donde el operador E{-} corresponde a la esperanza matemaética que calcula el

promedio estadistico del error.

Dado que queremos hacer la sefial tan parecida como sea posible, establece-
remos como criterio reducir el error al maximo, y en consecuencia, la poten-
cia del error. Por lo tanto, el disefio del ecualizador, como su nombre indica,
buscara encontrar el valor de los coeficientes que minimice el error cuadratico
medio (MMSE, del inglés minimum mean-squared error).

Una vez cuantificado el pardmetro que se optimizara en el disefio de los coe-
ficientes del ecualizador (gx) y definida la funcién de coste que depende de
estos coeficientes, el diseflo se reduce a resolver un problema de optimizacién
clasico (derivar la funcién de coste, respecto a la variable de disefio e igualar

su derivada a cero para encontrar el valor que optimiza la funcion).

Las ecuaciones (13) desarrollan la expresion de la funcion de coste para dejarla
en funcion de los coeficientes del ecualizador (gy):
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* En la primera linea, se sustituye el error ¢[n] por su expresion concreta. Reflexién

Como ya se ha comentado en
la introduccién, para que po-
de la senal a la entrada y de los coeficientes del ecualizador (2). dais seguir la derivacion del di-
sefio sin tener que incorporar
notacién adicional que com-
. » L , plicaria los pasos, asumimos
e A continuacion, el término de médulo al cuadrado de la suma se desarrolla que los simbolos transmitidos,
el canal y la sefial a la salida
son reales, y por lo tanto tam-
que la esperanza de la suma es la suma de esperanzas. bién lo seran los coeficientes
del ecualizador. En un proble-
ma real, con una modulacién
paso banda y un disefio hecho
sobre el equivalente paso bajo,

e Enlasegunda linea, la sefial a la salida del ecualizador se pone en funcién

en tres términos y el operador esperanza pasa dentro de los sumatorios, ya

¢ Finalmente, en la Gltima igualdad, la esperanza sobre los datos a la salida

del canal se corresponde con la autocorrelacién de los datos a la salida del todos los términos seran com-
plejos. Aun ausmiendo que la

canal R,,[k], y del mismo modo, la esperanza sobre el producto de los datos sefial y el canal son reales, los
5 . » diferentes pasos y el resultado

para la sefial transmitida se corresponde con la correlacion cruzada entre final seran los mismos (modi-

ficando algin término por su
conjugado). En la ecuacién fi-
nal de disefio del ecualizador
MMSE, introducimos los térmi-

2 2 nos conjugados para dar la ex-
MSE = E{ | dnll }= E{ | Zeq[n] — | } presion l\/égllida paﬁa el caso ge-
neral complejo.

los datos a la salida del canal y la secuencia de simbolos deseados R,,[k].

eq—1

B g dn-i-a,

k=0

qu—]Leq—]
Z Z 4,9, E\dn — kldn -k}
k=0 k=0
Leq1 (13)
- 22 g, Eldn—Kla,) +E{a2)
k=0
Leq—lLeq—l

Z Z 6,9 Redk = )

k=0 k=0
Leq— 1

- 22 q kRza(k) +E{a?)
k=0

Una vez desarrollada la expresion del error cuadratico medio, calculamos la

derivada de la expresion e igualamos a cero:

mip MSE — %:

l 1

Como debemos encontrar el valor 6ptimo para los L, coeficientes (tenemos L,
incognitas), hay que calcular L, derivadas, cada una con respecto a uno de los
coeficientes. El resultado final es un sistema de ecuaciones con L, incognitas
(los coeficientes del ecualizador) y L., ecuaciones (una por cada una de las

derivadas), como se indica a continuacién:
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Leg-1

quRzg(k—i)sz(i) i=0.. Leg—1 (15)

k=0

Este sistema de ecuaciones se puede escribir de manera matricial (en el que ya
introducimos la notacién compleja):

RA1]
R 0]

R[0]

R 1]

R ~(Leg=1)}/ 4,
RZZ[ - (qu - 2)] 6].1

RZ;[O]

R_{0]
R]1]

RilLeq—1] RilLeg-2] .. et R JLeg—1

En esta expresion, se ha considerado que la funcién de autocorrelaciéon cumple
RiJkl=R.{—k|] -dondeR.Jk-i] = Eldn - klzn - i]}- y la funcién de correlacion
cruzada Rw[k] = E{z[n - k]a";t]}

Observemos, pues, que la manera de disefiar el ecualizador es muy sencilla.
Conocida la autocorrelacién de los datos a la salida del canal R,,[k] y la corre-
lacién cruzada entre los datos a la salida del canal y la secuencia de simbolos
deseados R,,[k], se construyen la matriz de correlacion R,, y el vector de corre-

laciones cruzadas Ry;:

R40] RA1] R —(Leg— )]
_ RA1 R40] Red —(Leg—2)]
RidLeq— 11 RfLeg—2] R40]
R0]
R, RZ?[ 1]
RedLeg—1

Y los L, coeficientes del ecualizador se obtienen después de invertir R,, y mul-

tiplicarla por el vector Rg,:

9Leq1

El principal problema del ecualizador MMSE (que también lo es del ZF), en
especial cuando el namero de coeficientes del ecualizador es elevado, es que
hay que invertir la matriz de correlacién R,,, tarea que puede resultar compu-
tacionalmente compleja cuando las dimensiones de la matriz son grandes. En
el subapartado siguiente se veran formas de disefar el ecualizador que no ne-

cesitan invertir la matriz.

(16)

Reflexion

Igual que en el forzador de ce-
ros, podemos relajar el disefio
del ecualizador y permitir un
cierto retardo d de la sefial a la
salida del ecualizador. En este
caso, el calculo de la funcién
de correlacion cruzada sera:

Redld] = Eldn - e _)

Reflexion

El ecualizador de minimo error
cuadratico también se deno-
mina filtro de Wiener, propues-
to por el matematico Norbert
Wiener.
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Tal como se puede ver, el disefio del ecualizador MMSE depende de la esta-
distica de las recepciones, que se tiene que conocer a priori. Llegados a este
punto, cuando ya tenemos la solucién a los ecualizadores, nos planteamos la
pregunta siguiente: ;como se conocen los valores de la autocorrelacion R,,[k]
y la correlacién cruzada R,,[k]? Dicho con otras palabras, en un problema real,
cuando un transmisor concreto transmite unos datos por un canal concreto,
;como puede el receptor disefiar el ecualizador de MMSE? Para determinar los
valores de las correlaciones, se pueden dar dos situaciones: que la respuesta
impulsional global sea conocida (tal como se asume en el caso del ecualizador
ZF), o que no se conozca. Esto da lugar a dos casos con soluciones finales di-
ferentes, que vamos a ver en los subapartados siguientes.

2.2.1. Caso 1: Respuesta impulsional global c[n] conocida

Si se conoce la respuesta del canal, se conoce el valor de las funciones de co-
rrelaciéon. En efecto, como la senal a la salida, incluido el término de ruido,
vendra dada por la expresion (18), donde L denota la duracién de la respuesta
impulsional global, la expresiéon de correlaciones podra obtenerse de manera
analitica, una vez conocidas las estadisticas de primer y segundo orden de los

simbolos transmitidos y del ruido a la salida del filtro adaptado.

L—1
Bl= ) il w0 18)
k=0

Asumimos, como habitualmente se hace, las estadisticas siguientes para los
simbolos y el ruido:

e Estadistica de los simbolos transmitidos: simbolos complejos, indepen-
dientes e idénticamente distribuidos, de media cero E{a,} = 0 y varianza

unidad Efa,}} = 1.

e Estadistica del ruido: ruido complejo, blanco, independiente de los sim-
bolos y con una estadistica gaussiana de media cero E{wn} = 0y varianza

Elwf} = 2.

Entonces, la matriz de correlaciéon R,, es igual a (19), donde la matriz C de
dimensiones (L. + Le; — 1) x L,y contiene en sus columnas versiones desplaza-
das de la respuesta impulsional global, y el vector R,,, que también contiene
los elementos de la respuesta impulsional global, es igual al vector hermitico
obtenido a partir de la fila d de la matriz C, donde d es el retardo fijado por
el ecualizador.

R, =(CC+421) (19)
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do] 0 ... 0 0
d1] do] ... o0 0
: : “ 0 0
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0 0 - drL-1]
0 0 - 0 dL-1

H
Asi, si no hay retardo: Rza=(c{0], 0,0,..,0) ; si se admite un retardo de una

muestra: R, = (c{l] c[O] 0,0, ..., O)H; y asi, sucesivamente.

Reflexion

Observad que en el disefio del ecualizador interviene de manera directa la varianza de
ruido "% que aparece directamente en la matriz R,,. Resulta interesante analizar los dos
casos asintoéticos: cuando no hay ruido (alta SNR) y cuando hay mucho ruido (baja SNR):

a) En el primero de los casos, aunque no resulta trivial, se puede ver que el ecualizador
MMSE tiende a la solucion del ecualizador ZF, hecho que quiere decir que el ecualizador
ZF minimiza el error cuadratico medio en ausencia de ruido.

b) En el segundo de los casos, a muy baja SNR, Ry, — 63‘/1. En este caso, la solucién de

los coeficientes del ecualizador, excepto un factor de escala llagv, coincide con el vector
R.a, lo que quiere decir que el ecualizador tiende a combinar de manera ponderada las
muestras a la salida del filtro adaptado. Dicho de otro modo, podemos interpretar que la
sefial recibida es tan ruidosa que no compensa intentar reducir el efecto de la ISI, ya que
el ruido predomina sobre la interferencia provocada por el canal (ISI).

Actividad

Os proponemos como ejercicio que verifiquéis el cdlculo de la matriz R,, y del vector Ry,.
Os proponemos también el estudio asint6tico de estos para un ejemplo sencillo.

2.2.2. Caso 2: Respuesta impulsional global c[n] desconocida

La manera de resolver esta situacion es recurrir a una estimacion de las correla-
ciones necesarias para resolver la ecuacion de disefio. Para hacerlo, el transmi-
sor envia una secuencia de N datos conocida: a,,, n =1, ..., N (llamada secuencia
de entrenamiento o secuencia de datos piloto), y el receptor hace las operaciones
siguientes con los datos a la salida del canal:

N N
Rl=1 ) dn—kel s Bl=F D dn-ky @0
n=1 n=1

Como podéis ver, es necesario que el receptor conozca los datos transmitidos
para poder estimar la correlacion cruzada entre los datos a la salida del canal

y la secuencia de simbolos deseados Ilez\a[k]

A partir de las estimaciones de la correlacién se pueden construir las estima-

raS Pas
ciones de las matrices R,; y R;,, v a partir de las matrices estimadas se pueden

encontrar los valores de los coeficientes:
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9
ql N
=Rz ‘Ra (21)
9Leg1

Si bien esta solucién no es la original, para un namero lo bastante largo de
datos de entrenamiento, N, el resultado de la estimacién de la correlacién sera
lo suficientemene bueno (cercano a la correlacion real), y por lo tanto el disefio
sera vélido.

2.3. Ecualizador adaptativo

El disefio de los ecualizadores antes propuestos, tanto del forzador de ceros
como del ecualizador de minimo error cuadratico medio, presenta dos proble-

mas:

e Necesita invertir una matriz, hecho que puede resultar computacional-
mente complejo cuando las dimensiones de esta sean grandes (como las
dimensiones de la matriz son L., x L., hablar de las dimensiones de la

matriz es equivalente a hablar del namero de coeficientes del ecualizador).

* Requiere de un conocimiento o estimacion del canal (equivalentemente,
de las funciones de correlacién R,,[k] y R,,[K]) como paso previo al disefio
del ecualizador, que tiene que mantenerse constante desde el momento
en el que se hace la estimacién del mismo hasta el momento en el que se

aplica el ecualizador.

El primer problema impone una restriccién en la complejidad computacional.
El segundo problema, quizds mdas complejo, introduce problemas cuando el
canal es variante en el tiempo (ya hemos visto que en muchos casos el canal
no es constante sino que va variando en el tiempo). Si el canal varia a lo largo
del tiempo, habra que enviar un bloque de datos de entrenamiento cada cierto
tiempo para volver a hacer una estimacién del canal y redisefiar el ecualizador.
Estas secuencias de entrenamiento reducen la eficiencia de la comunicacion,
ya que mientras se envian simbolos de entrenamiento, no se envian datos de
informacion. Si por otro lado, para no penalizar la eficiencia se intenta ahorrar
reduciendo el envio de nuevas secuencias de entrenamiento, los coeficientes
del ecualizador no seran validos y el ecualizador no cumplird correctamente

su funcién.

Como ya podéis imaginar, hay que encontrar alguna solucién que permita
hacer un disefio de ecualizadores sin necesidad de invertir la matriz o de modo
que sean eficientes en presencia de canales variantes en el tiempo. Esta solu-
cion pasa por el disefio de ecualizadores adaptativos. Un ecualizador adaptati-
vo, como su nombre indica, es un ecualizador que va adaptando (corrigiendo)

el valor de los coeficientes a lo largo del tiempo.

Ved también

Ved los canales variantes en el
tiempo en el médulo “Canal
de comunicaciones” de esta
asignatura.
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El ecualizador adaptativo mas sencillo de entender e implementar es el ecua-
lizador basado en el algoritmo LMS (del inglés least-mean-square). Es la solu-
cién idénea cuando el canal varia en el tiempo y también se puede plantear
como solucion por canales constantes si queremos implementar un ecualiza-
dor MMSE que evite invertir la matriz de correlacion.

Hay otras soluciones con mejores prestaciones, como el ecualizador basado en
el algoritmo RLS (del inglés recursive least-squares), pensado en especial para
no tener que invertir la matriz, pero de mayor complejidad, que no vamos a
tratar en este modulo. A continuacién, detallamos el ecualizador basado en
el algoritmo LMS.

2.3.1. Ecualizador LMS: algoritmo de gradiente

El objetivo del ecualizador basado en el algoritmo LMS (del inglés least-mean-
square) es el mismo que el ecualizador MMSE: encontrar los valores de los coe-
ficientes del ecualizador lineal gx que minimicen el error cuadratico medio.
La diferencia estd en la manera de llegar a la solucién 6ptima. Mientras que
el ecualizador MMSE recurria a una solucién analitica (derivar la funcién de
coste con respecto a la variable de disefio e igualar la derivada a cero para en-
contrar el valor que optimiza la funcién), el ecualizador LMS llegara a la solu-

ci6on mediante un algoritmo de gradiente.

Destacamos, antes de seguir con la derivacion del ecualizador adaptativo, que
se toma como funcién de optimizacion el error cuadritico medio, dado el
interés de esta métrica para evaluar el parecido entre la sefial a la salida del
ecualizador y la sefial deseada, aunque podriamos disefiar otros criterios, como
por ejemplo un ecualizador adaptativo basado en el forzador de ceros (que por
razones ya discutidas, no nos interesara).

Comentamos a continuacién, de manera bastante ilustrativa, en qué consis-
te un algoritmo de gradiente. Para hacerlo, ilustramos el problema concreto
de encontrar los valores de los coeficientes del ecualizador que minimizan la

funcién de error cuadratico medio.

Observamos que la funciéon que se quiere optimizar (la MSE) tiene una de-
pendencia cuadratica con la variable independiente (los coeficientes). Simpli-
ficando el problema para poder representarlo en una grafica 2D, suponemos
que hay solo un coeficiente g, y por lo tanto la funcién MSE(q) corresponderia
a una parabola, como se ilustra en la figura 12. Sabemos que en una parabola
hay un tinico minimo, condicién indispensable para garantizar que el algo-
ritmo de gradiente que vamos a describir a continuacién termine por propor-
cionarnos la solucion 6ptima. La ampliacion al problema de L., coeficientes
también cumplira esta condicién por el hecho de depender cuadraticamente

de los coeficientes.

Ved también

Ved los primeros parrafos del
subapartado 2.2 de este mé-
dulo didactico.
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La figura 12 ilustra el problema y los diferentes pasos del algoritmo:

0 - El objetivo sera llegar al valor del coeficiente que minimiza la funcién
MSE(g); esto es qopt.

1 - El problema se inicializa en un valor cualquiera para g, que denotare-
mos con qO (el superindice denotara la iteracién en la que nos encontra-
mos dentro del algoritmo). Si tenemos alguna informacién de dénde esta
aproximadamente el minimo, tomaremos un valor cercano para reducir el
tiempo necesario para llegar al minimo; en caso contrario, cualquier valor
aleatorio es valido.

2 - Evaluamos la pendiente de la funcién MSE(q) en el punto qo a partir
del valor de la derivada de la funcién MSE en qo. Observad que el signo de
la pendiente (signo de la derivada) nos indicard si el minimo se encuentra
a la derecha o a la izquierda de qo, y el valor de la pendiente (valor de la
derivada) nos dirda si estamos lejos o cerca de este punto minimo.

3 - En la iteracién siguiente damos un pequerfio salto de un cierto valor
en la direccién del minimo hasta llegar a ql. Para obtener ql, lo haremos

a partir de qo y el valor de la derivada, segtn la ecuacion siguiente:

dMSE|
ql = qO_ ”d_q(q)L
0

donde u es un escalar llamado paso de adaptaciéon, del que hablaremos
mas tarde.

A partir de ', repetimos el mismo procedimiento que en 2 para determi-
nar dénde se encuentra el minimo q,,. Si el paso de adaptacion u se ha
diseflado correctamente, q1 estard mas cerca del minimo en el sentido que
MSE(g1) < MSE(gV).

4 - Iteramos los pasos 2 y 3 para ir acercandonos al minimo cada vez mas.
Fijémonos en que, si en algin momento llegdramos al minimo exacto,
como la derivada en aquel punto es cero, el algoritmo iterativo quedaria
congelado en ;.

Figura 12. Esquema del algoritmo de gradiente

MSE(q) '

mnMSE | - - - - - - - - - - =2
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Observemos que, a diferencia de la solucioén analitica (consistente en igualar
la derivada a cero y despejar), que permite obtener la solucién directamente, el
algoritmo de gradiente, al tratarse de un algoritmo iterativo, necesitarad de un
tiempo de convergencia hasta llegar a la solucion. El valor del paso de adapta-
cion p tendrd un papel importante en el tiempo de convergencia. Un valor de p
pequefio garantizara que se llegue paso a paso al minimo de la funcién, pero el
tiempo necesario para alcanzar el punto 6ptimo sera elevado. Por el contrario,
un valor de u excesivamente grande puede tener consecuencias desastrosas si
en cada iteracion, en lugar de acercarnos al minimo, nos alejamos cada vez
mas de él. En el primer caso, diremos que el algoritmo converge, mientras que
en el segundo hablaremos de divergencia del algoritmo. Asi pues, encontrar
el valor de u que garantice la convergencia y a la vez no alargue en exceso el
tiempo de convergencia sera una tarea de dificil solucion. La figura 13 ilustra

ambas situaciones, que podemos encontrar en funcién de p.

Figura 13. Evolucién de un algoritmo de gradiente para u pequefia (izquierda) y p grande (derecha)
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Una vez descrito el algoritmo de gradiente, formalizamos los pasos necesarios
hasta llegar a derivar el ecualizador basado en el algoritmo LMS. Recordemos
que queremos encontrar el valor de los L., coeficientes que minimizan el error
cuadratico medio a la salida del ecualizador. Para hacerlo, apliaremos la idea
formulada en el ejemplo para el caso de un solo coeficiente en el caso de L,
coeficientes. Asi, si denotamos por q el vector que contiene los L, coeficientes

del ecualizador:

9Leq1,

y por q" el valor de este vector de coeficientes en la iteracion m, el algoritmo
de gradiente iterativo se puede escribir segin la expresion (22):

g+ =g — p- Vyeg™) (22)

El gradiente de una
funcion

Recordad que el gradiente de
una funcién f(r) en un punto
indica la direccién de méxima
pendiente y se define como el
vector de derivadas parciales
con respecto a cada una de las
dimensiones (o elementos) de
r:

T
v £l = ()ai;) ., Y0
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donde VMSE(qm) es el gradiente de la funcion evaluado en q™.

Recordemos que la funcién MSE esta definida como sigue:

Leq—1

MSE = Eldn |= Elefnl - af | = E Z g An—K-a, 23)
k=0

Entonces, su gradiente para el caso complejo se puede expresar como (24):

Vs = Eldn] -z} (24

En esta expresion, e[n], que depende del vector de coeficientes, es el error entre
la sefial deseada y la sefial a la salida del ecualizador, y el vector z* contiene las
muestras conjugadas de la sefial a la entrada del ecualizador (que coinciden

con las muestras que hay en la linea de retardos del ecualizador):

dnl
e dn - 1]*

dn—Leg=1]

En la practica, como sucede con el disefio del ecualizador MMSE, la solucién
requiere del calculo de la esperanza matemadtica, que no puede obtenerse en
tiempo real, ya que necesita conocer la estadistica del canal. La solucion alter-
nativa que se implementa prescinde de esta esperanza matematica y reduce
el promedio estadistico al valor instantaneo (es decir, sin la esperanza). Con
esta simplificacion, que es la que da lugar al algoritmo LMS, en cada nueva
muestra se hace una nueva iteracion del algoritmo de gradiente, y por lo tanto,
podemos unificar la variable n y el indice m de modo que m = n.

Asi pues, el algoritmo LMS se implementa segtn la expresion (25):

Leq— 1

qHl=q"— ye[n] z¢ : donde: dn]= Z qZZ[n —k]- an (25)

k=0

donde la actualizacién depende del vector z* que contiene las muestras conju-
gadas de la sefal a la entrada del ecualizador —-como ya se ha definido antes-,
del error cometido a la salida de la ecualizacion e[n] en la iteracion m, y del
paso de adaptacién p.

Con respecto al valor que ha de tomar p hay que hacer un estudio de conver-
gencia riguroso que obviaremos en este modulo. Para mas detalles, os remiti-

mos a la bibliografia, donde encontraréis detalles sobre este estudio.
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La figura 14 ilustra la implementacién del algoritmo adaptativo.

Figura 14. Esquema de implementacién de un ecualizador adaptativo

/ Sefial ecualizada
Z[n] Zeql]
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De—an
Secuencia
LMS 4— de entrenamiento
Coef. gn eln]

Resumimos a continuacién la idea del ecualizador LMS:

1) El transmisor envia una secuencia de datos, que por el momento asumire-
mos que son conocidos: ag, d;, d, ..., dy_1. El nimero de simbolos de entre-
namiento N tiene que ser mayor o igual que el tiempo de convergencia del
algoritmo.

2) El ecualizador se inicializa con un vector de coeficientes cualquiera qO. Cual-
quier conjunto de valores sirve. Algunos ejemplos de valores que se acostum-
bran a tomar pueden ser el primer coeficiente a 1 y el resto a 0, todos los coe-

ficientes a 1, o una inicializacién con valores aleatorios.

3) Con los coeficientes qo se obtiene el primer dato a la salida del ecualizador,
que se compara con dy para obtener el primer valor de error ¢[0], que obvia-

mente serd muy grande al obtenerse a partir de un vector de coeficientes q°

generado sin ningan tipo de criterio.

4) A partir de q0 y del error e[0], se itera el algoritmo LMS para obtener el vector

de coeficientes ql. El valor de estos coeficientes se introduciré en el ecualizador
y permitira obtener el segundo dato en la salida z.,[1], que, comparada con aj,

nos proporcionara el valor del error e[1].

5) El algoritmo continta iterando en el paso 4. A cada paso, el error serd menor
y el vector de coeficientes ird convergiendo a la solucion MMSE.

2.3.2. Secuencia de entrenamiento para controlar la
actualizacion de los coeficientes

Observemos que para hacer la actualizaciéon de los coeficientes es necesario
calcular el error e[n], y por lo tanto, conocer los datos transmitidos. Esto quie-
re decir que una vez se deja de transmitir la secuencia de entrenamiento, la
ecuacion que regula las iteraciones y que por lo tanto adapta los coeficientes
del ecualizador, ya no se puede calcular. Con respecto a este tema se pueden
proponer diferentes politicas dependiendo de las caracteristicas del canal.
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1) Canal constante (invariante en el tiempo):

Algoritmo asistido por datos (DA del inglés: data aided) con secuencia de
entrenamiento

En este caso, se implementa estrictamente el algoritmo antes descrito con un
numero de iteraciones N que coincide con la duracién de la secuencia de en-
trenamiento. Una vez pasadas las N iteraciones, se obtiene un vector de coefi-
cientes del ecualizador q que, considerando que ha convergido a la solucién
final, se congela y se aplica, sin ninguna nueva actualizacion, al bloque de
datos de informacién —desconocidos—, que empiezan a transmitir se pasados

los primeros N simbolos de entrenamiento.

Esta solucion es valida cuando asumimos que el canal no variara a lo largo del
tiempo, de manera que con los primeros N datos entrenamos el ecualizador,
hacemos que aprenda a adaptarse al canal, y a continuacién lo utilizamos para
ecualizar. Esta solucién nos tiene que proporcionar las mismas prestaciones
que las obtenidas con el ecualizador MMSE y nos ha ahorrado la necesidad
de invertir la matriz de correlacién, que es uno de los problemas que hemos

planteado al principio de este subapartado.

Reflexion

Aunque en teoria el ecualizador MMSE y el ecualizador LMS tienen las mismas prestacio-
nes, ya que buscan optimizar la misma funcién de coste, en la préctica, el ecualizador
LMS tendra unas prestaciones ligeramente peores que el MMSE en el caso ideal en el que
la respuesta del canal (o las matrices de correlacién) sean conocidas. Al tratarse de un
algoritmo adaptativo controlado por el error instantdneo e[n] (que siempre estara sujeto
a la existencia del ruido AWGN), se obtendra una solucién cercana a la de minimo error
cuadratico medio, pero ruidosa, hecho que implicara una pequefia pérdida en prestacio-
nes. Con respecto a la comparacion del ecualizador LMS con la solucién del ecualizador
MMSE para el caso 2, en el que se estiman las matrices de correlacién, se obtendran re-
sultados similares, puesto que en el proceso de estimacién de las matrices de correlacion
también hay implicita una ligera degradacién al quedar esta sujeta a la existencia del
ruido AWGN.

2) Canal variante en el tiempo:

El segundo problema que hemos planteado al principio del subapartado es que
el canal pueda ir variando a lo largo del tiempo. Como ya podéis intuir, en este
caso la solucién planteada en el punto anterior de congelar los coeficientes
del ecualizador no resulta factible, puesto que a medida que el canal varia con
el tiempo, el ecualizador va quedando obsoleto.

Ante este problema se pueden encontrar dos soluciones.

¢ Algoritmo DA con secuencia de entrenamiento + simbolos piloto

La primera solucién consiste en enviar una secuencia de entrenamiento de N
simbolos que permita entrenar al ecualizador, seguidamente empezar a enviar

datos de informacién, que seran ecualizados con el valor del ecualizador cal-
culado, y cada cierto tiempo intercalar alglin simbolo conocido (que denomi-
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naremos simbolo piloto) entre los datos de informacién que permita al ecuali-
zador monitorizar el error de ecualizacion e[n] e ir adaptandose a las variacio-
nes del canal.

Cada vez que llegue un simbolo piloto se podra hacer una nueva iteraciéon
del algoritmo LMS para corregir el valor de los coeficientes. La distancia entre
los simbolos piloto vendra regulada por la velocidad de variaciéon del canal.
Asi, si el canal varia muy lentamente, bastara con insertar un simbolo piloto
cada cierto tiempo, mientras que si el canal varia con mayor rapidez, habra
que reducir la separacion entre simbolos piloto con el objeto de aumentar la
frecuencia de adaptacion de los coeficientes del ecualizador.

e Algoritmo asistido por decisiones (DD, del inglés: decision directed)

El principal problema de los simbolos piloto es que reducen la eficiencia de la
comunicacién. Como ya se ha explicado, mientras se envian datos conocidos
(secuencia de entrenamiento o simbolos piloto) no se envian datos de infor-

macién, y por lo tanto se reduce la velocidad de transmision efectiva.

Una solucién para evitar la necesidad de insertar simbolos piloto es utilizar
las propias decisiones para calcular el error cometido. Cuando el error a la
salida del ecualizador es pequerio, la probabilidad de equivocarse en el simbolo
a la salida del decisor es baja, 1o que quiere decir que mirando la salida del
decisor se puede saber (con una probabilidad muy baja de equivocarnos) cuél
ha sido el simbolo transmitido. Asi pues, si sabemos cudl ha sido el simbolo
transmitido sin que este corresponda a un simbolo piloto, podemos utilizar
las mismas decisiones de los simbolos de informacién como si fueran datos
conocidos prescindiendo de la necesidad de enviar simbolos piloto.

La manera de proceder en este caso seria la siguiente (ved la figura 15): el trans-
misor envia una secuencia de entrenamiento de N simbolos que permite en-
trenar el ecualizador, y seguidamente empezar a enviar datos de informaciéon.
Mientras se reciben los datos de la secuencia de entrenamiento, el calculo del
error para adaptar el valor de los coeficientes se hace a partir del conocimiento
de los datos transmitidos. Una vez se deja de enviar la secuencia de entrena-
miento, los coeficientes del ecualizador no se congelan, sino que el algoritmo
LMS contintia iterando a razén de una iteracion por simbolo transmitido. La
diferencia es que ahora el calculo del error e[n] se hard a partir de las decisiones
que se tomen sobre los datos transmitidos a la salida misma del ecualizador.

Observemos que esta estrategia solo podra aplicarse cuando el error a la salida
del ecualizador sea muy pequefio, o lo que es lo mismo, cuando la probabilidad
de error a la salida del decisor sea baja. Para que esto suceda, serd necesario
que se cumplan dos condiciones: que los coeficientes del ecualizador estén lo

suficientemente bien calculados, y que el nivel de ruido sea bajo. Para resolver
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el primer problema, se envia una secuencia de entrenamiento de N simbolos
antes de conmutar al modo DD, que garantizarad que el algoritmo LMS haya
convergido.

A partir de este momento, asumiremos que las variaciones del canal seran lo
bastante lentas como para que en pocos simbolos el canal haya variado muy
poco, de modo que el error de ecualizaciéon contintie siendo pequefio y la
adaptacion de los coeficientes del ecualizador pueda ir siguiendo las variacio-
nes del canal. Con respecto al segundo problema, no tendremos mucha capa-
cidad de actuacion. Si el canal es poco ruidoso (trabajamos en alta SNR) po-
dremos aplicar una estrategia basada en DD, mientras que si el canal es muy
ruidoso (trabajamos a baja SNR) las decisiones no seran lo bastante fiables para
aplicar una estrategia DD. En este caso, tenemos dos alternativas:

e La primera es transmitir simbolos piloto periédicamente para que el algo-
ritmo LMS del receptor pueda actualizar los coeficientes del ecualizador
trabajando en modo DA.

e Laalternativa, que ahotra la transmisién de simbolos piloto, es utilizar un
esquema denominado turboecualizador, en el que el ecualizador, seguido
de un descodificador de canal, se disefia utilizando las decisiones blandas
(en inglés: soft decisions) sobre los simbolos transmitidos, obtenidas del
descodificador de canal. Cuando en una estrategia DD decidimos que el
simbolo enviado transmitido sea -1 o +1, estamos tomando decisiones du-
ras o firmes (en inglés: hard decisions) sobre los simbolos enviados. A baja
SNR, normalmente es demasiado arriesgado tomar estas decisiones, ya que
la probabilidad de equivocarse es elevada. Por el contrario, si la estructura
que el codificador de canal proporciona a los datos permite evaluar la pro-
babilidad de que el simbolo enviado sea -1 o +1 y utilizamos esta probabi-
lidad, evitaremos el riesgo de equivocarnos. Asi, el descodificador calcula

la métrica ln(p(an= + 1)/p(an= - 1)) de este simbolo, que nos dice cuanto
mas probable es un valor del simbolo que el otro. Si el valor absoluto de
esta métrica es grande, quiere decir que estamos bastante seguros de que
ha sido el simbolo transmitido, y vamos a utilizar este simbolo para dise-
far el ecualizador; en cambio, si el valor absoluto de la métrica es pequefio
debido al ruido, no nos fiaremos demasiado de este simbolo para disefiar
el ecualizador y evitar que LMS diverja.
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Figura 15. Esquema de implementacién de un ecualizador adaptativo con conmutacién DA a DD

/ Senal ecualizada

z[n] Zggln]
——| Ecualizador
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En el caso de canales variantes en el tiempo, el valor del paso de adaptacién
u vuelve a tomar un papel importante. Cuando el canal varia en el tiempo,
el algoritmo LMS tendra que disefiarse para poder seguir las variaciones del
canal, y por lo tanto el valor de la , que ya hemos visto que es relevante para
determinar el tiempo de convergencia (y de manera equivalente, la capacidad
de seguimiento de las fluctuaciones del canal) tendra que fijarse de modo ade-
cuado. Asi, habra que fijar un valor grande par la 4 cuando el canal varie con
rapidez y una y pequefia cuando lo haga lentamente.

La figura 16 ilustra un ejemplo del valor del error cuadratico medio con un
ecualizador adaptativo implementando el algoritmo LMS. En el eje vertical,
estd el error cuadratico medio a la salida del ecualizador, y en el eje horizontal
el namero de iteraciones del algoritmo. En la linea discontinua esta el minimo

error cuadratico (valor que se lograria con un ecualizador MMSE).

Figura 16. Ejemplo de MSE medido a la salida de un ecualizador adaptativo basado en LMS
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Tal como se puede ver en la figura 16, al principio el error es grande, y a me-
dida que el algoritmo va iterando, el error converge hacia el valor minimo,
hecho que indica que los coeficientes del ecualizador han convergido hacia la
solucién 6ptima. El tiempo necesario para llegar a la solucién del minimo es
el tiempo de convergencia. El algoritmo trabaja en modo DA hasta la iteracién
50 y a partir de aquel momento conmuta a modo DD.

Para ilustrar la capacidad de adaptacion del algoritmo a las variaciones del
canal, en la iteracién 125 se fuerza un cambio en la respuesta impulsional del

canal. Como se puede ver, en aquel instante de tiempo el error vuelve a crecer,

Numero
de interacciones (k)
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ya que el ecualizador pasa a estar “desadaptado” con respecto a la solucién
Optima para el nuevo canal. A pesar de ello, se ve que el ecualizador es capaz
de adaptarse a la nueva situacién, y pasado un ntmero de iteraciones, vuelve

a converger hacia la nueva solucion.

Hay que tener en cuenta que en general los cambios del canal no son brus-
cos como se ha forzado en el ejemplo (con objeto de ilustrar la capacidad de
adaptacion del ecualizador), sino que van variando lentamente a lo largo del
tiempo. Por lo tanto, no es habitual encontrar este pico en el que el error crece
bruscamente sino que los coeficientes del canal evolucionan a la misma velo-

cidad que lo hacen las variaciones del canal.

El algoritmo LMS descrito en este médulo es el algoritmo adaptativo mas sen-
cillo y de los mas utilizados en el disefio de ecualizadores adaptativos. No obs-
tante, no es el tinico algoritmo que existe con estas caracteristicas. Una varia-
cion del algoritmo LMS es el algoritmo NLMS (normalized LMS), que introduce
un término de normalizacién junto con la y, con lo que pretende resolver al-
gunos de los problemas del algoritmo LMS (donde el valor de y adecuado es
sensible a la potencia de la sefial recibida). Otro algoritmo iterativo que mejora
la convergencia del algoritmo LMS es el algoritmo RLS (recursive least-squares).
Este algoritmo, como el LMS, ahorra la inversion de la matriz de correlacion,
y si se disefla de manera adecuada, también permite adaptarse a las variacio-
nes del canal. Por altimo, para terminar el listado de algunos ecualizadores
adaptativos, merece la pena mencionar el ecualizador basado en el filtro de
Kalman, por tratarse de la mejor implementacién de un filtro lineal que mi-
nimiza el error cuadratico medio.

Lectura complementaria

Ninguno de estos otros ecua-
lizadores adaptativos (NLMS,
RLS, Kalman) se van a tra-
tar en este curso. Se puede
encontrar informacién deta-
llada sobre los mismos en la
obra siguiente:

Simon O. Haykin (2013).

Adaptive filter theory. Upper
Saddle River: Prentice Hall.
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3. Ecualizadores no lineales

Como ya hemos explicado en la introduccién, un ecualizador lineal no es el
mejor ecualizador que se puede implementar desde un punto de vista de que-
rer minimizar la probabilidad de error en el proceso de deteccion de la secuen-
cia de simbolos transmitida. En un sistema de comunicaciones digitales con
presencia de canal con ISI, el algoritmo 6ptimo capaz de estimar los simbolos
de la secuencia transmitida con la minima probabilidad de error corresponde
al estimador que hace la estimacion de los simbolos mas probables, dada una
secuencia de muestras recibida. Este estimador, o detector, se denomina esti-
mador MLSE (del inglés: maximum likelihood sequence estimator). En este apar-
tado, trabajamos con detalle el estimador MLSE y presentamos brevemente el
ecualizador DFE como otro ejemplo de ecualizador no lineal.

3.1. Estimador de maxima verosimilitud (MLSE)

Formalizando matematicamente el concepto, si dada una secuencia de datos
recibidos z (correspondiente a un vector de datos a la salida del filtro adap-
tado) denotamos con p(z|a) la funcién de verosimilitud (en inglés: likelihood
function) de los datos recibidos condicionada a haber transmitido una secuen-
cia de simbolos concreta, a, el objetivo serd encontrar la secuencia de simbolos

transmitidos que maximice esta funcién:

a=arg maaxp(da) (26) Reflexion
Observemos que la ecuacién
Si asumimos que el ruido es gaussiano, con muestras de ruido incorreladas, (26) es idéntica a la utilizada
. . j . para el disefio del sincroniza-
y denotamos con K la longitud de la secuencia de simbolos transmitidos, la dor (ved el subapartado 2.1
.. . 1 . . P .. del médulo de sincronizacién).
funcién de densidad de probabilidad condicionada serd la expresion (27) (de En ambos casos se intenta de-
nuevo asumimos canal, ruido y simbolos reales por simplicidad en la nota- terminar (estimar) un cierto
valor desconocido siguiendo
cién), donde a% es la varianza de las muestras del ruido blanco a la salida del un criterio que maximice la

funcién de verosimilitud.
filtro adaptado, L es la duracioén del canal en muestras (a tiempo de simbolo),

a,_x son los elementos del vector a correspondientes a los simbolos transmiti-
dos y los coeficientes ¢, son las muestras (a tiempo de simbolo) de la respuesta
impulsional global que, como se ha visto en el apartado 1, corresponde a la
convolucién del pulso conformador con la respuesta impulsional del canal y
con el filtro adaptado.

11 2

K
plala) = ﬁex - Tizz KU Z cay, (27)

2nos =1 k=0
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Como es habitual en estos problemas de optimizacién, tomamos el logaritmo
de la funcion de verosimilitud (maximizar la funcién p(z|a) o su logaritmo es
equivalente), y después de obviar una serie de constantes que no dependen
de la secuencia de simbolos a, obtenemos que maximizar la funcién de vero-
similitud es equivalente a minimizar la suma (28):

K [—1

a= argmi Z 1] - z Rl (28)

=1 k=0

Observemos que la suma anterior equivale a la distancia euclidea entre una
secuencia de datos recibidos z y la secuencia de simbolos a pasada por el canal,
y por lo tanto, podemos afirmar que, en presencia de AWGN, maximizar la
funciéon de maxima verosimilitud es equivalente a minimizar esta distancia

euclidea.

A partir de la ecuacién (28), podemos concluir la siguiente manera de proce-
der: Dada una secuencia de datos recibidos, z, se calcula la distancia euclidea
para cada una de las secuencias posibles a la salida del canal dependientes de
los simbolos a y se acaba decidiendo como secuencia transmitida (y, por lo
tanto, aquella que minimiza la probabilidad de error) la de distancia minima.
La pregunta es: jcudl es la complejidad de este algoritmo? Como ya podéis
intuir, la respuesta es que es excesiva, y por lo tanto resulta inaceptable la im-
plementacion del algoritmo tal como se ha descrito. En efecto, si los simbolos
transmitidos pertenecen a una constelacion de dimensiéon M y la secuencia

transmitida es de longitud K, el nimero de secuencias posibles con las que

comparar es M (podéis hacer algun calculo para una BPSK M = 2 0 QPSK M =
4 y una longitud de secuencia de K = 1.000 simbolos).

Sin embargo, hay una manera computacionalmente eficiente de resolver este
problema. La solucién es hacer uso del algoritmo de Viterbi, que como vamos
a ver a continuacién, permite resolver el problema siguiendo un algoritmo
donde la complejidad solo depende exponencialmente de la memoria del ca-
nal L y donde la dimensién de la constelacion M y la longitud de la secuencia

transmitida K afectan linealmente.
3.2. Estimador MLSE implementado con el algoritmo de Viterbi

El objetivo del algoritmo de Viterbi sera encontrar la secuencia de simbolos
que maximiza la funcion de verosimilitud (en el caso gaussiano equivalente-
mente minimiza la distancia euclidea), dada una secuencia de datos recibidos.
El algoritmo de Viterbi no tiene solo aplicacion en la estimacion de maxima
verosimilitud de secuencias transmitidas en canales con ISI, sino que también
se utiliza ampliamente en aplicaciones de otras areas del procesamiento de
seflal, como por ejemplo para la descodificacién de coédigos convolucionales,

en algunos métodos para el reconocimiento de voz y en varios esquemas para
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la clasificacion de patrones. En todos estos problemas, hay un denominador
comun, que es buscar un camino 6ptimo (o el camino mds probable) dentro
de un diagrama de Trellis.

El algoritmo de Viterbi tiene un enunciado formal bastante complejo y los
detalles de las demostraciones escapan a los objetivos de este texto. Por eso,
vamos a presentar el algoritmo mediante un ejemplo y luego intentaremos
generalizar los resultados de modo que quede clara la esencia del algoritmo y
el procedimiento que hay que seguir para descodificar una secuencia mediante
este.

Supongamos que se transmite una sefial binaria a, € {(-1,+1 por un canal que
tiene la misma respuesta impulsional global que la que hemos utilizado para
diseniar el ecualizador ZF, esto es:

Para hacer la estimacién de la secuencia transmitida es necesario conocer la
respuesta impulsional global c[n] y elaborar un diagrama, que denominaremos
diagrama de Trellis y que contiene todos los posibles valores a la salida del
canal (sin ruido) y las combinaciones de simbolos a la entrada que las gene-
ran, tal como detallamos a continuacién. El valor de c[n], que necesitamos
conocer, se puede estimar en el periodo de entrenamiento a partir del envio
de una secuencia de datos conocidos y de observar su valor a la salida del filtro
adaptado.

Observemos que la respuesta global esta formada por tres coeficientes, L = 3,
lo que quiere decir que la memoria es L — 1 = 2. Esta informacién puede verse
si calculamos la sefial a la salida del filtro adaptado en funcién de los simbolos
a la entrada y de la respuesta impulsional global:

dnl=do]- @y +d1]- a1+ d2]-a,, (29)

Como se puede ver, la salida en el instante enésimo depende del simbolo a
la entrada en aquel instante (multiplicado por c[0]) mas el valor de los dos
simbolos anteriores. Por lo tanto, la memoria es de 2 simbolos. A esta memo-

ria, en la notacion del algoritmo de Viterbi, la llamaremos estado y, como se

puede observar, este estado puede tomar en general M*! valores (donde M

es la dimension de la constelacién). En nuestro caso, M = 2 y la memoria es

también 2; por lo tanto, el namero de estados puede ser 2% = 4. Observemos
que, para un estado (memoria) concreto, la sefial a la salida z[n] puede tomar

tantos valores como opciones haya para el simbolo actual a, (en nuestro caso

2: ape{-1,+1)). La tabla siguiente retine todas las opciones para el caso de
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la ecuacion (29) (en nuestro caso, cuatro estados para dos posibles entradas
da lugar a ocho opciones), y en la tercera columna se indica la notaciéon que
utilizaremos en el diagrama de Trellis:

a, a, 2 Notacion en el dia- a, z[n]
grama de Trellis

+1 0,6
+1 -1 +- -1 -0,2
+1 1,4
=1 +1 -+ =1 -1,4
+1 0,2
+1 +1 ++ -1 -0,6

+1 1

Toda la informacion de la tabla anterior se puede recoger en un diagrama,
llamado diagrama de Trellis, que contenga los diferentes estados y para cada
estado el nimero de opciones que se pueden dar de simbolo a la entrada con
su salida z[n] asociada. La figura 17 corresponde a este diagrama de Trellis. A

continuacién, explicamos co6mo se elabora:

e Si el estado del canal (memoria) es ‘-~ -’ y el simbolo actual es también g,
= -1, la salida sera z[n] = -0,8 - 0,4 + 0,2 = -1 y en la iteracién siguiente
estaremos de nuevo en el estado ‘~ -'. Toda esta informacién se resume en
la primera flecha del diagrama de Trellis que, saliendo del estado ‘-~ -/, va
al estado '~ -, y sobre la flecha se pone la informacion a,/z[n]; en nuestro

caso, vemos —1/-1.

e Si el estado del canal (memoria) es ‘— -’ y el simbolo actual es a, = +1, la
salida seré z[n] =+0,8 - 0,4 + 0,2 = 0,6 y en la iteracién siguiente estaremos
en el estado ‘+ -'. Toda esta informacion se resume en la flecha del diagra-
ma de Trellis que, saliendo del estado ‘— -/, va al estado ‘+ -/, y sobre la

flecha se pone la informacién a,/z[n]; en nuestro caso, vemos +1/0,6.

¢ Si el estado del canal (memoria) es ‘+ -’ y el simbolo actual es a, = -1, la
salida sera z[n] = -0,8 + 0,4 + 0,2 = -0,2 y en la iteracion siguiente estare-
mos en el estado ‘— +'. Toda esta informacion se resume en la flecha del
diagrama de Trellis que, saliendo del estado ‘+ —’, va al estado ‘— +’, y sobre

la flecha se pone la informacién a,/z[n]; en nuestro caso, vemos -1/-0,2.

e Siel estado del canal (memoria) es ‘+ " y el simbolo actual es a,, = +1, la
salida serd z[n] = +0,8 + 0,4 + 0,2 = 1,4 y en la iteracidn siguiente estare-

mos en el estado ‘+ +’. Toda esta informacion se resume en la flecha del
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diagrama de Trellis que, saliendo del estado ‘+ -/, va al estado ‘+ +’, y sobre
la flecha se pone la informacién a,/z[n]; en nuestro caso, vemos +1/1,4.

e Elresto del diagrama se elabora del mismo modo ... (dejamos que lo revi-
séis vosotros para que comprobéis que habéis entendido el procedimien-
to).

Figura 17. Ejemplo de diagrama de Trellis
Estado actual Estado siguiente

3 ]

[ [

“+ + L

Simbolos a, € {-1, +1}, canal ¢y = +0,8, ¢; = +0,4, ¢, =-0,2. La linea continua denota
que el simbolo transmitido es un +1 y la discontinua, que el simbolo transmitido es un
-1.

Una vez tenemos el diagrama de Trellis, estamos en condiciones de utilizar el
algoritmo de Viterbi para encontrar la secuencia de simbolos transmitidos a
partir de una secuencia recibida. Una clave importante para la estimacion es
que conocemos el estado inicial del canal, es decir, el valor de los simbolos a_;
y a_,. Para resolver este punto, se puede asumir que antes de iniciar la transmi-
sién de simbolos de informacion el transmisor envia dos simbolos conocidos,
por ejemplo a_; =-1y a_, =-1 (cualquier otra opcidn seria igual de valida), de

modo que sabemos que el estado inicial del canal es ‘—-'.

Supongamos que la secuencia recibida es z[n] = {+0,7, +1,2, -0,5, +0,1, -0,3,
+0,6}. Para poder seguir el algoritmo, damos como informacién adicional que
esta secuencia corresponde a la secuencia de simbolos transmitida a, = {+1, +1,
-1, +1, -1, +1} corrompida por el ruido AWGN del canal (la secuencia sin ruido
tendria que ser {+0,6, +1,4, -0,6, +0,2, -0,2, +0,2}. Sin embargo, observemos
que toda esta informacion adicional no esta disponible en el receptor, que solo

ve z[n].

Las primeras etapas del algoritmo, explicadas a continuacion, se muestran en
la figura 18. Para empezar con el proceso de estimacién de la secuencia, vemos
que desde el estado inicial ‘-~ -" podemos llegar a los estados ‘= -" o ‘+ -’ (de-
pendiendo del valor que haya tomado dy). En el primer caso, la sefial a la salida

Reflexion

También podriamos considerar
que la memoria del canal esta
vacia (no se ha enviado nada),
lo que significaria que a1 =0y
a_, = 0. Sin embargo, este caso
implicaria alguna pequefia mo-
dificacién en los L — 1 primeros
pasos del Viterbi y no la consi-
deramos para no complicar la
explicacion inicial.
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del canal tendria que ser -1, y en el segundo caso, tendria que ser 0,6. Como
vemos, lo que hemos recibido z[0] = +0,7 no coincide con lo que tendriamos
que haber recibido, ni en un caso ni en el otro, debido al ruido. En ambos casos
hay una cierta diferencia. Para continuar con el procedimiento de estimacion,
calculamos la distancia euclidea entre lo que hemos recibido y cada una de
las dos opciones, tal como se indica en la ecuacién (28), y anotamos los valo-
res de ambas distancias en los espacios correspondientes (Qque denominaremos
nodos). Asi, observamos que dg,ieq(0,7; -1) = 2,89 v dgyci1404(0,7; 0,6) = 0,01.

En la segunda etapa, dado que estamos intentando evaluar todas las posibles
secuencias transmitidas, empezamos a concatenar hipotesis. Asi, si partimos
del estado ‘— -/, que sucede si ay hubiera sido gy = -1, podemos llegar a los es-
tados ‘—-' o ‘+ -’ (dependiendo del valor que hubiera tomado a), y si partimos
del estado ‘+ -/, que sucede si ay hubiera sido ay = +1, podemos llegar a los
estados ‘-~ +’ o ‘+ +’ (de nuevo dependiendo del valor que hubiera tomado a,).
Observemos que con estas cuatro hip6tesis ya podemos haber alcanzado cual-
quiera de los cuatro estados del codificador, que corresponderian a las cuatro
posibles maneras de iniciar la secuencia transmitida considerando todas las

opciones para ag y dj.

Ahora procedemos a rotular cada nodo en funcién de la distancia euclidea.
Primero, calculamos las cuatro distancias euclideas entre lo que hemos reci-
bido, z[1] = +1,2, y lo que tendriamos que haber recibido en cada caso. Una
vez calculadas, el valor que anotamos en el nodo no es el valor de la distancia
euclidea sino el acumulado de la distancia desde el estado inicial. Asi, en el
primer caso, si dgyaigea(1,2; 1) = 4,84, 1o que anotamos es 7,73 = 4,84 + 2,89,

donde 2,89 es la métrica acumulada hasta el nodo anterior.

Figura 18. Dos primeras etapas del algoritmo de Viterbi

Secuencia

recibida z[n] +0,7 +1,2 -0,5 +0,1

Estado

" <> 1/ @ /-1

[

g




CC-BY-NC-ND ¢ PID_00197110 45

Ecualizacién de canal

De modo anélogo, podemos calcular el resto de distancias. Esta manera de
proceder es una implementacion directa de la ecuacién (28) que, como pode-
mos ver, nos dice que tenemos que calcular el sumatorio sobre I de todas las
distancias euclideas (ahora estamos en el paso I = 2) para todas las secuencias
transmitidas posibles, hasta ahora cuatro posibles valores puesto que solo he-
mos hecho hipétesis sobre ag y a;. Asi, los cuatro valores que hay en los cuatro
nodos correspondientes en la Giltima iteracion se obtienen a partir de cada una

de las cuatro opciones para ay y a; segin la ecuacion (30):

E= (Z[O] - (Coao + cla_ + C2d_2))2 + (Z[l] - (Coal + Clao + Cza_l))z (30)

En este punto, cuando ya hemos alcanzado todos los posibles estados, es don-
de empieza el algoritmo de Viterbi propiamente dicho. Observemos que si se-
guimos procediendo como hasta ahora, en la iteracién siguiente tendriamos
ocho valores posibles de distancia acumulada correspondientes a las ocho op-
ciones para ap, a; y d; a continuacién tendriamos 16, 32, 64... Precisamente,
este crecimiento exponencial es el que queremos evitar con el algoritmo de
Viterbi. Este algoritmo propone que a partir de los cuatro estados presentes se
calculen las ocho distancias euclideas y que de entre las posibles opciones solo
se tomen aquellas que tienen menor distancia acumulada, y se descarten las
demas. Vedmoslo en nuestro ejemplo y después volveremos a ello para inter-
pretar lo que hemos hecho. La figura 19 ilustra esta tercera etapa.

Podemos alcanzar el estado ‘— -’ a partir de los estados ‘~—" 0 ‘~ +" en la etapa

previa:

e Sillegamos desde el estado ‘— - la seflal a la salida del canal tendria que
ser —1; asi, procedemos a calcular la distancia euclidea acumulada por este
camino: 7,73 + dgygigea(-0,5, -1) = 7,98.

e Analogamente, sillegamos desde el estado ‘- +’, 1a sefial a la salida del canal
tendria que ser —1,4; calculamos asimismo la distancia euclidea acumulada

siguiendo este segundo camino: 1,97 + dgyqi404(-0,5, -1,4) = 2,78.

De este modo, observamos que si seguimos el primer camino (camino que su-
pondria que ag =-1, a; =-1y a, =-1), tendriamos una distancia euclidea acu-
mulada de 7,98; mientras que si seguimos el segundo camino (camino que su-
pondria ag = +1, a; = -1 y a, = -1), tendriamos una distancia euclidea acumu-
lada mucho menor. Asi pues, es el momento de descartar el primer camino y
mantener la hip6tesis de que la secuencia transmitida es mas probable que sea
la correspondiente al segundo camino. Como resultado final, nos quedamos
con la rama procedente del estado ‘- +' y rotulamos el nodo con la distancia
euclidea acumulada por este camino, es decir, 2,78.

Hagamos la misma operacién con el resto de estados de la tercera etapa con la
misma idea en mente: de los dos posibles caminos de llegada a un estado, so-

lamente tenemos que considerar aquel que presente una distancia acumulada
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menor, y descartar el otro. El resultado final tras efectuar todas estas operacio-
nes para la etapa tres se muestra en la figura 19, donde se han eliminado las
flechas procedentes de los nodos que han sido descartados.

Figura 19. Tercera etapa del algoritmo de Viterbi

Secuencia
recibida z[n]

+0,7 +1,2 -0,5 +0,1 -0,3

Estado

DR

g

La idea basica del esquema de Viterbi es que para un estado en la etapa I al que
se puede llegar desde dos estados (en un caso genérico serian M) de la etapa
anterior (I - 1), tenemos que considerar inicamente el camino que presenta la
menor distancia. La demostracion de que este procedimiento es 6ptimo no es
evidente, pero los detalles se pueden encontrar en un articulo clasico (Viterbi,
1967) y en algunos textos avanzados de comunicaciones.

Actividad

Os proponemos que verifiquéis los detalles de como se van obteniendo los estados en las
diversas etapas del algoritmo de Viterbi.

Aunque la probabilidad de que suceda es muy baja, en algunos casos (en con-
creto, cuando se trabaja con datos cuantificados) podria ocurrir que dos ramas
que llegan a un nodo lo hicieran con el mismo valor de distancia acumulada.
En ese caso, el algoritmo de Viterbi permite elegir de manera arbitraria cual-
quiera de las dos ramas. En efecto, es posible demostrar que no hay manera
de solucionar este tipo de ambigiiedades, hecho por el que ambas soluciones
son equivalentes (igual de buenas o malas).

En las figuras 20 a 22 se muestran las etapas sucesivas que se van obteniendo
al aplicar el algoritmo en las etapas 4, 5 y 6, respectivamente. Se presentan de
manera individual para que podais comprobar que habéis entendido el pro-
cedimiento.
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Figura 20. Cuarta etapa del algoritmo de Viterbi

Secuencia

recibida z[n] 0,7 +1,2 -0,5 +0,1 -0,3 0,6
Estado
s —1/-1 @ —1/-1 @
[Fa—
£_ +,
‘+ +7

Figura 21. Quinta etapa del algoritmo de Viterbi

Secuencia +0,7 +1,2 -0,5 +0,1 -0,3 0,6
recibida z[n] ’ ’ ’ ’ ’ ’
Estado
" < ) 1/ . 1/ @
£+ _,
‘_ +,

g
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Figura 22. Sexta (y Ultima) etapa del algoritmo de Viterbi

Se'clfencla +07 +1,2 -0,5 +0,1 -0,3 0,6
recibida z[n]
Estado
- @@ ®
x7\ N "7\ N

£+ _!

‘_ +,

‘+ +!

Una vez se llega al final de la secuencia de datos recibidos, es el momento de
tomar decisiones sobre cudl es la secuencia de simbolos que se ha transmitido.

Figura 23. Decisién del camino y de la secuencia de simbolos transmitida con el algoritmo de Viterbi

Secuencia +0,7 +1,2 -0,5 +0,1 -0,3 0,6
recibida z[n]
Estado
- @@ @
. N ; AN
X, ~
/QG" IS
-~
E+ _!
‘_ +!
‘+ +!
Secuencia de simbolos +1 +1 -1 +1 -1 +1

* Minima distancia euclidea acumulada.
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Fijaos en que, aunque en algiin momento puede parecer evidente cuéles han
sido los primeros simbolos transmitidos después de haber avanzado algunas
etapas, hasta el final de la secuencia no se inicia el proceso de decisiéon de la
secuencia transmitida. La manera de proceder es muy sencilla: se identifica
el nodo de la etapa final con una distancia euclidea acumulada menor y se
toma el camino que llega a aquel nodo como el camino “ganador”. Asi, desde
el final se va deshaciendo el camino hasta llegar al estado inicial, y una vez
identificado el camino, se identifica la secuencia de simbolos a asociada a este

camino.

Reflexion

En este ejemplo de implementacién del algoritmo de Viterbi, siempre hemos considerado
la minimizacién de la distancia euclidea como pardmetro o métrica para hacer la optimi-
zacion. Por esta razon, en cada etapa del algoritmo de Viterbi hemos calculado la distancia
euclidea entre los datos recibidos y cada una de las opciones que se habrian podido reci-
bir, y hemos anotado en los nodos los valores de las distancias euclideas acumuladas. Pe-
1o, en general, en la implementacién del algoritmo de Viterbi se puede trabajar con otras
métricas. Observamos, por ejemplo, que si en la ecuacién (27) no hubiéramos tomado el
logaritmo de la funcién de verosimilitud que nos ha dado lugar al problema de optimi-
zacién (28), también habriamos podido resolver el problema buscando la secuencia de
simbolos transmitida que habria maximizado la funcién de verosimilitud de la ecuacién
(27). En este caso, la métrica que habriamos tenido que calcular en cada paso habria sido
la (31), y la métrica acumulada se hubiera obtenido como el productorio de métricas, en
lugar del sumatorio como hemos hecho en el ejemplo anterior (férmula (32)):

L1 2
A(z[l]lal ...al_(L_H)):mex —;1% lz{l]—kzzockal_kl (31)

!
pldi] . 41l .. a])=HA(z[11|a, ar(4) (32)
11

Observemos que cuando llegamos a la altima etapa [ = K, la expresiéon acumulada anterior
coincidird con la funcién de verosimilitud de la ecuacién (27). Un dltimo aspecto que
tendriamos que tener en cuenta con esta métrica es que en este caso buscariamos la
maximizacion (y no la minimizacién, como hemos hecho en el ejemplo), y por lo tanto
en cada etapa tendriamos que mantener el camino con la métrica maxima, y al final no
seleccionar como ganador el camino con distancia minima, sino con métrica maxima.

Resumiendo, la algoritmica presentada con el ejemplo anterior describe la ma-
nera de proceder con el algoritmo de Viterbi, que basicamente se reduce a eva-
luar en cada etapa una métrica que puede variar en funcién de la aplicaciéon
(distancia euclidea, funcién de verosimilitud, distancia de Hamming, entre
otros), una métrica acumulada y una seleccién de caminos que minimiza o

maximiza (segin el caso) esta métrica.
3.2.1. Inconvenientes del algoritmo de Viterbi
Aunque el algoritmo de Viterbi es ampliamente utilizado y en muchos casos

no dispone de alternativa practica para resolver determinados problemas, po-
demos encontrarle algunos inconvenientes, que enumeramos a continuacién:
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1) Latencia elevada. El primer inconveniente que presenta es la elevada la-
tencia que el algoritmo introduce en la sefial. Como hemos visto en el ejem-
plo, hasta que no se reciben las K muestras (que corresponden a la secuencia
completa) no se inicia el proceso de decision para seleccionar la secuencia que
se ha transmitido. Eso introduce un retardo elevado en la comunicacién, que
en la mayoria de casos es inaceptable (imaginemos la transmisién continua de
una conversacién de voz), y cuando es aceptable, implica la necesidad de dis-
poner de mucha memoria para poder almacenar toda la informacién de todas

2. -1 /. .
las métricas acumuladas en cada una de las etapas: en total K- M~ (imagine-
mos la transmision de una sefial de voz donde K seria el nimero de muestras

de la sefial de voz).

Como alternativa a este problema, se propone no esperar a la altima etapa para
decidir sobre el primer simbolo enviado. Esta modificacién sobre el algoritmo
de Viterbi original fija una cierta longitud Q de modo que después de Q etapas
se pasa a decidir sobre el primer simbolo transmitido del mismo modo que
se describe en la figura 23. Es importante destacar que solo se decide sobre el
primer simbolo, de modo que en la etapa Q + 1 se decidird sobre el segundo,
en la Q + 2 sobre el tercero y asi, sucesivamente.

Como vemos, esta solucion fija una ventana deslizante a lo largo del tiempo
con la que la latencia queda reducida al tiempo necesario para recibir Q mues-

tras y la memoria del algoritmo también queda fijada en Q - M, con inde-
pendencia del nimero total de simbolos que se transmiten. Los valores tipicos
de Q se determinan en funcién de L y acostumbran a ser del orden de Q =
6, 7 0 9 veces L. Como podéis imaginar, después de este tiempo el valor del
primer simbolo esta casi determinado. Ahora bien, esta modificacion del al-
goritmo de Viterbi hace que deje de ser 6ptimo, ya que no responde fielmente
a la finalidad de encontrar la secuencia de maxima verosimilitud. A pesar de
ello, para valores de Q grandes, la diferencia en términos de probabilidad de
error respecto de la solucién 6ptima es baja (menor, cuanto mayor sea la Q) y
aumenta el beneficio en cuanto a reduccién de latencia y memoria.

2) Complejidad de implementacién para canales con mucha memoria.
Aunque el algoritmo de Viterbi reduce la complejidad, al resultar esta insensi-
ble a la longitud de la secuencia transmitida K, continia existiendo el proble-
ma de que la complejidad del algoritmo crece exponencialmente con la me-
moria del canal L - 1 (recordemos que el namero de estados depende de L) y
del nimero de bits por simbolo. Por lo tanto, un ecualizador no lineal basado
en este esquema solo serad practico cuando la constelacion sea reducida y la
memoria del canal sea pequefia (L pequefia). Cuando estas condiciones no se
cumplan, habra que recurrir o bien a los ecualizadores lineales o bien a otras

opciones, como por ejemplo la que se presenta a continuacion.
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3.3. Ecualizador no lineal. Ecualizador con realimentacion de
decisiones (DFE)

Otro ecualizador adaptativo no lineal que se puede plantear como alternativa
entre el ecualizador 6ptimo basado en MLSE (de gran complejidad) y el ecua-
lizador lineal (de menores prestaciones) es el ecualizador con realimentacién
de decisiones (DFE, del inglés: decision feedback equalizer). No es el objetivo de
este modulo trabajar este tipo de ecualizador, y por lo tanto solo dedicamos al
mismo una breve resefla dentro del apartado de ecualizadores no lineales con
objeto de poder dejarlo bien clasificado como solucién entre el ecualizador
lineal y el MLSE.

El ecualizador DFE explota el hecho de que los simbolos anteriores a un ins-
tante dado son los que principalmente contribuyen al término de ISI (solo en
casos de canales no causales también los simbolos futuros provocan ISI). Por
lo tanto, si a partir de las decisiones de los simbolos anteriores se tiene cono-
cimiento de cuales han sido estos simbolos, y a la vez se conoce la respuesta
impulsional global, c(t), se puede regenerar (parcialmente) el término de ISI
y eliminarlo de la sefial antes de tomar la nueva decision (que idealmente ya
estaria libre de ISI).

De manera muy intuitiva, intentamos resumir la idea en el ejemplo siguiente
(figura 24), que parte del mismo canal (causal) empleado antes, donde para

ilustrar la idea asumimos una vez méas que no hay ruido.

Figura 24. Ejemplo de un ecualizador DFE para el canal ¢y = +0,8, ¢; = +0,4, c; =-0,2

Z[n] = O,San + O,4an_1 - O,Zan_z 1/0,8 Zeq[n]

> . =

i 5—0,2/0,8 0,4/0,8
t | 1

T
an-2 N an—1

v

El ecualizador es no lineal porque la funcién de decision que decide sobre los
simbolos anteriores (entre un conjunto de niveles discretos) es no lineal. Una
vez se ha decidido el simbolo, una estructura de filtro lineal con realimenta-
cion puede calcular el efecto de la ISI tal como muestra la figura 24. Como en
el caso del ecualizador dirigido por decisiones (DD), este ecualizador solo es
factible cuando la probabilidad de error es baja, puesto que en caso contrario,
si las decisiones son malas, en lugar de reducir el término de ISI al intentar

eliminarlo, lo que hariamos seria introducir mas error.
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La figura 25 muestra un esquema general del ecualizador DFE donde se pue-
den ver dos estructuras lineales: la inferior, con coeficientes by, ..., b .41, tiene
como entrada las decisiones anteriores, y por lo tanto trabaja en modo reali-
mentado (en inglés se denomina feedback filter); y la superior, con coeficientes
Ay > pegv tiene como entrada la salida del filtro adaptado, y por lo tanto
actua del mismo modo que los filtros lineales antes vistos (en inglés se deno-
mina feedforward filter). En el caso de canales causales y sin tener en cuenta el
ruido, solo seria necesario el filtro realimentado para eliminar la ISI, tal como
se ha ilustrado en el ejemplo de la figura 24. Ahora bien, si el canal es no causal
(no toda la ISI se debe a simbolos anteriores), o en presencia de ruido, el filtro
lineal superior es necesario para reducir la enfatizaciéon de ruido (el mismo

fenébmeno que se habia observado para el ecualizador forzador de ceros).

Figura 25. Esquema de un ecualizador DFE

z[n]

Ts —»---- —»| T

=
Lh

breq-1 b4 bo

A T
Ts |€—----- Ts |«
an-2 an—

Como en el caso del ecualizador lineal, segin el criterio que se siga para en-
contrar los coeficientes del ecualizador, podriamos estar ante un criterio for-
zador de ceros o un criterio MMSE. Asimismo, también se podria implementar
el ecualizador DFE adaptativo si el criterio de disefio de los coeficientes se hace
mediante un algoritmo de este tipo. Como ya se ha indicado, no es el objeti-
vo de este médulo entrar en mas detalles sobre el disefio de los coeficientes
de este ecualizador, y por lo tanto dejamos en este punto la presentaciéon del
ecualizador DFE.
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Resumen

En este médulo hemos estudiado el problema de la ecualizacion de canal pro-
poniendo y comparando varios tipos de ecualizadores. Como ya se ha tratado
en otro médulo y se ha destacado al inicio de este, la ecualizacién de canal se
aplica a los casos en los que el canal es dispersivo en el tiempo y su respuesta
impulsional varia de manera lo bastante lenta como para poder identificar el
canal (o la correlacién de la sefial a la salida del filtro adaptado) en una prime-
ra fase y utilizar el resultado de esta identificacién en una segunda fase para
disefiar el ecualizador y procesar los datos recibidos. Si el canal varia excesiva-
mente rapido, el disefio del ecualizador siempre estard desadaptado en el canal
real, puesto que en el intervalo de tiempo entre la fase de identificacion y la de
aplicacion del ecualizador, el canal habra variado demasiado y el ecualizador

no cumplird su funcién.

Para los casos en los que el canal no varia, o lo hace de manera muy lenta
como para considerarlo constante para un bloque de datos lo suficientemente
largo, se han presentado en el médulo el ecualizador forzador de ceros (ZF),
el ecualizador de minimo error cuadratico medio (MMSE) y el estimador de
maxima verosimilitud (MLSE). Para los casos en los que el canal varia a una
velocidad lo bastante razonable como para poder seguir sus variaciones, se han
presentado los ecualizadores adaptativos, y en concreto, el ecualizador LMS.

A partir de la clasificacion de los ecualizadores que hemos hecho en el primer
apartado, se ha visto que estos pueden dividirse en lineales y no lineales. La
solucion 6ptima corresponde a un ecualizador no lineal que tiene por objeti-
vo encontrar la secuencia mas verosimil a partir de una secuencia de datos
recibidos. Este ecualizador, presentado en el dltimo apartado, corresponde al
ecualizador de maxima verosimilitud (MLSE). Por desgracia, este ecualizador
Optimo presenta una complejidad que en algunos casos resulta inabordable
pese a que utiliza el algoritmo de Viterbi para la estimacién de la secuencia
mas verosimil. También hemos aprendido el funcionamiento del algoritmo de

Viterbi a partir de un ejemplo sencillo.

Cuando el objetivo es disefiar ecualizadores que no sean excesivamente com-
plejos, a menudo se recurre a ecualizadores lineales, mucho mas sencillos de
implementar aunque con peores prestaciones. El primer ecualizador que se ha
presentado ha sido el ecualizador ZF. Este ecualizador resulta muy fécil de di-
seflar conceptualmente, aunque su uso queda restringido a escenarios de alta
SNR, puesto que al no haber sido disefiado teniendo en cuenta el término de
ruido, presenta el grave problema de amplificar el ruido a la salida. Como al-
ternativa al ecualizador ZF, se ha introducido el ecualizador MMSE, que resuel-
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ve los problemas del forzador de ceros al tener en cuenta el término de ruido
en su diseflo. Como se ha dicho (y se propone evaluar en un ejercicio), este
ecualizador tiende a la solucion del forzador de ceros en ausencia de ruido.

Como ejemplo de algoritmo adaptativo se ha presentado con detalle el ecuali-
zador LMS, que aunque corresponde al mas sencillo de los ecualizadores adap-
tativos, sus prestaciones son lo bastante buenas como para ser utilizado en
muchos problemas reales. Este ecualizador capaz de seguir las variaciones del
canal solo presenta el problema de tener un tiempo de convergencia largo.

Para completar el médulo de ecualizacién, se han introducido sin demasiado
detalle otros ecualizadores que se utilizan de manera comun. Asi, hemos cita-
do el ecualizador basado en el algoritmo RLS y el ecualizador basado en el fil-
tro de Kalman como otros ejemplos de ecualizadores adaptativos; asi como el
ecualizador DFE como otro ejemplo de ecualizador no lineal. Tal como podéis
intuir, la lista de ecualizadores no termina en los que se han presentado en el
modulo, si bien se han intentado incluir los mas habituales.

No se ha hecho ninguna mencion a otras estrategias para luchar contra el ca-
nal, como puede ser la precodificacién de los datos en transmision, que puede
llevarse a cabo cuando el transmisor tiene conocimiento de la respuesta del
canal. Estos tipos de soluciones requieren que el receptor estime e informe al
transmisor (a través de un canal de regreso) del canal que veran los datos. El
resultado son soluciones que, bien disefiadas, hacen un uso mas eficiente de
la potencia, ya que permiten que el transmisor conforme la forma de onda de
la sefial para que esta llegue al receptor en condiciones 6ptimas.

Al contrario de lo que se podria pensar a priori, estos esquemas no refuerzan
con mas potencia las frecuencias en las que el canal presenta mas atenuacion,
sino que las técnicas 6ptimas de precodificacion trabajan en sentido contrario.
La manera 6ptima de repartir la potencia es hacerlo de modo que no se inyecte
sefial en aquellas frecuencias en las que el canal presenta fuertes atenuaciones
(seria malgastar el recurso potencia), y a cambio se destine esta potencia a
reforzar la sefial en aquellas frecuencias en las que el canal es mas benigno

para sacar mayor provecho de la potencia.

Para terminar el médulo, os recomendamos que volvais a revisar el listado de
objetivos para ver si se han alcanzado y que hagais las actividades que hay a
continuacién para practicar los conceptos presentados a lo largo del médulo.
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Actividades

1. Sea un sistema de comunicaciones en el que el pulso conformador p(f) es un pulso rectan-
gular de duracién T segundos.

a) Indicad cudl sera la respuesta impulsional global c(f) y su versibn muestreada a tiempo
de simbolo c[n] en el supuesto de que el canal sea ideal (asumid que el sistema empieza a
muestrear en t = 0).

b) Repetid el apartado anterior suponiendo que el canal tiene una respuesta impulsional A(f)
=6(H) +0,2-6(t-Ty).

2. La sefial de la figura 26 corresponde a la respuesta impulsional global c(f) de un sistema
de comunicaciones en presencia de canal no ideal. Si el receptor empieza a muestrear en t
= 0, encontrad la respuesta impulsional discreta c[n] y dibujad la constelacién que habria a
la entrada del ecualizador en ausencia de ruido si los simbolos transmitidos corresponden a
una QPSK de potencia unidad.

Figura 26

I
—Ts 0 Ts 2T t

3. La figura 27 representa la respuesta impulsional global de un sistema digital a la salida del
filtro adaptado. Si la velocidad de transmision es de ry = 10° simbolos por segundo:

a) Calculad la potencia de ISI (utilizad la férmula (33)) si la sefial se empieza a muestrear
ent=0.

Prsr= D Jen (33)
n#0

b) Determinad cual tendria que ser el instante en el que habria que iniciar el muestreo para
minimizar la potencia de ISI (utilizad de nuevo la férmula (33)).

Figura 27
c(f)

1 -

|
—Tus 005us 15us t

4. En un sistema de comunicaciones con canal no ideal se mide la respuesta impulsional
global c[n] = d(n) + d(n - 1).

a) Dibujad el médulo de la respuesta en frecuencia de un filtro ecualizador ZF ideal si sabemos
que la respuesta global del canal es C(F) =2 - cos(nF)e”"TF .

b) Disefiad el ecualizador ZF de tres coeficientes considerando que no se permite ningin
retardo en la sefial a la salida.

c) Para este ecualizador ZF, encontrad el valor de la ISI residual.

d) Para el mismo ecualizador ZF, si el ruido a la entrada tiene una varianza U%v' encontrad el
factor de amplificacién del ruido a la salida del ecualizador.

5. Para un sistema con respuesta impulsional global c[n] definido por los coeficientes siguien-
tes:
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dol= +0,8
di]=+04
d2]= -0,2

dnl=0 n#0,1,2

a ) Encontrad el ecualizador ZF de 4 coeficientes, si no se permite ningtn retardo en la salida
del ecualizador (es decir, forzamos que el 1 esté en la primera posicion).

b) Repetid el disefio, si ahora se permiten retardos de d =1, d =2y d = 3 (diseflad en total
tres ecualizadores ZF diferentes).

c) Para cada uno de los cuatro ecualizadores obtenidos entre los apartados a y b, encontrad
la potencia de ISI residual (utilizad la férmula (33)) y la potencia de ruido, si el ruido a la

entrada tiene una varianza aa/: 1.

d) Teniendo en cuenta que la medida final que nos condicionaré la probabilidad de error

Po

serd el cociente entre potencia de sefial y potencia de ruido mas ISI: SINR= %,
Ruido 181

indicad cudl de los cuatro ecualizadores es mas apropiado.

6. Verificad el célculo de la matriz R, y del vector R,, para el caso 1: “Respuesta impulsional
global c[n] conocida” del ecualizador MMSE (podéis ver el caso 1: “Respuesta impulsional
global c[n] conocida” en el subapartado 2.2.1 de este médulo didactico).

7. Disefiad el filtro ecualizador MMSE de ocho coeficientes de un sistema que tiene la res-
puesta impulsional global c[n] que se indica en el ejercicio de autoevaluacién 5y confirmad
que, en ausencia de ruido, la solucién es la misma que la obtenida para el caso del ecualizador
ZF obtenido en el ejemplo del subapartado 2.1. Utilizad algtn tipo de soporte informatico
para encontrar la solucién.

8. Dado un sistema de comunicaciones con canal no ideal, cuando se envia la secuencia
conocidaa,={+1,+1,-1,-1, +1}, se obtiene, después de muestrear la salida del filtro adaptado,
la secuencia z[n] = {+0,9; +1,1; -0,7; -1,1; +0,7; +0,2}. Calculad las primeras iteraciones de un
ecualizador adaptativo basado en LMS, si el paso de adaptaciéon es p = 0,1 y si el algoritmo
se inicializa con el vector q0 siguiente:

9. Verificad el algoritmo de Viterbi de las figuras 20 a 22.

10. Dado un sistema de comunicaciones con canal no ideal, cuando se envia la secuencia
conocidaa, ={+1, +1,-1, -1, +1}, se obtiene, después de muestrear la salida del filtro adaptado,
la secuencia z[n] = {+0,59, +1,21, -0,71, -1,36, +0,79}. Si sabemos que la respuesta impulsional
global es c[n] =0,9 - 6(n) + 0,3 - 6(n - 1) - 0,1 - 6(n — 2) y que el transmisor envia los simbolos
a = -1y a, =-1 antes de iniciar la transmisién de simbolos de informacién con el fin
de conocer el estado inicial del algoritmo de Viterbi, encontrad la secuencia transmitida
aplicando el estimador MLSE.
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