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Introduccio

En aquest modul treballarem els conceptes de limit i continuitat de funci-
ons. El primer correspon al d’aproximacioé successiva: donada una col-leccio
de nombres la idea de limit reflecteix la noci6 que aquests nombres s’acosten
cada cop més a un nombre donat. El concepte de continuitat és molt intuitiu
un cop entes que les funcions es poden representar mitjancant una grafica.
Quan aquesta grafica es pot dibuixar sense aixecar el llapis del paper diem que
la funci6 és continua. Una formulacié més precisa (i la d’altres conceptes com
asimptota o derivada) necessita la noci6é de limit que es coverteix aixi en el
mecanisme basic sobre el qual es construeix la teoria de les funcions. Caldra
doncs assentar bé aquesta idea abans de res i, és clar, aprendre a calcular-los

en les situacions més usuals.
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1. Successions

1.1. Limits de successions

Una successio és una col-lecci6 infinita numerada de nombres reals.

En una successio, que hi hagi un ordre és fonamental: hi ha un primer nombre
(que denotem A;), un segon A,, un tercer As, etc. Per exemple 1, 2, 3, ... és
una successio que no para de créixer. Direm que és la successido A, = n (el
terme quinze A;s és 15, el terme dos-cente Azoo €s 200,...). La majoria de les
successions que veurem estan determinades per una férmula en funci6 de la
variable n com per exemple A, = 1 0 Ay = (-1)" 0 A, = 3. El darrer exemple
rep el nom de successié constant perque tots els seus termes son iguals. No
obstant aix0, no sempre es podra donar una expressio aixi: els decimals del
nombre 1 s6n infinits 3,14159... sense cap “regularitat”. O sigui, la successié
A1=1,A,=4,A3=1,A4,=5,A5=9, ... no és facilment expressable com una

férmula.

Dibuixem en el pla els eixos coordenats i marquem els punts (11,4,). Que signi-
fica que els punts tendeixin a un valor determinat A? Voldra dir que si fixem
una banda horitzontal tan prima com es vulgui centrada en y = A, tots els
punts (per una n prou gran) queden dins la banda. En la figura 1 tenim una
successio amb limit A = 3.

Figura 1. Una successié amb limit 3

A
Ay

A —3 As. A AS Ag
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Les seglients son tres successions diferents amb aquest limit:

1) B, =3 (successié constant)
2) Ch=3+ %

3) D, =3,1, D, =3,01, D3 = 3,001, D4 = 3,0001, ...
En tots tres casos direm que el limit és 3 i escriurem:

lim Bn = 3, llm Cn = 3 1 llm Dn = 3.

n—+00 n—+o0 n—+o0

Meés en general, quan la successio A, tendeix a un nombre A, diem que

“Ap tendeix a A quan n tendeix a co” i usem la notacio:

lim An = A.

n—+0o0

Quins valors possibles tenim per a A? Pot ser 0, qualsevol altre nombre real
o també més o menys infinit (usem els simbols co 0 +o0 i —c0). Un exemple
de successi6 amb limit 0 és A, = 1 perqué en créixer la n, el valor de 1 és tan
proper a 0 com vulguem. Que el limit sigui infinit vol dir que per molt gran
que agafem un nombre M sempre trobem un terme de la sucessi6 tal que ell
i tots els que el segueixen son més grans que M. Analogament definim el cas
de menys infinit: per molt negatiu que sigui un nombre —-M la successi6 és
inferior a —-M a partir d’algun terme de la successio. Per exemple les successid
Ay =n,By =n?, Cy = /n té limit oo i, en canvi, A, = -1, B, = -n%, Cy = —/n té

limit —oco.
Exercici 1 Calculeu els limits

lim

—t lim (n*+1), lim (n-n?).
n—+oo 1N n—+00 n—+00

Hi ha successions, també, que no tendeixen a cap d’aquests valors, diem que
no tenen limit. Observem que A, = (-1)" (és a dir la successi6 -1,1,-1,1,...) no
té limit, ja que si fem una banda prima al voltant del nombre 1 tenim infinits
elements fora de la banda i el mateix passa si la banda la fem al voltant del

nombre 1.

Per a fer calculs €s de molta utilitat tenir presents algunes propietats dels limits

en relacié amb les operacions més habituals (suma, resta, producte i poténcia).

Notacio

Per a denotar ‘'més infinit’
usarem els simbols co 0 +o0, i
per a denotar ‘'menys infinit’,
—oo. Si volem fer referéncia a
algun d’aquests simbols,
independentment del signe,
usarem els simbols +oo.
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Suposem donades dues successions A, i B, amb limits A i B respectivament, o

sigui:

lim An=A i lim B, =B.

n—+00 n—+00

Aleshores:

1) El limit de la successié suma A, + By, és A + B i el de la diferencia A, — B, és
A - B, o sigui:

lim (Ar1+Bn)=A+B i lim (An—Bn)=A—B
n—+00 n—+00

2) El limit de la successié producte A, - B, és A - B:

llm An‘anA'B.

n—+0o0

3) Suposem que tots els termes B, son diferents de zero, aleshores el limit de

.2 . A, 2o A.
la successio quocient F: €s 3!

lim .
n—+oo By ~ B’

4) Suposem que tots els termes A, sén positius i que A > 0, aleshores el limit
de la successio AB és A®:

lim (An)% = A5,

n—+00

Exercici 2 Donades les successions Ay =5+ 1 i By =3 calculeu

lim (An+Bn), lim (A,-Bs), lim (4, -B,), lm (4,)5".
n—+oo n—+o00 n—+oo n—+oo

Observacions:

1) L'expressio A + B s’ha d’interpretar correctament quan A o B (o tots dos!)
sOn +oo. Per exemple oo + B = 0o 0 —00 + B = —co quan B és un nombre real. En
canvi no podem aplicar la férmula quan A = co i B = —o0 (0 al revés). El resultat
pot ser qualsevol cosa, depén de quines successions siguin, i s’ha d’analitzar
cada cas en particular. Quan aixo passa diem que és una indeterminacié. Aixo

no vol dir que el limit no es pugui calcular siné que utilitzant les operacions

Observacio

En general, si lim A, =Ai
n—+oo

lim Bj; = B, normalment:
n—+oo

° lim (A, +By)=A+B
n—+0o

[] lim (An—Bn) =A-B
n—+00

° lim Ay-Bn=A-B

n—+00

: A A
° lim 22 =4
Nn—+00o By B

e lim (AP = AP
n—+00

Nota

Si el resultat de les operacions
dels limits sén A + B = oo — 00,
A-B=0-(+c0), 4=19,

4 =+2, AP =1+ ens
trobem davant d’una
indeterminacié, que es resol
manipulant convenientment
I'expressié del terme general
de la successio.
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habituals trobem una expressié que no ens permet decidir-ne, de moment, el

valor. En aquests casos necessitarem metodes de calcul alternatius.

2) El mateix comentari podem fer per al cas del producte, si B # 0 és un
nombre real positiu, aleshores +oco - B = +00. També tenim +oco - co = +o0 i
—00 - (=00) = oo. En canvi, el cas 0 - (o0) és, com abans, una indeterminacio,

per tant també aqui haurem de buscar altres metodes per a aquest calcul.

3) En el cas del quocient, quan B és +oo i A és un nombre real, aleshores el
limit és 0. Quan B = 0 i A és un nombre real també tenim una altra indeter-
minacié: per exemple, si sempre tenim B, > 0 el limit sera oo, pero si sempre
B, < 0, aleshores —o, fins i tot pot no haver-hi limit si els termes de la succes-
sié By van alternant el seu signe. Altres indeterminacions apareixen quan A i

B s6n simultaniament 0 0 +oo, diem que s6n del tipus § o <.

4) Quan l'exponent tendeix a infinit (o sigui B = co) aleshores el resultat del
limit depen de la base: si 0 < A < 1, el limit és 0isi A > 1 el limit és co. El cas

1°° és novament una indeterminacio.

En el proper subapartat parlarem de com tractar les indeterminacions més

freqlients.

Exercici 3 Calculeu

2 1 n n
lim 11 lim ;”, lim (2+%) , lim (1+1) .

—

’
n—+co 1 N+1 N—+00 n—+00 n—+co \ 2 N

1.2. Indeterminacions

En aquest subapartat tractem algunes de les indeterminacions que ens hem
trobat anteriorment, concretament les del tipus co — oo, 0 - oo, 8, i1, Les

discutim cas per cas.

1.2.1. Indeterminacions del tipus co - oo

Considerem dues successions A, i B, totes dues amb limit oo. Per a calcular el

limit de la successid A, — By, sovint és atil multiplicar i dividir per la suma A, +

B,. Veiem-ho en un cas concret: les successions vn2 +1 i vn2 -1 tenen limit

infinit. Calculem el limit de la diferéncia multiplicant i dividint per vn2 + 1 +
nz-1:

. > B 2 T (\/n2+1—\/n2_])(\/n2+1+\/n2_1)_
ngglm (\/m \/ﬁ) _rlgIPOO n2+1+m -

. n”?+1-m?-1) . 2
lim = lim
n—=+o \/p2+ 1+vVn2-1 n=+oyn2+1+vn?2-1
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Exercici 4 Calculeu lim (Vvn+1-vn-1).
n—+00

1.2.2. Indeterminacions del tipus 0 oo, J i 2

Aquestes tres indeterminacions les hem agrupat perqué en el fons sén la ma-

teixa. Si per exemple A, té limit O i B, té limit infinit aleshores posant

transformem una indeterminaci6 del tipus O - co en una altra del tipus §. De

la mateixa manera si A, i B, tenen limit infinit, posant

An _ 1/An
Bu  1/By

transformem una indeterminaci6 del tipus 2 en una altra 3. Una mica més
endavant, en aquest mateix modul donarem un metode forca potent per a
tractar aquests casos amb 1’ajuda de l'estudi de les funcions (canviem la n
per una x i veiem A, com una funci6). De totes maneres podem donar ara
la soluci6 per a un cas molt freqiient d’aquests tipus d’indeterminacions: els

quocients de polinomis. Suposem que ens trobem un limit com el segiient:

m n*+1
n—+00 n3 +2

Intuitivament podem pensar que el limit és zero, ja que el denominador té un
grau més alt i per tant creixera més de pressa, pero com podem fer el calcul per
a estar-ne segurs? La idea és molt senzilla: dividim numerador i denominador

per n® (s’agafa el grau més gran dels dos)

NS A R T 0
n—+oo (M3 + 2)/n3 T nStoo 14 % 1

Observeu que amb el mateix truc, si el grau del polinomi del denominador és
meés alt el limit és infinit. Finalment veiem amb un exemple qué passa en el

cas del mateix grau:

O S - R VLA
n—+o0 SI3 +2n+ 1  n—+oo (513 + 21+ 1)/m3

2414 L o

lim — 21 =2,

VI*)+OOS+£+L 5
nz ' ond

Podem resumir el que hem obtingut en la segiient
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Calcul de limits per a quocients de polinomis. Resum:

El limit del quocient de dos polinomis és

0 sis>r
r 00 sis<r i >0
lim ar’ +---+d1N+do _ by
n—+oo bsnts + - - -+ b1n + by ) .
—00 sis<r i <0
S
a T
poosir=s.
2 2 2
Exercici 5 Calcula lim lim - lim %=L lim =Z*l,
N—stoo 3N/ piioo M1 pine M3 Tl M2

1.2.3. Indeterminacions del tipus 1~

Per a resoldre aquest cas necessitarem una de les successions més conegudes
An = (1+1)", que resulta tenir limit. Per definici6 el resultat d’aquest limit és
el nombre e = 2,7182... (amb infinits decimals i no periodic). Més en general,

per a qualsevol successié C, amb limit infinit tenim que

1\
i (104 =

El que fem per resoldre les indeterminacions del tipus 1°° és relacionar la
successioé AB" amb una altra que tingui ’aspecte de les que tenen limit e. Con-
cretament:

B 1
n A1
By _ B _ 1 _
Ayt =(1+An=-1)" = [ 14 —— =1+
Ap-1 Ap-1

(Ap-1)-By

Com que A, tendeix a 1, tenim que ﬁ tendeix a infinit, per tant podem
aplicar el resultat d’abans amb C, = ﬁl_l i obtenim una expressio per a resoldre
aquestes indeterminacions:

Calcul de les indeterminacions del tipus 1°°:

Tenim que

hm AE” = enli»rpoc(A”_l)'Bn‘
n—+00

Per exemple volem calcular el limit de

2

hm @ !
n—+oo \ N2 -1 ’
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Observem que, si apliquem la recepta del limit de quocients de polinomis,
tenim que és una indeterminaci6 del nostre tipus. Segons el que acabem de

dir, el limit és

li ( n?41 _1) .nz
en—r+oo n2-1

Calculem separadament el limit de I’exponent:

2 2 2 2
lim <L+1_1>.nz= lim <w).nz= im 2" o

n—+oo \ N2 -1 n—+00 n2-1 n—+oo N2 -1

Per tant, el resultat final és €.

Exercici 6 Calculeu: lim (—)”
n—+00
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2. Funcions

2.1. Limits de funcions. Limits laterals

Ara, en lloc de successions de nombres treballarem amb funcions i ens pre-
guntarem quin és el limit d’una funci6 f quan la variable x tendeix a un valor
determinat a. Ara no és necessari que aquest valor sigui infinit, pot ser qualse-

vol nombre real o fins i tot menys infinit.

Direm que el limit és A quan els valors propers a a tenen la seva imatge
per a f molt propera a A. O sigui que quan x s’acosta a a, aleshores f(x)
s’acosta a A. Posem:

lim £ (x) = A.

Una manera una mica més precisa de dir-ho esta representada en la figura 2:
agafem una banda horitzontal al voltant del punt (0,4) tan prima com vul-
guem. Aleshores hi ha d’haver un interval centrat en a (en la figura a és 5)
de manera que el tros de grafica sobre aquest interval (és el tros de grafica
que es troba entre les dues linies intermitents verticals) cau tot dins la banda
horitzontal.

Figura 2. Definicié del limit d’una funcié en un punt
A

[ ] -+ /I/—|\

A
°
\J

En la figura hem suposat que A és un nombre real. En el cas A = oo dibuixariem
una linia horitzontal y = M i hauria de passar que, per molt gran que fos M
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en un interval convenient centrat en a, la grafica estigués per sobre d’aquesta
recta. Si és A = —co demanarem que per a un -M molt negatiu sempre hi
hagi un interval de manera que en ell la grafica estigui per sota de la recta
horitzontal y = -M.

El punt a pot ser, en principi, un nombre real o +oo. Perd quan analitzem
funcions concretes ens adonem que no pot ser qualsevol. Per exemple, no
té cap sentit fer el limit de la funci6 logaritme neperia f(x) = In(x) quan x
s’acosta a —1 perque el domini del logaritme és (0,00) i no podem calcular la
funcié en valors propers a —1. Aix0 vol dir que a ha de ser del domini? No

necessariament, pero ha de ser un punt “abastable” des del domini.

El 0 no és del domini del logaritme pero podem fer que x s’acosti a zero tant
com vulguem agafant x > 0; com que no podem agafar un interval centrat en
x (no ens podem acostar per 'esquerra), no podem aplicar la nostra definicié
representada en la figura 2 i per tant no hi hauria limit. En canvi, per a la fun-
ci6 f(x) = 1 no tenim aquest problema. Tot i que el 0 no és del domini R\{0}
ens hi podem acostar per les dues bandes. Per tant, aqui si podem considerar
el limit quan x tendeix a zero. Quan ens hi acostem amb valors positius, el
quocient es fa molt gran i semblaria que el limit és infinit, perd quan ens hi
acostem per l'esquerra els valors se'n van cap a menys infinit. Per tant el limit

no existeix.

Figura 3

A

3 .

Grafica de la funcié f(z) = %
2 .
1 .
-1 1 2 3 4 5 6 y
1
a

Aquests dos exemples ens motiven a considerar els anomenats limits
laterals, que consisteixen a acostar-nos a @ només per una de les dues
bandes. Si ho fem per la dreta posem

lim f(x)

x—at

i si ho fem per l’esquerra posem

lim f(x).

X—a-

Punt “abastable”

Informalment, un punt
“abastable” des del domini
compleix que sempre hi ha
punts del domini tan a prop
com vulguem del punt.
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En les dues funcions considerades préviament tindrem que en el logaritme no-
meés es pot fer el limit lateral per la dreta, i com que el logaritme dels nombres

propers a zero son cada vegada més negatius tindrem:

lim In(x) = —oc.
x—0*

En el cas de la funci6 1, els dos limits laterals existeixen pero son diferents:

.1 .1
lim = = oo, lim - =-occ.
x—0+ X x—0" X

El limit existeix (per a @ un nombre real) quan els dos limits laterals existeixen

i coindeixen. Per exemple:

. 1 . 1 . 1
lim — = lim —2=hm — =00.
x—0t X x—0" X x—0 X

Obviament no té sentit fer els limits laterals quan a = 4oc.

2.2. Indeterminacions de limits de funcions. Regles i criteris

Com en el cas de les successions, disposem d'una bona relaci6 entre els limits
i les operacions basiques de suma, resta, producte, divisi6 i poténcia. Prac-
ticament podem repetir la llista de propietats que teniem per als limits de
successions canviant n per x, A, per f(x), etc. Suposem doncs que dues funci-
ons f,g tenen limits A,B respectivament quan x tendeix a a i tindrem que (tots

els limits es consideren quan x tendeix a a), €s a dir:
limf(x)=A 1 limg(x)=B.
Aleshores:
1) Ellimit de la funcio f(x)+g(x) és A+B, i el de la diferéncia f(x)-g(x) és A-B:
lim(fC) +g() =A+B 1 Im(f(x)-g(x)) =A-B.
2) El limit de la funci6 producte f(x) - g(x) és A - B:

lim(f(x) - g() = A - B.

3) Suposem que g(x) no €s zero en els valors propers a a (pero no s’exclou que

g(x) valgui O en algun punt), aleshores el limit de la funcié quocient % és 4

Observacié

En general, i tret
d’excepcions, si lim f(x) = A
X—a
ilim g(x) = B:
X—a

lim (F(x) + g(0) = A+ B
lim (£(x) - g()) = A~ B
lim (F(x) - g(0) = A - B

im [ _ A
lim 55 =3

lim f(x)$®) = AB
X—ra
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lim [ _A

x—ag(x) B’

4) Suposem que f(x) > O al voltant d’a i que A > 0, aleshores el limit de la

funcié f(x)s™ és AB:

lim f(x)*™ = AP
X—ra

Novament les afirmacions anteriors tenen excepcions segons els valors dels Not.
ota
limits A i B. Per exemple, en la propietat 1 podem tenim A = co i B = —o0,
amb la qual cosa el limit de f(x) + g(x) és una indeterminaci6 del tipus oo — co. Si el resultat de les operacions
. . . I . , . dels limits és A + B = oo — oo,
Aquestes indeterminacions, com ja hem explicat, s’han de considerar cas a A-B=0-(+c0), 4=,
cas i el resultat dependra de les funcions concretes f i ¢ que tinguem, és a dir, =142 AP = 1% ens

trobem davant d’una
indeterminacié, que es resol

anteriors no trobem un valor. En molts casos del tipus co — co, el métode de manipulant les funcions del
[imit.

“indeterminat” no vol dir que no es pugui calcular siné que aplicant les regles

“multiplicar per la suma” ens déna la solucio.

Exercici 7 Calculeu Xngrn (\/x2 +1-vx2- 1) .

Recordeu que al subapartat 1.2.2. s’explica com es transforma una indetermi-
nacio del tipus 0- oo 0 § en una de la forma 2. Per tant només ens ocuparem
de resoldre’n d’aquest darrer tipus. Si les dues funcions sén polinomis i a = oo,
la mateixa recepta que hem explicat per a les successions funciona per a les
funcions canviant n per x. Si a = —oco tot és igual llevat que sir > sir-s és senar
aleshores s’ha de canviar el signe del resultat. Finalment, si a és un nombre
real només tenim indeterminacio6 (del tipus J) quan a és alhora arrel de f i
de g. En aquesta situacié podem eliminar la indeterminaci6é factoritzant els

polinomis i simplificant el quocient.

. . . Z_
Exercici 8 Calculeu lim X¥=3%+2,
Y1 X1

2.2.1. Regla de L’'Hopital

Per al cas de les indeterminacions del tipus 52 de funcions f i g (incloses les
polinomiques) qualssevol disposem d’una eina de calcul molt potent anome-
nada la regla de L'Hopital. Suposem que volem calcular el limit d'un quocient

de funcions f i § quan x tendeix a O sabent que totes dues hi tendeixen:

lim @7

)1<1—I>I(1) f()=0= )1(1_I>I(1)g(x), x—0 g(x) "

Mirem els grafics de les dues funcions (suposem que totes dues sén funcions

que tendeixen a O sense ser tangents a 1’eix de les y’s) i comparem com s’a-
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proximen les dues funcions al zero. Per fer-ho mirem amb quina inclinaci6
(pendent de la recta tangent a la funci6 en 0) ho fan. Suposem que el pendent
de la recta tangent a f en O sigui s i que el de g sigui f. Aleshores:

. @_ . A7f_ .
ll—r}(l) g(®) _;1(1—13(1) Ag _;1(1—13(1) Ag/Ax Tt

Af/Ax s

Figura 4. Dues funcions i les seves tangents en |'origen

g(x) =1/3z +1/522

Aquesta és la coneguda regla de I'HoOpital que ens permetra resoldre moltes
indeterminacions quan sapiguem com fer el calcul del pendent de la tangent
a una funci6 en un punt. En un tema posterior veurem que el pendent de la
recta tangent a f en un punt a és la derivada f’(a) de la funci6 en el punt a.

En termes de les funcions derivades tenim que si el limit quan x tendeix

aade g,gi existeix, aleshores

) ()
}(l—rg gx) —}(1_13 g

Aquesta igualtat val per a les indeterminacions del tipus § i del tipus 22, tant
si a és un nombre real com si a = +co.

Per exemple, sabent que la derivada del sinus és el cosinus i que la derivada
de x és la constant 1 tenim que:

lim sin(x)  lim cos(x) _ cos(0) _ 1

x50 X =0 1 1 1=
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No sempre podrem utilitzar aquesta regla, ja que algunes funcions s’acosten a
zero apropant-se a l'eix de les y’s, un exemple és la funci6 f(x) = /x. Aquesta
funcio té pendent infinit en x = 0.

X
-1

Exercici 9 Calculeu lim
x—0

2.2.2. Indeterminacio 1*°

El darrer tipus d’indeterminacié que ens manca per considerar és el que hem
anomenat 1°°, és a dir, volem fer el limit d’una funcié que tendeix a 1 elevada
a un exponent que tendeix a infinit. El metode utilitzat per les successions és

perfectament valid per al cas de funcions. Amb un petit canvi en les notacions

tindrem que si f(x) i g(x) sén dues funcions amb
lim £(x) = 1 i lim g(x) = oo,
aleshores
1

: g(x) _ lim(F)-1)-g(0)
)1(13‘11 fx)p3™ =e .

Usant aquesta féormula podem calcular el limit segiient:

1
paty i 1_qy. L
hm ﬂ ! = e;}g»nl(xy+171) x-1 .
x—>1\x2+1

Operem ara en l’exponent (no perdem de vista que estem fent limit quan x

tendeix a 1) i obtenim:

i (2L )L XL
x—1 \x2+1 x-1 x51(x2+1)(x-1)

lim X3 =® gy X1
-1 (X2 +1)(x-1) x>1x2+1° 27

Per tant, el limit és ¢1/2 = i\/

[

2.2.3. Criteri “funcié fitada per funcié que tendeix a zero”

Un resultat que és d’utilitat en el calcul de limits és el segiient.
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Aixo és degut al fet que la funci6 f - ¢ queda “encaixada” entre les funcions

-M - fiM - f que tendeixen a zero.

Aquest resultat és especialment atil quan intervenen les funcions sin(x) i cos(x).

Les dues son funcions fitades:
-1 <sin(x) <1 -1 <cos(x) <1.
Per tant, aplicant el criteri, tindrem que
. . 1
limx-sin{ =) =0,
x—0 X

o també que

. 1
)l(l_r)l}(e" —¢)-cos <m> =0.

2.3. Funcions continues

La noci6 de limit permet donar una definici6 precisa de la idea de continuitat.
Intuitivament, la funci6 és continua en a quan es pot dibuixar la grafica de la
funcio sense aixecar el llapis del paper en apropar-nos a x = a. Aixo vol dir que

f(x) s’aproxima a f(a) quan x tendeix a a.
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Les funcions segiients son continues:

e Totes les funcions polinomiques,

e les funcions trigonometriques sin(x) i cos(x),

e les funcions exponencials a* i logaritmiques log,(x) (amb a > 0); en parti-
cular les més usuals €* i In(x).

Combinarem aquestes funcions amb les propietats seglients:

e Lasuma de dues funcions continues és una funcié continua.
e El producte de dues funcions continues és una funci6é continua.

e La composicié de dues funcions continues és una funcié continua.

Recordem que compondre funcions vol dir “fer-ne una després de 1’altra”. Per

sin() g5 Ja composicio de la funcié sinus (la que apliquem primer

exemple ¢
a la x) amb la funcié exponencial. De resultes de I'anterior, aquesta funci6
és continua. També ho seran In(x) + sin(x) (suma de dues funcions continues),
(x2+1)-cos(x) (producte de dues funcions continues), sin(x>+2x-1) (composici6

d'una funci6 polinomica amb la funcié sinus), etc.

No hem esmentat el cas del quocient de funcions perque, en els punts en
qué s’anul-li la funcié del denominador, la funcié no sera continua. De fet

seran punts que deixaran d’estar en el domini. Es el cas de la funci6 tangent

sin(x)
cos(x)

en el domini. El que si sabem és el seglient:

n n 3n

tan(x) = en que els valors ..., -7, 7, ¢, ... anul-len el cosinus i no estan

e El quocient de dues funcions continues és continu en tots els punts en que

no s’anul-la el denominador.

o o . < . .z . .z 1
Exercici 10 Digueu on son continues la funcio tangent i la funcio .

2.3.1. Tipus de discontinuitat

Quan una funcié no és continua en un punt “abastable” diem que té una
discontinuitat. Perd no totes les discontinuitats soén iguals, segons el com-

portament de la grafica en distingim tres casos:

1) Discontinuitat evitable: és el cas en que el limit de la funci6 f en el punt a
existeix pero o bé a no és del domini o bé el limit no coincideix amb f(a). Es
diu evitable perque afegint el punt al domini o modificant la funcié la podem

convertir en una funcidé continua.

2) Discontinuitat de salt: correspon a la situaci6é en que els limits laterals de

f en a existeixen i sén finits, pero sén diferents.

3) Discontinuitat asimptotica: en direm aixi quan almenys un dels limits

laterals sigui infinit.

Funcions continues

Sén continues les funcions
elementals: polinomiques,
trigonometriques,
exponencials i logaritmiques.

Nota

S6n continues la suma,
multiplicacié i composici6 de
funcions continues. Si no
s’anul-la el denominador,
també el quocient és continu.

Discontinuitats

Les discontinuitats poden ser
evitables, de salt i
asimptotiques.
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Vegem a continuacidé uns quants exemples. La funci6 definida a trossos:

) = 1 six#1

2 six=1

té una discontinuitat evitable en el punt a = 1, ja que el limit de f quan x

tendeix a 1 existeix i és 1 i, en canvi, f(1) = 2. També la funci6 f(x) = £=L =

x+1
=De+l) +¢ una discontinuitat evitable en a = —1. En aquest cas, el punt no és
del domini. Aquesta funci6 coincideix amb la funcié x -1 a R\{-1}, per tant
podem “simplificar x + 1” i canviar la funci6 f per la funcié x — 1. D’aquesta

manera, la funci6 s’estén continuament al punt -1.

Considerem la funci6é “part entera”, és a dir, la funci6 que associa a cada
nombre real l'enter inferior més proper. La denotem per E(x). Per exemple
E(1,5) = 1, E(18,345) = 18, E(e) = 2, E(n) = 3, etc. O sigui, per als nombres
positius simplement trunquem eliminant la part decimal, pero alerta amb els
negatius: E(-0,23) = -1 i E(-23,345...) = —24, ja que estem agafant l'enter in-
ferior més proper. Amb aquesta definici6 resulta clar que el limit lateral per
la dreta en el O és O mentre que el limit lateral per 1'esquerra €s —1. Passa el

mateix en tots els nombres enters. SOn discontinuitats de salt.

Figura 5. Grafica de la funcié part entera
A
3 -+ —

v

Exercici 11 Digueu quin tipus de discontinuitat té la funcié % en el punt 0.

2.3.2. Asimptotes

Sens dubte les funcions més senzilles d’entendre son les rectes, o sigui les fun-

cions de la forma f(x) = ax + b, en particular, si a = 0 tenim les funcions cons-
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tants representades per rectes horitzontals. Observem que les rectes verticals

x = a no les podem veure com una funcio.

Quan estudiem una funcid, ens pot ajudar a entendre com és la seva grafica
saber si hi ha alguna recta que s’hi acosta tant com vulguem, bé sigui quan x
s’acosta a un punt que no és del domini o bé quan x va cap +oc.

Una asimptota vertical de f és una recta vertical x = a, en qué a no és del
domini de f i tal que almenys un dels limits laterals de f en a sigui +oo. Per
exemple x = 0 és una asimptota vertical per a les funcions %, Xiz, In(x),...

Una asimptota horitzontal és una recta de la forma y = b que s’acosta a f

quan x tendeix a infinit o menys infinit. Dit d’'una altra manera, quan

Jim (=

Per ser més precisos, en aquest cas diriem que és una asimptota horitzontal
“per la dreta”. Si el limit quan x tendeix a —oo és constant ¢ diem que y = ¢
és una asimptota horitzontal “per I'esquerra”. Pot passar que n’hi hagi per la
dreta i no per 'esquerra o al revés, per tant els calculs s’han de fer indepen-
dentment. Per exemple x = 0 és una asimptota horitzontal per 'esquerra de
f(x) =€ if no en té per la dreta. La situacio6 és la contraria per a ¢™*. Si una
funcio no té asimptota horitzontal (si en té no cal fer res del que direm a con-
tinuacié) podem mirar si s’acosta a una recta de la forma y = ax+b amb a # 0.
Si és el cas, diem que aquesta recta és una asimptota obliqua de la funcié.
Com abans, aixo es pot fer per la dreta o per 1’esquerra tot i que ara, per fixar
idees, només ho farem per la dreta. El metode de calcul és el seglient: primer

trobem el pendent a de I’asimptota fent:

lim @=

x—+oo X

a.
I després calculem el terme independent b calculant el limit seglient:
lim (f(x)-ax)=h.
X—r+00

Si un dels dos limits no existeix, voldra dir que no hi ha asimptota obliqua.
Per exemple la funcié f(x) = vx2+ 1 no té asimptota horitzontal per la dreta

(ni per 'esquerra), perd en canvi

Asimptotes

Les asimptotes poden ser
horitzontals, verticals o
obligues.
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lim (Vx2+1-x) = lim (VX2 +1-0)(VX2+1+x) _

X—++00 X—++00 X2 +1+x

X2 +1-x2 , 1

im = lim =
x=400 /x24T 4+x  x=+0 Vx2+1+x

Per tant, y = x és 'asimptota obliqua per la dreta de la funcio f.

P .o x2 1 ¢4 - PR .
Exercici 12 Comproveu que la funcio *5*= t¢ asimptotes obliqiies per la dreta i

per l'esquerra i calculeu-les.
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Solucions als exercicis

1) 0, oo, —occ.

2) lim (An+Bn) = 5, lim (An—Bn) = 5,
n—r+00 n—+00

3) 0, %, o0, 0.
4) 0.
5) %, 0, co, —00.

6) .

10) R\{...,-%, 7, 37", .5 R\{-1,1}.

11) Asimptotica.

lim (Aan) = O,
n—+00

lim (A,)P =1.
n—+00

12) Tant l'asimptota per I'esquerra com per la dreta és y = x + 1.
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