Funcions
racionals

Albert Gras i Marti
Teresa Sancho Vinuesa

PID_00183884

Universitat Oberta
de Catalunya






© FUOC » PID_00183884 Funcions racionals

Index

Sobre aquests materials de treball ... 5
Lo IEFOAUICCED ..ottt ettt b et sa et e et e s bt et sbe e bt et e sbe e bt ebeesbeenees 7
2. Descomposicio en fraccions SIMPIES ............cccocovviiiiiiiiriiiniiieiiierie e see e seeeeeenees 9

RESOIUCIO A’ACHIVITALS .....ooooiiiiiiiiiiiiieeeeeeeee ettt et e e e e e et et e e eeeeeeeessssssnansaaaaeeeneees 15






© FUOC » PID_00183884 5 Funcions racionals

Sobre aquests materials de treball

Integrar un quocient de polinomis, també anomenat funcié racional o fraccié racional, no sempre és facil.
Una estrategia per a aconseguir-ho és descompondre’l en suma de fraccions que si es poden integrar di-
rectament. Passa el mateix en el calcul de la transformada de Laplace. En aquest modul explicarem amb
detall els passos que cal seguir per a descompondre una funcié racional en suma de fraccions simples.
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1. Introduccio

Una funci6 racional és un quocient de polinomis D) rreductible. Aquesta funci6 esta definida (do-
q(x)
mini) en tots els punts excepte en aquells que anul-len el denominador.

Al

x+1

2

? Calculeu els punts de tall
2x°-x-1

Quin és el domini de la funci6 racional

amb els eixos i els seus extrems relatius.

Si el grau del numerador és més gran que el del denominador podem expressar el quocient com la suma
d’un polinomi i d’'un quocient de polinomis amb el grau del numerador inferior al del denominador.

A2

Dividiu 3x3 + 1 entre x2 — 3x + 2. Expresseu 3x> + 1 com el quocient per x* — 3x + 2
més la resta obtinguda en fer la divisio.

En l'activitat 2 hem vist que podem expressar 3x3+1=0Bx+9)(x? - 3x + 2) + 21x — 17. Per tant:

3 —
23x +1 :(3x+9)+ glx 17 ‘
X —3x+2 x“-3x+2

En aquest modul veurem com es descomponen funcions racionals amb el grau del numerador inferior

al del denominador, també anomenades fraccions propies, en suma de fraccions del tipus ——— i

(ax+Db)*

Ax+B . .
, anomenades fraccions simples.

(axz +bx+c)

Vegem en primer lloc per que és necessari descompondre una funcié racional propia en suma de fracci-

ons simples.
Com calcularieu aquesta integral?

1

i @
X -5x+7

Una opcio6 seria intentar expressar el denominador en suma o diferencia de quadrats. Observem que,

efectivament,

5 3
x2—5x+7=(x—5)2+z 2)
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En general, si tenim un polinomi de 2n. grau

s2 +bs+c

i el volem transformar en suma o diferéncia de quadrats, n’hi ha prou que sumem i restem

o
2]
ot 3]

Alerta! Si en lloc del factor s? teniu as?, primer podeu treure a factor comd,

En efecte,

que podem escriure:

b c
as> +bs+c=al s>+ s+ =
a a

i continuar treballant amb l'expressié entre parentesis anterior, com hem fet abans.

Tornem a l’exemple (1) amb el denominador escrit en la forma (2). Sabem que

1 1
j > dx :—arctani+C
a“ +x a a

i, per tant, la resoluci6 de la integral original és practicament immediata:

1 1 2 x-5/2
— dx= dx = —arct 2 C
J‘)c2—5x+7 * j(\/gjz ( 5)2 * \Earcan( 3 j+
2 2

En 1'"altim pas de la integracié primer hem fet el canvi de variable u = x — 5/2, i després 'hem desfet.
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2. Descomposicio en fraccions simples

No sempre que tinguem un quocient de polinomis podrem fer una operacié d’aquest tipus i arribar a

una integral senzilla de resoldre. A continuacié veurem un metode de descomposici6 de funcions

racionals (quocients de polinomis) en altres funcions racionals més simples que podrem integrar de
Ax+B

(ax + b)* ! (ax* +bx +c)*’

manera gairebé immediata. Les funcions racionals més senzilles son del tipus

Aquestes s’Tanomenen fraccions simples.

La primera regla per tal d’arribar a una descomposicio en fraccions simples és factoritzar el denominador
tant com sigui possible. En la taula 1 es mostra com sera la descomposicio per a cada factor del denomi-

nador de la funci6 racional original.

Taula 1. Descomposicié en fraccions simples

Factor en el denominador Termes de la descomposici6 en fraccions simples

ax+b A

(arrel real) ax+b

(GX + b)k A1 + AZ et Ak
(arrel real mdltiple) ax+b  (ax+ by (ax + b)k
ax? + bx + ¢ Ax+B

(arrels complexes) ax2 + bx+c

(ax2 + bx + c)’<
(arrels complexes mdltiples)

A]X+B] + A2X+BZ R AkX+Bk

2 2 k
ax“ +bx+c (ax2+bx+c) (ax2+bx+c)

(Observeu que els casos primer i tercer de la taula anterior sén casos especials dels casos segon i quart,

respectivament. Tanmateix, els escrivim explicitament perqué apareixen amb certa freqiiéncia.)

Vegem que significa la taula 1.

Exemple 1

Calculem la descomposici6 en fraccions simples de la funci6 segiient:

La taula 1 indica que per a cada factor del tipus (ax + b) en el denominador hem d’escriure un

G(s) =

86578
(s+3)(s—4)(5s-1)

sumand del tipus A/(ax + b), en qué A és un parametre que cal calcular.

Per tant, la descomposici6 en fraccions simples és la seglient:

G(s) =

A B C
+ +
s+3 s-4 5s5s-1
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A fi que la funci6é G(s) anterior sigui la mateixa que la de I’equacio (3), hem de determinar els co-

eficients A, B, C en:

86s 78 —G(s) = A . B N C
(s+3)(s—4)(5s-1) s+3 s—4 5s-1

Si eliminem denominadors dels dos membres de la igualtat, és a dir, si multipliquem els dos mem-

bres de la igualtat per (s + 3) (s — 4) (5s — 1), obtenim:

865s-78=A(—-4)(5s—1)+B(s+3) (5s—1)+C(s +3) (s — 4)

I si triem valors adequats per a la variable s, podem trobar facilment les constants:

s=-3, -336=A(-7)(-16) =>A=-3
s—l, —ﬁ:C[EJ[—QJ =C=5
5 5 5 5
s=4, 266 = B(7)(19) =>B=2
I resulta:
G(s) = — 3 2 1
+3 s-4 s_—

en que ja hem escrit I'Gltim terme, de manera que el denominador sigui del tipus s + A i no
Bs + C.

Veiem que la integral de I’expressio6 (3) és immediata:

86s-78
G =
O =73 5= (55-1)
2
1 (s—4) s—%|
IG(s)ds:—S1n|s+3|+21n|s—4|+1n|1—§ +C=In —1+C
s+ 3]

A3

Expresseu el polinomi p(x) = x3 — 6x? + 11x — 66 en producte de polinomis de grau
lo2.

Exemple 2
F(s) = 2_—25
(s-6) (5 +1 1)
Segons la taula 1, el terme quadratic en el denominador (que no té arrels reals) es descompon de
la manera segiient:
2-35s A Bs+C

F(s)= =
) (s—6)(52+11) 5—6+SZ+11




© FUOC » PID_00183884 11 Funcions racionals

Igualem els numeradors, és a dir, ho multipliquem tot per (s — 6) (s2+11):
2-55 =A(s2+11) + (Bs+ C) (s — 6)

Si fem s = 6, obtenim el valor de A, perd no podem donar altres valors senzills per tal d’obtenir B
i C, com hem fet per a resoldre situacions semblants fins ara.

Com a alternativa, utilitzarem un metode equivalent al de donar valors concrets a la variable s,
pero que sempre funciona: multipliquem termes en el membre de la dreta i agrupem els termes
resultants de la mateixa poténcia de s:

2-55=A(%+11)+ Bs+C) (s— 6)
=As? + 11A + Bs? — 6Bs + Cs — 6C
=(A+B)s2+(-6B+C)s+ 114 - 6C

Com que els polinomis dels dos membres de la igualtat han de coincidir per a tot valor de s, els
coeficients de les mateixes potencies de s han de ser iguals:

s A+B=0
sl:  —6B+C=-5

9 114-6C=2

I obtenim:

28 5 28 _ O
47 47 47

(El métode alternatiu que acabem d’utilitzar per a obtenir els valors de A, Bi C es basa en el con-
cepte d’independeéncia lineal d’una base de funcions).

Portem els valors de A, B i C a 'expressio de F(s) i, com que els denominadors no sén nombres

senzills, cal treure’n el factor comu:

67 V1L

1 28 28s-67 1 28 28s J11
F(s)=—o| -~ 4 2020 2 =2 20

47\ s-6 s7+11 47| s-6 s°+11 s“+11

Llavors:

J'F(s)ds:%(—ZS In |s-6/+14 In (s +11)—67L arctan

S
N ﬁJ*C
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Exemple 3

25
T

En aquest exemple podem interpretar el terme s3 com:

s3=(s-0)3

Per tant, segons la taula 1, hem d’escriure el segiient:

Ds+E

A B C
GS)=—+—5+—5+
27372

s s N +4s+5

Si eliminem denominadors en els dos membres de la igualtat i multipliquem, resulta el segiient:

25 :Asz(s2 +4s+5) +Bs(s2 +4s+5) + C(s2 +4s+5)+ (Ds +E)s3:
=(A+D)s*+ (4A + B+ E)s® + (5A + 4B + C)s? + (5B + 4C)s + 5C

Identifiquem els coeficients de les poténcies de s del mateix grau:
s A+D=0
$%: 4A+B+E=0
§2: 5A+4B+C=0
Sl: 5B+4C=0

0 5C=25

I resolem el sistema d’equacions:

(El sistema és més senzill de resoldre del que sembla si comencem per la cinquena equacio, després
la quarta i la tercera, etcetera.)

Tal com hem fet abans, traiem el factor coma 5 de tots els denominadors:

G(s)—l(ﬂ—@+§— 11s+24j
SUs 2 3 ids+5

Encara hem de completar el quadrat de I'altim terme i escriure adequadament un parell de nume-
radors:

5

B 283 (s+2)2+1_(s+2)2+1

111 20 25 11(s+2-2)+24] 1[11 20 25 11(s+2) 2
Gls)= | L2 22 . EERSE
SIs s° s (s+2)°+1



© FUOC » PID_00183884 13 Funcions racionals

Obtenim:

jG(s)ds=l(ll ln|s|+§—£—E In ((s+2)2+1)—2 arctan (s+2)j+C
5 s 282 2

Nota important

Com hem dit en la introducci6, la descomposicié en fraccions simples exigeix que, en primer lloc, hagim

factoritzat al maxim el denominador de la funcié racional.

A4

Calculeu les integrals racionals segiients:

dx
a
) J.x2+2x

X +6

dx
x* -1

b |
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Resolucio d’activitats

Al

Domini:

Les arrels del denominador sén

2 —x-1=0, X=7(71)¢\/(71)274-2-(71) _1+V1+8

1
2.2 4 T |-1/2

La funcié no esta definida en els dos punts anteriors, x =1, i x = -1/2.
Punts de tall:

Six =0, lafuncié val y = -1.

La funci6 s’anul-la, y =0, per a x = -1.

Extrems:

Derivem la funci6

L 12X —x-1)—(x+1)-(4x—-1) 2x* —x-1-(4x*+3x-1) 2x* —4x _ -2x(x+2)
(2x% —x-1)» @2x* -x-1)? @2x*-x-1?% (2x*-x-1)7?

Y

que s’anul-la pera x =01i per a x =-2.

Cal determinar la derivada segona per a confirmar que sén extrems, i no punts d’inflexi6:

W 2x% = x-1)?(—4x-4)-2(2x% - x - 1)(4x - 1)(-2x% — 4x) _

Y @2x?-x-1*
C(2xXF - x-1)(-4x - 4) - 2(4x - 1)(-2x* —4x) _ 4 2x3 +6x% +1
2x*-x-1)° 2x*-x-1)°

Aquesta segona derivada resulta positiva per a x = -2 (per tant, hi tenim un minim) i negativa per a x = O (per tant, hi tenim
un maxim).

A2

Fem la divisi6 de polinomis:

3x3 +1 | x2-3x+2
-3x3 +9x2 —6x 0 : 3x
9x2 —6x 1,9
|
—-9x2 27x -18 |
|
21x =171
Per tant,
30 +1=3x+9) (x> -3x+2)+21x-17
A3

Recordem primer que les arrels d’'un polinomi sén divisors del terme independent.
Volem escriure el polinomi com a producte de factors tipus (x—a) o (Cx2+Dx+E).

Convé recordar que, si el coeficient del terme de grau més alt és 1 i el polinomi té arrels enteres, el valor de a dels possibles
factors de grau 1 ha de ser un divisor del terme independent del polinomi.
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Els divisors del terme independent de p(x) sén 1, -1, 2, -2, 3, -3, 6, -6, 11, -11, 66 i —66. Comprovem, per exemple, si x =
2 és una arrel:

2%-6-22+11-2-66=8-24+22-66=0

No ho és. Si comprovem si els altres candidats ho s6n, veiem que tampoc ho son, excepte x = 6 que si és soluci6. Ho podem
comprovar bé fent-hi la substituci6 i veient que p(6) = 0, o bé mitjancant la regla de Ruffini.

Per tant, p(x) és divisible per x—6.

Si fem la divisi6, com en l'activitat A2, obtenim que
X2 -6x% +11x-66 =(x—6)(x* +11)

on el polinomi x?+11 no té arrels reals.

A4

dx
3) J.)(2+2x Ix(x+2)

Per tal de fer la descomposicié de l'integrand, es pot seguir el procediment indicat en el text:

1 A B
x(x+2)_; X+2
1=A(x+2)+Bx
x=0=>1=A-2+0,A=1/2

x=-2=1=A-0-2B,B=-1/2

Per tant,

+C

dx 1
J.J<2+2x Ix(x+2) Ii_f m 2 ‘X“*ln\x+2\+c—fln‘x+2

Podeu comprovar immediatament per derivacio que el resultat és correcte.

Nota: A I’hora de fer integrals indefinides, a més de repassar els calculs o fer servir la Wiris, convé comprovar que els resultats
son correctes per mitja de la derivacio6.

b) En aquest cas convé adonar-se que el denominador és una diferéncia de quadrats; per tant, és igual a una suma per una
diferencia:

J-x +6 J- ¥ +6 J~ X2 +6
#+D(x%-1) @ +Dx+D)(x - 1)

on, en el segon pas, hem convertit de nou la diferencia de quadrats en una suma per una diferéncia.

El polinomi x?+1 = 0 no té arrels reals; per tant, ja podem fer la descomposicié:

¥ +6 Ax+B C D

2 ) too1t T

xX*+Dx+D(x-1) x*+1 x+1 x-1
X +6=(Ax+B)(x+1)(x -1+ C(x> +D(x-1)+ D(x*> +1)(x +1)

Per a trobar els valors de les quatre constants, donem com a valors de x aquells que anul-lin alguns factors, x=1ix=-1, i
dos valors més qualsevol, com arax=01ix=2:

X +6=(Ax+B)(x+)(x-D+Cx* +D)(x-1)+ D(x*> + D)(x +1)
x=0=>6=-B-C+D
x=1=1+6=0+0+D(2-2)=>D=7/4
x=-1=21+46=0-C(2-2)+0=>C=-7/4
x=2=>4+6=(2A+B)-3-1+C5-)+D-5-3

Com que ja tenim Ci D, la constant B surt de la primera equacio:
6=-B—(-7/4)+7/4—>B=-5/2
De la quarta equacio,
10=6A+3 - (-5/2) +5- (-7/4) +15 - 7/4

resulta A = 0.
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Abans de continuar convé repassar que, efectivament, els resultats per als coeficients sén correctes, és a dir, que

X +6 _-5/2 -7/4 .7/4
@ +D(x+D(x-1) x*+1 x+1 x-1

Convé fer-ho perque, en general, les integrals que resultin poden tenir alguna complicaci6, i si no tenim els coeficients cor-
rectes, 1’esfor¢ sera en va.

La integral que hem de fer és, per tant,

2
X4+6dx=.|'2de+]'de+.|'de=Barctanx+Cln\x+1\+Dln\x—1\+C
x* -1 x“+1 x+1 x-1

2 —

X4+6dx=—§arctanx+zlnx—1+c

x* -1 2 4 |x+1

De nou, convé derivar 1’expressié obtinguda i veure que reproduim l'integrand, per a garantir que tot va bé.
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