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Introduccion

Un computador es una maquina construida a partir de dispositivos electr6-
nicos basicos, adecuadamente interconectados. Podemos decir que estos
dispositivos constituyen las “piezas” o “ladrillos” con los que se construye
un computador.

En este médulo conoceremos a fondo los dispositivos electrénicos bésicos. Los
dispositivos electronicos mas elementales son las puertas logicas y los bloques
légicos, que forman los circuitos 16gicos. Estos tltimos se pueden ver como
un conjunto de dispositivos que manipulan de una manera determinada las
sefiales electronicas que les llegan (las sefiales de entrada), y generan como
resultado otro conjunto de sefiales (las sefiales de salida).

Existen dos grandes tipos de circuitos l6gicos:

1) Los circuitos combinacionales, que se caracterizan porque el valor de las se-
fiales de salida en un momento determinado depende del valor de las sefiales de

entrada en ese mismo momento.

2) Los circuitos secuenciales, en los que el valor de las sefiales de salida en
un momento determinado depende de los valores que han llegado por las se-
flales de entrada desde la puesta en funcionamiento del circuito. Por tanto,
tienen capacidad de memoria.

En este mo6dulo se estudian los circuitos 16gicos combinacionales. Los circui-
tos secuenciales se estudiardn en el siguiente modulo “Los circuitos 16gicos

secuenciales”.
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Objetivos

El objetivo fundamental de este m6dulo es conocer a fondo los circuitos 16gi-
cos combinacionales, es decir, saber como estan formados y ser capaces de uti-

lizarlos con agilidad, hasta el punto de familiarizarnos totalmente con ellos.
Para llegar a este punto se tendran que haber conseguido los siguientes objetivos:

1. Entender el adlgebra de Boole y las diferentes maneras de expresar funciones
légicas.

2. Conocer las diferentes puertas logicas, ver como se pueden utilizar para sin-
tetizar funciones logicas y ser capaces de hacerlo. Entender por qué se desea
minimizar el namero de puertas y de niveles de puertas de los circuitos y
saberlo hacer.

3. Conocer la funcionalidad de un conjunto de bloques combinacionales ba-
sicos y ser capaces de utilizarlos en el disefio de circuitos.

En definitiva, después del estudio de este médulo debemos ser capaces de cons-
truir facilmente un circuito cualquiera usando los diferentes dispositivos que se

habran conocido y entender la funcionalidad de cualquier circuito dado.
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1. Fundamentos de la electronica digital

1.1. Circuitos, seiiales y funciones logicas

Entendemos por circuito un sistema formado por un cierto nimero de sefia-
les de entrada (cada sefial corresponde a un cable), un conjunto de disposi-
tivos electrOnicos que hacen operaciones sobre las sefiales de entrada (las
manipulan electronicamente) y que generan un determinado nimero de se-
nales de salida. Las sefiales de salida, pues, se pueden considerar como fun-
ciones de las de entrada y se puede decir que los dispositivos electrénicos

computan estas funciones.

—>
Senales
de entrada

Dispositivos P Sefales
electrénicos [—» de salida

En los circuitos, los cables se pueden encontrar en dos valores de tension (vol-
taje): tension alta o tension baja. Estos dos valores se identifican normalmente
con los simbolos 1 y 0, respectivamente, de manera que se dice que una sefial
vale 0 (cuando en el cable correspondiente hay tensién baja) o vale 1 (cuando
en el cable correspondiente hay tension alta, también llamada tension de ali-
mentacion); cuando una sefial vale 1, se dice que esta activa. Las sefiales que
pueden tomar los valores 0 6 1 se denominan seiiales l6gicas o binarias. Un
circuito 16gico es aquél en el que las sefiales de entrada y de salida son logicas.

Las funciones que computa un circuito l6gico son funciones lgicas.

Puesto que las sefiales solo pueden tomar dos valores, diremos que uno
es el contrario del otro. Asi pues, podemos afirmar que cuando una se-
fial no vale 1, entonces seguro que vale 0, y viceversa.

Tomamos un circuito que tenga sélo una sefial de entrada (que llamamos x),

un dispositivo electrénico y una sefial de salida (que llamamos z).

Dispositivo
electrénico

X —P

La tension alta o tensién 0

de alimentaci6n base puede ser de

3,3, 5 0 12 voltios, pero actualmente los
circuitos tienen dispositivos para
modificarla segln los requerimientos de
cada componente y de cada momento;
por ejemplo, cuando el procesador esta
en una fase de actividad alta el voltaje
aumenta.

La tension baja siempre es de 0 voltios.

Hay circuitos que funcionan con 0
l6gica inversa, y en este caso se dice

que una sefial esta activa cuando vale 0.

En este curso, sin embargo, cuando

decimos que una sefial esta activa

queremos decir que vale 1.
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Dado que tanto x como z sélo pueden valer 0 6 1, sélo existen cuatro disposi-

tivos electrénicos diferentes que pueden interconectar x y z:

e Un dispositivo que haga que la salida z valga siempre O (este dispositivo

consistiria en conectar la salida con una fuente de tension de 0 voltios).

¢ Un dispositivo que haga que la salida valga siempre lo mismo que la entra-
da x (este dispositivo consistiria en conectar directamente la salida con la

entrada).

¢ Un dispositivo que haga que la salida valga siempre lo contrario de lo que
vale la entrada (este dispositivo consistiria en un inversor del nivel de

tension).

e Un dispositivo que haga que la salida valga siempre 1 (este dispositivo
consistiria en conectar la salida directamente con la tensién de alimen-

tacion).

En otras palabras, podemos decir que s6lo hay cuatro funciones légicas que

tengan una sola variable de entrada, tal como se muestra en la figura 1:

Figura 1
e . Valor de la funcién | Valor de lafuncién
Funcién l6gica Descripcion _ _
cuando x =0 cuando x =1

z=fy(x) =0 funcién constante 0 0 0 Nota

z=fi(x) =x funcion identidad 0 1 Introducimos aqui la nomen-

z=fy(x) = X' funcién contrario 1 0 clatura x' para referirnos a la
funcién “contrario de x”. Mas

z=f3(x) =1 funcién constante 1 1 1 adelante la definiremos con
mas propiedad.

Tomamos ahora un circuito que tenga dos sefiales de entrada (que llamamos

x e y), un dispositivo electronico y una sefial de salida (que llamamos z).

Dispositivo >
electrénico

y —»

En este caso, existen dieciséis dispositivos electronicos diferentes que puedan
interconectar las entradas con la salida, que corresponden a las funciones 10-

gicas que se muestran en la figura 2.
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Figura 2

Funcién légica

Valor de la funcién cuando

x=0,y=0 x=0,y=1 x=1,y=0 x=1,y=1
Z = go(x,y) 0 0 0 0
zZ = g,(x,y) 0 0 0 1
Z = g,(x,y) 0 0 1 0
z = g3(x,y) 0 0 1 1
Z = gu(x,y) 0 1 0 0
Z = gs(X,y) 0 1 0 1
Z = gg¢(x,y) 0 1 1 0
Z = gy;(x,y) 0 1 1 1
z = gg(x,y) 1 0 0 0
Z = go(X,y) 1 0 0 1
Z = gio(X,y) 1 0 1 0
z = gn(xy) 1 0 1 1
Z = gip(xy) 1 1 0 0
Z = gi3(xy) 1 1 0 1
Z = gia(X,y) 1 1 1 0
zZ = gis(x,y) 1 1 1 1

Asi pues, si tenemos en cuenta los circuitos con una o dos entradas, podemos
llegar a disefiar hasta 4 + 16 = 20 dispositivos electronicos diferentes. Ahora
bien, en la practica sOlo se construye un subconjunto de éstos, concretamente
los que corresponden a las funciones f5, g1 y §7 (v otras que veremos mads ade-

lante), porque a partir de estas funciones se pueden construir todas las demas,

tal como veremos en el apartado 1.2.

A continuacion, veremos que existe una correspondencia entre los elementos

de un circuito légico y la logica intuitiva (de aqui deriva la denominacién de

circuitos “logicos”). La logica tiene cinco componentes basicos:

— Los valores falso y cierto.

— Las conjunciones y y o.

- La particula de negacién no.

Por ejemplo, sean las dos frases siguientes:

Cada una de estas frases puede ser verdadera o falsa. A partir de éstas, de las

conjunciones y la negacion construimos ahora las tres frases siguientes:

frase_A: “Juan estudia quimica”,

frase_B: “Carmen estudia piano”.

frase_Y: “Juan estudia quimica y Carmen estudia piano”,

frase_O: “Juan estudia quimica o Carmen estudia piano”,

frase_NO: “Juan no estudia quimica”.
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Segun la logica:

- La frase_Y es verdadera solo si son ciertas la frase_A y la frase_B, simulté-

neamente.
— La frase_O es verdadera si lo es la frase_A o bien la frase_B, o ambas.

— La frase_NO es verdadera s6lo si la frase_A es falsa.

La correspondencia de la l6gica con los elementos de un circuito logico es la

siguiente:

Légica Circuitos légicos
falso 0
cierto 1
conjuncién y funcién g,
conjuncién o funcién g,
particula no funcién f,

En efecto, sean dos sefiales l6gicas x e y. Si analizamos las tablas de las figuras

1y 2, podemos observar lo siguiente:

- g1(x,p) vale 1 si valen 1 las dos variables x e y simultdneamente;
— g7(x,y) vale 1 si x vale 1 o bien y vale 1 o bien las dos valen 1;
- f>(x) vale 1 s6lo si x vale O.

Es decir, se cumple lo mismo que en el ejemplo de las frases. Por eso, la fun-
cion g; se llama AND (la conjuncion y en inglés), la funcidn g; se denomina

OR (la conjuncion o en inglés) y la funcion f, se llama NOT (rn0 en inglés).

Asi pues, los circuitos logicos se construyen a partir del mismo fundamento

que la l6gica. En el siguiente apartado se estudia este fundamento.

1.2. Algebra de Boole

Un algebra de Boole es una entidad matematica formada por un con-
junto que contiene dos elementos, unas operaciones basicas sobre estos
elementos y una lista de axiomas que definen las propiedades que cum-
plen las operaciones.

Los dos elementos de un algebra de Boole se pueden llamar falso y cierto o,
mas usualmente, O y 1. De este modo, una variable booleana o variable 16gica

puede tomar los valores O y 1.

Nota

Normalmente, cuando utiliza-
mos la conjuncién

o en lenguaje natural lo hace-
mos de manera exclusiva. Es
decir, si decimos “X o Y” nos
referimos al hecho de que o
bien es cierto X o bienlo es Y,
pero no ambas a la vez. La o0 16-
gica, en cambio, incluye tam-
bién la posibilidad de que las
dos afirmaciones sean ciertas.

George Boole

Formaliz6 matematicamente
la I6gica en 1854, cuando
definié lo que hoy se conoce
como dlgebra de Boole. De he-
cho, aqui presentamos un caso
particular de algebra de Boole,
denominado dlgebra de Boole
binaria; en general, el conjunto
de un élgebra de Boole puede
tener més de dos elementos.

En 1938, Claude Shannon
definié el comportamiento
de los circuitos légicos sobre
el fundamento del algebra
de Boole y creé el dlgebra de
conmutacion.
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Las operaciones booleanas bésicas son las siguientes:

La operacion de negacion se puede 0

e Lamnegacion o complementacion o NOT, que corresponde a la parti- Pk
. . , . . 2 ’ maneras. Por ejemplo: !x o,
cula no y se representa con una comilla simple (’). Asi, la expresion x més usualmente, .

denota la negacién de la variable x, y se lee “no x”.

e El producto 16gico o AND, que corresponde a la conjuncién y de la
logica y se representa con el simbolo “-”. Asi, si x e y son variables 16-
gicas, la expresion x - y denota su producto logico y se lee “x e y”.

e Lasuma logica u OR, que corresponde a la conjuncién o'y se repre-
senta con el simbolo “+”. Asi, la expresion “x + y” denota la suma

logica de las variables x e y, y se lee “x 0 y”.

Estas operaciones booleanas basicas se pueden definir escribiendo el resultado T
encion

que dan para cada posible combinacion de valores de las variables de entrada,
Es importante no confundir los

tal como se muestra en la figura 3. En las tablas de esta figura aparecen a la operadores - y + con las opera-
. . P . . . . . ciones producto entero'y suma
izquierda de la linea vertical todas las combinaciones posibles de las variables entera §|as que estamgs acos-
de entrada, y a la derecha, el resultado de la operacién para cada combinacion. tumbrados. El significado de
los simbolos vendra determi-

nado por el contexto en el que

Podemos comprobar que corresponden a las funciones ue hemos
p 9 P fz' $1¥ 3874 nos encontremos. Asi, si traba-

visto en el apartado anterior (figuras 1y 2). jamos con enteros, T +1 =2
(“uno mas uno igual a dos”),

) mientras que si estamos en un
Figura 3 contexto booleano, 1 +1 =1
(“cierto o cierto igual a cierto”,
tal como se puede ver en la ta-
bla de la operacién OR).

X X Xy Xy X vy X+y
0 1 0 O 0 0o o0 0
1 0 0 1 0 0 1 1
- 1 0 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1
Operacion NOT Operacién AND Operacién OR
Los axiomas que describen el comportamiento de las operaciones booleanas L2 formulacion que se presenta 0
aqui de los axiomas booleanos fue
son los Siguientes: introducida por Huntington en 1904, a
partir de la descripcion original de Boole.

Sean x, y y z variables logicas. Entonces se cumple lo siguiente:
a) La propiedad conmutativa:

X+y=y+x
X-y=y-x

b) La propiedad asociativa:

X+(y+z)=(x+y)+z

X-(y-z)=((x-y)-z
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c) La propiedad distributiva:

X-(y+tz)y=x-y+x-z
xX+(y-z)=(x+y) (x+2)

d) Los elementos neutros:

x+0
x-1

Il
=

Il
=

e) La complementacion. Para cualquier x se cumple lo siguiente:

x+x' =1
x-x=0

A partir de estos axiomas, se puede demostrar una serie de leyes o teoremas

muy Utiles para trabajar con expresiones algebraicas booleanas.
Teoremas del algebra de Boole
Si x, y y z son variables logicas, se cumplen las siguientes leyes:

1) Principio de dualidad

Toda identidad deducida a partir de los axiomas continta siendo cierta si las
operaciones +y - y los elementos 0 y 1 se intercambian en toda la expresion.

2) Ley de idempotencia

X+x=x
X-x=x
3) Ley de absorcion
X+x-y=x

xX-(x+y)=x

4) Ley de dominancia

x+1=
x-0=0
5) Ley de involucion
(x) =x
6) Leyes de De Morgan
(x+y)=x-y

(x-p) = X +y

Observamos que la segunda
i?ualdad de la propiedad
istributiva no se cumple
en el contexto de la aritmética
entera.

Esta ley se puede comprobar, por 0
ejemplo, examinando las parejas

e expresiones que aparecen
en la definicién de los axiomas.

Un buen ejercicio para comprobar
que se cumplen estas leyes
es pensar en su correspondencia
con la légica, tal y como se hace en
la dltima parte del apartado 1.1.
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En las expresiones algebraicas utilizamos los paréntesis de la misma for-
ma que estamos acostumbrados a hacerlo en aritmética entera; por
ejemplo, la expresion x +y - z es lo mismo que la x + (y - z) y es diferen-
teque (x+y)-z.

Para negar una expresion entera la pondremos entre paréntesis y, por

tanto, x +)' es diferente de (x +y)'.

Actividades

1. Evaluad el valor de la expresion x +y - (z + x') para los casos:
[xyz]=[010],
[xyz]=[110],
[xyz]=[011].

2. Demostrad las leyes de De Morgan de acuerdo con todos los posibles valores que pueden
tomar las variables que aparecen.

3. Demostrad la ley 4 del algebra de Boole a partir de la ley 2 y del axioma cy e.

1.3. Representacion de funciones logicas

Las funciones logicas se pueden expresar de varias maneras. Las que usaremos

nosotros son las expresiones algebraicas y las tablas de verdad.

1.3.1. Expresiones algebraicas

Las expresiones algebraicas estdn formadas por variables logicas, los
elementos 0 y 1, los operadores producto (-), suma (+) y negacion ('), y
los simbolos (,) e =.

Mediante estos elementos se puede expresar cualquier funcién logica. Por
ejemplo, la funcion g4 de la figura 2 se puede expresar asi:

Sa(x,y) =Xy

La expresion x'-y vale 1 (es cierta) solo si valen 1 (son ciertas) las subexpre-
siones x’ e y simultdneamente. La expresion x’ vale 1 s6lo si x vale 0. En la des-
cripcion de la funcion g4 (figura 2) se puede comprobar que s6lo vale 1 en el
casoenquex=0ey=1.

Una misma funcion légica se puede expresar mediante infinitas expre-
siones algebraicas equivalentes.

Para saber si dos expresiones algebraicas son equivalentes (es decir, expresan
la misma funcién) podemos analizar si una se puede derivar de la otra usando
los axiomas y leyes del 4lgebra de Boole.
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Por ejemplo, la primera ley de De Morgan nos dice que las funciones logicas [

y g son la misma:

fx, y)=(x+y),
g(X, }/) =x"- }"-

A la inversa, a partir de la expresion algebraica de una funciéon podemos en-
contrar otras expresiones equivalentes aplicindole los axiomas y leyes del al-
gebra de Boole.

Por ejemplo, si tenemos la siguiente funcion:
fX,v,)=x-y -z+x -y-z+x-y-2

y aplicamos el axioma ¢ (propiedad distributiva), obtenemos la siguiente expresion equiva-
lente:

fx,v,2)=x-y-z+x +x)-y-z

Por el axioma e (de complementacion) y después el d (de elementos neutros), obtenemos lo
que expresamos a continuacion:

f,v,2)=x-y -z+1-y-z=x-y"-z +y-z
Por la propiedad distributiva,
fX,y,2=(x-y +y) -z

Y, de este modo, podriamos seguir encontrando infinitas expresiones equivalentes para la
misma funcion.

Al igual que cuando trabajamos con ecuaciones, podemos omitir el signo
“.” en los productos lo6gicos para simplificar la escritura de las expresiones
algebraicas: si escribimos seguidos los nombres de diferentes variables,
sobreentenderemos que el producto l6gico se obtiene de éstas.

Asi, las dos expresiones siguientes son igualmente validas:

Xl" X +xp - X1’ . X()', o bien

Xl'XO + X2X1'X0’.

Actividades

4. Encontrad una expresion algebraica para las funciones g1, £3, 6, §7 Y $10 de la figura 2.
5. Encontrad una expresién mas sencilla para esta funcion: f= wx + xy’ + yz + xz’ + xy.

6. Sea una funcién de tres variables x, y y z. Encontrad una expresion algebraica de la
misma suponiendo que la funcién debe valer 1 cuando se cumpla alguna de las si-
guientes condiciones:

-x=1loy=0,

-x=0yz=1,

— las tres variables valen 1.

7. Se dispone de dos cajas fuertes electronicas, A y B. Cada una de éstas tiene una sefial aso-
ciada, x, y xg respectivamente, que vale 1 cuando la caja esta abierta y O cuando esta cerrada.
Se tiene también un interruptor general que tiene una sefial asociada i,, que vale 1 si el inte-
rruptor esta cerrado y 0 si no lo esta.

Se quiere construir un sistema de alarma antirrobos, que generara una sefial de salida s. Esta
sefial tiene que valer 1 cuando alguna caja fuerte esté abierta y el interruptor esté cerrado.
Escribid la expresion algebraica de la funcion s = f(x,, xp, ig).

8. Juan se ha examinado de tres asignaturas. Sus amigos han visto los resultados de los exa-
menes y le han comentado lo siguiente:

- Has aprobado matematicas o fisica, dice el primero.

— Has suspendido quimica o matematicas, dice el segundo.

— Has aprobado s6lo dos asignaturas, dice el tercero.
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Entendemos que la “0” de estas frases es exclusiva. Es decir, la primera frase se podria sus-
tituir por “o bien has aprobado matematicas y has suspendido fisica, o bien has suspen-
dido matemaéticas y has aprobado fisica”, y de manera similar con la segunda frase.

a) Escribid las expresiones algebraicas de las afirmaciones de cada uno de los amigos.

b) Utilizando los axiomas y teoremas del algebra de Boole, deducid qué asignaturas ha apro-
bado Juan y cudl ha suspendido.

1.3.2. Tablas de verdad

Una tabla de verdad expresa una funcion légica especificando el valor
que tiene la funcion para cada posible combinacion de valores de las va-

riables de entrada.

Concretamente, a la izquierda de la tabla hay una lista con todas las combina-
ciones de valores posibles de las variables de entrada y, a la derecha, el valor
de la funcién para cada una de las combinaciones. Por ejemplo, las tablas que
habiamos visto en la figura 3 eran, de hecho, las tablas de verdad de las fun-
ciones NOT, AND y OR.

Si una funcién tiene n variables de entrada, y dado que una variable puede to-
mar s6lo dos valores, 0 6 1, las entradas pueden adoptar 2" combinaciones de
valores diferentes. Por tanto, su tabla de verdad tendrd a la izquierda n colum-
nas (una para cada variable) y 2" filas (una para cada combinacién posible). A

la derecha habra una columna con los valores de la funcion.

Las filas se escriben siempre en orden lexicogrdfico, es decir, si interpretamos las
diferentes combinaciones como nameros naturales, escribiremos primero la
combinacién correspondiente al O (formada solo por ceros), después la corres-
pondiente al 1y asi sucesivamente, en orden creciente hasta la correspondien-

te al 2" — 1 (formada s6lo por unos).

La figura 4 muestra la estructura de las tablas de verdad para funciones de una,

dos y tres variables de entrada.

Figura 4

Estructura de la tabla de la verdad de una funcién de

1 variable 2 variables 3 variables
a f a b f a b ¢ f
0 0
0 0 1
1 1 0
1 1

- _ a . 00 0 O
—_ —_ 00 = =0 O
- o - O - O = O

Tabla de verdad

En aritmética entera es imposi-
ble escribir la tabla de verdad
de una funcién, ya que las va-
riables de entrada pueden to-
mar infinitos valores y, por
tanto, la lista deberia ser infini-
ta. En élgebra de Boole es posi-
ble gracias al hecho de que las
variables pueden adoptar sélo
dos valores.

Nota

No obstante las combinacio-
nes se podrian escribir en cual-
quier orden. Por ejemplo, las
dos tablas siguientes expresan
la misma funcién:

x y | f X oy f
0 0|0 0 1 1
0o 1 1 1 1 0
1T 01 1 0 1
T 1,0 0 0 0
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Por ejemplo la funcion g5 de la figura 2 tiene la siguiente tabla de verdad:

xy gs
0 O 0
0 1 1
1 0 0
1 1 1

Es importante notar que el orden en que ponemos las columnas de las varia-
bles es significativo. Por ejemplo, podiamos haber escrito la tabla de verdad de

la funcién g5 de la siguiente manera:

y X 9s
0 0 0
0o 1 0
1T 0 1
T 1 1

Es bastante usual denominar las variables de una funcién con una misma letra
y diferentes subindices; por ejemplo, x5, X1, Xo. Por convencion, pondremos en
la columna situada mas a la izquierda la variable de subindice mas alto y, en la

que se encuentra mas a la derecha, la de subindice mas bajo.

Diremos que la variable que ponemos en la columna mas a la izquierda en
una tabla de verdad es la variable de mas peso, y la que ponemos en la co-
lumna mas a la derecha es la de menos peso. Una vez fijado el orden de
las columnas y las filas, la tabla de verdad de una funcién es Gnica.

Podemos expresar el comportamiento de diferentes funciones que tienen las
mismas variables de entrada en una Gnica tabla de verdad. En este caso, a la
derecha de la linea vertical habra tantas columnas como funciones. No esta-
bleceremos ninguna convencion para ordenar las columnas correspondientes
a las funciones (se pueden poner en cualquier orden). A continuacién se mues-

tra un ejemplo.

X2 v X | T fi f
0 0 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1
0 1 0 0 1 1
0 1 1 0 0 0
1 0 0 0 1 1
1 0 1 1 0 0
1 1 0 0 0 1
1 1 1 0 1 1

Actividades

9. Escribid la tabla de verdad de las funciones g1, §3, €, §7 Y 810 de la figura 2.



CC-BY-SA » PID_00163599 17

Los circuitos l6gicos combinacionales

10. Dibujad la estructura de la tabla de verdad de la funcién f(x3, xp, X1, xq).

11. Especificad la tabla de verdad de una funciéon de cuatro variables, x3, x5, X1 ¥ Xg, que
vale 1 s6lo cuando un ntimero par de las variables valen 1 (recordad que el O es un nt-
mero par).

1.3.3. Correspondencia entre expresiones algebraicas
y tablas de verdad

Es importante saber pasar con agilidad de una expresion algebraica de
una funcioén a su tabla de verdad, y viceversa.

Para obtener la tabla de verdad a partir de una expresion algebraica pode-
mos actuar de dos maneras:

a) Evaluar la expresion para cada combinacion de las variables y escribir en el

lugar correspondiente de la tabla el resultado de la evaluacion.

Por ejemplo, con la funcién siguiente:
fla,b,c)=a+a b c+ac'.

Si evaluamos la expresion para el caso de la combinacién [a b c] = [0 O O], obtenemos el si-
guiente resultado:

0+1-1-0+0:1=0+0+0=0.
Por tanto, en la primera fila de la tabla irad un 0.
Para la combinacion [a b ] = [0 0 1] obtenemos el resultado que presentamos a continuacion:
0+1-1-1+0-0=0+1+0=1.
Por tanto, en la segunda fila ird un 1. Y asi sucesivamente hasta haber evaluado la funcion
para todas las combinaciones.
b) Analizar la expresion a vista, deducir para qué valores de las variables de la
funcion vale 1 6 0, y rellenar la tabla.

Tomamos la misma funcién del ejemplo anterior. Vemos que siempre que a = 1, la funcién
vale 1 (por la ley 4, de dominancia). Por tanto, podemos poner un 1 en todas las filas en las
que a =1 (las cuatro ultimas).

A continuacién estudiamos los casos en que a = 0 (los que nos faltan por rellenar). La expre-
sion de la funcion nos queda de la siguiente manera:

f0,b,c)=0+0"-b"-c+0-c'=b"-c.

Esta expresion vale 1 s6lo en el caso [b c] = [0 1]. Por tanto, pondremos un 1 en la fila corres-
pondiente a la combinacién [0 O 1].

Para las combinaciones que ain nos quedan por rellenar, la funcién vale O.

Observamos que el paso de expresion a tabla de verdad nos puede ser muy
atil a la hora de determinar si dos expresiones algebraicas son equivalentes
o no. Podemos obtener la tabla de verdad a partir de cada una de las expre-
siones, de modo que si las tablas resultantes son iguales, podemos concluir
que las dos expresiones corresponden a una misma funcion.
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Actividades

12. Obtened la tabla de verdad de las siguientes funciones:

a)fx,y z,w) =xyzw +yzZw+ X'z + xyw + X'yz’w’

b)fx,y,z,w=xy+z

13. Mediante tablas de verdad, estudiad si las dos expresiones siguientes son equivalentes:
a) f=xy +yw+x'w,

b) g=Xy'ZW + X'Z’'w + yZ'w + xyw + X'z.

14. Escribid la tabla de verdad correspondiente a la actividad 7.

15. Escribid la tabla de verdad correspondiente a la actividad 8. Encontrad la solucién de la
actividad a partir del estudio del contenido de esta tabla.
El paso de tabla de verdad a expresion algebraica se puede hacer “a vista”,
si tenemos suficiente experiencia. Sin embargo, serd mas comodo si lo hace-
mos conociendo las expresiones en suma de mintérminos, que veremos en el

siguiente apartado.

1.3.4. Expresiones en suma de mintérminos

Ya hemos visto que hay infinitas expresiones algebraicas equivalentes para
una funcién cualquiera. Ahora bien, cualquier funcion légica se puede expre-
sar con una expresion en suma de productos. Es decir, una expresion de la for-

ma siguiente:

A+B+C,

donde A, By C son términos producto, es decir, tienen la forma que reprodu-

cimos a continuacion.
X-Y-Z

donde X, Yy Z son variables l6gicas, bien negadas o bien sin negar. Por ejem-
plo, las dos expresiones siguientes corresponden a la misma funcion (lo podéis
demostrar), pero solo la segunda tiene la forma de suma de productos:

fx,y,2)=x+yZ7)z
fx,v,zoy=xy z+x' yz.

A partir de la tabla de verdad de una funcién es muy sencillo obtener una ex-
presion en suma de productos. Veamos las tablas de verdad de las cuatro fun-

ciones siguientes:

R
>
=
&
St
=h
o
-

[ e I = I = =)
- —_ 00 = = 0O O
- o - O = O = O
O O O O O o —= o0
O O O —= O O oo
o = O O O © o o
o = O = O o = o
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Si examinamos fy, f1 Y f2, observamos que tienen la particularidad de valer 1
sOlo para una de las combinaciones de las variables de entrada, de manera que
las podemos expresar facilmente con un solo término producto, en el que
aparecen todas las variables, negadas o sin negar. Las variables que valen 0
en la combinacién que hace que la funcién valga 1 apareceran negadas en el
término producto; las que valen 1 apareceran sin negar. Asi, obtenemos los si-

guientes términos producto para las funciones anteriores:

fo(x2, X1, X0) = X2" X1" xq
f1(x2, X1, X0) = XpX1'x¢.
f2(x2, X1, X0) = X2 X1 Xq'.

Se denomina término minimo o mintérmino el término producto (tni-
co) que expresa una funciéon que sélo vale 1 para una sola combinacion

de las variables de entrada.

No es tan sencillo obtener “a vista” una expresion para la funcién F, ya que
vale 1 para varias combinaciones de las variables. Ahora bien, si podemos ver

facilmente que F vale 1 o bien f;, o f; o f; valen 1. Es decir,
F=fo+fi+f2
Por tanto, obtenemos lo siguiente:
F(xp,x1,X0) = x3" x1" X0 + X2 X1" X" + X3 X1 X(/,
que es una expresion algebraica de F en forma de suma de productos.
Asi pues, a partir de la tabla de verdad de una funcién podemos obtener
una expresion en suma de productos haciendo la suma légica de los

mintérminos que la forman. Por este motivo, la expresion que obtene-
mos de esta forma se llama suma de mintérminos.

En el siguiente capitulo (apartado 2.3) veremos que a partir de una expresion
en suma de mintérminos se puede obtener otra expresion en suma de produc-

tos mas sencilla.

Actividades

16. Obtened la expresion en suma de mintérminos de las funciones fy, f1, f2 ¥ f3:

R
>
=
&
St
)
o
ol

_ a0 0 OO
- _ 00 = =0 ©°
- o = O = O = O
- O O © o —- o o
N e = = =)
- o - O = O = O
- 00 _ O = =0

Nota

En un mintérmino figuran
siempre todas las variables
de la funcién, ya sea negadas
o0 sin negar.

Nota

Cualquier funcién légica se
puede expresar también en
forma de producto de sumas,
pero no trataremos este asunto
en este curso.

Las expresiones en suma de
mintérminos o producto de su-
mas se llaman formas canénicas
de una funcién. Los mintérmi-
nos se denominan términos
candnicos.
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17. Obtened la expresiéon en forma de suma de mintérminos de las siguientes funciones:

a) flx,y,2)=xy+2
b) fix, ¥, z, w) =X'Y'zw + X'V'Z' + xy'W + yz'w.

1.4. Otras funciones comunes

Hemos visto que existen cuatro funciones logicas de una variable (figura 1) y
dieciséis de dos variables (figura 2). Nos hemos fijado, especialmente, en las
funciones f5, §1 y §7, porque corresponden a las operaciones basicas del 4lgebra
de Boole, y las hemos llamado, respectivamente, negacion (NOT), producto 16-
gico (AND) y suma logica (OR). A continuacion hemos visto que cualquier fun-
cion logica se puede construir a partir de estas tres.

De entre las funciones de dos variables, existen otras que también reciben un

nombre propio, ya que se utilizan de manera comudn. Son las siguientes:
Funcion O-exclusiva o XOR

Esta funcion vale 1 cuando alguna de las dos variables de entrada vale 1, pero
no cuando valen 1 las dos a la vez; por eso recibe el nombre de O-exclusiva. Es

la funcion g de la figura 2.

Se representa con simbolo “®”, y presenta esta tabla de verdad:

a b | a®b

0 0 0

0 1 1 a® b=adb+ab
1 0 1

1 1 0

La funcién XOR de mas de dos variables se calcula de este modo:
adbdc@®@d=((a®b) ®c)®d).

Por tanto, da O si un nimero par de las variables vale 1, y da 1 si un namero

impar de las variables vale 1. Fijémonos que en el caso de dos variables, este

hecho se traduce en lo siguiente:

a®b=0=>ay b tienen el mismo valor,
a® b=1=>ay b tienen valores diferentes.

Por tanto, la funcién XOR nos permite saber si dos variables son iguales o no

lo son.

Otras propiedades de la XOR:

O®a=a,
1®a=a.

Asi, si hacemos la XOR de una
variable con un 0, la variable queda
inalterada, mientras que si hacemos
la XOR con un 1, en la salida aparece
la variable negada.

o
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Funcion NAND
Es la negacion de la AND, es decir:

aNAND b = (a - b)".

Por tanto, vale 1 siempre que no se cumpla que las dos variables de entrada

valgan 1. Es, pues, la funcién g4 de la figura 2. Esta es su tabla de verdad:

(a+b)’

Q

- - o o
- O = Oo| T
O = = -

Funciéon NOR
Es la negacion de la OR, es decir:

aNORb=(a+b).

Por tanto, vale 1 s6lo cuando ninguna de las dos variables de entrada vale 1.

Es la funcion gg de la figura 2. Esta es su tabla de verdad:

(a+b)’

Q

- = o O
- O = O| T
o © o =

1.5. Funciones especificadas de manera incompleta

Existen funciones para las que algunas combinaciones de las variables de entra-
da no se produciran nunca. Por ejemplo, supongamos una funcién f(x,, x1, xg)
en la que las variables corresponden a sefiales conectadas a tres aparatos de me-

dicion del sonido en una sala, de manera que tenemos lo siguiente:

x5 =1 si el sonido supera los 100 dB, x, = 0 de otro modo,
x1 = 1 si el sonido supera los 200 dB, x; = 0 de otro modo,
xo = 1 si el sonido supera los 300 dB, x; = 0 de otro modo.

La combinacion [x,, x1, xg] = [0 1 0] no se producird nunca, ya que es imposi-
ble que el sonido esté por debajo de los 100 dB y por encima de los 200 dB
simultdneamente. Tampoco se dardn nunca las combinaciones [0 0 1], [0 1 1]

y[101].

Las combinaciones que nunca se produciran se llaman combinaciones

“no importa” o combinaciones don’t care.
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En la tabla de verdad de una funcién escribiremos x en las filas correspondien-
tes a las combinaciones “no importa”. Por ejemplo, supongamos que la fun-
cién anterior debe valer 1 si el sonido estd entre 100 dB y 200 dB o si el sonido

supera los 300 dB. Su tabla de verdad es la siguiente:

X2 X1 Xo fo
0 0 o0 0
0 0 1 X
0 1 0 X
0 1 1 X
1 0 o0 1
1 0 1 X
1 1 0 0
1 1 1 1

En el capitulo siguiente veremos como se pueden obtener expresiones
algebraicas de funciones especificadas de manera incompleta.

Actividades

18. Se quiere construir un sistema que compute cinco funciones de salida (1, v2, ¥3, V4 € ¥'s5)
de tres variables (x,, X1 y xq). Estas tres variables codifican las cinco vocales, tal como se mues-
tra en la siguiente tabla:

vocal X, X1 Xp
A 0O 0 0
E o o0 1
I 0o 1 0
O 0o 1 1
V] 1 0 o

Cada una de las cinco funciones esta asociada a un segmento de un visualizador de cinco seg-
mentos como el que se muestra en la figura. Por ejemplo, cuando y; vale 1, el segmento que
hay encima del visualizador se ilumina. La figura muestra también qué segmentos se deben
iluminar para formar las diferentes vocales.

Y1 B

) —P» Y4 E

X —» Y3 Y4 EI
X — W — > Y Yo | e Y2

o A 7S g

En cada momento el visualizador debe formar la vocal que codifiquen las variables de entra-
da en ese momento. Escribid la tabla de verdad de las cinco funciones.

19. Se quiere disefar un sistema de riego de una planta con control de la temperatura y de la
humedad de la tierra. El sistema tiene tres sefiales de entrada (variables) y dos de salida (fun-
ciones).

Entradas:

— Un sensor de temperatura (f): se pone a 1 si la temperatura de la tierra supera un limite pre-
fijado TO.
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— Dos sensores de humedad de la tierra (hyy hj): se ponen en 1 cuando la humedad de
la tierra supera los limites HO y H1, respectivamente. El limite HO es inferior al limite
HI1 (HO < H1).

Salidas:

— Regar (R): cuando se pone en 1 se activa el riego de la planta.
— Calentar (E): cuando se pone en 1 se activa el calentamiento de la tierra.

Las especificaciones del sistema son las siguientes:

- La planta se riega siempre que la tierra esta seca, es decir, siempre que no supera el li-
mite HO.

— También se riega cuando la temperatura supera el limite T0 y la humedad de la tierra es
inferior a H1.

- La tierra de la planta se calienta cuando la temperatura es inferior a T0 y la humedad su-
perior a HO.

Escribid la tabla de verdad de las funciones Ry E.



CC-BY-SA » PID_00163599 24

Los circuitos l6gicos combinacionales

2. Implementacion de circuitos 16gicos combinacionales

2.1. Puertas logicas. Sintesis y analisis

En las figuras 1 y 2 habiamos visto que se pueden construir hasta veinte dispo-
sitivos electronicos diferentes para funciones de una y dos variables de entrada.
Ahora bien, en la practica solo se construyen los que calculan las funciones
NOT, AND, OR, XOR, NAND y NOR.

Los dispositivos electronicos que calculan funciones logicas se llaman
puertas logicas. Son dispositivos que estan conectados a un cierto nu-
mero de sefiales de entrada y a una sefial de salida.

A continuacién presentamos el simbolo grafico con el que se representa cada
puerta l6gica. En todas las figuras que aparecen a continuacion, las sefiales de en-

trada quedan a la izquierda de las puertas y la sefial de salida queda a la derecha.

Puerta NOT o inversor
Esta puerta se representa graficamente con este simbolo:

e—l>o—s

El funcionamiento es el siguiente: si en la entrada e hay un O (tensidn baja),
entonces en la salida s habrd un 1 (tension alta). Y a la inversa, si hay un 1 en

el punto ¢, entonces habra un 0 en el punto s.
Por tanto, la puerta NOT implementa fisicamente la funciéon de negacién: s =¢'.

Puertas AND y NAND

Se representan graficamente con estos simbolos:

a sl a 52
b —— b ——

Puerta AND Puerta NAND

Ved las figuras 1y 2 en el 0

subapartado 1.1 de este médulo. |

Puertas logicas

Estan formadas internamente
por diferentes combinaciones
de transistores, que son los dis-
positivos electrénicos més ele-
mentales.

NAND

La funcién NAND es muy
utilizada en el disefio de circui-
tos reales porque es muy fécil
implementarla con transistores
(es decir, no se implementa

a partir de una puerta AND

y una NOT).
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La puerta AND implementa la funcién légica AND, es decir, la salida s1 vale 1

sOlo si las dos entradas a y b valen 1. Por tanto, s1 =a - b.

La puerta NAND implementa la funcién légica NAND. En el punto s2 hay un 1

siempre que en alguna de las dos entradas a o b haya un 0. Es decir, s2 = (a - b)".

Puertas OR y NOR
Se representan graficamente con estos simbolos:

El circulo en un circuito

a ] a El circulo simboliza una
9 s2 negacion en sefales de salida
b b
(como en las puertas NOT,

NAND y NOR). También se
usa un circulo para negar
Puerta OR Puerta NOR sefales de entrada, pero en
este curso no utilizaremos
esta posibilidad.

La puerta OR implementa la funcion logica OR, es decir, en la salida s1 hay un 1

si cualquiera de las dos entradas estd en 1. Por tanto, s1 =a + b.

La puerta NOR implementa la funcion légica NOR. En el punto s2 encontra-

remos un 1 sélo cuando en las dos entradas haya un 0, es decir: s2 = (a + b)".

Puerta XOR
Implementa la funcion l6gica XOR, es decir, la salida s vale 1 si alguna de las
dos entradas vale 1, pero no si valen 1 las dos a la vez. Se representa grafica-

mente con este simbolo:

a s=a®b
b

Todas las puertas (menos la NOT) pueden tener mds de dos sefiales de

entrada. Su funcionamiento es el siguiente:

e En una puerta AND de n entradas, la salida vale 1 s6lo cuando todas

las n entradas valen 1.

e En una puerta OR de n entradas, la salida vale 1 cuando una o mas
de las n entradas valen 1.

e En una puerta XOR de n entradas, la salida vale 1 cuando hay un nu-
mero impar de entradas en 1. E1 O se considera un nimero par y, por
tanto, si todas las entradas valen 0, la salida también vale 0.
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Sintesis y analisis
Cualquier funcién légica se puede implementar usando estas puertas, es decir,
se puede construir un circuito que se comporte como la funcion.

El proceso de obtener el circuito que implementa una funcién a partir

de una expresion algebraica se denomina sintesis.

El proceso de obtener una expresion de una funcion a partir del circuito

que la implementa se denomina analisis.

Para sintetizar (o implementar) una funcion a partir de su expresion algebrai-
ca, es suficiente con sustituir cada operador de la funcién por la puerta logica
adecuada. Por ejemplo, un término producto de tres variables se implementa-
r4 con una puerta AND de tres entradas. Las puertas deben estar interconecta-

das entre si y con las entradas tal como indica la expresion.

Por ejemplo, el circuito que implementa la funcion f{a, b, ¢) = a + bc’ es el siguiente:

b ———] f=a+b-c

Para analizar un circuito, es necesario escribir las expresiones que correspon-
den a la salida de cada puerta, empezando desde las entradas del circuito hasta
obtener la expresion correspondiente a la linea de salida del mismo.

Por ejemplo, el circuito siguiente implementa la funcion flg, b, ¢, d) = (a + ') (b + c + d).

f=(a+b)-(b+c+ d)

En un circuito, si una linea empieza sobre otra linea perpendicular, se entiende
que las lineas estan conectadas (y, por tanto, que tienen el mismo valor 16gi-
co). Si dos lineas perpendiculares se cruzan, se considera que no estan conec-
tadas. Si se pone un punto por encima de una linea, se interpreta que todas las
lineas que lo tocan estan conectadas. A continuacion se muestran unos cuan-

tos ejemplos.

Dibujo de las puertas

En un circuito, las puertas se
pueden dibujar en cualquier
sentido: con la sefial de salida a
la derecha o a la izquierda, y
también verticalmente con la
sefial de salida arriba o abajo,
seguin convenga para la clari-
dad del disefio.
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Actividades

20. Analizad los siguientes circuitos:

a)

21. Sintetizad la funciéon fia, b, c, d)=d - (@’ +a-b) - (b’ @ ¢).
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2.2. Diseiio de circuitos a dos niveles

2.2.1. Retardos. Cronogramas. Niveles de puertas

Las puertas l6gicas no responden instantdneamente a las variaciones en las se-
fiales de entrada, sino que experimentan un cierto retardo. La mejor forma de
entender este concepto es observando la figura 5, en la que hay un circuito

sencillo (s6lo una puerta AND) y un cronograma de su funcionamiento.

Un cronograma es una representacion grafica de la evolucion de las se-

fiales de un circuito a lo largo del tiempo.

Figura 5

a —]
Z
b—}

z1

P Tiempo

L8] t

Retardo de la puerta AND

Supongamos que en las entradas a y b hay conectados dos interruptores que
nos permiten en cada momento poner estas sefiales en 0 o en 1. En el ejemplo
de la figura 5 hemos supuesto que, inicialmente, las dos sefiales estan en 1y
que en el instante t; ponemos la sefial a a 0. En este momento, la sefial z se
deberia poner a 0, porque O - 1 = 0. Esta situacién hipotética es la que se mues-
tra en el cronograma con la seflal z1. Sin embargo, en la realidad z no se pone
a 0 hasta el instante t,, a causa del hecho de que los dispositivos electrénicos
internos de la puerta AND tardan un tiempo determinado en reaccionar. Di-

remos que la puerta AND tiene un retardo de t, — t;.

Cada puerta tiene un retardo diferente que depende de la tecnologia que se
haya usado para construirla. Los retardos son muy pequeros, del orden de na-
nosegundos, pero es necesario tenerlos en cuenta a la hora de construir fisica-

mente un circuito.

De hecho, la transicion entre diferentes niveles de tensién de una sefial tam-

poco es instantdnea, sino que se produce tal como se muestra en la figura 6.

Cronograma

Las lineas de puntos horizon-
tales representan el valor 16gi-
co 0 para cada sefal. Las lineas
continuas gruesas representan
el valor en que se encuentra
cada sefial en cada momento
(0 si la linea continua esta
sobre la linea de puntos, 1 si
esta mas arriba).

En vertical se pueden sefialar
con lineas discontinuas instan-
tes determinados de tiempo
(como t y t, en el caso

de la figura 5).
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Figura 6

P Tiempo
Retardo en la Retardo en la
subida de tensién bajada de tensién

Uno de los objetivos de los ingenieros electronicos que construyen circuitos
es que el tiempo de respuesta del circuito sea lo més breve posible. Dado que
cada puerta tiene un cierto retardo, un circuito serd, en general, mas rapido

cuantos menos niveles de puertas haya entre las entradas y las salidas.

El namero de niveles de puertas de un circuito es el nimero maximo
de puertas que una sefial debe atravesar consecutivamente para generar
la sefial de salida.

Al contabilizar el namero de niveles de puertas de un circuito no se tienen

en cuenta las puertas NOT (por razones que no veremos en este curso).

Por ejemplo, la figura 7 muestra el nimero de niveles de puertas de dos circui-
tos diferentes (podéis comprobar que la funciéon que implementan es la mis-
ma). Un buen ingeniero elegiria el circuito de la figura 7b para implementar
esta funcién, ya que es mas rapido.

Figura 7

Figura 7a: circuito con 5 niveles de puertas

. T

S

>
c >

Figura 7b: circuito con dos niveles de puertas

4

El tiempo de respuesta de una 0
puerta depende, entre otras cosas,
del ndimero de entradas de la puerta.
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Actividades

22.Completad el siguiente cronograma, suponiendo que la sefial f corresponde a la funciéon
de la figura 7b y que las entradas toman los valores dibujados. Considerad que los retardos
introducidos por las puertas son 0.

P Tiempo

2.2.2. Sintesis a dos niveles

No existe una férmula universal para encontrar la expresion de una funcion
que dard lugar al circuito mas rapido posible. Sin embargo, conocemos una
forma de garantizar que un circuito no tenga mas de dos niveles de puertas:
partir de la expresion de la funcién en suma de mintérminos. En efecto, el cir-
cuito correspondiente a la suma de mintérminos tiene, ademas de las puertas
NOT, un primer nivel de puertas AND (que computan los diferentes mintér-
minos) y un segundo nivel en el que habra una Gnica puerta OR, con tantas
entradas como mintérminos tenga la expresion. Por ejemplo, la figura 8 mues-

tra el circuito que se obtiene cuando se sintetiza esta funcion:
f=xy'z+xyz +x'yz.

Figura 8

X y z

v v

Dy
)

v

Los circuitos que se obtienen a partir de las sumas de mintérminos se
denominan circuitos a dos niveles. El proceso por el que los obtene-
mos se denomina sintesis a dos niveles.
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Es posible que una funciéon se implemente con un circuito que tenga menos
de dos niveles. Sin embargo, no hay una manera de encontrarlo sistematica-
mente. Asi pues, las expresiones de las funciones en suma de mintérminos nos
permiten construir los circuitos en dos niveles mas rapidos posibles que pode-

mos obtener de manera sistematica.

Tener en cuenta los retardos de las diferentes puertas y de las transicio-
nes entre niveles de tension es fundamental a la hora de construir cir-
cuitos. Sin embargo, en este curso consideraremos que los circuitos son
ideales, de manera que no se tendran nunca en cuenta los retardos, es

decir, se asumira que siempre son O.

Actividades

23. Haced la sintesis a dos niveles de las siguientes funciones:
J ).

a) fx,y,z,w) =X'Y'ZW + X'yzZ’W + xy'zw’ + xyzw + X'y'Z’w + X'yzw.
b) fx,y,z) =xz' + y'z + X'y.

24. Se quiere diseflar un circuito combinacional que permita multiplicar dos nameros natu-
rales de dos bits.

a) Indicad el nimero de bits de la salida.

b) Escribid la tabla de verdad de las funciones de salida.

¢) Implementad el circuito a dos niveles.

25. Sintetizad la siguiente funcion a dos niveles:

X X1 X f
0 0 o 0
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 o 0
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 1

2.3. Minimizacion de funciones

Ya hemos visto que uno de los objetivos que se tiene que conseguir cuando cons-
truimos un circuito es que sea tan rdpido como sea posible. La sintesis a dos nive-

les nos permite conseguir de manera sistematica un grado de rapidez aceptable.

También es deseable que un circuito sea pequerio y barato. Estas dos caracte-
risticas estan relacionadas con el nimero de puertas del circuito: cuantas me-

nos haya, mas pequerio y barato sera.

2.3.1. Simplificacion de expresiones

En el capitulo anterior se ha visto como se puede obtener la expresion de

una funcién en suma de mintérminos. A veces, estas expresiones se pueden

Por otro lado, a partir
de la expresion de una funcién
en suma de mintérminos puede
resultar un circuito con menos
de dos niveles: si hay un sélo
mintérmino no habra el nivel OR.

Hay otros métodos de sintesis
que generan circuitos con mas
de dos niveles pero mas rapidos
que los que se obtienen a partir
de las expresiones de las funciones
en suma de mintérminos. En este
curso no los veremos.
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simplificar, lo que nos permitirad implementar la funcién con un circuito de
menores dimensiones.

En concreto, las simplificaciones que nos serdn utiles corresponden a
los casos en que dos o0 mas mintérminos se pueden reducir a un Gni-

co término producto, en el que apareceran menos variables.

Por ejemplo, sea la siguiente funcién:
&y, 2)=x"yz’ + X'yz + ...

Estos dos mintérminos nos dicen que la funcién vale 1six=0,y=1yz=00
bien si x =0, y =1y z = 1. Sin embargo, esta informacion se puede resumir
diciendo que la funcién vale 1 siempre que x =0 e y = 1, independientemente
del valor de z. Esto se puede expresar algebraicamente sacando el factor co-
mun en los dos mintérminos (es decir, aplicando las propiedades distributiva,

de complementacion y de elemento neutro):

fx,y,z) =xXyz’ + X'yz + ... =

=xyZ'+z) +...=xy-1+..=Xy+ ..

Tomamos ahora una funciéon que vale 1 para las siguientes combinaciones

[x y z] (entre otras):

[100]
[101]
[110]
[111]
Esta funcion vale 1 siempre que x = 1, independientemente del valor de y y z.
Aplicando el mismo razonamiento que antes, lo podemos expresar algebraica-

mente de este modo:

fxy,z) =xy'z" + xy'z+ xyz' + xyz + ... =
=xy'(Z'+z) + xy (Z'+2) + ... =

=X) + XY+ =X (YY) =X+

Asi pues, vemos que podemos obtener un solo término producto en los si-
guientes casos:

1. Si en dos mintérminos todas las variables se mantienen constantes menos

una, entonces podemos sacar factor comun eliminando la variable que cam-



CC-BY-SA » PID_00163599 33

Los circuitos l6gicos combinacionales

bia. En el término producto resultante apareceran n — 1 variables, siendo n el na-

mero de variables de la funcién.

2. Si en cuatro mintérminos todas las variables se mantienen constantes menos
dos, entonces podemos sacar factor comtn dos veces y eliminar las dos variables

que cambian. En el término producto resultante apareceran n — 2 variables.

3. En general, si en 2" mintérminos todas las variables se mantienen constantes
menos m, entonces podemos sacar factor comtn m veces y eliminar las m varia-

bles que cambian. En el término producto resultante apareceran n — m variables.

El hecho de obtener la expresion en suma de productos mas simplifica-
da posible de una funcion, sacando factor coman en los casos que se

acaban de describir, se denomina minimizar la funcion.

A partir de la expresion minimizada de una funcién, podremos construir cir-
cuitos de menores dimensiones y mas baratos que los que obteniamos de la
expresion en suma de mintérminos: quiza se necesitardn menos puertas NOT,
algunas de las puertas AND seran de menos entradas, tendran menos puertas

AND vy la puerta OR sera de menos entradas.

La figura 9 muestra los circuitos correspondientes a la expresioén en suma de min-

términos (figura 9a) y a la expresion minimizada (figura 9b) de esta funcion.

f(x2,X1,%0) = X2"X1X0 + X2X1'X(" + Xpx1Xq" =

=X X1X0 + XX  (X1'+X1) = X2'X1X0 + XX

Se puede observar que el circuito de la figura 9a tiene tres puertas NOT, tres
AND de tres entradas y una OR de tres entradas. El circuito simplificado, en
cambio, sOlo tiene dos puertas NOT, dos AND (una de dos entradas y la otra

de tres) y una puerta OR de dos entradas.

Figura 9

Figura 9a Figura 9b

X2 X4 Xo Xz X1 Xo

< v [& | [

UL
v
l

También podemos detectar otros
casos en los que se puede sacar
factor comin en una expresion

algebraica. Por ejemplo, .

f(x, Y, 2) = xy +x2=x-(y + 2)
Sin embargo, en estos casos no
nos interesan, ya que la expresion
resultante no es una suma
de productos.
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2.3.2. Sintesis minima a dos niveles. Método de Karnaugh

Observando la tabla de verdad de la funcién podemos detectar los casos en que la
expresion en suma de mintérminos se puede minimizar. Ahora bien, en algunos
casos lo podemos ver facilmente, pero en otros es mas dificil. Por ejemplo, la figu-

ra 10a muestra la tabla de verdad de la funcién:
f(xg, X1, X0) = X2'X1.

Solo observando la tabla es facil obtener esta expresion, porque las combina-
ciones por las que la funcién vale 1 (los mintérminos) se encuentran en filas

consecutivas.

La funcién de la figura 10b es f(x,, X1, Xg) = X1'Xg porque vale 1 siempre que
x1 =0y xg =1, independientemente de lo que valga x,. Sin embargo, en
este caso no es tan sencillo verlo a simple vista, ya que los mintérminos no

estan en filas consecutivas.

Figura 10

Figura 10a Figura 10b
X2 X1 X| f X2 x1_x| f
0 0 ofO 0 0 0|0
0 0 1] 0 0 0 1 1
0 1 0f 1 0 1 0|0
o 1 1 1 0 1 1|0
1 0 0O 1 0 0] O
1 0 1|0 1 0 1 1
1 1 0| 0 1 1 0| 0
1 1 1| 0 1 1 1] 0

El método de Karnaugh proporciona una mecanica sencilla para detectar
visualmente los casos en que se puede minimizar una expresion en suma
de mintérminos. Por tanto, entre todos los circuitos a dos niveles que im-
plementan una funcién, permite obtener facilmente el menor de todos.

El método de Karnaugh consta de cuatro pasos:

1) Trasladar la tabla de verdad de la funcién a una estructura que se llama

mapa de Karnaugh.
2) Detectar visualmente los casos en que se puede sacar factor comun.
3) Deducir los términos producto mas simples posible.

4) Obtener la expresion minima de la funcioén haciendo la suma logica de los

términos producto.
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Veamos detalladamente como se lleva a cabo cada uno de estos procesos.

1) Construcciéon del mapa de Karnaugh

El mapa de Karnaugh es una transcripcion de la tabla de verdad de una
funcioén a una estructura formada por casillas en la que cada una de és-
tas corresponde a una combinacién de las variables (y, por tanto, a una
fila de la tabla de verdad).

Se dice que dos casillas del mapa son adyacentes si corresponden a
combinaciones en las que s6lo cambia el valor de una variable.

La figura 11 muestra la estructura del mapa de Karnaugh para funciones de 2, 3 » : -
También es posible aplicar

5 i 3 4 i _ el método de Karnaugh a funciones
y 4 variables . Por ejemplo, la casilla que estd sombreada con gris claro corres de mas de cuatro variables, pero
. .2 T tudiara.
ponde a la combinacién [abcd]=[1101]. eB:shgccr:g,s;:; :gteoss léals?;sa
hay otros métodos mas adecuados,

que no estudiaremos.

Figura 11
Estructuras de los mapas de Karnaugh para funciones de
2 variables
4 variables
3 variables

Fijémonos en que en las cabeceras de las filas y las columnas de los ma-
pas de Karnaugh las combinaciones no estan en orden lexicografico.

De esta manera se cumple que las casillas adyacentes quedan dispuestas en el

mapa de la siguiente manera:

1. Dos casillas donde inicamente cambia el valor de una variable son adya-

centes.
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2. En los mapas de tres y cuatro variables, las casillas de la columna mas a la

derecha también son adyacentes con las de la columna maés a la izquierda.

3. Enlos mapas de cuatro variables, las casillas de la fila superior también son

adyacentes con las de la fila inferior.

Una vez dibujado el mapa, pondremos dentro de cada casilla el valor de la fun-
cion para la combinaciéon correspondiente de variables, a partir de la tabla de
verdad. En la figura 12 se puede ver un ejemplo de ello donde se muestra ex-

plicitamente la posicion de algiin mintérmino en la tabla.

Figura 12
X3 X2 X Xo| f
0 0 0 0fo0
0 0 0 1|0
0 0 1 0
0 0 1 1]0 y o
0 1 0 0ol 1 ) 0 | O 1 10
0 1 0 1|1
01 1 0lo 00 | o 1 1 0
01 1 1] 0
1 00 0|© 01 | o 1 11,0
1 00 110 \14\0 0 1 0
1 0 1 0] 1 4
1 0 1 110 o™ | o |1 |
1 1 0 0] 1
1 1 0 1] 1
1 1 1 0] 1
11 1 1@

De hecho, es suficiente con rellenar las casillas para las que la funcién vale 1.
2) Deteccion de los casos en que se puede sacar factor coman

Supongamos que dos casillas adyacentes contienen unos; corresponden, pues,
a dos mintérminos de la funcion. Sin embargo, entre éstas s6lo cambia el valor
de una variable (por la definicion de adyacencia) y, por tanto, corresponden a

un caso en el que se puede sacar factor comuan de los dos mintérminos.

Supongamos ahora que cuatro casillas adyacentes contienen unos. Entre éstas
sOlo cambia el valor de dos variables y, por tanto, corresponden a un caso en

el que se puede sacar factor comuin dos veces.

Asi, el segundo paso del método Karnaugh consiste en agrupar con rectangu-
los los unos que estén en casillas adyacentes, formando gruposde 1, 2, 4,8 6 16
unos. Los lados de estos rectangulos deben ser de un namero de casillas poten-

cia de 2, y en su interior so0lo puede haber unos.

En la figura 13 se muestran varios ejemplos de rectdngulos correctos e incorrectos.
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Figura 13

Incorrecto, porque el Incorrecto, porque el Incorrecto, porque el
rectangulo esde 3 x 1 rectangulo contiene rectangulo es de 3 x 2
casillas casillas con Os y contiene Os

o\t | 1)]o
o1 | 1|0
oo | 1|0
1 [ 11 ] 1
Correcto, porque las Correcto, porque las
filas superior e inferior columnas de los extremos
son adyacentes también son adyacentes

La manera de agrupar los unos de un mapa no es tnica. Al hacer las agrupa-

ciones, se debe tener en cuenta lo siguiente:

- Todos los unos deben formar parte de algin grupo.

- Los grupos tienen que ser lo mas grandes posible (para que en cada término
aparezca el menor ntimero posible de variables). Por este motivo, empeza-
remos buscando los mayores grupos que podamos hacer (recordando que
dentro de un grupo s6lo puede haber unos).

- Cuantos menos grupos haya, mejor (para obtener el menor namero posi-
ble de términos producto). El hecho de buscar los grupos mas grandes re-
duce el nimero total de grupos que se haran.

— Un mismo 1 puede formar parte de mas de un grupo si eso ayuda a satisfa-
cer los dos objetivos anteriores. Si después de hacer los grupos grandes que
veiamos a primera vista, queda algan 1 disperso, vemos si lo podemos agru-

par con otros unos que ya formen parte de algtin grupo.

En la figura 14 se muestran dos formas de agrupar los unos del mapa del ejemplo
anterior. La de la figura 14a no es incorrecta, pero la de la figura 14b es mejor.

Siempre se debe procurar encontrar la agrupacién 6ptima.

Figura 14

Figura 14a Figura 14b
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3) Deduccion de los términos producto

Tomamos el mapa de la figura 14b. El grupo de los cuatro unos de la tercera

columna corresponde a las combinaciones [x3 x5 X7 xg] =

1100
1101
1110

[
[
[
1111

|
|
|
|

La expresion en suma de mintérminos que se obtendria de estos cuatro unos es
X3X5X1'X0' + X3X2X1' X0 + X3X2X1X" + X3X5X1Xg. Si sacamos factor comun, obtene-
mos X3x,, porque el valor de la funcion es independiente de x; y xg. Si obser-
vamos el mapa, podemos ver que las variables x3 y x, no cambian de valor en el

rectangulo, mientras que x; y xo adoptan todas las combinaciones posibles.

Asi pues, obtendremos un término producto de cada grupo de la siguiente

manera:

1. So6lo aparecen las variables cuyo valor es constante para todas las casillas

que forman el grupo.

2. Sien todas las casillas del grupo una variable vale 1, la variable aparece en

el término producto sin negar.

3. Sien todas las casillas del grupo una variable vale 0O, ésta aparece negada en

el término producto.

Asi, en el mapa de la figura 14b, del otro grupo de cuatro unos obtenemos el

término
X2X1,.
Del grupo de dos unos obtenemos el término

Xz'X1X0’.
4) Obtencion de la expresién minima de la funcién

Ya sabemos que una funcién se puede expresar haciendo la suma légica de to-
dos sus mintérminos. Los términos producto obtenidos en el paso anterior “re-
sumen” los mintérminos de una funcién. Por tanto, podemos expresar la

funcioén realizando la suma logica de estos términos producto.

En el ejemplo de la figura 14b, la expresion minimizada de la funcion es la si-

guiente:

f(x3,X2,X1,X0) = X3Xp + XpX1" + Xp'X1Xg'.

Observad

A partir de un rectangulo

de 2™ unos obtenemos un tér-
mino producto con n— m va-
riables, siendo n el nimero de
variables de la funcién. Por
ejemplo, en el término x,"x; Xo’,
que se obtiene a partir de un
rectangulo de dos unos (m=1,
n—m = 3), hay tres variables,
mientras que el término x,x;
tiene s6lo dos variables, porque
se obtiene de un rectdngulo
con cuatro unos (m = 2,
n-m=2).
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La figura 15 muestra el circuito a dos niveles que implementa esta funcion a
partir de la expresiéon minimizada. Se puede ver que es menor y mas barato
que el que obtendriamos a partir de la expresion en suma de mintérminos ori-
ginal, ya que éste tendria cuatro puertas NOT, ocho AND de tres entradas cada
una y una OR de ocho entradas. De todos los circuitos a dos niveles que im-
plementan esta funcion, el de la figura 15 es el de dimensiones mas reducidas

y el mas barato; se dice que es el circuito minimo a dos niveles.

Figura 15

X3 X2 Xy Xg

ﬂ
—

R

Actividades

26. Sintetizad minimamente a dos niveles la funcién descrita en la actividad 7.

27. Sintetizad minimamente a dos niveles la funcién descrita en la actividad 23a. Comparad
la respuesta con la que habéis obtenido en la actividad 23a.

2.3.3. Minimizacion de funciones especificadas incompletamente

Tal como hemos visto en el apartado 1.5, el valor de las funciones especifica-
das incompletamente es indiferente para algunas combinaciones de las varia-
bles (las combinaciones “no importa”). Es decir, por las combinaciones “no

importa” tanto podemos suponer que la funcién vale 1 como que vale O.

En la tabla de verdad de la funcidon ponemos x en las filas correspondientes a
las combinaciones “no importa”. En el mapa de Karnaugh también pondre-
mos x en las casillas correspondientes. Dado que el valor de la funcion en estos
casos es indiferente, supondremos que las x son un 1 o un 0, segtin lo que nos
convenga mas, teniendo en cuenta que siempre debemos procurar obtener el
menor numero posible de agrupaciones y que las agrupaciones sean tan gran-

des como sea posible.

Tomamos de ejemplo la funcién que hemos visto en el apartado 1.5. La figura 16
muestra su tabla de verdad y el mapa de Karnaugh, con las agrupaciones de

casillas.
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Figura 16

Nos interesa suponer que las x de la fila inferior valen 1, ya que asi obtenemos
un grupo de cuatro unos y un grupo de dos unos. Por tanto, la expresion mi-
nima de la funcién es la siguiente:

f=x0+x2x1.

Actividades

28. Sintetizad minimamente a dos niveles la funcién descrita en la actividad 19.
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3. Bloques combinacionales

Un bloque combinacional es un circuito 16gico combinacional con una
funcionalidad determinada. Esta construido a partir de puertas, como los
circuitos que hemos visto hasta ahora.

Hasta este momento, las “piezas” que hemos utilizado para sintetizar circuitos
han sido puertas l6gicas. Después de estudiar este capitulo, podremos utilizar
también los bloques combinacionales como piezas para disefiar circuitos mas
complejos, como por ejemplo un computador, que no se pueden pensar a ni-

vel de puertas pero si a nivel de bloques.

3.1. Multiplexor. Multiplexor de buses. Demultiplexor

Imaginemos que en una ciudad hay tres calles que confluyen en otra calle de
un solo carril. Serd necesario un urbano o algan tipo de sefializaciéon para con-
trolar que en cada momento circulen hacia la calle de salida los coches prove-

nientes de una tnica calle confluente.

Un multiplexor es un bloque que cumple la funcién de guardia urbano
en circuitos electronicos. Tiene un determinado namero de sefiales de
entrada que “compiten” para conectarse a una sefial Ginica de salida, y
unas sefiales de control que sirven para determinar qué sefial de entrada

se conecta en cada momento con la salida.

Maés concretamente, las entradas y salida de un multiplexor son las siguientes:

1. 2" entradas de datos, identificadas por la letra e y numeradas desde O hasta
2" — 1. Diremos que la entrada de datos numerada con el O es la de menos peso

y, la numerada con el 2" - 1, 1a de mads peso.

2. Una salida de datos, s.

3. m entradas de control o de seleccidn, identificadas por la letra ¢ y numeradas
desde O hasta m — 1. Diremos que la entrada de control numerada con el O es

la de menos peso, y la numerada con m - 1, la de mads peso.

4. Una entrada de validacion, que denominamos VAL.

Existen muchos bloques
combinacionales, en este curso
veremos sé6lo los mas basicos.

Para especificar el tamafio 0

de un multiplexor, diremos que

es un multiplexor 2™-1; por ejemplo,
un multiplexor 4-1 es un multiplexor
de cuatro entradas de datos y dos de
control.
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La figura 17 muestra dos posibles representaciones graficas de un multiplexor
4-1, es decir, con m = 2 (podéis ver el primer recuadro al margen). La diferencia
entre éstas es que en la primera ponemos los nombres de las entradas, mien-

“uon

tras que en la segunda solo indicamos con los signos “+" y cuales son las
de mas y las de menos peso (se asume que el resto esta ordenado en orden de

peso). Las dos representaciones son igualmente validas.

En general, no escribiremos el nombre de la salida (tal y como se hace en la
segunda representacion) porque la podemos identificar de manera inequivo-
ca por el hecho de que estd dibujada en el punto del multiplexor donde se
juntan las dos lineas oblicuas interiores. También, en el caso de los multi-
plexores 2-1, que sélo tienen una entrada de control, podemos identificarla
por la letra “c” (sin niimero) o bien no ponerle el nombre, ya que la podemos
identificar inequivocamente por el hecho de que estara dibujada en un lado

corto del multiplexor.

Figura 17

Entradas de datos

salida del multiplexor

VAL A VAL ¢ c0
el -
el —_— 0 X X 0
o2 | 1 0 0 |e0
e | 1 0 1 | el
m _ 1 1 0 |e2
1 1 1 |e3

Entradas de contro

La figura 17 también muestra la tabla de verdad que describe el funcionamien-

to del multiplexor (en este caso un multiplexor 4-1), que es el siguiente:

¢ Cuando la entrada de validacion vale 0, la salida del multiplexor se pone
en 0 independientemente del valor de las entradas de datos. En la tabla,
esto lo reflejamos poniendo x en las columnas correspondientes a las en-

tradas de datos, en la fila en la que VAL = 0.

¢ Cuando la entrada de validacién esta activa (vale 1), entonces las entradas
de control determinan cual de las entradas de datos se conecta con la salida
de la forma siguiente: se interpretan las variables conectadas en las entra-
das de control (c; y ¢ en el ejemplo) como un nimero codificado en bina-
rio con m bits (la entrada de mas peso corresponde al bit de més peso); si
el nimero codificado es i, la entrada de datos que se conecta con la salida

es la numerada con el namero i.

En las entradas y salida de un multiplexor conectaremos las sefiales l6gicas

que convengan para el funcionamiento de los circuitos. Por ejemplo, si conec-

Algunos de los bloques
combinacionales que se describen
en este capl’tulo, ademas de las
puertas logicas descritas en el
capitulo 2, pueden encontrarse en
el mercado en forma de chips. Cada
una de las entradas o salidas de los
circuitos se corresponden con una
“pata” (llamada pin) del chip.
Entonces, una puerta AND de dos
entradas necesita 3 pins de un chip,
2 para sus entradas y 1 para
la salida. Por otro lado, un
multiplexor de 4-1 necesita 7 pins:
4 para las entradas de datos, 2 para
las entradas de control y 1 para la
salida de datos. Ademas, como las
puertas y los bloques son circuitos
electrénicos, necesitan conectarse
a una fuente de alimentacion (los
circuitos l6gicos funcionan con
corriente continua). Por este
motivo, todos los chips tienen
2 pins adicionales, uno para
conectarse al positivo de la fuente
de alimentacion y otro para
conectarse a masa (0 voltios).

Nota

En esta figura la entrada de da-
tos de mas peso del multi-
plexor se encuentra en la parte
inferior y la de menos peso, en
la parte superior. Podemos in-
vertir el orden si es mas conve-
niente para la claridad de un
circuito. Igualmente, las entra-
das de control pueden girarse
(més peso en la derecha, me-
nos en la izquierda).

Si no dibujamos la entrada de 0
validacion en un multiplexor,
asumiremos que ésta estd en 1.
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tamos las sefiales de entrada x3, x5, X1, Xo, ¥1, Yo @ un multiplexor 4-1 tal y
como se muestra en la figura siguiente, la sefial de salida z tomaré los valores

que se describen en la tabla de verdad de la derecha.

X3
VAL
Xg — X3 Y1 Yo z
1— 0 X X
Z
iz — 1 0 0 Xo
! )—
o— + 1 0 1 1
b 1 1 0 | x2x1
I I 1 1 1 0
Y1 Yo

Una posible aplicacién de los multiplexores es la implementacién de funcio-
nes logicas. La figura 18 muestra la implementaciéon de una funcién con un
multiplexor que tiene tantas entradas de control como variables tiene la fun-
cién. La salida del multiplexor valdra 1 si las variables conectadas a las sefiales
de control construyen las combinaciones 2, 5, 6 6 7, que corresponden a los

casos en que la funcién fvale 1.

Figura 18
X2 X1 X | f
o0 o oo 0 S
o o 1|0 ?
0 1 0| 1 0
0o 1 110 ? — f
1 0 0] o 1=
10 1|1 ‘ . )
1 1 0| 1
11 1|1 | | ‘

X2 X9 Xp

Multiplexor de buses

Una palabra de n bits es una agrupacion de n bits, usualmente con un
significado seméantico conjunto (por ejemplo, un nimero codificado en

binario con n bits).

Por convencién, usaremos las letras maytsculas para dar nombre a una pala-
bra o variable de n bits. Cada uno de los bits que la forman se identifica por la
misma letra en mindscula, junto a un subindice para identificar su peso. Por

ejemplo,

A = azagasasazaraiag = ay o
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Para referirnos a un subconjunto de los bits de una palabra escribiremos los

subindices correspondientes. Por ejemplo, ay ;.

Un bus es una agrupacioén de un cierto namero de cables, por cada
uno de los cuales circula un bit. Asi, una palabra de 7 bits circulara por
un bus de n bits. Diremos que es su ancho o tamario del bus.

Los buses se representan graficamente tal como se muestra en la figura 194. En 0
. 5 . N Al dibujar circuitos, es fundamental
la linea que representa la sefial ponemos una linea transversal acompafiada de indicar cuantos bits son todos los
mecHicaciin 46 mimare G6 i
- . . . . especiticacion
un numero que indica la cantidad de bits del bus. coFr)respondera' siempre a una sefial

de un solo bit.

A veces interesa disgregar los bits que forman un bus o agregarle bits adiciona-
les. Las figuras 19b, 19¢ y 19d muestran unos cuantos ejemplos de como lo re-

presentaremos graficamente.

Figura 19

\ Figura 19a: bus de 8 bits

Figura 19b: el bus de 8 bits se disgrega en dos buses.
uno formado por los 5 bits de mayor peso y otro formado
por los 3 de menor peso

4 Figura 19c: la linea inferior corresponde al bit de menos
\ AN \\ peso del bus de 4 bits. Este bit se niega y después se
agrega de nuevo al bus original

Figura 19d: |a linea inferior corresponde a una replicacion

4\ 4\ 5\ del bit de mas peso del bus de 4 bits, porque el bus original
Y N N continla siendo de 4 bits. Este nuevo bit se agrega
+\ / posteriormente al bus original, de modo que finalmente

gueda un bus de 5 bits

Un multiplexor de buses funciona igual que un multiplexor de bits, pero en
este caso las entradas de datos y la salida son buses de un determinado na-
mero de bits. La figura 20 muestra la representacion grafica de un multi-

plexor 4-1 de buses de ocho bits.

Figura 20
8 VAL
_S\v 0 VAL ¢ ¢
8 0 X X 0
—\\— el
¢ © o 1 0 0 |e0
8 1 0 1 el
—<1%3".1 0 1 1 0 |e2
1 1 1 e3
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Actividades

29. Obtened la expresion algebraica de la salida de un multiplexor 4-1. Haced su implemen-
tacion interna mediante puertas logicas.

30. Implementad la funcién f{a, b, ¢) = abc’ + a’c con un multiplexor 8-1.

31. Implementad un circuito combinacional que permita multiplicar dos nameros enteros
de dos bits representados en complemento a 2 utilizando s6lo un multiplexor.

32. Disefiad un multiplexor de 16-1 utilizando dos multiplexores 8-1 y las puertas logicas
que hagan falta.

33. Construid un circuito con una entrada X de 8 bits por la que llega un nimero natural
representado en binario y una salida Z también de 8 bits, de manera que Z = X si X es par
y Z =0si X es impar.

Demultiplexor

Un demultiplexor hace la funcién inversa de un multiplexor: dada una
sefial de entrada, determina con qué sefial de salida se debe conectar.

Los multiplexores tienen las sefiales siguientes:

1. Una entrada de datos de n bits, e (n puede ser igual a 1).

2. 2™ salidas de datos de n bits, identificadas por la letra s y numeradas desde
0 hasta 2™ — 1. Diremos que la salida de datos numerada con el O es la de me-

nos peso, y la numerada con el 2" - 1, la de mas peso.

3. m entradas de control o de seleccion, de un bit, identificadas por la letra ¢
y numeradas desde O hasta m — 1. Diremos que la entrada de control numerada

con el 0 es la de menos peso, y la numerada con m — 1, la de mas peso.

4. Una entrada de validacion de un bit, que denominamos VAL.

El funcionamiento del demultiplexor es el siguiente:

e Cuando la entrada de validacién vale 0, todas las salidas valen 0.

e Cuando la entrada de validacién vale 1, entonces las entradas de control
determinan cudl de las salidas de datos se conecta con la entrada, de la mis-
ma manera que en el caso del multiplexor (si el nimero que codifican las
entradas de control es i, la entrada se conecta con la salida numerada con

el namero i). Las salidas de datos no seleccionados se ponen a 0.

La figura siguiente muestra las dos posibilidades para la representacion grafica
de un demultiplexor 1-4 y la tabla que describe su funcionamiento. Al igual

., n won

que en el caso de los multiplexores, podemos usar los signos “+” y para in-

dicar el peso de las entradas de control y de las salidas de datos. También, al

Para especificar el tamafio 0

de un demultiplexor, diremos que

es un demultiplexor 1-2"; por ejemplo,
un demultiplexor 1-4 tiene cuatro salidas
de datos y dos entradas de control.
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igual que en el caso de los multiplexores, en general no escribiremos el nombre

de la entrada e, y si no dibujamos la entrada VAL, asumiremos que esta activa.

VA VA

sO— - 0 X X 0 0 0 0

1 si= - 1 0 o0 [0 0 o0 e

s2— — 1 0 1 0 0 e 0

A o3 N 1 1 0[O0 e 0 O

] ] 1 1 1 e 0 0 0
Actividades

34. Se quiere disefiar un circuito que controle el acceso a una sala de conciertos que tiene
en la entrada dos luces, una verde y otra roja, de manera que en cada momento sélo esta
encendida una de las dos (la roja si la sala esté llena, la verde si todavia cabe gente). El
circuito recibe como entrada una sefial lleno que vale 1 cuando la sala esta llena y O cuan-
do todavia no. Para encender la luz verde, se debe activar la sefial verde, y para encender
la roja se tiene que activar la sefial rojo. Implementad el circuito usando s6lo un demul-
tiplexor.

3.2. Codificadores y descodificadores

La funcién de un codificador es generar la codificacién binaria de un

namero.

Los codificadores tienen las siguientes sefiales:

1. Una entrada de validacion, VAL, que funciona igual que en el caso de los
multiplexores: si vale 0, todas las salidas valen O (cuando no dibujemos la en-

trada de validacién, asumiremos que vale 1).

2. 2™ entradas de datos (de un bit), identificadas por la letra e y numeradas de 0

a 2™ -1 (la de namero mas alto es la de mas peso).

3. m salidas de datos (de un bit), identificadas por la letra s y numeradas de O
am-1, que se interpretan como si formaran un niimero codificado en binario

con m bits (la salida de mas peso corresponde al bit de mayor peso).

El funcionamiento de un codificador es el siguiente:

Cuando la entrada de validacién vale 1, si la entrada de mayor peso de
entre las que estan en 1 es la numerada con el namero i, entonces las
salidas codifican en binario el namero i. O, dicho de otro modo: para
que un codificador genere la representacion binaria del namero i, es pre-
ciso que la entrada activa de mds peso sea la numerada con el nimero i.



CC-BY-SA  PID_00163599 47 Los circuitos l6gicos combinacionales

La figura 21 muestra la representacion grafica de un codificador 4-2 y la tabla de

verdad que explica su funcionamiento (observamos que, como en el caso de los 5233%3%}?;:5::}3?:335 que !i

. - , es un codificador 2 — m; por ejemplo,
multiplexores, podemos utilizar los simbolos “+” y “~" en lugar de los nombres un codificador 4-2 es un codificador
de cuatro entradas y dos salidas.

de las entradas y salidas). Vemos que, por ejemplo, cuando e3 =0y e2 =1, las
salidas codifican el niimero 2, independientemente del valor de el y €0, porque
la entrada de mas peso que esta activa es e2. Se dice que, cuanto mas peso tiene
una entrada, mas prioridad tiene.

Figura 21
Fijémonos en que las salidas 0
del codificador valen 0 tanto si no
hay ninguna entrada en 1 como
si se encuenga enl Iasntlrada dedmenos
VAL eso (y también cuando la entrada
VAL ) VAL e3 e2 el e0|sl sO VAL es 0y,
— el 0 X X X X 0 0
— et sO— ) 1 0 0 0 0|0 0O
—e2 s1b— — [ 1 o o0 0 1|0 O
—e3 ] 1 0 0 1 x |0 1
1 ] 1 X X 1 0
1 1 X X X 1 1

La siguiente figura muestra un ejemplo de uso de un codificador y la tabla de
verdad que describe el funcionamiento del circuito.

Recordemos que si en un
codificador no dibujamos

la entrada de validacion,
X3 X2 X1 Yo |21 2o asumiremos que ésta se
Xo - encuentra en 1.
0 2 0 0 0 0|0 O
B 0 0 0 1 0 0
oS X — A 0 0 1 x |1 0
D— + 0 1 x x |1 1
Xo—,
1 X X X 1 1

Los descodificadores cumplen la funcién inversa a los codificadores:
dada una combinacién binaria presente en la entrada, indican a qué nt-
mero decimal corresponde.

Los descodificadores tienen las siguientes sefiales:
1. Una entrada de validacion.

2. m entradas de datos, identificadas por la letra e y numeradas de O a m - 1,
que se interpretan como si formaran un nimero codificado en binario (la en-
trada de mas peso corresponde al bit de mayor peso).

3. 2" salidas, identificadas por la letra s y numeradas de 0 a 2" — 1, de las cua-
les s6lo una vale 1 en cada momento (si la entrada de validacién esta en O, en-
tonces todas las salidas valen 0).
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El funcionamiento de un descodificador es el siguiente:

Cuando la entrada de validacion vale 1, si las entradas codifican en bi-

nario el namero i, entonces se pone en 1 la salida numerada como i.

La figura 22 muestra la representacion gréafica de un descodificador 2-4 y la ta-

bla de verdad que describe su funcionamiento.

Figura 22
I |

VA
)/30— y_ VAL el e0|s3 s2 sl sO
0 x x|0 0 0 0
—e0 s'—  —- — 1 0 o|lo o o 1
— et 22— —+ — 1 0 1/0 0 1 0
s3+— +— 1 1 0|0 1 0 0O
1 1 111 0 0 o0

Los descodificadores también se pueden utilizar para implementar funciones
l6gicas. Si la funcion tiene n variables, usaremos un descodificador n - 2"y co-
nectaremos las variables en las entradas en orden de peso. De este modo, la
salida i del descodificador se pondra en 1 cuando las variables, interpretadas
como bits de un ntmero binario, codifiquen el niimero i. Por ejemplo, si co-
nectamos las variables [x; xg] a las entradas [e; ] del descodificador de la fi-

gura 22, la salida s2 valdra 1 cuando [x1 xg] = [1 O].

Por tanto, para implementar la funcién sera suficiente con conectar las salidas
correspondientes a las combinaciones que hacen que la funcién valga 1 en
una puerta OR. Cuando alguna de estas combinaciones se encuentre presente
en la entrada del descodificador, la salida correspondiente se pondrd en 1y,
por tanto, de la puerta OR saldrd un 1. Cuando las variables construyan una
combinacién que haga que la funcion valga 0, todas las entradas de la puerta

OR valdran 0y, por tanto, también su salida.

La figura 23 muestra un ejemplo de esto. Podemos comprobar que la salida de
la puerta OR valdré 1 cuando valga 1 la salida s2 del descodificador, o la s5, la
s6 o la s7. Es decir, cuando las variables de entrada construyan alguna de las

combinaciones que hagan que la funcion valga 1.

Figura 23

X2 X1 X f

0 0 0]0 Y =

0 0 1/0 Xo—+ z; E

0 1 01 “C

01 10 A= sa b
s6

1.0 11 o

11 01

1 1 11

Para identificar el tamaino
de los descodificadores
utilizaremos la misma convencion
que en el caso de los codificadores;
por ejemplo, descodificador 3-8.

Si no dibujamos la entrada

de validacién en un descodificador,

asumiremos que esta en 1.
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Cuando disefiamos un circuito usando bloques, podemos dejar una o
mas salidas de los bloques sin conectar a ningan sitio. Sin embargo, no
podemos dejar ninguna entrada sin conectar, puesto que el comporta-
miento seria indeterminado.

Actividades

35. Deducid la implementacién interna (mediante puertas logicas) de un codificador 4-2.
36. Deducid la implementacién interna (mediante puertas 16gicas) de un descodificador 2-4.
37. Implementad la funcion f{a, b, ¢) = abc’ + a’c con un descodificador 3-8.

38. Diseriad un circuito que genere la representacién en signo y magnitud de nlimeros

en el rango [-7, 7]. El circuito debe tener estas entradas y salidas:

e Ocho entradas de un bit, e7, €6, ... €0, de las cuales como mucho una estard activa en
cada momento. Si la que estd a 1 es ei, la magnitud del nimero que hay que represen-
tar es i.

e Otra entrada de un bit sg, que indica el signo del namero que hay que representar (0
positivo, 1 negativo).

e Cuatro salidas de un bit, s3... sO, que contendran la representacién en signo y magni-
tud del namero que se quiere representar. El nimero O se representard siempre con el
bit de signo a 0.

e Otra salida de un bit, null, que valdra 1 sélo cuando no se indique ninguna magnitud
para ser representada. En este caso, las salidas s3... sO también valdrén O.

39. {Qué hace el siguiente circuito suponiendo que X = (x,, X1, Xo) Y Y = (2, 1, ¥o) son na-
meros enteros codificados en complemento a 2?

40. Construid un circuito que implemente la funcién Y = (X + 3) mod 4, siendo X e V'
nameros naturales representados en binario con 2 bits. El circuito s6lo puede contener
dos bloques y ninguna puerta.

41. Dado el siguiente circuito:

X1

Xo
X3

X3 X2
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a) Encontrad las expresiones algebraicas de E; (i=0, 1, 2, 3) en funcion de x3, X1 y Xg.
b) Escribid la tabla de verdad de F(x3, x5, X1, Xq).

42. Diseflad un descodificador 3-8 utilizando dos descodificadores 2-4 y las puertas logicas
que hagan falta.

43. ;Qué funcién cumple el siguiente circuito si interpretamos las entradas y la salida como
nameros codificados en binario natural?

2
A—~—> 2
z—»p

3.3. Desplazadores 16gicos y aritméticos

Un desplazador es un bloque combinacional que tiene la funcién de
desplazar bits hacia la izquierda o hacia la derecha.

Los desplazadores tienen una sefial de entrada y una sefial de salida, las dos de
n bits. La seflal de salida se obtiene desplazando los bits de entrada m veces

hacia la derecha o hacia la izquierda.

1. Si el desplazamiento es hacia la izquierda, los m bits de menos peso de la

salida se ponen a 0.

2. Si el desplazamiento es hacia la derecha, existen dos posibilidades para los

m bits de mas peso de la salida:

- En los desplazadores 16gicos se ponen a 0.

- En los desplazadores aritméticos toman el valor del bit de mds peso de la
entrada. Fijémonos en que, si interpretamos las entradas y salidas como nua-
meros codificados en complemento a 2 con n bits, los desplazadores aritmé-

ticos mantienen en la salida el signo de la entrada.
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Las figuras 24a y 24b muestran la representacion grafica y la implementacion
interna de un desplazador de un bit a la izquierda y de un desplazador aritmé-
tico de dos bits a la derecha, respectivamente, de sefiales de cuatro bits. En el
caso de los desplazadores a la derecha, usaremos la letra L para indicar que son

légicos y la letra A para indicar que son aritméticos.

Figura 24

Figura 24a: Desplazador (légico o aritmético) de un bit a la izquierda

X
i
<<1

an

Za Z2 I1 Zo

Figura 24b: Desplazador aritmético de 2 bits a la derecha

X Xz Xz X1 Xp

v
V
N
=

Si interpretamos las entradas y salidas como codificaciones de nameros naturales,
podemos decir que los desplazadores cumplen las funciones de multiplicar y di-
vidir por potencias de 2 (divisién entera). Un desplazador de m bits a la izquierda
multiplica por 2", y un desplazador 16gico de m bits a la derecha realiza la division
entera por 2", Si interpretamos los nameros como codificados en complemento

a 2, entonces para dividir por 2™ hay que usar desplazadores aritméticos.
Actividades

44. Contestad los siguientes apartados:

a) Implementad un circuito que pueda actuar como un desplazador de un bit a la izquierda
de sefiales de cuatro bits usando un multiplexor 2-1 de buses de cuatro bits. Una sefial de con-
trol de un bit, d, determina si el nimero de entrada se debe desplazar o no.

b) (A qué operacion aritmética equivale este desplazamiento?

¢) Indicad cuando se produciria desbordamiento en los casos de interpretar la sefial de en-
trada como un namero natural codificado en binario o bien como un ntimero entero codi-
ficado en complemento a 2.

3.4. Bloques AND, OR y NOT

Estos bloques hacen las operaciones AND, OR y NOT bit a bit sobre en-
tradas de n bits.
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Tienen dos entradas de datos (s6lo una en el caso del bloque NOT) y una sali-
da, todas de n bits. La figura 25 muestra su representacion grafica y la imple-
mentacién interna para el caso n = 4.

Figura 25

A B
m
R

v

Podemos construir bloques anéalogos a estos, por ejemplo un bloque XOR seria
aquel que hace la XOR bit a bit de las entradas.

Actividades

45. Diseflad un circuito con una entrada X por la que llegan nameros naturales represen-
tados en binario con 8 bits y una salida Z de 8 bits, de manera que Z = X’ si X es maltiple
de 4, y Z = x3x,00 si no lo es.

46. Sea el circuito l6gico combinacional siguiente, en el que la entrada X y la salida Y codifi-
can nimeros naturales en binario y 3 bits y el bloque MO tiene este comportamiento:

S = XpX1Xg + XpX1Xo' + XoX1'Xg' + XoX1'Xg + X2 XX
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a)Implementad el bloque MO con el minimo namero de bloques combinacionales y, si
fuera necesario, puertas logicas.

b);Qué funcion hace el subcircuito identificado como M1?

c)Escribid la tabla de verdad del circuito completo.

3.5. Memoria ROM

ROM

La memoria ROM es un bloque combinacional que permite guardar el La denominacién ROM

valor de 2" palabras de n bits. deriva del inglés read only
memory, porque se refiere

a las memorias en las que

no se pueden hacer escrituras,
sino sélo lecturas.

Podemos ver una memoria ROM como un archivador con cajones que guar-
dan bits. Cada cajon tiene capacidad para guardar un cierto nimero de bits
(todos tienen la misma) y el archivador tiene un niimero determinado de ca-

jones, que es siempre una potencia de dos.
La memoria ROM tiene los siguientes elementos:

1. 2™ palabras o datos de n bits, cada una en una posiciéon (cajon) diferente
de la memoria ROM. Las posiciones que contienen los datos estdin numeradas

desde el 0 hasta el 2™ — 1; estos nameros se llaman direcciones.

2. Una entrada de direcciones de m bits, que se identifica con simbolo @. Los
m bits de la entrada de direcciones se interpretan como nameros codificados

en binario (y, por tanto, es necesario determinar el peso de cada bit).
3. Una salida de datos de n bits.

El funcionamiento de la ROM es el siguiente:

Cuando los m bits de la entrada de direcciones (interpretados en bina-
rio) codifican el nimero i, entonces la salida toma el valor del dato que
hay almacenado en la direccion i. Para referirnos a este dato usaremos
la notacion M[i], y diremos que leemos el dato de la direccion i.

Asi pues, s6lo se puede acceder al valor de una palabra (leerla) en cada instante

(es como si en cada momento so6lo se pudiera abrir un cajon).

La figura 26a muestra como representaremos la memoria ROM. La figura 26b
muestra un posible contenido de una memoria ROM de cuatro palabras de 3

bits. En este ejemplo,

MJ0] = 001
M[1] = 100
M[2] = 111
M|3] = 001
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Figura 26
Figura 26a Figura 26b
M[O] 4
M[1] @ M@
" ) olo o 1
\ | @ . 2m palabras de n bits 111 00
' 211 11
M[i]
310 0 1
v

Jrn

La memoria ROM también se puede utilizar para sintetizar funciones 16gi-
cas. Por ejemplo, si conectamos las variables x; y xy (en orden de peso) a
las entradas de direcciones de la ROM de la figura 26b, entonces podemos
interpretar los tres bits de salida como la implementacion de las tres fun-

ciones siguientes:

S I fi fo
0 0 0 0 1
0 1 1 0 0
1 0 1 1 1
1 1 0 0 1

Actividades

47.Indicad el tamafio y el contenido de una memoria ROM que implemente la funcién des-
crita en la actividad 24.

48. Indicad el tamario y el contenido de una memoria ROM que implemente la funcién des-
crita en la actividad 19.

49. Utilizando s6lo una memoria ROM, se quiere diseflar un circuito que, dado un ni-
mero X representado en signo y magnitud con 8 bits, dé a la salida el mismo ntimero re-
presentado en complemento a 2 y 8 bits. Describid el contenido que debe tener la
memoria ROM (sin escribir todo su contenido) e indicad el tamafio minimo que debe te-
ner. Escribid el contenido de las palabras de las direcciones 50, 100 y 150.

50.El circuito combinacional de la figura cuenta el nimero de unos que tiene una palabra
de entrada de cuatro bits.

If ORDEN (05..00) \I A

I ; ]

| I
ENTRADA Lyl ORDENAR CONTAR [/ CUANTOS
(e5--€0) 4| 4 :3 (92--90)
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El bloque ORDENAR ordena la palabra ENTRADA y coloca todos los unos a la derecha y todos
los ceros a la izquierda. Por ejemplo:

Si ENTRADA = 0101, entonces ORDEN = 0011.
Si ENTRADA = 0000, entonces ORDEN = 0000.

El bloque CONTAR genera en la salida CUANTOS la codificacién binaria de la cantidad de
unos de la palabra ORDEN. Por ejemplo:

Si ORDEN = 0011, entonces CUANTOS = 010 (2).
Si ORDEN = 0000, entonces CUANTOS = 000 (0).

Resolved los siguientes apartados:

a) Escribid la tabla de verdad del bloque ORDENAR.

b) Diseflad el bloque CONTAR utilizando s6lo bloques combinacionales (exceptuando me-
moria ROM), del tamafio que haga falta.

¢) Disefiad el circuito combinacional completo A con una memoria ROM e indicad su tama-
flo y contenido.

3.6. Comparador

El comparador es un bloque combinacional que compara dos niimeros
codificados en binario e indica qué relacion existe entre éstos.

Un comparador tiene las siguientes sefiales:

1. Dos entradas de datos de n bits, que reciben los nombres A y B. Se interpre-
tan como nameros naturales codificados en binario.

2. Tres salidas de 1 bit, de las que sélo una vale 1 en cada momento:

— Lasalida A > B vale 1 si el nimero que llega por la entrada A es mayor que
el que llega por la entrada B.

— Lasalida A = B vale 1 si los dos nimeros de entrada son iguales.

- Lasalida A < B vale 1 si el namero que llega por la entrada A es menor que
el que llega por la entrada B.

La figura 27 muestra la representacion grafica de un comparador.
Figura 27
A B

CMP

A>B A=B A<B
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Actividades

51. Deducid las expresiones algebraicas de las funciones de salida A = By A < B de un com-
parador de ntimeros de 2 bits y haced su implementacion mediante puertas logicas.

52. Disefiad un circuito que obtenga en su salida el mdximo de dos ntimeros naturales,
X eY, de 4 bits.

53. Utilizando cualesquiera de los bloques y puertas que se han visto, disefiad un circuito
con dos entradas X e Y que codifican nameros naturales en binario y 3 bits y una salida
S de 2 bits, que funcione de la manera siguiente:

e Si X >Y,S debe valer O1.

e SiX<Y,S debe valer 10.

e Si X =Yyson diferentes de 0, S debe valer 00.
* Si X =YysonigualesaO, S debe valer 11.

54. Se dispone de dos hornos, cada uno de los cuales viene equipado con un termémetro
digital para medir la temperatura interior. Los termémetros generan una sefial de 8 bits
que codifica la temperatura en binario (los hornos siempre estdn entre 0 °C y 255 °C).

Utilizando cualesquiera de los bloques y puertas que se han visto, disefiad un circuito 16-
gico combinacional que, recibiendo por las entradas A y B la temperatura de los dos hor-
nos, informe mediante la salida R, de 2 bits, en qué rango de temperaturas se encuentra
el horno que esta més caliente de los dos; si los dos estan a la misma temperatura, indicad
en qué rango se encuentra esta. La correspondencia entre rangos de temperaturas y valor
de la sefial R es como sigue:

Temperatura del horno que esta mas caliente (o igual) R
[11000000, 11111111] 11
[10000000, 10111111] 10
[01000000, 01111111] 01
[00000000, 00111111] 00

3.7. Sumador

Recordad

El sumador es un bloque combinacional que realiza la suma de dos na- .
Tal como se ha estudiado

meros codificados en binario o bien en complemento a 2. en el médulo “Representacion
de la informacién numérica”,
la representacién de los ente-
ros en complemento a 2 per-
mite hacer las sumas utilizando

La figura 28 muestra la representacion grafica de un sumador de n bits. Las se- la misma mecénica que en las
N . L. sumas de nimeros codificados
flales que tiene son las siguientes: en binario. Por tanto,

si un bloque realiza la suma de
ndmeros codificados en bina-

1. Dos entradas de datos de n bits, que llamaremos A y B, por donde llegaran rio, su salida también sera la
suma correcta si Interpretamos
los nameros que se tienen que sumar. los ndmeros de entrada como

enteros codificados en com-

plemento a 2. Por eso decimos

2. Una salida de n bits, llamada S, que tomara el valor de la suma de los nd- que el sumador suma nimeros
codificados en binario o bien

meros Ay B. en complemento a 2.

3. Unasalida de 1 bit, C,,;;, que valdra 1 si cuando se haga la suma se produce

acarreo en el bit de mas peso.

La nomenclatura de las sefales de 0
entrada y salida de acarreo (C)

deriva de carry, que es la palabra

inglesa que se utiliza para acarreo.

4. Una entrada de 1 bit, C;;,, por donde llega un acarreo de entrada.
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Figura 28

La entrada C;;, es Gtil cuando se quieren sumar nimeros de 2 - n bits y solo se
dispone de sumadores de n bits. En este caso se encadenan dos sumadores: el
primero suma los n bits mas bajos de los nameros y el segundo, los n bits més
altos. La salida de C,,; del primer sumador se conecta con la entrada C;, del
segundo para que el resultado sea correcto. La figura 29 ofrece un ejemplo para
el caso n =4, en el que hacemos la suma Z = X + Y, siendo X, Y y Z nameros
de 8 bits. Fijémonos en que el sumador que suma los bits més bajos lo dibuja-
mos a la derecha, porque asi los bits quedan ordenados de la manera en que
estamos acostumbrados a verlos.

Si no necesitamos tener en cuenta un acarreo de entrada, conectaremos un 0

a la entrada Cy,.

Figura 29
X7.4 ¥7.4 X3.0 Ya.0
T e e P
A B B
—1 Cou + Cin Cout + Cnf—0
S S
4 4

27.4 23.0

Como ya sabemos, el hecho de limitar la longitud de los nameros a un determi-
nado namero de bits (1) tiene como consecuencia que el resultado de una suma
no sea siempre correcto (es incorrecto cuando se produce exceso de capacidad, es
decir, cuando el resultado requiere mas de n bits para ser codificado). En las sumas
binarias, sabemos que si se produce acarreo en el bit de mas peso entonces el re-
sultado es incorrecto. En cambio, en las sumas en complemento a 2 no existe nin-

guna relacion entre el acarreo y el desbordamiento.

Por tanto, la salida C,,; de un sumador nos indica que se ha producido
un desbordamiento si interpretamos las entradas en binario, pero no
nos dice nada sobre si el resultado es correcto si las interpretamos en
complemento a 2.

Recordad

El concepto de desbordamien-
to que se ha estudiado

en el médulo “Representacién
de la informacién numérica”.
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Dado que X - Y = X + (-Y), los sumadores se pueden utilizar también para ha-
cer la resta de dos nameros, si cambiamos el signo del segundo operando antes

de conectarlo al sumador.

Actividades

55. Suponed que X es un ntmero natural codificado con 3 bits e implementad la funcion
Z = (3 - X) usando s6lo un sumador de cuatro bits y un desplazador.

56. Disefiad un circuito que haga la operaciéon Z = X — Y siendo X, Y'y Z nameros codificados
en complemento a 2 con n bits.

57. Usando bloques combinacionales, disefiad un circuito que dado un ntimero entero
X codificado en complemento a 2 y 3 bits obtenga su valor absoluto, también en com-
plemento a 2 y 3 bits. El circuito debe indicar si se produce desbordamiento en el célculo
poniendo la salida V (de un bit) a 1.

58. Se dispone de un circuito combinacional que implementa un multiplicador de dos
numeros enteros, representados en complemento a 2 con dos bits. La salida de un cir-
cuito multiplicador de niimeros enteros siempre tiene el doble de bits que las entra-
das.

2
A —~4
4
MUL ——M=A*B
2
B —

a) Escribid la tabla de verdad del bloque MUL.
b) Implementad con bloques combinacionales un circuito que calcule la siguiente ope-
racion:

Z=A%+ A3+ A2,
donde A es un nimero entero de dos bits representado en complemento a 2. Podéis usar blo-
ques de cualquier namero de bits (especificad de cudntos y justificad la respuesta), incluso el

del apartado a, que no es necesario disefiar. Una posible solucion sdlo requiere un sumador
y dos multiplicadores.

59. A, B, C y D son sefiales de 8 bits que codifican nimeros naturales. Se quiere
disefiar un circuito que implemente la funcién Y, que se describe asi:

Y=2xC si C=D
Y=(A+B+C)/4 si C#D

Los buses de entrada y salida de cada bloque deben tener el menor ancho posible para
conseguir que en ningin momento se produzcan desbordamientos.

3.8. Unidad aritmética y logica (UAL)

Una unidad aritmética y 16gica es un aparato capaz de efectuar un de-
terminado conjunto de operaciones aritméticas y logicas sobre dos nu-
meros de entrada codificados en binario o en complemento a 2.

Las unidades aritméticas y logicas se llaman UAL o, también, ALU (del inglés

arithmetic and logic unit).

Recordad

La operacién de cambio

de signo que se ha estudiado

en el médulo “Representacién
de la informacién numérica”.
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Para disefiar una UAL es necesario especificar el conjunto de operaciones que
queremos que haga. Por ejemplo, una UAL puede hacer la suma, la resta, la
AND vy la OR de los operandos de entrada. En cada momento se especificara
en la UAL cudl es la operacion que debe hacer.

Las sefiales que tiene una UAL son las siguientes:

1. Dos entradas de datos de n bits, A y B, por donde llegaran los nameros so-
bre los que se deben hacer las operaciones.

2. Una salida de datos de n bits, R, donde se obtendra el resultado de la ope-

racion.

3. Un cierto namero de entradas de control, ¢;, de un bit cada una. Si la
UAL es capaz de hacer 2" operaciones diferentes, debe tener m entradas de
control. Cada combinacion de las entradas de control indicara a la UAL que
haga una operacion concreta. Por ejemplo, la UAL de la figura 30 puede ha-

cer cuatro operaciones.

4. Un cierto nimero de salidas de un bit, que llamamos bits de estado, y tie-
nen la funcion de indicar algunas circunstancias que se pueden haber produ-
cido durante el calculo.

Los bits de estado més habituales son los que indican que se ha produ-
cido acarreo en el altimo bit (C), si se ha producido desbordamiento
(V), si el resultado de la operacion ha sido negativo (N) o si el resultado
de la operacion ha sido 0 (Z).

La figura 30 muestra la representacion grafica y la implementacion interna
de una UAL que genera los bits de estado Ny Z y que realiza las siguientes

operaciones:

q Co R

0 0 A+B
0 1 2*A
1 0 a AND b
1 1 aORb

En este curso sélo estudiaremos 0
UAL que operen con niimeros

naturales y enteros. Los procesadores

tienen, ademas, UAL para operar

con ndmeros reales codificados

en coma flotante.

El bit de desbordamiento se suele 0
identificar con las letras O o V, que

derivan de la Palabra inglesa overflow,

que significa ‘desbordamiento’.
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Figura 30

Nota

En esta figura hemos disgrega-
do los bits del bus correspon-
diente a la sefial de salida R
para dibujar la implementa-
cién de los bits Ny Z. Se tiene
que interpretar que todos los
bits de R se conectan a la puer-
ta NOR (de n entradas) que

R computa Z.

Actividades

60. Contestad los siguientes apartados:

a) Diseriad una UAL que, a partir de dos entradas de control ¢; y ¢, realice las siguientes ope-
raciones sobre dos nameros A 'y B de cuatro bits:

[c1col=[00] : R=A+B.
[cycol=[01]:R=A-B.
[Cl C0]= [1 0] :R=A.
[Cl Co] = []. l] :R=-A.

b) Ariadid a la UAL disefiada en el apartado anterior los circuitos necesarios para calcular los
siguientes bits de condicion:

e Vb: desbordamiento si se interpreta que los ntimeros de entrada estan codificados en bi-
nario.

e V: desbordamiento si se interpreta que los nimeros de entrada estdn codificados en com-
plemento a 2.

e N:N=1siel resultado de la operacion interpretado en complemento a 2 es negativo, y 0
en el caso contrario.

e 7:Z=1sielvalor de lasalida es 0, y Z =0 en el caso contrario.
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Resumen

En este médulo se han estudiado los fundamentos de los circuitos electrénicos
digitales. Se ha visto que se construyen a partir de los mismos elementos que
la légica natural, formalizada mateméaticamente por el dlgebra de Boole: los
elementos basicos son los valores 0 y 1y las operaciones suma légica, produc-
to légico y negacion. A partir de aqui se han introducido las variables y fun-
ciones logicas.

Se han expuesto dos maneras de representar funciones logicas: las expresiones
algebraicas y las tablas de verdad. Se ha visto que son especialmente comodas
las expresiones en suma de productos.

Después se ha visto como se implementan fisicamente las operaciones logicas
bésicas para construir circuitos mediante las puertas logicas. Se ha aprendido
la manera de minimizar circuitos a dos niveles, mediante el método de mini-

mizacion de Karnaugh.

Finalmente, se han conocido varios bloques combinacionales, y se ha apren-
dido a utilizar la funcionalidad de cada uno de ellos para disefiar y entender

circuitos complejos.
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Ejercicios de autoevaluacion

Entre paréntesis se indica el apartado de los apuntes que se debe haber estudiado para resol-
ver cada ejercicio.

1. (1.2) Demostrad que las leyes de De Morgan también se cumplen para tres y cuatro varia-
bles. Es suficiente con demostrar que (xyz)' =x"+y’ + z’ y que (xyzw)' =x" +y' + z’ + W', porque

las otras leyes se obtienen directamente aplicando el principio de dualidad.

2. (2.1) Analizad el siguiente circuito combinacional y expresad algebraicamente en forma
de suma de productos la funcién que implementa:

H—

F
z |J_D_

e Y

3. (2.2) Disefiad a dos niveles un circuito combinacional que permita multiplicar dos name-
ros enteros de dos bits representados en complemento a 2.

4. (2.3) Sintetizad de manera minima a dos niveles el circuito descrito en la actividad 24.

5. (3.1) Disefiad un multiplexor 16-1 utilizando Gnicamente multiplexores 4-1 (sin utilizar
ninguna puerta légica adicional).

6. (3.2) Disenlad un descodificador 4-16 utilizando tinicamente cinco descodificadores 2-4.

7. (3.2) Suponed que X es un ntmero natural codificado con tres bits. Implementad la fun-
cién (3 - X) mod 8 usando s6lo un descodificador 3-8 y un codificador 8-3.

8. (3.3) Resolved los siguientes apartados:

a) Implementad un desplazador programable a la izquierda de nameros de ocho bits. El des-
plazador tiene una entrada de control de tres bits, C, que indica el nimero de bits del
desplazamiento.

b) Si C codifica en binario el valor n, ja qué operacion aritmética equivale este desplaza-
miento?

c) Suponed que C = 010 e indicad cudndo se produciria desbordamiento en los casos de in-
terpretar la entrada como un ntimero natural o bien como uno entero representado en com-
plemento a 2.

Supongamos ahora que queremos hacer la operacion X / 2" usando un desplazador en la derecha.
d) ;Qué tipo de desplazador tenemos que utilizar si X es un namero natural representado en
binario? ;Y si es un nimero entero representado en complemento a 2?

e) ;En qué casos el resultado de la divisién no es exacto?

9. (3.6) Sintetizad un comparador de nameros enteros de 4 bits codificados en complemento
a 2, utilizando comparadores de niimeros naturales de cuatro bits y las puertas 16gicas nece-
sarias.

10. (3.7) Cuando hacemos una suma de nameros binarios, la hacemos bit a bit (de la misma
manera que en decimal la hacemos digito a digito). Para obtener el bit de la posicién i nece-
sitamos conocer los bits que se encuentran en la posicién i en los dos operandos y el acarreo
que se genera en la suma de los bits de la posicion i - 1.

La suma de estos 3 bits da como resultado 2 bits: el bit s;, que corresponde al bit de la posicién
i de la suma, y el bit ¢; + 1, que es el acarreo que se genera para la suma de los bits de la po-
sicion i + 1.

A continuacién se muestra un ejemplo para A = 1010 y B = 0111. El ejemplo ofrece concre-
tamente la suma de los bits de la posicion 2 (recordad que el bit mas a la derecha es el de la
posicion 0).
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1010
0111+
10001

5;

El sumador de ntimeros de un bit tiene tres entradas (a;, b; y ¢;) y dos salidas (s; y ¢;,1). Este
sumador recibe el nombre de full adder (sumador completo), y se abrevia FA. La figura si-

guiente muestra la estructura.
a; b;
l ¢ a;: Bit de la posicion i del nimero A
b;: Bit de la posicién i del nimero B
G — FA €— ¢, ¢ : Acarreo producido al sumar
los bits de la posicién i - 1
s;: Bit de la posicién i del resultado
¢ Cis1 t Acarreo para sumar a los
bits de la posicion i + 1

5

a) Escribid la tabla de verdad y realizad la implementacién interna (mediante puertas 16gicas)
de un FA como el descrito.

b) Utilizad cuatro FA para construir un sumador de dos nameros de cuatro bits. ;Qué hay que
conectar a la entrada que corresponde al bit c,?

11. (3.7) Diseflad un circuito que sea capaz de sumar o restar dos nameros codificados en com-
plemento a 2 con 4 bits de acuerdo con lo que valga la sefial de entrada s’/r: si vale O, el circuito
debe realizar la suma, y si vale 1, debe realizar la resta. El circuito debe generar ademds una se-
fial de salida C que indique si se ha producido acarreo en el Gltimo bit.

12.(3.7) Queremos disefiar un circuito que controle los ascensores de un edificio de cinco
plantas y planta baja. El edificio tiene dos ascensores, A y B, cada uno con dos sefiales aso-
ciadas:

¢ Una sefial que indica en binario en qué planta esta el ascensor en cada momento (plantaA
y plantaB).

e Una sefial de activacién (actA, actB).

Cuando una sefial de activacién se pone a 1, el ascensor correspondiente se pone en movi-
miento; la sefial destino le indica, en binario (ntimero natural), hacia qué planta debe ir. Des-
pués de que el ascensor se ponga en movimiento, la sefial de activaciéon vuelve a 0
automaticamente (no es preciso que nos preocupemos de hacerlo).

En cadaplantai(i=0, 1, ..., 5) hay un bot6n para llamar al ascensor, conectado a la sefial b;.
Cuando alguien lo llama desde la planta i-ésima, la sefial b; se pone a 1 y vuelve a O cuando
el ascensor ha llegado a la planta correspondiente.

Mientras no haya ninguna llamada, los ascensores deben permanecer detenidos. Cuando al-
guien llame al ascensor desde una planta, se debe mover el que esté mas cerca. Si los dos estan
a la misma distancia, ird el ascensor A.

Para facilitar el disefio, supondremos algunas simplificaciones en el sistema:

e Nunca se pulsard mas de un botén de llamada al mismo tiempo.

¢ En el momento de pulsar un botén de llamada, los dos ascensores estan detenidos.
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3
plantaB + — L actA

b - ————— actB
b? del ascensor

by 3/*" destino

Disefiad el circuito de control de los ascensores utilizando los bloques y las puertas que sean
necesarios, y teniendo cuidado de dar a todos los buses el ancho minimo necesario. Si que-
réis, podéis utilizar como bloques los circuitos que se disefian en las actividades 56 y 57, di-
mensionando la amplitud de las entradas y salidas segin os sea necesario.

13. (3.8) Disefiad una UAL con salida R de 4 bits que, a partir de tres entradas de control cy,
€1y ¢, realice las operaciones siguientes sobre dos ntimeros A y B de 4 bits:

[cocicol=[0xx]:R=B
[C2C1C0]=[100]1R A
[C2C1C0]=[101] :R=A-B.
[coc1col=[110]:R=B
[C2C1C0]=[111]1R A
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Solucionario
Actividades

1. Para evaluar la expresién x + y - (z + x’) sustituiremos las variables para cada combinacién
de valores:

Para el caso de [x y z] = [0 1 O], tenemos lo siguiente:
0+1-(0+1)=0+1-1=0+1=1.

Para el caso [x y z] = [1 1 0], tenemos lo siguiente.
1+1-0+0)=1+1-0=1+0=1.

Para el caso [x y z] = [0 1 1], tenemos lo siguiente:
0+1-(1+1)=0+1-1=0+1=1.

2. Para la demostracion, sustituiremos las variables de entrada por todas las combinaciones
de valores que puedan tomar. Las igualdades se deben cumplir para todos los casos.

e Igualdad (x+y)' =x"-y’
- Casox=0yy=0:
x+y)=0+0)=0=1,
x.y=0-.0=1-1=1.
- Casox=0yy=1:
x+y)=0+1)=1=0,
x'-y'=0-1"=1-0=0.
- Casox=1yy=0:
x+y)'=(1+0=1=0,
x-y=1.0=0-1=0.
- Casox=1yy=1:
x+y)=1+1)=1=0,
Xy =1-.1"=0-0=0.

Puesto que las dos expresiones valen lo mismo para todos los casos posibles, concluimos que
son equivalentes.

e Igualdad (x-y) =x"+)
- Casox=0yy=0:
(x-y)=0-0=0=1,
X+y=0+0=1+1=1.
- Casox=0yy=1:
(x-y)=0-1=0=1,
X +y=0+1=1+0=1.
- Casox=1yy=0:
(x-y)=(1-0=0"=1,
X+y=1+0=0+1=1.
- Casox=1yy=1:
(x-y)=(1-1)=1=0,
X+y'=1+1=0+0=0.

Puesto que las dos expresiones valen lo mismo para todos los casos posibles, concluimos que
son equivalentes.

3. La ley 4 de élgebra de Boole dicequex+ 1=1yquex-0=0.

Demostraremos s6lo la primera igualdad, la segunda quedara demostrada por el principio de
dualidad.

El axioma e dice que x + x’ = 1. Por tanto,
x+1l=x+x+x".
La ley 2 (de idempotencia) dice que x + x = x. Por tanto,
X+x+x =x+x"=1.

Hemos obtenido la Gltima igualdad aplicando de nuevo el axioma e. Por tanto, x + 1 =1, tal
como queriamos demostrar.

4.

- Lafuncién g; vale 1 s6lo cuando x vale 1 e y vale 1. Por tanto, una posible expresién l6gica
para esta funcién es g;(x, y) =x - y.

- La funcién g3 vale 1 cuando x vale 1 e y vale 0, o bien cuando x vale 1 e y vale 1. Una po-
sible expresion por funcion es, por tanto, x - ' + x - y. También podemos apreciar que la
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funcioén vale 1 cuando la variable x vale 1, independientemente del valor que tome la va-
riable y. Por tanto, una posible expresion 16gica para esta funcion es g3(x, y) = x.

— Lafuncidn g4 vale 1 cuando x vale 1 e y vale 0, o bien cuando x vale O e y vale 1. Por tanto,
otra posible expresion logica para esta funcidn es gg(x, y) = Xy’ + x'y.

— La funcién g7 vale 1 cuando x vale O e y vale 1, cuando x vale 1 e y vale O, o bien cuando
x vale 1 e y vale 1. Por tanto, una posible expresion logica para esta funcion es g;(x, y) =
=x'y + xy’ + xy. También podemos decir que la funcién vale 1 siempre que no se cumpla
que x =0 e y=0. Por tanto, otra expresion para la funcion es g,(x, y) = (x'y")’. Si aplicamos
la segunda ley de De Morgan sobre esta expresion, y después de la ley de involucién, ob-
tenemos la expresion g7(x, y) =x" +y”" =x +y.

- La funcién g1( vale 1 cuando x vale O e y vale 0, o bien cuando x vale 1 e y vale 0. Es
decir, la funcién vale 1 cuando la variable y vale 0, independientemente del valor de x.
Por tanto, la funcién vale lo contrario de lo que valga y, y una posible expresion logica
para esta funcion es g1o(x, y) = y'.

5. Tenemos la expresion:
WX + Xy + yzZ + xZ' + xp.

Para simplificarla aplicaremos la propiedad distributiva. Agrupamos el segundo término con
el altimo, y obtenemos lo siguiente:

wx +x(y' +y) +yz +xz'.

Por el axioma de complementaciéon sabemos que y + y’ = 1. Si hacemos la sustituciéon en la
expresion y aplicamos el axioma de los elementos neutros, obtenemos lo siguiente:

Wx+x-1+yz+xz =wx+x+yz+xz.
Por la ley de absorciéon, wx + x = x. Por tanto,
WX +X+YZ+XxZ =X+yz+xZ.
Aplicamos de nuevo la ley de absorcién a x + xz’, y obtenemos lo siguiente:
X+yz+xZ' =x+yz.
Por tanto, concluimos con lo que reproducimos a continuacion:

WX+ XY +yzZ+XZ +Xy=X+yz.

— Para la primera condicién debemos encontrar una expresion que valga 1 cuandox=1 o
¥’ = 1. La expresion que vale 1 cuando se cumple esta condicién es x + y’.

- La segunda condicién es x = 0 y z = 1. Esto es lo mismo que decir que X’ =10z =1. La
expresion que vale 1 en este caso es x’ - z.

— La tercera condicion, x =1, y =1y z =1, s6lo se cumple por la expresion x - y - z.

— Dado que la funcién debe valer 1 en cualquiera de los tres casos, es decir, cuando se cum-
ple la condicion 1, la condicién 2 o la 3, tenemos que la expresion de la funcion es la si-
guiente:

F=x+y +x'z+xyz.
7. La funcién debe valer 1 cuando se tenga que activar la alarma. Segin nos dice el enuncia-
do, la alarma se activa cuando el interruptor general estd cerrado (ig = 0) y alguna de las dos
cajas fuertes esta abierta (es decir, x4, =1 o xg=1).
Una expresion para la funciéon S que vale 1 cuando ig=0y (x4 =1 0 xg = 1) es la siguiente:

s =1ig (x4 + Xp).

8. Para saber qué asignaturas ha aprobado Juan y cudl ha suspendido, plantearemos las afir-
maciones de sus tres amigos de manera algebraica.

El resultado de cada asignatura se puede representar con una variable booleana. Esta variable
valdrd 1 si la asignatura esté aprobada y O en el caso contrario.

Las variables que utilizaremos para cada una de las asignaturas serdn m para matemadticas,
f para fisica y g para quimica.
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Entendemos que la “0” de estas frases es exclusiva. Es decir, la primera frase se podria sustituir
por “o bien has aprobado matematicas y has suspendido fisica, o bien has suspendido mate-
maéticas y has aprobado fisica”, y de manera similar con la segunda frase.

— Has aprobado matematicas o fisica: mf” + m’f.
- Has suspendido quimica o matematicas: gm’ + q’m.
— Has aprobado dos asignaturas: m’fq + mf’'q + mfq’.

Dado que se deben cumplir las tres afirmaciones a la vez, tenemos lo siguiente:
(mf +0Up) (g’ + g'm) ('fg + mfq + mfg) =1.

Simplificaremos la expresiéon aplicando los axiomas y teoremas del algebra de Boole hasta
que obtengamos la respuesta:

(mf +m’fgm’ + g'm)(m’fq + mfq + mfq’) =

(propiedad distributiva sobre los dos primeros paréntesis)
(mf '’ + mf q'm + v fqm’ -+ nv'fif m)(n'fg + mfq + mf) =

(complementacion e idempotencia)

O +mfq +m'fq+0) (m'fqg+mfq+mfg) =
(elementos neutros y distributiva sobre los dos paréntesis)

mfqm'fq + mfqmfq+mfqmfq’ +m'fqm'fq +m'fgmfq +m'famfq =
(complementacion e idempotencia)
0+0+0+m'fqg+0+0=m'fq.
Hemos obtenido, por tanto, la siguiente expresion:
m'fg=1.

Esta expresion solo vale 1 cuando m vale Oy fy g valen 1, es decir, que Juan ha suspendido
matematicas y ha aprobado fisica y quimica.

9. Las tablas de verdad de estas funciones son las siguientes:

X V| 9 X ¥V | 93 X Y | G X V| 9 X ¥ | 90
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 (V) 1
0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0 1 0
1T 0 0 1T 0 1 1 O 1 1T 0 1 1T 0 1
1T 1 1 T 1 1 1 1 0 T 1 1 T 1 0

10. Pondremos las variables a la izquierda de la tabla, en orden decreciente de subindices. Las
cuatro variables pueden tomar dieciséis combinaciones de valores diferentes; las escribiremos
en orden lexicografico (si las interpretdramos como niimeros naturales, corresponderian a los
nameros desde el O hasta el 15). A la derecha de la tabla se encontraré la columna correspon-
diente a f.

&
R
L
&
-

— w4 alcoocoococococo
——a o000 0Om—==2000O
——0o0o—-—00m—00—-—0o0
—o—0o—o0o—0o—m0—=0—=0=0
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11. La tabla de verdad es la siguiente:

12. Para obtener estas tablas, escribiremos una columna para cada uno de los términos pro-
ducto, y después obtendremos la columna correspondiente a fhaciendo la OR de las colum-
nas parciales.

a)

b)
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13. Escribiremos las tablas de verdad de las dos funciones:

X vy z w/| x.y y-w x'-w f

0 0 0 O 1 0 0 1

0 0 0 1 1 0 1 1

0o 0 1 o0 1 0 0 1

0 0 1 1 1 0 1 1

0O 1 0 O 0 0 0 0

0 1 0 1 0 1 1 1

o 1 1 0 0 0 0 0

0o 1 1 1 0 1 1 1

1T 0 0 O 0 0 0 0

1T 0 0 1 0 0 0 0

1T 0 1 0 0 0 0 0

1 0 1 1 0 0 0 0

1T 1 0 0 0 0 0 0

1T 1 0 1 0 1 0 1

1T 1 1 0 0 0 0 0

T 1 1 1 0 1 0 1
X y z w | x.y.-z2-w x'-z'-w y-z'-w X-y-w X'z g
0o 0 0 O 1 0 0 0 0 1
o 0 0 1 0 1 0 0 0 1
o o0 1 0 0 0 0 0 1 1
0O o0 1 1 0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 1 1 0 0 1
0 1 1 0 0 0 0 0 1 1
0o 1 1 1 0 0 0 0 1 1
1 0O 0 o0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 1 1 0 1
1 1 1 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0 1 0 1

Deducimos que las funciones no son equivalentes porque sus tablas de verdad son diferentes.

14. La tabla de verdad es la siguiente:

ig XA Xg s
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 0

15. Para resolver este problema, asignaremos una funcién a cada una de las afirmaciones de
los amigos de Juan. La funcion valdra 1 para las combinaciones que hacen que la afirmacion
sea cierta, y O en el caso contrario. Las funciones que representan las afirmaciones de los
amigos corresponden a las funciones Fy, F, y F3, respectivamente.

Llamaremos m, f'y q las variables que representan las asignaturas. Estas variables valdran 1
cuando la asignatura esté aprobada, y O si estd suspendida.
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La solucién representada por la funcion F se obtiene haciendo un AND de las funciones Fy,
F, y F3, ya que las tres frases son ciertas simultdneamente. La combinacion por la que F vale
1 correspondera a la solucién del problema.

m f q F F F3 F
0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0
0 1 0 1 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 0 0
1 0 1 1 0 1 0
1 1 0 0 1 1 0
1 1 1 0 0 0 0

La funcién F indica que Juan ha aprobado fisica y quimica y ha suspendido matematicas.

16.

fo=x2"x1X0" + X2X1X0,

f1=X2X1"Xg" + XpX1'Xq + XpX1Xg' + XpX1Xg,
f2= X2'X1'Xg + X' X1 X0 + X2X1'X( + XpX1Xg,
f3=X2"X1"X0 + X2'X1X0" + X2X1'Xy" + X2X1X(.

17. Escribiremos la tabla de verdad y a partir de ésta obtendremos la expresiéon en suma de
mintérminos.

a) La tabla de verdad de la funcién es la siguiente:

X y z f
0O 0 o0 O
0 o0 1 1
o 1 0 0
o 1 1 1
1 0 0,0
1 0 1 1
1 1 0] 1
1T 1 1 1

La expresion de f'en suma de mintérminos es ésta:
f=XyY'z+x'yz+xy'z+xyz’ + xyz.

b) La tabla de verdad de la funcién es la siguiente:

X y z w f
0 0 0 O 1
0 0 0 1 1
0o o 1 o0, 0
0O 0 1 1 1
0O 1 0 0, O
0O 1 0 1 1
o 1 1 0, 0
o 1 1 1 0
1 0 0 0] O
1 0 0 1 1
1 0 1 0] O
1 0 1 1 1
1T 1 0 0] O
1T 1 0 1 1
1 1 1 0] O
T 1 1 1 0
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La expresion de fen suma de mintérminos es la que reproducimos a continuacién:
f=xXyZW + X'yV'Z’w + X'y'zw + X'yz'w + xy'Z’w + xy'zw + xyz'w.
18. Las combinaciones de entrada 101, 110 y 111 no se pueden producir y, por tanto, no nos

importara el valor que tomen las salidas en estos casos.
La tabla de verdad de las funciones de este sistema es la siguiente:

X2 X1 Xo | Ya V3 Y2 Vi Yo
0 0 0 1 0 1 1 1
0 0 1 1 1 0 1 1
0 1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 1
1 0 1 X X X X X
1 1 0 X X X X X
1 1 1 X X X X X
19.
a) A partir del enunciado, obtenemos que las expresiones de las funciones R y E son las si-
guientes:
R=hy +hy't
E=thy

Ahora bien, las combinaciones con hy = 1y hy = 0 no se pueden producir (debemos su-
poner que los sensores funcionan bien). Por tanto, la tabla de verdad del sistema es la
siguiente:

,.,
=
=
£
™

- = = - 00 oo
- -0 0 = =0 0
-0 =0 =0 = o0
O X = = 0 x O =
O X OO0 = x —= O

20. Para realizar el analisis, es necesario obtener la expresién de la funcién a partir del circui-
to. A partir de la expresion obtendremos la tabla de verdad. Para rellenarla comodamente,
encontraremos previamente una expresion simplificada de la funcién.

a) La expresioén que obtenemos directamente a partir del circuito es la siguiente:
F=(y'+wW)@p+w+ & +2) (x+2).
Si simplificamos esta expresién, obtenemos lo siguiente:
F=y'w+yw +x'7 + xz.

La tabla de verdad es la siguiente:

>
N
B3
=

_ = =2 90 O O O] <

SO ©O © OO © © o
- - 0 O-= - 0o o
- © = O—- o - o
O = = Ao = -
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- T E NS
- o 0 4o 0 0 o <
- = 0 o= = 0 o N
- o = o—- o = o =
- = 0 4= = = O =

b) La expresiéon que obtenemos directamente a partir del circuito es la siguiente:
F=((x"+w) (y+wW))z+ (y+w)z.
Si simplificamos esta expresién, obtenemos lo que reproducimos a continuacién:
F=(X+wW)+@+wW))z+(y+w)z =
=@w +ywizz+ (y+w)z'=
=xzw +Yzw +yz' + Z’W'.

La tabla de verdad es la siguiente:

>
N
B
-

= = =2 2= = =2 49/0 O O 0o © © o
- = = 20 ©O ©O O— = = =20 O O O| x
_ - 0 O= - 0 Oo= = 0o o- =0 o
- o - O—-= o - 9o— O = Oo-—- o — o
O = = aam 2 0 =0 O = == 0 00 =

21. Para hacer la sintesis, simplemente dibujamos una linea para cada variable de la funcion
y sustituimos las operaciones légicas de la expresién por la puerta l6gica correspondiente. La
funcién es ésta:

fla,b,c,d)=d-(@ +a-b)b" o).

La siguiente figura muestra el circuito.

22. En la figura se muestra el cronograma. Dado que se trata de un circuito combinacional
en el que no se consideran los retardos (tal como haremos habitualmente en esta asignatu-
ra), las variaciones en la salida se producen en el mismo momento en que se produce alguna
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variacion de las entradas (lineas punteadas verticales). Sin embargo, no todas las variaciones
de las entradas producen una variacién de la salida, como se puede ver en el cronograma.

La funcién que implementa el circuito es f=b'c’ + c'd.

23. En las figuras se muestra la sintesis a dos niveles de cada circuito. Cada término producto
estd implementado por una puerta AND de tantas entradas como variables tiene el término
producto. La suma logica esta implementada por una puerta OR de tantas entradas como tér-
minos producto tiene la expresion.

a)

b)

24.

a) El rango de valores que puede tomar un namero natural de 2 bits es 0..3. Por tanto, el ran-
go de la multiplicaciéon de dos nameros serd 0..9. Para representar el 9 necesitamos 4 bits. Por
tanto, la salida tendra 4 bits.
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b) Denominaremos A y B, respectivamente, a los nameros de entrada, y C a su multiplica-
cién. Para obtener la tabla de verdad pasamos A y B a decimal, calculamos C = A - B en deci-
mal y, finalmente, codificamos C en binario, con los bits c3 ... ¢y. Por ejemplo, tomamos la
fila [aq ag by bp] =[1 0 1 1]. Tenemos que A = 2, B = 3. Por tanto, C =2 - 3 = 6, que se codifica
[0 11 0] en binario. La tabla de verdad completa es la siguiente:

aq dg b-| bo C3 Co (@] (4}
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 1
0 1 1 0 0 0 1 0
0 1 1 1 0 0 1 1
1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 1 0 0
1 0 1 1 0 1 1 0
1 1 0 O 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 1 1
1 1 1 0 0 1 1 0
1 1 1 1 1 0 0 1

c) Las expresiones en suma de productos de las cuatro funciones de salida son las siguientes:

€3 = a1agb1by,

Cy = alao’blbo’ + alaolblbo + alaoblbol,

= al’aoblbo’ + al'ﬂoblbo + alﬂolbl'bo + alaolblbo + alflobllbo + ﬂlﬂoblbol,
Co = al’aobllbo + al'ﬂoblbo + alﬂobllbo + ﬂlaoblbo.

El circuito correspondiente a la funciéon Cj3 se puede implementar con una puerta AND. A

continuacion, se muestran los circuitos a dos niveles correspondientes a las tres funciones de
salida restantes.

a, ap b, bg

S 13 137 [

<
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25. La expresién en suma de mintérminos de la funcién es la siguiente:
f=x2"x1x0" + X' X1X( + X2X1Xo

A continuacion se muestra la sintesis a dos niveles de la funcién.

26. A continuacién se muestra la tabla de verdad de la funcién y su minimizacion utilizando
el método de Karnaugh.

- s 20000
- 200 -—==00
R R R ey )
OO0 0O 2= so0o

Del rectangulo vertical se obtiene el término producto ig’-x,, y del rectangulo horizontal el
término ig’-xg. Por tanto, la expresién de la funcidén es ésta:

s=ig'x, +ig'xp.

A continuacion se muestra la sintesis minima a dos niveles de la funcién.
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Fijaos en que si sacamos ig’ factor comiin en la expresion minima de s, obtenemos s = ig’ (x4 + xp),
que es la expresion que hemos deducido en la actividad 7 (pero no es una suma de productos).

27. A continuacién se muestran la tabla de verdad de la funcién y su minimizacién por

Karnaugh.

JECRF - —) fe e e I e I e I e B o I )

—- = =2 2 OO0 0O 0O|===2 20000

I = T o P IR e T PR o B e I e T

- 0O = O = O = QO=0=0 =0 =0

- 0000 =000 =00 ==

Del mapa de Karnaugh se deduce esta expresion:

El circuito minimo a dos niveles se presenta en la siguiente figura. Se puede comprobar que

f=x"y'z + X'ZW + yzw + xy'zw’.

es mas sencillo que el que se ha obtenido en la actividad 23.

X

o

y

o

iz

-

w

-

D

28. En la siguiente figura se muestra la tabla de verdad de las funciones y su minimizacién

por Karnaugh.

R o I o R el
- 0O == C =20 =0
O X = = O x O =

O X OO0 = X = O

O

Las funciones obtenidas son las siguientes:

R= ho' + ﬂ’ll',
E=th,
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En la siguiente figura se muestra el circuito minimizado.

t h| hg

5 (3 37

29. El valor de la salida s serd el valor de e3, ¢5, e; 0 ¢y de acuerdo con lo que valgan las en-
tradas de control ¢y y ¢.

Por ejemplo, si [c1 c0] [1 O], la salida s valdra 1 si e, = 1, y valdra O si e, = O (es decir, valdra
e,). En este caso podriamos escribir que la expresion de la salida es c1c0’e2. En cada momen-
to, las entradas c1 y c2 valen alguna de estas cuatro combinaciones: [0,0], [0,1], [1,0] o bien

[1 1]. Por tanto, sélo uno de los productos c1’c0’, c1c0’, c1’cO y c1cO puede valer 1 en cada
momento. Podemos concluir que una expresién valida para s es la siguiente:

s=c1’c0’e0 + c1’cOel + c1c0’e2 + c1c0e3.

La implementacién con puertas de esta expresion es la siguiente:

cl <0 e3 e2el e

[

30. Para implementar esta funcién construiremos su tabla de verdad. A partir de ésta sabre-
mos qué debemos conectar a las entradas del multiplexor para que en la salida nos aparezca
un 0 o un 1 segtn indique la funcién.

En definitiva, se trata de traspasar la columna f de la tabla de verdad a las entradas del mul-
tiplexor.

-
a b G f VAL

0 0 0]o0 0o— -

0o o 111 11—

0 1 0| o 00—

0 1 1 1 17— | —f
1 0o oo 0

1 o 1]o0 0 1]

11 0|1 ;— +

1 1 1] o0 + -
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31. En primer lugar, construiremos la tabla de verdad del circuito.

El rango de un ntimero entero representado en complemento a 2 con dos bits es [-2..1]. Por
tanto, el rango de producto de dos de estos nimeros es [-2..4.]. Para representar nameros
dentro de este rango es suficiente con cuatro bits, ya que con éstos podemos representar na-
meros en el rango [-8..7].

Por tanto, la tabla de verdad tiene cuatro entradas y cuatro salidas. Las entradas son los dos
bits de cada uno de los nimeros A y B, y las salidas son los cuatro bits del resultado C.

Para implementar el circuito utilizaremos un multiplexor de buses de cuatro bits de dieciséis
entradas de datos. La figura muestra esta implementacion.

a;, a; by by| o < < Co 4 VAL
0 00 0lOo ©0 o0 O 0000 L
o 00 110 o o o 0000 4.
0O 0 1 of| 0 0 0 0 0000 %/—
o0 1 1[0 o o0 o0 BULY Zre
0o 10 0|lo0o 0o o0 o0 0000 —o4—
01 0 1/0 0 0 1 ??% ——
o1 1 0ofl1 1 1 o0 = 4
1111 4]
o1 1 11 1 1 o 1 L« C
1 00 0olo o o o T
1 0 0 1|1 1 10 0100 e
1 01 0l0o 1 0o o 0010 4|
101 1/0 0o 1 o0 0000 -4
1170 0]/0 0 0 0 111 e
1T 1 0 1] 1 1 101 0010 =< |
1171 0|l0 o 1 o A _
1171 1]0 0o o0 1 | ]
a, a, b, b

0 10

32. Escribimos primero la tabla de verdad correspondiente a un multiplexor 16-1. Este tiene
cuatro entradas de control (c3..c0) y dieciséis entradas de datos (e15..€0).

La linea discontinua en la tabla muestra que se puede descomponer el funcionamiento del
circuito como si se tratara de dos multiplexores 8-1, los dos controlados por las sefiales c2, c1
y c0. La sefial c3 determina cual de los dos multiplexores funciona en cada momento.

3:c2 cl 0] f

0:0 0 O0]e0 —[>0—|
0:0 0 1|el

0/0 1 0|e2 0 — N
0:!0 1 1]|e3 —

0§1 0 0 |e4 — [ ]
01 0 1 e5 c3 ]

01 1 0]es 7y -
0i1 1 1 |e7 O Ds
1:0 0 0|e8 <l

: c0

190 0 1|e9

1:0 1 0 |el0 s RN
T:0 1 1 [ell —

151 0 0 |el2 — I
191 0 1 |el3 —

101 1 0 |el4 els VAL
151 1 1 |els

33. Puesto que Z debe valer uno de dos posibles valores, la podemos implementar mediante un
multiplexor 2-1. El bit de menos peso de X nos indica si es par (0) o impar (1). Podemos, por lo
tanto, conectar este bit a la entrada de control del multiplexor, y esto nos lleva a conectar X a
la entrada de datos 0 y 00000000 a la entrada de datos 1.
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1
: |
VAL
X AV 0
8
Aﬁ 7
8
00000000% 1
C
Xo

34. Basta con poner un 1 a la entrada del demultiplexor, y hacer que la sefial /lena controle ha-
cia cudl de las dos luces llega este 1.

sO —— verde

s1 ——— rojo

lleno

35. Deduciremos las expresiones légicas de cada una de las salidas y construiremos el circuito
a partir de éstas. Para resolver la actividad, es conveniente tener delante la representacion
grafica del codificador y su tabla de verdad (figura 21 de los apuntes).

Puesto que la salida del codificador debe codificar en binario la entrada de mas peso que val-
ga 1, podemos hacer el siguiente razonamiento:

1) La salida s1 se pondré a 1 cuando estén en 1 las entradas e3 o €2 (en estos casos se debe
codificar un 11 o un 10, respectivamente).

2) La salida sO se pondra a 1 cuando esté a 1 la entrada e3 (en este caso se tiene que codificar
un 11, independientemente de los valores de las otras entradas) o bien cuando lo est¢ la entra-
da el ynolo esté nila e2 ni la e3 (en este caso, [e3 e2 e1] = [0 0 1], se tiene que codificar un 01).

3) Por otro lado, la entrada de validacién debe estar activa para que el codificador funcione
como tal.

Por tanto, las expresiones algebraicas de las salidas son las siguientes:

— s1valdra 1 cuando VAL =1y e3 o0 e2 sean 1 (apartados 1y 3):
s1 = VAL (e3 + e2).

— s0valdra 1 cuando VAL =1y e3 sea 1, o cuando [e3 e2 el] = [0 O 1] (apartados 2y 3):
sO = VAL (e3 + e3’e2’el) = VAL (e3 + e2’el).

A continuacién se muestra una posible implementacion de este codificador. Como se puede
ver en la figura, el valor de la entrada ¢0 no tiene influencia en las salidas. Este es el motivo
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que hace que un codificador tenga un O en su salida tanto cuando tiene que codificar un 0
como cuando ninguna de sus entradas tiene un 1.

VAL e3 e2 el

N

s0

sl

36. Cuando la entrada de validacién esta activa, cada salida de un descodificador se pone en 1
s6lo cuando se produce una combinacién determinada de las entradas. Por tanto, la imple-
mentacién de cada una de las salidas sera un circuito que detecte si esta combinacion esta pre-
sente en la entrada, tal como se muestra en la figura.

VAL el €0
57 |57
— )
|/
O )—
—
— )
7
— :
L/

37. Primero haremos la tabla de verdad y, a partir de ésta, utilizaremos un descodificador para
sintetizar el circuito. La puerta OR hace la suma logica de los casos en que la funcién vale 1.

[T THTIT 5 T T

0o o oo

0o 0 1|1 /J

o 1 oo :;_lq\

o 1 1 < — - 3 f
1 0 00 b —] o —
10 110 a —+ s5

11 0| 56

11 1o 57,

38. Podemos generar la magnitud del niimero usando un codificador 8-3, a cuyas entradas
conectaremos e7, ¢6, ... 0. Las salidas de este codificador, por lo tanto, serdn directamente
las salidas s2, s1 y sO. Observemos que esto también hara que [s2 s1 sO] = [0 O O] cuando no
haya ninguna entrada ei a 1 (tal y como nos pide el enunciado).

A primera vista, podriamos pensar que el bit s3 (signo del nimero que hay que representar)
lo podemos obtener directamente de la entrada sg, pero hay que tener en cuenta estas dos
excepciones:

e cuando e0 = 1, entonces s3 debe valer O independientemente del valor de sg.

¢ cuando no haya ninguna entrada ei a 1, s3 también debe valer O independientemente del
valor de sg.

Por lo tanto, s3 tiene que valer 1 cuando alguna de las entradas e7...el sea 1 y sg= 1.
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La salida null debe valer 1 s6lo cuando no haya ninguna entrada ei a 1.

€7 €5 €5 €4 €3 € € €

Sp 51 s2 null S3

39. Para deducir qué hace el circuito, construiremos su tabla de verdad. Esta muestra también
el valor de la entrada y la salida cuando las interpretamos como nameros representados en
complemento a 2 (columnas X e Y).

X x X1 X0 | Y2 n Yo Y
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 T 111 A
2 0 1 0 1 1 0 -2
3 0 1 1 1 0 1 -3
-4 1 0 0 1 0 0 -4
-3 1 0 1 0 1 1 3
-2 1 1 0 0 1 0 2
-1 1 1 1 0 0 1 1

Como se puede apreciar en la tabla, lo que hace el circuito es cambiar el signo del nimero de
la entrada. En el caso particular X = —4 esto no es posible, porque el 4 no se puede representar
en complemento a 2 con sélo tres bits (el resultado es erroneo en este caso: se produce des-
bordamiento).

40. A partir de la codificaciéon en binario de un ntimero, debemos generar la codificacién en bi-
nario de otro niimero. Lo podemos conseguir conectando las salidas de un descodificador con
las entradas de un codificador, de manera que la salida i del descodificador se conecte con la en-
trada j del codificador, siendo j el valor que debe tener la salida cuando la entrada vale i (es decir,
aplicando la misma técnica que en la actividad anterior).

La correspondencia entre valores de la entrada X y valores de la salida Y viene expresada por esta

tabla:
X Y
0 3
1 0
2 1
3 2

Por lo tanto, las conexiones se deben hacer tal y como se muestra en la siguiente figura.
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Xo— — -V
Xl—+ -I'—yl

41.

a) Eg es 1 cuando las dos entradas del descodificador son O, es decir, cuando x; =0y xpx3 =0.
Por tanto, la expresion algebraica para E es Eq = x1(xgx3)’. Si seguimos el mismo razonamien-
to para el resto de las salidas, obtenemos lo siguiente:

Eg=x1'(xox3)",

By =x1"(XoX3) = X1'X0X3,

Ep = x1(xpx3),

E3 = x1(X0X3) = X1X0X3.

b) La tabla de verdad se encuentra en la siguiente figura. Para obtener la columna correspon-
diente a F hemos dado un paso intermedio: hemos puesto en una columna el valor de F en
términos de las entradas de datos del multiplexor (E;), y en la columna final hemos sustituido
las variables E; por el valor que toman para cada combinacién de x;, de acuerdo con las ex-
presiones obtenidas en el apartado a.

X3 X2 X1 X0 F F
0 0 0 0 | E 1
0 0 0 1| E 1
0 0 1 0 E O
0 0 1 1| E O
0 1 0 0 g O
o 1 0 1 §f 0
o 1 1 0 f 0
o 1 1 1§ 0
1 0 0 0 & O
1 0 0 1 & 0
1T 0 1 0 & 1
1 0 1 1 & 0
1 1 0 0 & O
1T 1 0 1 6 0
1T 1 1 0 & 0
1 1 1 1 E5 1

42. Esta actividad es muy similar a la actividad 32. En la siguiente figura se muestra la tabla
de verdad del descodificador 3-8, que tiene tres entradas (e2..e0) y ocho salidas (s0..s7). Para
simplificar la tabla, se ha puesto una tinica columna de salidas en la que hemos indicado cual
de éstas vale 1; todas las demés valen 0. Como se puede observar en la tabla de verdad, la
entrada e2 determina cudl de los dos descodificadores 2-4 funciona en cada momento (y, por
tanto, controla su entrada de validacion). En cada descodificador 2-4, las entradas el y €0 de-
terminan qué salida tiene que valer 1.

eZ—%—I
e2i el o0 A—1 &
0! 0 0 [s0=1 e0—1| _ m—
0/ 0 1 [s1=1 el—| + — 52
0! 1 0 |s2=1 +—s3
0.:.1 1.1s3=1
1; 0 0 [s4=1
100 1|52 —|
1411 0 -
TE :?J A L
! o) —| — — s5
el —| + — 56
++—57
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43. Para resolver este ejercicio construiremos su tabla de verdad y después interpretaremos
los nimeros como naturales.
Llamamos X al nimero que sale del codificador: X = [xq x]..

A: aq do V4 X1 X0 : X $1 So S
0.0 0 0 0 1.1 0 0 0
10 1 0|1 0 20 1 1
2.1 0 0 1 T .3 1 0 2
31 1 0 0 0 0 1 1 3
0.0 0 1 0 1 1 0 1 1
1T 0 1 1 1 0 2 1 0 2
21 0 1 1 1 3 1 1 3
301 1 1 0 0 0 0 0 0

Tal como podemos ver en la tabla,
X=(A+1)mod 4.

La variable z selecciona entre las entradas A y X, y, por tanto, la salida se puede expresar con
la siguiente tabla:

z S
0 A
1 (A+1) mod 4

Esto se puede resumir en la siguiente expresion:
S=(A+z) mod 4.
44.

a) En la figura se muestra la implementacion del circuito. La sefial d determina si la salida §
vale lo mismo que la entrada X (d = 0) o X desplazada un bit a la izquierda (d = 1).

1
4 4 VAL
X “ <<1 ] +
4
— 5
4, _
d

b) Este desplazamiento de un bit a la izquierda es equivalente a multiplicar la entrada por 2.
Por tanto, =2 - X.

c) Se produce desbordamiento cuando el resultado no se puede representar con 4 bits.

- Siinterpretamos los nimeros X y S como nimeros naturales codificados en binario, el ran-
gode Xy Ses [0..15]. Por tanto, cuando X sea mayor que 7, S no podré representar el re-
sultado y se producird desbordamiento.

Desbordamiento si X > 7.

- Siinterpretamos los nimeros como enteros codificados en complemento a dos, el rango
de Xy Ses [-8..7]. Por tanto, se producira desbordamiento cuando X sea menor que -4 o
mayor que 3.

Desbordamiento si X <-4 0 X > 3.
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45. La salida Z debe tomar uno de dos valores; esto lo podemos conseguir mediante un mul-
tiplexor 2-1. Cuél de los dos valores tome depende de si X es multiplo de 4 o no. Un namero
representado en binario es multiplo de 4 si los dos bits de menor peso valen O; por lo tanto,
a la entrada de control del multiplexor debemos conectar x1'xy’.

Para obtener los valores que debemos conectar a cada una de las entradas de datos del mul-
tiplexor, podemos usar los bloques que se describen en el apartado 3.4, tal y como se muestra
en la figura.

46.

a) Vemos que para cualquier combinacién de valores de x1 y X la sefial de salida s vale x,,
excepto en el caso x; = xy=1 en el que s vale 1 (x, + x,"). Por lo tanto, podemos implementar
MO por ejemplo con un multiplexor 4-1 y sin ninguna puerta adicional. De esta manera:
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Otra opcién es implementar la funcién a partir de su tabla de verdad, tal y como se hace en
la figura 18 del apartado 3.1:

“u

X2X1X0

000
001
010
011

- O O O

100
101
110
111

_ a a

En este caso utilizaremos un multiplexor 8-1, a las que conectaremos las variables de la fun-
cion, y copiaremos los 1 y O en las entradas de datos del multiplexor.

0—0
0—1
00— 2
1—13
5
1—1 4
1—15
1—16
1—7
C

=

X

b) El valor U es una XOR de X con la negacién de si misma. Dado que a XOR a’ = 1, obtene-
mos que U valdra siempre 111, y por lo tanto V valdra siempre 000. Deducimos entonces que
la funcién del circuito M1 es generar la combinacién 000.

c) Analizamos los valores que toma Y en funcién de los valores que toma X.

Como hemos visto en el apartado a) analizando la salida del bloque MO, s vale 0si X =0, 1
0 2y vale 1 siempre que X > 2. Por lo tanto, si X < 2 la salida Y del circuito vale O (que es lo
que vale V en todo momento) y si X > 2 vale W.

Analicemos ahora el valor de W:

a) Si X <2, no es necesario que lo analicemos porque sabemos que en este caso, Y vale 0.
b) Si X vale 3 0 4, W vale 3 y 4 respectivamente.
c) SiX>5, Wvale 5.

Juntandolo todo, obtenemos esta tabla de verdad:

X2X1Xo0 Y2¥1Yo
000 000
001 000
010 000
011 011
100 100
101 101
110 101
111 101
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47. El circuito multiplicador de dos nimeros naturales de dos bits tiene cuatro entradas (a;
ag by bg) y cuatro salidas (c3 ¢y ¢q ¢p), tal como se explica en la actividad 24.

Cuatro variables pueden tomar 24 = 16 combinaciones diferentes; por tanto, el tamafio de la
ROM es de dieciséis palabras de 4 bits (1 para cada funcién de salida).

En la siguiente figura se muestra su contenido, que coincide con la parte derecha de la tabla
de verdad de la actividad 24. La variable a; estd conectada al bit de mayor peso del bus de
direcciones y la variable by, al bit de menor peso (es muy importante indicar en el bus de di-
recciones a qué sefial de entrada se conecta el bit de mayor peso para que el resultado sea
correcto. Si los bits de entrada estuvieran en otro orden, la tabla de verdad seria diferente y,
por tanto, también el contenido de la ROM).

Memoria ROM de 2* x 4 bits

a,

Ch)

b] @

- 000000000000 COO0O
O = =0 =0 =0==000000
- 0= 00000=0-00000

—_— O =200 == 0000000Q0C0O0Q

GG G GO

48. Tal como se explica en la actividad 19, este circuito tiene tres sefiales de entrada y dos de
salida y, por tanto, el tamafio de la memoria ROM es de 23 x 2 bits (ocho palabras de 2 bits).
En el contenido de la memoria se han sustituido las x de la tabla de verdad por ceros, ya que
el valor de cualquier bit en una memoria ROM debe estar definido. No obstante, las x se po-
drian haber sustituido por cualquier valor binario.

49. Conectaremos la entrada X a la entrada de direcciones de la memoria ROM, para que la
salida nos dé la representacién en complemento a 2 deseada. Por lo tanto, la entrada de di-
recciones serd de 8 bits y la memoria tendrd 256 palabras de 8 bits cada una.

Ala palabra de la direccién i le pondremos la representacién en complemento a 2 del namero
que en signo y magnitud se codifica con la secuencia de bits correspondiente a la represen-
tacion binaria del namero i. De este modo, las direcciones 00000000..01111111 se accederan
cuando el namero X sea positivo, que en complemento a 2 se codifican igual que en signo y
magnitud, de manera que en la palabra de cada una de estas direcciones habra la misma com-
binacién de bits que la de la direccion correspondiente. Las direcciones 10000000..11111111
se accederdn cuando el nimero X sea negativo, de modo que en la palabra de cada una de
estas direcciones habré la representaciéon en complemento a 2 del nimero -A, siendo A el
namero que codifican los 7 bits més bajos de la direccion.
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La direccién 50 es, expresada en binario, la direccion 00110010. Si la leemos como un ntme-
ro expresado en signo y magnitud, vemos que es positivo y, por lo tanto, el contenido de esta
direccion sera 00110010.

La direccion 150 es, expresada en binario, la direccion 10010110. Si la leemos como un nt-
mero expresado en signo y magnitud, vemos que es negativo. La magnitud del nimero es
0010110. Antes de cambiarle el signo, lo tenemos que expresar en 8 bits, ya que estamos bus-
cando una representaciéon en complemento a 2 y 8 bits: 00010110. Ahora cambiamos 1 por
0y viceversa, sumamos 1 al resultado y obtenemos 11101010. Este serd el contenido de la
direccion 150.

La direccion 200 es, expresada en binario, la direccion 11001000. Si la leemos como un nt-
mero expresado en signo y magnitud, vemos que es negativo. La magnitud del nimero es
1001000. De nuevo, antes de cambiarle el signo lo tenemos que expresar en 8 bits: 01001000.
Ahora cambiamos 1 por O y viceversa y sumamos 1 al resultado, y obtenemos 10111000. Este
sera el contenido de la direccién 200.

50.
a) La tabla de verdad del circuito es la siguiente:

€3 € € € 03 02 01 Op
00O00O0 00O00O0
0 001 0 001
0010 0 001
0011 0011
0100 0 001
0101 0011
0110 0011
o111 01 11
1000 0 001
1T 0 01 0011
17010 0011
10 1 1 01 11
1100 0011
1T 1 01 01 11
1T 1T 10 01 11
1T 1 11 1T 1 11

b) Las salidas del bloque ORDENAR tienen todos los unos a la derecha, tal como se muestra
en la tabla siguiente (recordemos que CUANTOS = [g5 41 qol:

03 03 07 Og CUANTOS 92 91 9o

00 0 (no hay 1 en la entrada) 000
01 1 (hay un 1 en la entrada)

11 2 (hay dos 1 en la entrada)
11 3 (hay tres 1 en la entrada)
11 4 (hay cuatro 1 en la entrada)

- O O O ©
- = O O ©o
- O O O
o = = O
o = o =

Fijémonos en que la salida CUANTOS tiene que formar la codificacién binaria de uno de los
nameros 0, 1, 2, 3 6 4. Para sintetizarla, por tanto, podemos usar un codificador 8-3 (son ne-
cesarios tres bits para codificar el cuatro en binario). Concretamente, tenemos que si el bit
mas alto de ORDEN que estd en 1 es 0;, entonces CUANTOS tiene que valer i + 1. Por tanto,
conectaremos la sefial 0; a la entrada i + 1 del codificador, tal como se muestra en la siguiente
figura.

En la entrada O del codificador puede haber tanto un 1 como un O (en los dos casos, CUANTOS
valdra O si no hay ningin bit de ORDEN en 1).
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1 —e0
00 — el
— e2

% soF— Qo
o ___e3

2 sl——— q4
o — e4 >

s 22— q,
0 —e5

0 — eb

o ¢ —

¢) El tamano de la ROM debe ser 24 x 3 bits, y su contenido es el siguiente.

000
001
001
010
001
o~ 010
e 4 010
e, 011
es 001
i 010
010
011
010
011
011
100
9: 91 9o

51. Primero, deduciremos la expresién algebraica de cada una de las funciones. Denomina-
remos dy, dg, b1y by a los bits de los niimeros de entrada. Para que los ntimeros sean iguales,
lo deben ser bit a bit. Por tanto, se tiene que cumplir que ag = by y a; = b;.

La puerta XOR permite detectar la desigualdad entre 2 bits (recordad su tabla de verdad). Por
tanto, una negacién de su salida detectara la igualdad. Asi pues, la expresién para la salida A
= B es la siguiente:

(a1 @ by)'(ag ® by)'.
Para hacer la salida A < B tendremos en cuenta lo siguiente:

— A es menor que B si lo es su bit de més peso: by =1y a;=0.
— Silos dos bits de mas peso de A y B son iguales, entonces A es menor que B si lo es su bit
de menos pesoa; =byybg=1yag=0.

Por lo tanto, la expresion por la salida A < B es la que mostramos a continuacion:
blal’ + (b1 ® al)lbo tlol.

En la siguiente figura se encuentra la implementacién de los dos circuitos.
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D

A<B

4
b,

| -
| A=B

ay
by

)
1 ) =

)

)

52. Para deducir cudl de los dos nimeros es mayor utilizaremos un comparador de cuatro
bits. Conectaremos el nimero X a la entrada A y el nimero Y a la entrada B del comparador.
La salida A > B de este comparador valdra 1 si X > Y, y O en el caso contrario.

Esta salida controlard un multiplexor de buses que seleccionaré entre X e Y. Asi, cuando
A > B vale 1 seleccionaremos el nimero X, y en cualquier otro caso (X < = Y) selecciona-
remos el nimero Y.

La siguiente figura muestra este disefio.

1
4 VAL
7 -
4
—~ Max (X,Y)
4
7 +
CMP
4/
X A A>B
A=B[—
4/
Y 7 B A<B[—

53. La salida S vale en todo momento alguno de cuatro valores. Una manera de implemen-
tarla es, por lo tanto, mediante un multiplexor 4-1.

Cual de estos valores deba elegirse en cada momento depende del resultado de la compara-
cién entre X e Y, lo que nos lleva a usar un comparador, i, en casode que X =Y, desi X (0 Y)
= 0; esto lo podemos saber usando una puerta NOR a cuyas entradas deberemos conectar los
3 bitsde XodeY.

Hay muchas posibilidades para controlar qué valor sale en cada momento del multiplexor a
partir de las salidas del comparador y de la puerta NOR. Una es la que se muestra en la figura,
segun la cual:

¢ La entrada de datos O pasara hacia la salida cuando X <Y (ni X =Y ni X > V).

e La entrada de datos 1 pasara hacia la salida cuando X > Y.

e La entrada de datos 2 pasara hacia la salida cuando X = Y. En este caso, si la salida de la
puerta NOR es 1 la salida S debe valer 11, y si es O, S debe valer 00. Por lo tanto, podemos
duplicar la salida de la puerta NOR para obtener el bus de dos bits que conectamos a la
entrada de datos 2.

e La entrada de datos 3 no pasara nunca hacia la salida porque nunca se dard la combina-
cién [1 1] en las entradas de control. Aqui podemos conectar por lo tanto cualquier cosa,
por ejemplo 00.
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A<B A=B A>B

También podemos disefiar el circuito sin multiplexor, generando los valores que puede to-
mar la salida con un codificador 4-2, ya que los valores que puede tomar son las cuatro com-
binaciones que se pueden hacer con dos bits. Observemos que si X > Y o X < Y la entrada O
del codificador estara a 1, pero en la salida no se generara la combinaciéon [0 0] porque habra
otra entrada del codificador también a 1.

54. Para saber cudl de los dos hornos estad més caliente, usaremos un comparador. Observe-
mos que el valor de R coincide en todo momento con los 2 bits més altos de la temperatura
del horno que esta mas caliente (o igual), de manera que podemos generar R a partir de estos
bits. Un multiplexor selecciona si se deben tomar de la temperatura A o de la B.

A<B A=B A>B
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55. Para implementar esta funcion sera suficiente con sumar X + 2 * X (X desplazando
un bit a la izquierda). Observad que el resultado final debe tener 5 bits para que no se

produzca desbordamiento.

La siguiente figura muestra este disefio.

0 X
-3
+|Y
//4
<<1
-4
X 2-X
A B
Cout + Cin '_0
S
n 4
5
Z

56. Para realizar esta operacion aprovecharemos la siguiente igualdad, vélida cuando los nt-
meros estan representados en complemento a 2:

Z=X-Y=X+(")=X+Y+1.

Por tanto, para implementar el circuito necesitamos un bloque NOT de n bits para obtener
Y’, y un sumador de n bits para hacer la suma X + ¥’. E1 1 que ain queda por sumar se puede
conectar a la entrada de acarreo del sumador.

La siguiente figura muestra el disefio propuesto.

X Y

L
A

NOT
R

\"“-.. n \"“-. n
A B
—_ lel Cin — 1

+

S
\’\ .

zZ
57. En caso de que el namero sea positivo, la salida tiene que ser igual a la entrada, y en caso
de que sea negativo es preciso cambiar el signo de la entrada; esto lo conseguimos negando
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todos los bits y sumando 1 al resultado. Para seleccionar una opcién u otra, utilizamos el bit
de maés peso de la entrada.

S6lo se puede producir desbordamiento en el caso de que la entrada valga -4, ya que en este
caso el valor de la salida (4) no es representable con 3 bits en complemento a 2. Por lo tanto,
V= xx1"xq’.

58.

a) La tabla de verdad es la siguiente (aqui escribimos también la interpretacion de los na-
meros en complemento a 2 para hacerla mas comprensible). Para calcular el resultado de la
multiplicacién pasamos las entradas a decimal como en la actividad 24.
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b) Para obtener la solucién que se describe en el enunciado, con un sumador y dos multipli-
cadores se debe utilizar la siguiente igualdad:

A+ A3+ AZ=A2 A2+ A+ 1)

A continuacién haremos un estudio del rango que pueden tener cada una de las expresiones
para decidir el namero de bits de cada bloque..

mag A A RiAvl| R A=A R
00 ., 0 0 1 0

01 : 1 1 3 3

02 4 3 12

11 -1 1 1 1

necéseitan: 4 bits 3 bits 5 bits

A? se obtendra mediante un bloque MUL de 2 bits, conectando A a las dos entradas. A%, pues,
tendra 4 bits (el doble de bits que las entradas).

A% + A + 1 se obtendra mediante un sumador, conectando el 1 a la entrada C;,,. Aunque si
nos fijamos en el rango del resultado de esta suma con 3 bits seria suficiente, el sumador debe
ser de 4 bits porque A2 tiene 4 bits. Por tanto, sera necesario ampliar a 4 bits la entrada A
(haciendo una extensién de signo) para conectarla a la otra entrada del sumador, tal como
se muestra en la figura.

Otro bloque MUL de 4 bits calculard A% (A% + A + 1). La salida del multiplicador sera, pues,
de 8 bits, aunque el rango del resultado sélo necesita 5. Este esta formado, por tanto, por los
5 bits de menor peso de la salida de este segundo bloque MUL.

A
G p2
MUL
4y T 2 Extension de
A2 signo de 2 bits
P 4
/1
A B
+ .1
gl
4y
A2+ A+1
MUL
8
3
5

Z=AA?+A+1)

59. Puesto que 4, B, Cy D codifican nimeros naturales con 8 bits, pueden valer entre 0y 255.

Multiplicaremos C por 2 mediante un desplazador a la izquierda de 9 bits, porque el resultado
serd un valor entre 0 y 510. Por lo tanto, extendemos C a 9 bits antes de conectarlo a la en-
trada del desplazador.
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Por otro lado, para obtener la suma A + B + C calcularemos primero A + B con un sumador
de 8 bits. El resultado valdra entre O y 510, y por lo tanto se tiene que representar con 9
bits: los alcanzaremos agregando al resultado el C,,; del sumador. Después sumamos a
este resultado el valor de C extendido a 9 bits, y obtendremos un valor entre 0y 765, que
se debe representar con 10 bits. De nuevo los obtendremos agregando al resultado el C,,,;
del sumador.

Para dividir la suma entre 4 se tiene que desplazar 2 bits a la derecha, lo cual podemos hacer
con un desplazador de 10 bits. Puesto que estamos trabajando con nimeros naturales, el des-
plazador debe ser 16gico. El resultado de la division es un valor entre O y 191, que requiere 8
bits para ser representado. Sin embargo, puesto que Y debe tener 9 bits para representar cual-
quiera de los dos posibles resultados (ya hemos visto que 2 x C requiere 9 bits), descartaremos
s6lo uno de los bits de salida del desplazador.

Finalmente, comparamos C y D para saber cudl de los dos calculos tenemos que dar como
resultado. Elegimos entre los mismos mediante un multiplexor.

A B C D
8 8 ~8 T8
0
A B +
Cnur. +
s
“‘-._“‘8
+
A B -9 A B
Cout + <<1 CMP
A>B A=B A<B
)
I ~9 [ |
+ 9
10
>=2L
3 1
~10 + ——
/ “y
y 0 9

60.

a) Debemos diseflar una UAL que pueda realizar cuatro operaciones. Algunas de éstas se pue-
den hacer directamente usando bloques que ya hemos estudiado en la teoria de este modulo;
sin embargo, otras requieren la utilizacién de circuitos que combinen bloques con puertas.
Analizaremos una por una las operaciones para decidir como haremos su implementacién.
Tal como hemos visto en la teoria, una vez se han implementado los circuitos que hacen to-
das las operaciones, seleccionaremos la operacion que se debe realizar mediante un multi-
plexor de buses de 4 bits de cuatro entradas.

R=A+B Esta suma se puede hacer directamente con un sumador de 4 bits.

- R=A-B Tal como se ha visto en la actividad 56, A - B=A + B’ + 1. Por tanto, para
implementar esta resta haran falta un sumador y un bloque NOT de 4 bits.

- R=A La entrada A, de 4 bits, estara conectada directamente a una de las entradas
del multiplexor.

- R=-A Como hemos hecho en el caso de la resta, podemos usar la igualdad -A = A’

+ 1y, por tanto, para implementar esta operacién necesitaremos un suma-

dor y un bloque NOT de 4 bits.

En la siguiente figura se puede ver la implementacién descrita.
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A B
4 N4
0000
N4 4
N4 N4 N [ Not NOT 4
4 4 4
Cmn Cun 'g Cnul CII’I “'1 Ccull Cin "'1
4 N 4 N4
A+B | A-B A [-A
o 1 2 3
+ C1

sl

b) Analizamos como hay que calcular cada uno de estos bits. Fijémonos en que la operaciéon
R = A nunca generara un desbordamiento.

e Vb: para estudiar el valor de este bit se deben interpretar las entradas (y, por tanto, también
la salida) como niimeros naturales codificados en binario.

— Operacion R = A + B: en este caso el desbordamiento es el acarreo generado en el Gltimo bit.

— Operacion R = A — B: se producird desbordamiento cuando el resultado sea negativo (no se
podra codificar en binario). Teniendo en cuenta que para restar sumamos el complemen-
tario mas 1, el resultado es negativo cuando no se produce acarreo (podéis verificar esta
afirmacién probando unos cuantos ejemplos).

— Operacion R = -A: se produce desbordamiento siempre, porque el resultado siempre es un
numero negativo.

La siguiente tabla resume el valor de Vb:

(] C Vb
0 0 Cout
0 1 Cout’
1 0 0

1 1 1

e V:para estudiar el valor de este bit es necesario que nos pongamos en el caso de interpretar
las entradas y, por tanto, también la salida, como ntimeros enteros codificados en com-
plemento a 2.

— Operacion R = A + B: se produce desbordamiento si los dos sumandos son del mismo signo
y el resultado es de signo contrario. El signo de los operandos y del resultado viene deter-
minado por su bit de mayor peso. Como en la actividad 51, podemos usar la operacion
XOR para detectar igualdad o desigualdad entre estos bits y, de este modo, obtener la si-
guiente expresion:

V= (113 ® bg)r (b3 @ r3).

— Operacion R = A — B: se produce desbordamiento cuando los dos operandos son de signo
contrario y el resultado es del mismo signo que B. Por tanto,

V= (113 ® bg) (b3 ® r3)’.

Como se puede observar en las dos expresiones anteriores, se puede utilizar el mismo circui-
to para calcular el desbordamiento para A + By para A — B, aunque las entradas se deben
conectar de manera diferente. Este circuito tiene tres entradas, x, y y z, y calcula la expresion
s=(x®y)(y ® z). Lo hemos llamado detector V, y su disefio interno se presenta a continua-
cion.
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— Operacion R = —A. Se produce desbordamiento sélo en el caso A = -8 y, por tanto:
V= az [12’ [11/ aol.

La siguiente tabla resume el valor del bit V:

a v

0 0 (a3 ® b3)'(b3®r3)
0o 1 (r3 @ b3)'(b3 ® a3)
1 0 0

1 1 az ay’ ay’ ap’

Para implementar los dos bits de desbordamiento utilizaremos dos mutiplexores, los dos con-
trolados por los bits ¢q y ¢y. Los multiplexores seleccionardn en cada momento el valor co-
rrecto de V'y Vb segin la operacién que se realice.

e N:tal como se ha visto en la teoria, el signo del resultado es el bit de més peso.
e Z:tal como se ha visto en la teoria, para calcular si el resultado es O se hace con una puerta
NOR de cuatro entradas.

A continuacion, se muestra el circuito.
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Ejercicios de autoevaluacion

1. Debemos demostrar que (xyz)’ = X’ + " + z'. En primer lugar aplicamos la propiedad aso-
ciativa y, después, el teorema de De Morgan para dos variables, dos veces:

xyz) =((xp)z) =)' + 2 =x"+y' + 2.

Haremos lo mismo para cuatro variables, habiendo demostrado ya que se cumple para tres
variables:

(xyzw) = ((xyz)w)' = (xyz)' + W =x'+y' + 2/ + w'.
2.
F=((Wp)'+wx)z+x)y =(W'+y +wx)z+X)y' =(W+y +wx) z+xX)y'=(W+)y)+z+X) y'=
=Wz+Yz+x)y =wzy +yyz+ Xy =wzy +y'z+ X'y

3. Primero haremos la tabla de verdad. Después implementaremos el circuito a dos niveles.

El rango de valores que puede tomar un namero entero de dos bits representado en comple-
mento a dos es [-2,1]. Por tanto, el rango de la multiplicacién de dos nimeros sera [-2..4].
Para representar el 4 en complemento a 2 necesitamos 4 bits. Por tanto, la salida tendra 4 bits.

Llamaremos [a; ag] y [b; bp] respectivamente a los bits de los dos ntimeros de entrada, y [c3 ¢, ¢7 ¢p)
a los bits de su multiplicacion. La tabla de verdad de este multiplicador es la siguiente:

@ G b b g o g ¢
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 1

0 1 1 0 1 1 1 0
0 1 1 1 1 1 1 1

_\_\_\_\_\_\_\_\
- = = - 00 oo
- 200 = =00
- 0o =0 =0 =0
oo -0 oo =0
oo -0 o0 = =0
©O = -0 =0 = o
- 0o =0 oo oo

A continuacién, se muestran los circuitos a dos niveles correspondientes a las cuatro funcio-
nes de salida.

3= al’ agp bl bo' + al’ ap bl bo +d; ao/ bl/ bo +dqp dg bl/ bo.

a4 ag bl bo

S 187 15 ¢

Gy

v t!J
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Cp = al’ [2s} bl bo’ + al' 24} bl bo +dq ao’ bl’ bo +dq ao' bl bo’ +dq dg bl’ bo.

= (11’ [20s} bl bo’ + al’ [209) bl bO +dq (lo' bl’ bo +dq (10' bl bo +dq dy bl’ bo +dq dy bl bOI.

co=ay ag by by + ay’ ag by by + ay ag by’ by + ay ag by by.
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4. Tenemos la siguiente tabla de verdad:

g a by by g o q ¢
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 1
0 1 1 0 0 0 1 0
0 1 1 1 0 0 1 1
1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 1 0 0
1 0 1 1 0 1 1 0
1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 1 1
1 1 1 0 0 1 1 0
1 1 1 1 1 0 0 1

A continuacion, simplificaremos por Kanaugh cada una de las funciones de salida y, después,
implementaremos el circuito.

C3 = alaoblbo.

| D

Cp = alﬂo'bl + alblbol.

4 ap by by
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= albl'bo + al'aobl + aoblbo' + alaolbo.

Co = aobo.

T
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7. La tabla de verdad es la siguiente::

X ' xz X X0 | Y2 n Yo | Y=3Xmod38
0.0 0 O0 0 0 o0 0
10 0 1 0 1 1 3
20 1 o1 1 o 6
3°0 1 1.0 o 1 1
4 1 0 0| 1 0o 0 4
501 0 T 11 1 7
6 1 1 o 0o 1 o0 2
701 1 1 1 0 1 5

A continuacién se muestra su disefio.

50 ?0‘\
s1 el
Xy — 52 e2 Yo
Xy — 53 e3 — %
Xz— + s4 e4 d -
s5 e5
56 eb6
8.
a)
X

8 <1 2 3 < 4 5 6 7
LR RN N R SR PR
el e2 e3 ed es5 e6
Cg o
< ]
G —-
S

b) Teniendo en cuenta que una operacién de desplazamiento a la izquierda de un bit es equi-
valente a multiplicar por 2, si desplazamos X n bits, esta operacion equivale a § = X - 2n.

c) Si C =010, el desplazamiento corresponde a la operacién de multiplicar por 4. Si X es na-
tural, el rango representable con 8 bits es [0..255]. Por tanto, se produce desbordamiento
cuando X > 256 / 4 = 64.

Si X es entero, el rango de nimero representables es [-128..127]. Por tanto, se produce des-
bordamiento cuando X > 128 / 4 = 32 o bien cuando X <-128 / 4 = -32.

d) Si X es un ntmero natural, los bits de mas peso que se afiaden al nimero cuando éste se
desplaza a la derecha deben valer 0. Por tanto, se debe usar un desplazador 16gico.

Si X es un nimero entero, los bits de mas peso que se afiaden al ntimero cuando éste se des-
plaza a la derecha deben valer lo mismo que el bit de mayor peso del ntimero para conservar
el signo. Por tanto, se debe usar un desplazador aritmético.

) Un desplazador a la derecha no computa la funcién X / 2", sino la funcién |X / 2" . Por tan-
to, si se usa para calcular X / 2", el resultado no sera exacto si alguno de los bits que se pierden
al desplazar a la derecha vale 1. Dicho de otra manera, si el desplazamiento es de k bits (C = k),
el resultado es inexacto cuando tenemos lo siguiente:

X mod 2¥ = 0.
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9. El resultado de la comparaciéon depende de los signos de los dos nameros (que vienen de-
terminados por su bit de més peso: 1 para los negativos, 0 para los positivos o cero).

Si los dos nameros son de signos diferentes, entonces el mayor es positivo.

Cuando los dos ntimeros son del mismo signo, entonces los podemos comparar usando un com-
parador de nimeros naturales. Fijémonos en que el resultado sera correcto también en el caso de
que los dos niimeros sean negativos, porque si X > Y, interpretando X e Y en complemento a dos,
entonces también se cumple que X > Y si los interpretamos en binario. Por ejemplo, si compara-
mos X =-1(1111) con Y =-2 (1110) el comparador sacaria un 1 para la salida X > Y.

A continuacién se muestra un primer esquema del circuito y la tabla de verdad que describe

el comportamiento de la parte del circuito que queda por implementar, de acuerdo con el
signo de los dos ntmeros.

X Y
+
—. 5
A B

+

A>B A=B A<B

Circuito a disefar

]

X>Y X=Y X<Y

X Y:|X>Y X=Y X<Y
CMP 0 O0|A>B A=B A<B
X3 ys (1'.1 1 1 0 0
1

0 0 0 1
1|A>B A=B A<B

De estas tablas se deducen las siguientes igualdades:
[X>Y]=x3y3+ (3@ y3) - [A>B],

[X<Y]=x3y3" + (x3® y3) - [A<B],
[X=Y]=[A=B]

A continuacién se muestra el circuito completo:

X3 Y3

h+x
=

w+"
=|

CMP

%% A-B  A=B A<B

vy

U
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10. a)La tabla de verdad de un full adder es la siguiente:

a b G| oS
0 0 0 0 0
0 0 1 0 1
0 1 0 0 1
0 1 1 1 0
1 0 0 0 1
1 0 1 1 0
1 1 0 1 0
1 1 1 1 1

La expresién en suma de productos de ¢; , 1 es la siguiente:
Ciy1 = ai' b,‘ G+ a; bi’ ci+a; b,‘ Cl"+ a; b,‘ Ci

Podemos sacar factor comin en los dos primeros y los dos tltimos términos, y obtenemos lo
siguiente:

Ciy1=(ai bi+a;by) i+ a;b; (¢/+¢) =(a; © by) ¢;+ a; b;

Por lo que se refiere a s;, vemos que cuando a; = 0 vale (b; ® ¢;) y cuando a; = 1 vale (b; ® ¢;)".
Esto se puede expresar de la siguiente manera:

s,~=a,~' (bi® Ci) + 4; (bi ® Ci)' = ai®b,~@ Ci

El circuito interno de un full adder, que implementa estas expresiones, se muestra en la si-
guiente figura:

Cin

—
|/
H } 5

b) A continuacidn, se muestra como se encadenan cuatro full adders para conseguir un suma-
dor de niimeros de 4 bits. Como se puede ver en la figura, en el bit de acarreo de entrada, cg,
se debe conectar un O para que la suma sea correcta.

Cq

11. Se trata de diseflar un circuito que haga lo siguiente:

Si s’/r=0, entonces R = A + B.
Sis’/r=1,entoncesR=A-B=A + B’ +1.
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Podemos utilizar un sumador de niimeros de cuatro bits para hacer este circuito.

— Conectaremos el nimero A a una entrada.

- En la otra entrada conectaremos el niimero B o el nimero B’, dependiendo de si la seflal
s’/r vale O o 1 respectivamente. Recordemos esta propiedad de la funcién XOR:

0®x=x,1®x=x"

Por tanto, para obtener B o B’ segin s’/r, podemos hacer una XOR de s’/r con cada uno de
los bits de B.

— Conectaremos un 0 a la entrada de acarreo si s’/r =0, o bien un 1 si s’/r = 1. Por tanto, aqui
podemos conectar directamente la sefial s'/r.

Otra opcién para seleccionar B o B’ con s’/r seria utilizando un multiplexor.

El circuito sumador/restador que se describe en los péarrafos anteriores se muestra a con-
tinuacion.

Cuando se realiza una suma, la salida V coincide con el altimo bit de acarreo.

Cuando se hace la resta mediante la suma del complementario més 1, el acarreo del altimo bit
es siempre la negaciéon de lo que obtendriamos si se hubiera hecho directamente la resta.

Por tanto, cuando s’/r = 0 se cumple que V = C,,; y cuando s’/r = 1 se cumple que V = C,,/.
Asi pues, si utilizamos la misma propiedad de la funcién XOR que hemos utilizado antes, ob-
tenemos lo siguiente:

V=5"Ir® Cyy

12. Para saber hacia qué planta se tienen que mover los ascensores (es decir, qué valor tene-
mos que dar a la sefial destino), necesitamos codificar en binario (nimero natural) la planta
desde la que se ha hecho la llamada. Esto lo podemos conseguir mediante un codificador de
8 entradas y 3 salidas, con b; conectado a la entrada e;, las entradas e; y eg conectadas a cero
y con los 3 bits de salida juntos formando el bus destino.

Para saber qué ascensor esta mas cerca de la planta de destino, podemos restar la planta don-
de estd cada uno de los ascensores (plantaA y plantaB) de la planta destino. Para hacer la resta,
podemos utilizar un sumador y aplicar la igualdad siguiente:

X-Y=X+(-Y)=X+Y+1
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tal y como se hace en la actividad 56. Puesto que X e Y se deben representar en comple-
mento a 2, afladiremos un 0 como bit de més peso en todos los operandos de las restas.
Representamos el circuito que se disefia en esta actividad mediante el bloque R, de la ma-
nera siguiente:

n
—\ x
n
Rz B—Zzxv
n
_‘\_. Y

La resta de dos valores en el rango [0, 5] daré un valor en el rango [-5, 5]. Tenemos suficiente
con 4 bits para codificar este rango en complemento a 2, y por lo tanto n puede ser 4.

Las diferencias plantaX — destino pueden ser tanto positivas como negativas, porque el ascen-
sor X puede estar mas arriba o més abajo que la planta desde donde se hace la llamada. La
distancia que buscamos serd el valor absoluto de la resta. Lo haremos utilizando un bloque
VA, que contendrd el circuito que se ha disefiado en la actividad 57 (pero de 4 bits). Este valor
absoluto nunca sera mayor que 5, de manera que se puede representar con 3 bits. Por lo tan-
to, no se producira nunca desbordamiento en este bloque VA, y es mas, descartamos uno de
sus bits de salida.

Una vez tenemos ya las dos distancias, podemos saber cual de las dos es mayor mediante un
comparador. Es suficiente con un comparador de ntiimeros de 3 bits.

Si ponemos la distancia a la que se encuentra el ascensor A en la entrada A del comparador
y la otra distancia en la entrada B, sabemos que cuando la salida A < B del comparador sea 1
deberemos poner a 1 la seflal actA. De manera andloga, cuando A > B sea 1, tendremos que
poner a 1 la sefial actB. En caso de que A = B sea 1, es decir, que los dos ascensores estén a la
misma distancia, tenemos que poner a 1 actA (es decir, actA = (A <B) + (A =B).

Puesto que las sefiales actA y actB se deben mantener a O mientras no se pulse ningn botén,
hay que hacer un producto l6gico (AND) entre estas salidas del comparador y una sefial que
valga O siempre que no se haya pulsado ningan botén. Lo podemos obtener, por ejemplo,
haciendo una suma l6gica (OR) con todos los bits b;.

El circuito completo queda de la manera siguiente:

ot 4
plantaA ﬁ:—\— X
3 R 4 4 a
ZP VA % L
0+ 4 *
_\ \‘ Y Z=X—Y
4 el
VA \\ /_
plantaB 5N—\ x
3 R 4 B A
. Z cMP
oy Z=X-y ASB A=B A<B
1 | ctA
by —] AL
- 3 ,—D—GCIB
by N 7 destino
0 +
0 —
bo
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13. El circuito de esta UAL se muestra en la figura siguiente. Observamos que la entrada B se
conecta a las cuatro entradas de menos peso del multiplexor.
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