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Introduccio

Les societats modernes i les modernes administracions sén riques en dades
que requereixen ser processades i analitzades per a ser convertides en informa-
cio rellevant. En el treball de les administracions s'han de determinar les ne-
cessitats de la societat, avaluar les politiques pabliques que es duen a terme o
el funcionament de les organitzacions responsables de dur-les a terme. Aix0
converteix I’estadistica en una ciéncia interessant i Gtil, ja que proporciona es-
trategies i eines que permeten obtenir informaci6 a partir de les dades esmen-
tades. A més, gracies a l'evoluci6 de la tecnologia (ordinadors i programari
estadistic) avui en dia és possible automatitzar gran part dels calculs matema-
tics associats a 1'Gs de tecniques estadistiques, la qual cosa permet estendre’n
I'Gs a un gran rang de professionals en ambits tan diversos com la biologia, les

ciéncies empresarials, la sociologia o les ciencies de la informacio.

La practica de l'estadistica requereix aprendre a obtenir i explorar les dades
—tant numericament com mitjangant grafics—, a pensar sobre el context de
les dades i el disseny de l'estudi que els ha generat, a considerar la possible
influéncia d’observacions anomales en els resultats obtinguts, a discutir la le-
gitimitat dels suposits requerits per cada teécnica i, finalment, a validar la fia-
bilitat de les conclusions derivades de ’analisi. L’estadistica requereix tant
de coneixements sobre els conceptes i tecniques emprats com de la suficient
capacitat critica que permeti avaluar la conveniéncia d’usar unes técniques
o unes altres segons el tipus de dades disponible i el tipus d'informacié que

es vol obtenir.

En aquest modul inicial de l’assignatura, s’examinen les dades procedents
d’una tnica variable: en primer lloc s’explica com organitzar i resumir les da-
des esmentades, tant numericament com graficament (estadistica descripti-
va); en segon lloc, s’introdueixen els conceptes basics associats amb la idea de
probabilitat; finalment, es presenten alguns models matematics que permeten
analitzar el comportament d’algunes variables.
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Objectius

Els objectius académics que es plantegen en aquest modul sén els segilients:

1. Entendre la importancia de l'estadistica en la societat moderna i especial-
ment en l'activitat de les administracions ptubliques.

2. Aprendre a organitzar i resumir un conjunt de dades procedents d'una va-
riable mitjancant grafics, taules de freqiiencies i estadistics descriptius.

3. Comprendre el concepte de probabilitat d'un esdeveniment i descobrir-ne
les principals propietats i aplicacions.

4. Coneixer les principals distribucions estadistiques que s'usen per a mode-

litzar el comportament de variables discretes i continues.

5. Saber calcular probabilitats associades a cada una de les distribucions in-
troduides.

6. Aprendre a usar programari estadistic i d’analisi de dades com a instrument

basic en l'aplicacio practica dels conceptes i les tecniques estadistiques.



CC-BY-SA » PID_00242445 7

Estadistica descriptiva univariant

1. Introduccio a l'estadistica

L’estadistica és la ciéncia que s’ocupa d’obtenir dades i processar-les per a
transformar-les en informacié. Es, per tant, un llenguatge universal amplia-
ment utilitzat en les ciéncies socials, en les ciéncies experimentals, en les cien-
cies de la salut i en les enginyeries. Les tecnologies de la informaci6 i la
comunicaci6é (TIC) han incrementat notablement la produccié, disseminaci6
i tractament de la informaci6 estadistica. En particular, Internet és una font
inesgotable de dades que poden oferir informacio i, a partir d’aquesta, conei-
xement. D’altra banda, la constant evolucié dels ordinadors personals i del
programari estadistic i d’analisi de dades possibilita i facilita I’analisi de grans
quantitats de dades mitjancant 1'as de técniques estadistiques i de mineria de
dades. En la societat de la informaci6 es fa, doncs, imprescindible disposar
d’un cert coneixement estadistic, fins i tot per a poder comprendre i interpre-
tar correctament els indicadors economics (IPC, inflaci6, taxa de desocupacio,
euribor, etc.), o els indicadors socials (esperanca de vida, index d’alfabetitza-
ci6, index de pobresa, indicador social de desenvolupament sostenible, etc.),

que son freqlientment referenciats en els mitjans de comunicacio.

El camp de I'estadistica es pot dividir en dues grans arees: 1'estadistica descrip-

tiva i 'estadistica inferencial (figura 1).

Figura 1. Estadistica descriptiva i estadistica inferencial
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L’estadistica descriptiva s’ocupa de 1'obtencid, presentacio i descripci6é de da-
des procedents d'una mostra o subconjunt d'una poblaci6é d’individus. Per la
seva part, l'estadistica inferencial utilitza els resultats obtinguts, mitjancant
I'aplicacio de les tecniques descriptives a una mostra, per a inferir informacio

sobre el total de la poblacié a la qual pertany la mostra esmentada.

Nota

Les agencies governamentals,
com 'Institut Nacional d’Esta-
distica (INE) o Eurostat propor-
cionen dades sobre gairebé
qualsevol ambit socioecono-
mic.

Programari estadistic

Actualment hi ha excel-lents
programes informatics per

a l'analisi estadistica de dades.
En sén alguns exemples:
MINITAB, SPSS, MS Excel, SAS,
R, S-Plus, Statgraphics o
Statistica.
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Alguns termes basics

Al llarg d’aquest material s'usaran abundants termes estadistics, molts dels quals
forca coneguts. S'introdueixen i revisen a continuacié alguns d’aquests termes

basics que convé entendre bé:

e Poblacié6: col-leccié o conjunt d’elements (individus, objectes o esdeveni-
ments) les propietats dels quals es volen analitzar. Exemples: (a) els estudi-
ants universitaris d'un pais; (b) el conjunt dels municipis d'una regio

administrativa; (c) el conjunt dels treballadors d'un ajuntament, etc.

e Mostra: qualsevol subconjunt d’elements de la poblacié. Exemples: (a) els
estudiants d'una determinada universitat; (b) els municipis costaners de la
regi6 administrativa; (c) els treballadors de 1'Ajuntament amb coneixe-

ments d'angles, etc.

e Mostra aleatoria: mostra els elements de la qual han estat escollits de for-
ma aleatoria. Exemples: (a) un subconjunt de 200 estudiants escollits a 1'at-
zar (mitjancant 1'as de nombres aleatoris) d’entre tots els matriculats en
universitats d’un pais; (b) un subconjunt de 50 municipis de la regi6 esco-
llits a 1'atzar; (c) un subconjunt de 15 treballadors de I'Ajuntament escollits

a l'atzar, etc.

e Marc del mostreig: llista que conté els elements de la poblacié candidats
a ser seleccionats en la fase de mostreig. No necessariament coincidira amb
tota la poblaci6é d’interes, ja que a vegades no sera possible identificar tots
els elements de la poblaci6é. Exemples: (a) llista de tots els estudiants matri-
culats en universitats d'un pais en un semestre concret; (b) municipis de la
regi¢ administrativa que disposen de correu electronic; (c) tots els treballa-

dors en el registre de nomines de I'Ajuntament, etc.

e Variable aleatoria: caracteristica d’interés associada a cada un dels ele-
ments de la poblaci6é o mostra considerada. Exemples: (a) 'edat de cada es-
tudiant; (b) el nombre de visites diaries que rep la pagina web de
I'Ajuntament; (c) valoracio de la qualitat en el lloc de treball per part de

cada treballador de I'Ajuntament, etc.

¢ Dades o observacions: conjunt de valors obtinguts per a la variable d’in-
teres en cada un dels elements de la mostra. Exemples: (a) les edats regis-
trades son {25, 23, 19, 28...}; (b) les visites diaries registrades s6n {1326,
1792, 578, 982 ...}; (c) les valoracions de la qualitat del lloc de treball s6n
{7,5; 5,8, 9,3...}.

e Experiment: estudi en qué l'investigador en controla o modifica ex-
pressament les condicions amb la finalitat d’analitzar els diferents pa-

trons de resposta en les observacions. Exemples: (a) estudiar com varien les
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qualificacions d'un grup d’estudiants segons disposin o no d’ordinadors
amb accés a Internet a les aules; (b) estudiar com varia el nombre de visites
a un diari en linia segons el tipus d'informaci6 i d'enllacos que s'incloguin a
la portada del web; (c) estudiar com canvia la valoraci6 dels treballadors de

la qualitat del lloc de treball quan es flexibilitza 1'horari laboral , etc.

e Inspeccid/enquesta: estudi en el qual I'investigador no pretén modificar
les condicions de la mostra respecte a la variable d’interes, sin6é simplement
obtenir les dades corresponents a unes condicions estandards. Exemples:
(a) registrar les qualificacions dels estudiants d'un master determinat; (b)
realitzar una enquesta als visitants del lloc web de I'Ajuntament; (c) obtenir
la valoraci6 de la qualitat del lloc de treball dels treballadors de I'Ajunta-

ment, etc.

e Parametre: valor numeéric que sintetitza alguna propietat determinada de
la poblacié. Els parametres s’associen a tota la poblacio i se solen represen-
tar per lletres de l'alfabet grec com p (mu), o (sigma), etc. Exemples: (a)
I’edat mitjana de tots els estudiants universitaris d'un pais; (b) el nombre
maxim de visites diaries rebut per una web municipal; (c) el rang o diferen-
cia entre la maxima qualificaci6 i la minima qualificaci6 del lloc de treball

dels treballadors de I'Ajuntament, etc.

e Estadistic: valor numeéric que sintetitza alguna propietat determinada
d'una mostra. Els estadistics s’associen a una mostra i se solen representar per
lletres de 1’alfabet llati com ara X, s, etc. Exemples: (a) I’edat mitjana dels es-
tudiants d’una mostra aleatoria; (b) el nombre maxim de visites diaries rebu-
des per una web municipal; (c) el rang o la diferéncia entre qualificacions
superior i inferior del lloc de treball segons els treballadors de I'Ajuntament,

etc.

e Variable qualitativa o categorica: variable que categoritza o descriu qua-
litativament un element de la poblacié. Es una etiqueta que identifica els
elements de la poblacié que tenen una mateixa propietat. Encara que 1'eti-
queta sigui numerica, no té sentit usar-la en operacions aritmetiques.
Exemples: (a) el telefon o l'adreca electronica d’un estudiant; (b) el color
dominant emprat a la pagina principal del web municipal; (c) el barri de

resideéncia del treballador municipal, etc.

e Variable quantitativa o numerica: variable que quantifica alguna propi-
etat d’un element de la poblacié. Es possible realitzar-hi operacions aritmeé-
tiques. Exemples: (a) I'import de la beca que rep un estudiant; (b) el cost de
manteniment del lloc web de I'Ajuntament; (c) el nombre de dones que tre-

ballen en un Ajuntament, etc.

e Variable quantitativa discreta: variable quantitativa que pot prendre un

nombre finit o comptable de valors diferents. Exemples: (a) nombre d'as-
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signatures a les que s'ha matriculat un estudiant; (b) nombre d’enllacos a
altres fonts d’informaci6 que ofereix el lloc web de cada Ajuntament; (c)
nombre de fills de cada treballador de I'Ajuntament, etc.

e Variable quantitativa continua: variable quantitativa que pot prendre un
nombre infinit (no comptable) de valors diferents. Exemples: (a) alcada o
pes d'un estudiant; (b) temps que transcorre entre la publicacié d'una en-
questa en linia i I'instant en qué aquesta ha estat resposta per un centenar
d’internautes; (c) factor d’'impacte (sense arrodonir) d’una revista (que és la
mesura de la importancia de cada revista académica en el seu camp de co-
neixement), etc.

e Distribuci6 d’una variable: en sentit ampli, una distribuci6 és una taula,
grafic o funcié matematica que explica com es comporten o distribueixen
els valors d’una variable, i. e.: quins valors pren la variable aixi com la fre-
quéncia d’aparici6 de cada un. Exemple: donada una mostra aleatoria de
revistes academiques, la distribucio6 de la variable “factor d'impacte d'una
revista” pot representar-se mitjancant una taula de freqiiéncies o mitjan-
cant una grafica com s’aprecia a la figura 2. S’observa que 342 de les revistes
considerades tenen un factor d'impacte entre 0i 1,452 de les revistes tenen
un factor d'impacte entre 1 i 2, etc.

Figura 2. Distribuci6 d’una variable aleatoria
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2. Descripcio de dades mitjancant taules i grafics

Quan es disposa d'un conjunt d’observacions procedents d’'una mostra, convé .
Dades univariants

realitzar-ne una primera analisi exploratoria mitjancant grafics i taules que

R . . . R . . Les dades univariants son les
ajudin a interpretar les dades i a extreure’n informaci6. Hi ha diferents tipus que provenen d’una Ginica
variable. En alguns casos, les

‘g N
de grafics que es poden usar en aquesta fase exploratoria, i 1'as dels uns o els dades poden procedir de dues

altres dependra del tipus de dades de que es disposi (qualitatives o quantitati- 0 més varibles, i aleshores s'usa
I'expressio6 bivariant (si es trac-
ves), aixi com de la informaci6é que es vulgui visualitzar. En aquest apartat es ta de dues variables) o multiva-
L . ) o riant (si se’n consideren més de
presenten alguns dels grafics i taules més habituals per a la descripci6 de dades dues).
univariants.

Grafics i taules per a dades qualitatives o categoriques

Si es disposa de dades qualitatives o categoriques, aquestes es poden sintetitzar
mitjancant una taula que reculli, per a cada categoria: el nombre de vegades
que hi apareix (freqiiéncia absoluta), el percentatge d’aparicions sobre el total
d’observacions (freqiiéncia relativa), i els acumulats d’ambdés valors. La taula
1 mostra aquesta informacié per a la variable nombre de connexions Wi-Fi (hots-

pots) identificats en cada comunitat autonoma.

Taula 1. Exemple de taula de freqliencies per a una variable categorica
Connexions Wi-Fi per CA Hota
CA — — Observeu que la freqiiencia
Fregiiéncia Freqiiencia Freque.naa Freq. rel. acumulada s’ot.)'t\é simplement
acumulada relativa acumulada acumulant freqiiéncies

Andalusia 885 885 11,9% 11,9% anteriors.

Aragé 177 1.062 2,4% 14,2%

Asturies 148 1.210 2,0% 16,2%

Cantabria 164 1.374 2,2% 18,4%

Castella - la Manxa 144 1.518 1,9% 20,3%

Castella - Lled 302 1.820 4,0% 24,4%

Catalunya 1.391 3.211 18,6% 43,0%

C. Valenciana 622 3.833 8,3% 51,3%

Extremadura 137 3.970 1,8% 53,2%

Galicia 516 4.486 6,9% 60,1%

1. Balears 183 4.669 2,5% 62,5%

I. Canaries 151 4.820 2,0% 64,6%

La Rioja 126 4.946 1,7% 66,3%

Madrid 1.776 6.722 23,8% 90,0%

Muircia 160 6.882 2,1% 92,2%

Navarra 153 7.035 2,0% 94,2%

Pais Basc 430 7.465 5,8% 100,0%

Totals 7.465 100,0%
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A més, mitjancant una taula de freqiiencies, sol ser habitual representar dades
categoriques mitjancant 1'as de grafics circulars (figura 3) o bé mitjancant di-

agrames de barres (figura 4).
Figura 3. Exemple de grafic circular per a una variable categorica
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Figura 4. Exemple de diagrama de barres per a una variable categorica
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Aquest tipus de grafics es poden obtenir facilment amb qualsevol programari es-
tadistic o d’analisi de dades (per exemple: R, Minitab, MS Excel, SPSS, etc.). La fi-
gura 5 mostra els passos basics per a generar un grafic circular (pie chart)
mitjancant R Commander. La generacié d'un diagrama de barres (bar chart)
s’aconsegueix de manera similar, igual com ocorre amb la majoria dels grafics que

s'introdueixen en aquest apartat.
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Figura 5. Passos a seguir per a la generacié d’un grafic circular amb R Commander

Un grafic que sol ser també forca utilitzat per a descriure dades qualitatives és
I'anomenat diagrama de Pareto. Aquest grafic és compost per: (a) un diagrama de
barres en el qual les categories son ordenades de major a menor freqiiéncia, i (b)
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una linia que representa la freqiiéncia relativa acumulada (figura 6).

Figura 6. Diagrama de Pareto sobre les causes d’abandonament dun curs
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Passos a seguir

Una vegada introduides les da-
des en el programa (1), se se-
gueix la ruta Grdficos > Grifica
de sectores (2) i se seleccionen
les variables a la finestra corres-
ponent (3).

Nota

Les captures de pantalla de

R corresponen ala versi6 3.2.3
(2015-12-10) d'aquest progra-
ma. Es possible que altres versi-
ons ofereixin lleugeres
diferéncies en els mends i fines-
tres, tot i que basicament el
procés sera el mateix. Per a ob-
tenir més detalls sobre les opci-
ons disponibles, sempre és
possible consultar I’ajuda en li-
nia del programa o bé alguns
dels nombrosos manuals d’ds
que es poden trobar a Internet.

Diagrama de Pareto

Per a generar un diagrama de
Pareto en R Commander es fa
servir la llibreria gcc i la funcié
pareto.chart.
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Els diagrames de Pareto son molt atils per a detectar quan un percentatge re-
duit de categories (per exemple, un 20% de les categories) acapara o representa
un percentatge alt d’observacions (per exemple, un 80% de les dades). Aquests
fenomens d’excessiva representativitat per part d'unes quantes categories so-
len donar-se amb freqiiencia en contexts socioeconomics (per exemple, un
percentatge reduit dels ciutadans d’un pais acapara un alt percentatge de la
renda), educatius (per exemple, un percentatge reduit de causes generen la
major part dels abandonaments del curs) o d’enginyeria de la qualitat (per
exemple, un alt percentatge d’errors son deguts a un nombre molt reduit de
causes). Identificar les poques categories que representen una gran part del
percentatge total pot servir per corroborar certs desequilibris distributius —com
una distribucio6 poc equilibrada de les rendes en un pais o dels sous en una em-
presa—, o per a proporcionar pistes sobre els principals factors de causa d'un
problema —com l’alt nivell d’abandonament en un curs o un elevat nivell d’er-

rors en un servei o producte-.

Grafics i taules per a dades quantitatives

En el cas de dades quantitatives, la representaci6 grafica o les taules permeten
apreciar la forma de la distribuci6 estadistica, com ara, la forma com es com-
porta la variable d’'interes (quins son els valors mitjans o centrals, quins s6n
els valors més habituals, com varia, com de dispersos sén els valors, si mostra
algun patr6 de comportament especial, etc.).

Un dels grafics més senzills d’elaborar és 'anomenat grafic de punts (dotplot).
Es tracta d'un grafic en el qual cada punt representa una o meés observacions.
Els punts s’apilen 1'un sobre l'altre quan es repeteixen els valors observats (fi-

gura 7).

Figura 7. Grafic de punts per a les qualificacions d’un curs

Qualificacions d'un curs
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Qualificacions

Un grafic similar, encara que una mica més elaborat i amb una orientaci6
traslladada dels eixos, és I'anomenat diagrama de tiges i fulles (stem-and-
leaf). S’hi representen tambeé els valors observats, pero usant els valors nu-
merics en lloc de punts, la qual cosa proporciona un nivell de detall més
alt. La figura 8 mostra un exemple de grafic de tiges i fulles per a les matei-
xes dades emprades a la figura 7. Observeu que el grafic s’ha construit a par-
tir d’'una mostra de 50 qualificacions i que s’ha usat una unitat de fulla

(leaf) de 0,1. Aix0 significa que la segona columna del grafic representa la
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part sencera de la qualificacid, mentre que cada un dels nombres situats a
la dreta representa la part decimal d’una observaci6 amb 1'esmentada part
sencera. Aixi, es poden llegir les qualificacions segiients per ordre de menor
a major: 2.5, 3.7, 4.0, 5.0, 6.0, 6.0, 6.0, etc.

Figura 8. Grafic de fulles i tiges per a les qualificacions d’un curs

stem.leaf (A, na.rm=TRUE))
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Quan les observacions generen un nombre elevat de valors diferents, és re-
comanable agrupar els esmentats valors en classes o intervals disjunts d’igual
mida. D’aquesta manera, cada observacio és classificada en una classe o in-
terval segons el seu valor. La taula 2 mostra un exemple de taula de freqiien-
cies en qué s’han agrupat les dades en intervals. La freqiiéncia de cada
interval és determinada pel nombre d’observacions els valors de les quals es-
tan en l'interval esmentat. La marca de classe representa el valor mitja de

I'interval.

Taula 2. Exemple de taula de freqliencies agrupades usant intervals

Atencio

Interval Marca de classe Frequiencia Frequeéncia relativa
[0, 2) 1 12 8,1%
[2,4) 3 23 15,5%

[4, 6) 5 67 45,3%
[6, 8) 7 31 20,9%
[8,10) 9 15 10,1%
Totals 148 100,0%

Un grafic que utilitza també intervals per a agrupar les dades a representar
és ’histograma, el qual mostra la freqiiencia (absoluta o relativa) de cada
classe, cosa que permet visualitzar de manera aproximada la distribuci6 de
les dades (figura 9). Tanmateix, cal tenir present que la forma final de 1'his-
tograma pot variar bastant segons el nombre d’intervals que es defineixin
per a agrupar les dades, la qual cosa de vegades no permet apreciar correc-
tament la forma exacta de la distribuci6 estadistica que segueixen les ob-

servacions.

Observeu que en un grafic de
tiges i fulles les dades s’apilen
d’esquerra a dreta, en lloc de
dalt a baix, com passava amb
el grafic de punts.

Nota

Una regla habitual és definir

Jn classes o intervals, en qué
nés el nombre d'observacions
disponibles.
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Figura 9. Histograma d’una distribucié aproximadament normal
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La figura 9 mostra un histograma amb forma de campana: és una forma bas-
tant simetrica, que presenta més altura a la part central i disminueix gradual-
ment a les cues o extrems. Aquesta forma és bastant habitual i sol caracteritzar
el comportament de moltes variables (com ara, notes numeriques en un exa-
men, pes o alcada d’individus, temperatures diaries, etc.). Tanmateix, també
sera habitual trobar variables que mostren patrons de comportaments comple-
tament diferents. Per exemple, la figura 10 mostra un histograma en el qual
s’aprecia una distribucié més “uniforme” o homogenia de les dades, mentre
que la figura 11 mostra un histograma en el qual se n’aprecia una distribuci6é

asimetrica o “esbiaixada”.

Figura 10. Histograma d’una distribuci6é aproximadament uniforme
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Figura 11. Histograma d’una distribucié esbiaixada a la dreta
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3. Descripcio de dades mitjancant estadistics

Donat un conjunt de n dades o observacions, xq, X5 ..., X;,, associades a una va-
riable d’interes, X, sol ser util sintetitzar algunes de les propietats principals en
uns quants valors numerics. Els estadistics descriptius son, precisament,
aquests valors numerics capacos de proporcionar informacié a partir del con-
junt de les observacions. Els estadistics resulten molt Gtils a 1’'hora d’entendre
el comportament de les dades, ja que un simple valor numeric és capag de ca-
racteritzar les propietats més rellevants d'una variable com, per exemple, el va-
lor més representatiu del conjunt de dades, el valor maxim, el valor minim, el
valor que es repeteix amb meés freqiiéncia, un index de dispersi6 o variabilitat,

etc.

Com ja es va comentar anteriorment, aquests estadistics fan referéncia a una
mostra d’observacions i se solen representar mitjancant lletres de 1’alfabet llati
(X, s, etc.), la qual cosa permet distingir-los clarament dels seus parametres as-
sociats que sintetitzen propietats de tota la poblacio i es representa mitjancant
lletres gregues (u, o, etc.). Basicament, es poden distingir dos grups d’estadis-
tics descriptius: (a) els de centralitzacid, que proporcionen informacié sobre
quins son els valors centrals o0 més representatius del conjunt de dades (com
ara, el valor mitja de les dades) i (b) els de dispersio, que expliquen com se si-
tuen i varien les dades respecte als valors centrals ens informen de fins a quin
punt els valors centrals son representatius (com ara, el rang o diferéncia entre

el valor maxim i el valor minim de les dades).
Estadistics de centralitzaci6

A continuaci6 es presenten els estadistics de centralitzacié més comunament

utilitzats:

e Mitjana (mean): la mitjana (també coneguda com a valor mitja o valor es-
perat) d'un conjunt d’observacions mostrals es representa pel simbol X. In-
tuitivament, la mitjana simbolitza el “centre de masses” o “punt d’equilibri
central” del conjunt de dades considerat. El parametre associat, la mitjana
poblacional, és representada per p. Per a calcular la mitjana d'un conjunt
de dades s’usa l'expressio segiient:

n

g Xt Xt Xy =12Xi
n iz

Exemple: la mitjana de les 5 dades segiients {6, 3, 8, 6, 4} és

6+3+8+6+4 27
5 5

X = 5,4

¢ Mediana (median): la mediana d'un conjunt d’observacions mostrals sol

ser representada pel simbol X. En el cas d’'una poblacio, el parametre me-

Web

Recordeu que el World Wide
Web (per exemple, Wikipedia,
etc.) és una font de consulta
excel-lent per a ampliar les
definicions i els conceptes
estadistics que es
proporcionen en aquesti altres
moduls. Un recurs
especialment interessant,
perque ofereix una visié molt
completa de tecniques i
conceptes estadistics és el
llibre en linia de StatSoft http:/
/www.statsoft.com/textbook/.

Nota

Recordeu que els simbols ni G
es pronuncien com “mu” i
“sigma”, respectivament. La
pronunciacié d’altres simbols
de I'alfabet grec es pot consul-
tar, per exemple, a la
Wikepedia.

Mitjana mostral

Recordeu que la mitjana mos-
tral és un estadistic que fa re-
feréncia al “centre de masses”
de les dades d’una mostra
(subconjunt de la poblacid),
mentre que la mitjana poblaci-
onal és un parametre que re-
presenta el “centre de masses”
de tota la poblacié.




CC-BY-SA » PID_00242445 19

Estadistica descriptiva univariant

diana es denota per M. Una vegada s’ordenen tots les dades de menor a ma-
jor, la mediana és el valor que deixa a l’esquerra la meitat de les
observacions (és a dir, és el valor tal que el nombre d’observacions més pe-
tites que aquest coincideix amb el nombre d’observacions més grans que
aquest). Els passos per a calcular la mediana sén: (1) ordenar les dades de

menor a major, (2) calcular la posicié i que ocupa la mitjana en el conjunt
n+1

ordenat de dades, i = , 1 (3) seleccionar l'observaci6 x; (la qual ocupa
la posici6é determinada en el pas anterior). Observar que si el nombre de da-
des n és senar (per exemple, n = 5), la posici6 i sera un valor sencer (per
exemple, i = 3), que correspondra amb un valor concret, x;, del conjunt de
dades. Tanmateix, si n és parell (per exemple, n = 6), la posici6 i sera un
nombre no enter (per exemple, i = 3,5), i en aquest cas la mediana sera do-
nada per la mitjana dels dos valors que ocupen les posicions enteres més
properes a i (en aquest cas per la mitjana dels valors que ocupen les posici-

ons 3i4).

Exemple: ates el conjunt de 8 dades {5, 11, 7, 8, 10, 9, 6, 9}, el primer
que cal fer és ordenar-les de menor a major, amb la qual cosa s’obté la

serie {5, 6,7,8,9,9, 10, 11}; ara, la posici6é de la mediana sera donada per

i= 8+1_ 4,5, és a dir, la mediana sera entre els valors que ocupen les po-

2

sicions 4 i 5, per la qual cosa es calcula la mitjana d’ambdés per donar el

valor de la mediana, com ara: X = 8—;9 =8,5.

Es important notar aqui que la mitjana és molt sensible a I’existéncia de va-
lors extrems (outliers). La inclusié o no d’un valor que estigui molt allunyat
de la resta de les dades pot canviar considerablement el valor resultant de
la mitjana. Per contra, la mediana esta molt menys afectada per la presen-
cia dels valors esmentats, la qual cosa significa que la mediana és un “cen-
tre” més estable o robust que la mitjana, en el sentit que esta menys afectat

per la presencia de valors extrems en les dades.

e Moda (mode): la moda d’un conjunt de dades és el valor que més vegades

es repeteix (el que apareix amb més freqiiencia).

Exemple: la moda de la série de dades {6, 3, 4, 8, 9, 6, 6, 3, 4} és 6, ja que

és el valor que més vegades apareix en la série.
Estadistics de dispersi6

Es presenten ara els principals estadistics de dispersié que, com s’ha comentat
anteriorment, proporcionen informacio sobre la variabilitat del conjunt de
dades o fins a quin punt son representatius dels valors de la variable els esta-

distics de centralitzacio:
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Rang (range): el rang d’un conjunt de dades és la diferéncia entre el valor

maxim i el minim d’aquests.

Exemple: ateés el conjunt de dades {2, 3, 8, 3, 5, 1, -8}, el seu rang s6n
8 - (-8) =16

Variancia mostral (sample variance): la variancia d’'una mostra es repre-
senta pel simbol s2. En el cas d’una poblacié, el parametre variancia es re-
presenta pel simbol 2. La variancia mostral sera més gran com més grans
siguin les diferéncies entre cada una de les observacions, x;, i la mitjana de

les dades, X, en concret:

n-1 n-14

Aixo significa que la variancia és una mesura de la dispersi6 de les dades res-
pecte a la seva mitjana. Per exemple, com més petita sigui la variancia, molt
més agrupades estaran les dades al voltant del seu valor mitjana; per contra,
com més gran sigui la variancia, molt més disperses estaran les dades.

Exemple: la variancia mostral de la série de 5 dades {6, 3, 8, 5, 3} és:

o (6-5)+(3-5) +(8-5) +(5-5)" +(3-5) 45
5-1

Desviacio estandard (standard deviation): la desviaci6 estandard (o tipi-
ca) d’'una mostra es representa pel simbol s, mentre que la desviaci6 estan-
dard d’una poblaci6 es representa per c. La desviacié estandard és l'arrel
quadrada positiva de la variancia, aixo és: s = Js? (o, dit d’una altra mane-
ra, la variancia és el quadrat de la desviaci6 estandard). L'avantatge de la
desviaci6 estandard sobre la varianca és que aquella es mesura amb les ma-
teixes unitats de mesura que la variable, mentre que la varianga es mesura
amb les unitats de mesura al quadrat, cosa que en pot dificultar la com-

prensio.
Exemple: per a les dades de I’exemple anterior, s =4/4,5=2,1

Igual com passava amb la variancia, més desviaci6 estandard més dispersio

en les dades i viceversa.

Quartils (quartiles): en un conjunt de n observacions ordenades de me-
nor a major valor, es poden considerar tres valors numeérics concrets
anomenats quartils, que divideixen el conjunt en quatre parts, cada una

contenint una quarta part de les observacions (figura 12). El primer
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quartil, Qq, és el valor que deixa la quarta part de les dades ordenades a
la seva esquerra (un 25% de les dades mostren valors inferiors a aquest
i un 75% de les dades mostren valors superiors a aquest). Per la seva
part, el segon quartil, Q,, és el valor que deixa la meitat de les dades or-
denades a la seva esquerra (un 50% de les dades mostren valors inferiors
a aquest i un 50% de les dades mostren valors superiors a aquest). Final-
ment, el tercer quartil, Qg, és el valor que deixa tres quartes parts de les
dades ordenades a la seva esquerra (un 75% de les dades mostren valors
inferiors a aquest i un 25% de les dades mostren valors superiors a
aquest).

Figura 12. Quartils d’un conjunt ordenat de dades
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Observeu que, en realitat, el quartil segon o Q, coincideix amb el con-
cepte de mediana presentat anteriorment. Els quartils son molt ttils a
I’hora de classificar una observaci6 en una determinada franja del con-
junt de dades. Per exemple, si l’observaci6 és inferior a Q; significa que
aquesta esta situada entre el 25% de valors més baixos; si I’observacio és
superior a Qg3 significa que aquesta esta situada entre el 25% de valors
més alts, etc.

e Rang interquartilic (interquartilic range): aquest rang se sol represen-
tar per IQR i és simplement la diferéncia entre el tercer quartil i el primer
quartil: IQR = Q3 — Q. El rang interquartilic indica 1'espai que ocupen
el 50% de les observacions “centrals” (figura 12), per la qual cosa, de for-
ma similar al que passava amb la variancia, déona una mesura de la dis-
persi6 de les dades (com més IQR més dispersio i viceversa).

Obtenci6 d’estadistics descriptius mitjancant programari

A la practica, és habitual utilitzar algun programari estadistic o d’analisi de
dades per a calcular els estadistics anteriors i fins i tot alguns estadistics ad-
dicionals que proporcionin informacio sobre el conjunt de dades. La figura
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13 mostra els passos basics necessaris per a obtenir els principals estadistics
descriptius amb R Commander. La sortida del programa, per a un exemple
amb 50 observacions, es mostra a la figura 14. Per la seva part, la figura 15
mostra una série d’estadistics descriptius generats amb MS Excel per al ma-
teix conjunt de dades (en aquest cas els quartils s’han obtingut usant les
féormules integrades d’Excel).

Figura 13. Passos per calcular estadistics descriptius amb R Commander

A B
Calificaciones
9,5
6,7 Graficas Modelos Distribuciones Herram
8,2 | Gamade colores... 3
3,6 ! == =
4 Grafica secuencial...
55 Diagrama de puntos...
'5 Histograma...
Estimar densidad... Lz
i t  Grafica de tallos y hojas...
6,5 | Di : 4
iagrama de caja...
5 Grafica de comparacién de cuantiles...
4
43 Diagrama de dispersion...
r
0 Matriz de diagramas de dispersion...
12 Grafica lineal...
r
2,25 Grafica XY...
98 Grafica de las medias...
1'0 Diagrama de puntos...
54 | Grafica de barras...
7.3 )|  Grafica de sectores... |
6,5 ! = §
'2 = Graficos 3D 4
(+) 7 -
X »
1 | Bl 2 Guardar grafico en archivo... L
R Grafica de sectores x
Variable (elegir una) Dibujar etiquetas
Etiqueta del eje x _-_l-:aulos
Etiqueta del eje y [<auto> |
Titulo del grafico ._4_ auto> ]
@Ayuda *‘:} Reiniciar x Cancelar fv’ Aplicar
3
Figura 14. Estadistics descriptius obtinguts amb R Commander
> numSummary (Dataset[,"Calificaciones"], statistics=c("mean”, "sd", "IQI
+ quantiles=c(0, .25,.5,.75,1))
mean sd IQR 0% 25% 50% 75% 100% n

6.41625 2.465308 3.85 0.5 4.5 6.8 8.35 10 40

Passos a seguir

Una vegada introduides les
dades en el programa (1), se
segueix la ruta Estadisticos >
Restimenes > Restimenes
numéricos... (2) i se seleccio-
nen les variables a la finestra
corresponent (3).

Diferencies en els metodes
de calculs

Noteu que hi ha lleugeres dife-
réncies entre els valors dels
quartils calculats per Minitab

i els corresponents valors
d’Excel. Aixo es deu al fet que
usen metodes de calcul dife-
rents.

Podeu trobar una discussié
interessant sobre els diferents
meétodes que hi ha per a calcu-
lar els quartils a:
http://mathforum.org/library/
drmath/view/60969.html.
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Figura 15. Estadistics descriptius calculats amb Excel

(A}

A B C D E F
Calificacione ~ - v - v v

9,5 9,50951406 Calificaciones
6,7 0,08051406
8,2 3,18176406 Media 6,41625
3,6 7,93126406 Varianza 5,925798438
4 5,83826406 Cuasivarianza 6,077741987
5,5 0,83951406 desviacion tipica 2,465307686
5 2,00576406 Mediana 6,9
8,9 6,16901406 Moda 4
6,5 0,00701406 Suma 256,65
5 2,00576406 Cuenta 40
4 5,83826406 Maximo 10
4,3 4,47851406 Minimo 0,5
0,5 35,0020141 Rango 9,5
1,2 27,2092641
2,25 17,3576391 Cuartil primero 4,5
9,8 114497641 Cuartil segundo 6,8
10 12,8432641 Cuartil tercero 8,45
5,4 1,03276406

Diagrama de caixa i bigotis (boxplot)

Usant els quartils és possible construir un tipus de grafic, el diagrama de caixa
(boxplot), que resulta molt atil a I’hora de visualitzar la distribucio de les dades.
Aquest diagrama esta compost per una caixa central, definida pels quartils pri-
mers i tercers, que conté el 50% “central” de les observacions, i dos segments
situats en els respectius extrems de la caixa, representant cada un el 25% de les
observacions extremes (figura 16).

Figura 16. Diagrama de caixa i bigotis (boxplot) i valors extrems (outliers)
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El diagrama de caixa i bigotis serveix també per identificar possibles valors
anomals (outliers), que estan excessivament allunyats de la resta de les da-
des, és a dir: o bé sOn extremadament grans o bé extremadament petits en
comparaci6 de la resta d’observacions. Aquests valors anomals se solen re-
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presentar mitjancant un asterisc, i poden ser deguts a un error en el registre
de les dades o bé a valors que, en realitat, estan extremadament allunyats
de la resta d’observacions (per exemple, el preu d'un Ferrari quan es com-
para amb preus de turismes de gamma mitjana). Identificar valors anomals
en un conjunt d’observacions és important, ja que I’analisi de les dades pot
donar resultats molt diferents en funci6é que es considerin o no els esmen-
tats valors en 'estudi (per exemple, la mitjana i la variancia d’'un conjunt
de dades poden canviar de manera notable segons s’inclogui o no un
d’aquests valors extrems).

L'estreta relaci6 existent entre 1’histograma i el diagrama de caixa es pot ob-
servar a la figura 17. En cert sentit, el diagrama de caixa es pot interpretar com
un histograma vist des de dalt. En aquest cas, la zona del diagrama de caixa
situada entre els quartils primer i tercer correspondria a la zona central de 1'his-
tograma. A més, en ambdos casos queda identificat el valor anomal (outlier), aixi

com la forma aproximadament simetrica de la resta de la distribucio.
Figura 17. Relaci6 entre histograma i diagrama de caixa

Qualificacions (histograma i diagrama de caixa)
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4. El concepte de probabilitat

Un experiment aleatori és aquell en el qual no és possible coneixer a priori " |
xemple

I'esdeveniment resultant que s’esdevindra pero, tanmateix, si que és possible

P . . La probabilitat d'un succés és
observar un cert patro6 regular en els resultats que van succeint quan I’experi- Sen':)pre un nombre entre 0 1.
Aixi, per exemple, una proba-

men repeteix moltes vi . Per exempl an nsidera I’experiment ..
ent es repete oltes vegades. Per exemple, quan es considera I'experime bilitat de 0,25 representa un

aleatori consistent a llang¢ar una moneda (o un dau) a laire, no és possible predir percentatge d’aparicié del
) N . . . R 25% o, equivalentement, una
quin sera I’esdeveniment resultant de 'experiment, com ara, si sortira cara o proporci6 de 1/4.

creu (o quin nombre sortira en el cas del dau); tanmateix, si que es pot afirmar
que després de molts llancaments el percentatge o proporci6é d’esdeveniments
cara obtinguts sera molt proxim al 50% o 1/2 (en el cas del dau no trucat, el per-
centatge o proporci6 d’esdeveniments 3 obtinguts sera molt proxim a 0,1667 o
1/6). Aquest percentatge o proporci6é d’aparici6 d'un esdeveniment després de

moltes repeticions de I'experiment és el que déna lloc a la idea de probabilitat:

Es defineix la probabilitat d'un esdeveniment A, P(A), com el percen-
tatge o proporcié d’aparicié de l’esmentat esdeveniment en una serie
extraordinariament llarga de repeticions de ’experiment, totes inde-

pendents entre si.

El requisit d’independéncia entre les diferents repeticions de I'experiment alea-
tori significa que el resultat de cada repeticio de I'experiment no esta condicio-
nat pels resultats obtinguts en repeticions anteriors (per exemple, quan es llanca
diverses vegades una moneda a l'aire, I'esdeveniment resultant de cada nou

llancament és independent dels resultats obtinguts en llancaments previs).

Exemple 1 de probabilitats

En I'experiment llancament d’una moneda a I’aire, és possible considerar els se-
glients esdeveniments o potencials resultats: C = {cara}, X = {creu}, Q = {cara o
creu} i @ = {ni cara ni creu}. Els dos ultims esdeveniments es coneixen, respec-
tivament, com a esdeveniment segur Q (que inclou tots els resultats possibles)
o conjunt buit & (que no inclou cap resultat derivat de l’execuci6 de 'experi-
ment). En aquest cas, sembla clar que P(C) = 0,5 (si es repetis I'experiment moltes
vegades, aproximadament el 50% d’aquestes serien cares), P(X) =0,5, P(Q) =1 (en
el 100% dels llancaments sortira o bé cara o bé creu) i P(J) = 0 (en el 0% dels

llancaments no s’obtindra cap resultat).

Exemple 2 de probabilitats

En l'experiment aleatori llancament d’un dau, és possible considerar esde-
veniments o potencials resultats com els segiients: {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6},
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Q = {un nombre entre 1 i 6}, ¥ = {cap nombre entre 1 i 6}. En aquest cas,
P({1}) = 1/6 (després de moltes repeticions, un de cada sis llancaments acaba-
ra essent un 1), P({2}) = 1/6, P({3}) = 1/6, P({4}) = 1/6, P({5}) = 1/6, P({6}) = 1/6,
P(©Q)=11iP@)=0.

Observeu, a més, que també és possible considerar esdeveniments compostos
com, per exemple, parell = {2, 4, 6}, senar = {1, 3, 5}, major2 = {3, 4, 5, 6}, me-
nor3 = {1, 2}, etc. En aquest cas, P(parell) = 3/6 = 1/2, P(imparell) = 1/2, P(ma-
jor2) =4/6 = 2/3, P(menor3) = 2/6 = 1/3.

Propietats basiques de les probabilitats

Hi ha una serie de propietats basiques que ha de satisfer qualsevol probabilitat.
Aquestes propietats son molt utils a ’hora de calcular probabilitats d’esdeve-

niments complexos a partir de probabilitats ja conegudes o facils d’obtenir:

1) La probabilitat de qualsevol esdeveniment A sempre és un nombre situat

entre 0i 1 (ambdoés inclusivament): 0 < P(4) < 1.

Exemple: en els exemples anteriors, totes les probabilitats trobades eren va-

lors entre O1i 1.

2) La probabilitat de I'esdeveniment impossible o conjunt buit & és sempre O:
P(0) = 0. En altres paraules, quan es realitza un experiment aleatori sempre

s’obté algun resultat, per tant la proporci6 de no resultats és O.

Exemple: en els exemples anteriors, P(&) = 0.

3) La suma de les probabilitats de tots els possibles resultats de ’experiment
aleatori sempre val 1. En altres paraules, la probabilitat de 1'esdeveniment se-

gur és sempre 1.

Exemple: En 'exemple de la moneda, P(Q2) = 1 = P(C) + P(X); en 'exemple del
dau, P(Q) =1 =P({1}) + P({2}) + P({3}) + P({4}) + P({S}) + P({6}).

4) La probabilitat que un esdeveniment no ocorri és 1 menys la probabilitat
que si que ocorri: P(no A) = 1 — P(A).

Exemple: en I'exemple de la moneda, P(C) =0,5=1-P(no C) =1 - P(X); en l'exem-
ple del dau, P(parell) = 0,5 = 1 — P(no parell) = 1 — P(imparell); P() = 1 — P(Q).

5) Sidos esdeveniments A i B no tenen resultats comuns (sén disjunts), la pro-
babilitat que ocorri A U B és la suma de les probabilitats, si A i B son disjunts,
P(A U B) = P(A) + P(B).

Exemple: en I'exemple de la moneda, P(C u X) = P(C) + P(X) = 1; en 'exemple
del dau, P({1, 2}) =P({1}) + P({2}) =2/6 =1/3; P(Qu ) =P(Q) + P(F) =1+ 0 =1.
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6) En general, per a qualsevol dos esdeveniments A i B, es complira que
P(A UB)=P(A) + P(B) - P(A ~nB), on A n B és el conjunt de possibles resultats
que satisfan els esdeveniments A i B alhora. Notem que quan A i B s6n dis-
junts (no tenen resultats en com), A n B = J i, per tant, P(A u B) = P(A) +
P(B) - P(D) = P(A) + P(B) - 0 = P(A) + P(B), que és l’expressio vista en la pro-
pietat anterior.

Exemple: en l'exemple del dau, P(parell v major2) = P(parell) + P(major2) —
P(parell n major2) =3/6 + 4/6 — 2/6 = 5/6 (observarem que parell ~ major2 = {4,
6}).
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5. Distribucions de probabilitat discretes

A l'inici d’aquest modul es va definir el concepte de variable quantitativa dis-
creta com la variable quantitativa que podia prendre un nombre finit o comp-
table de valors diferents. Aixi, un exemple de variable discreta seria X = resultat
del llangament d’un dau, ja que I'’esmentada variable només pot prendre 6 pos-

sibles valors.

Cada un dels possibles valors d'una variable discreta tindra associada una pro-

Observem

babilitat d’ocurréncia (per exemple, en el cas del dau, la probabilitat d’obtenir

. Notem que si es fa servir un
un 2 sera d’1/6), per la qual cosa sembla natural estudiar com es distribueixen dau trucat, no totes les pro-
babilitats d’ocurréncia sén
iguals i, per tant, la funci6 de
probabilitat torna valors dife-
rents per a diferents valors per

bilitat d’ocurréncia, P(x). Per exemple, en el cas de la variable anterior, associada Ia difefeglts possibles valors de
a variable.

o comporten les esmentades probabilitats. En concret, es pot definir una funcio6

de probabilitat, f(x), que associi a cada valor x de la variable discreta X la proba-

a 'experiment aleatori llancament d’un dau normal, la corresponent funcioé de
probabilitat seria: f{1) =P(X =1) =1/6, f(2) =P(X =2)=1/6, f(3) = P(X = 3) = 1/6,
f(4)=P(X=4)=1/6,f(5)=P(X=5)=1/6, f(6) =P(X =6) =1/6.

Donada una variable aleatoria discreta, X, resulta ttil coneixer la distri-
bucié de probabilitat de ’esmentada variable, com ara com es distri-
bueixen o comporten les probabilitats d’ocurréncia dels possibles
valors. A tal efecte es defineixen les funcions segtients:

La funcid de probabilitat de X és la funci6 f(x) que assigna a cada pos-
sible valor x de X la seva probabilitat d’ocurrencia, és a dir: f{x) = P(X = x)
per a tot valor possible x de X.

La funci6 de distribuci6 de X és la funci6é F(x) que assigna a cada
possible valor x de X la probabilitat acumulada d’ocurréncia, és a dir,
F(x) = P(X = x) per a tot valor possible x de X.

La taula 3 mostra la funci6 de probabilitat i la funcié de distribuci6 correspo-
nents a la variable X anterior, perd usant un dau trucat que té dos valors 6 i
cap valor 2. Per la seva part, la figura 18 mostra ambdues funcions superposa-
des al mateix grafic. Observant detingudament la taula 3 i la figura 18 es po-

den deduir les caracteristiques segiients propies d’aquestes funcions:

¢ Com que representen probabilitats, ambdues funcions sempre prenen va-

lors en l'interval [0, 1].

e La suma de tots els valors que pren la funcié de probabilitat sempre ha de

ser 1 (aix0 es deu a les propietats de la probabilitat).
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La funci6 de distribucio sempre és una funcio creixent que passa de valor 0 en
el seu extrem esquerre (F(0) = P(X <0) = 0) a valor 1 en el seu extrem dret
(F(6) =P(X =6)=1).

Taula 3. Funcions de probabilitat i distribucié per a una variable discreta

X Funcié de probabilitat Funcié de distribucié
f(x) = P(X = x) F(x)=P(X<x)

1 1/6 1/6

2 0 1/6

3 1/6 2/6

4 1/6 3/6

5 1/6 4/6

6 2/6 1

Total 1

Figura 18. Funcions de probabilitat i distribucié d’una variable discreta

Funcions de probabilitat i distribucié

O;‘ W fx) = P(X =)
:g 0:8 WF(x)=P(X<x)
E 074
"_; 0,6
g 05
5 041
S 03]

Parametres descriptius d’una distribucid discreta

Mentre que els estadistics descriptius i els grafics/taules de freqiiéncies
s’utilitzen per analitzar el comportament (distribuci6é) d'una mostra d’ob-
servacions empiriques, les distribucions de probabilitat son models estadis-
tics que fa Gs de parametres i de funcions de distribucié per descriure el
comportament teoric (distribucié teorica) de tota una poblacié. De forma
analoga al que ocorria amb les mostres —que eren caracteritzades per esta-
distics descriptius com la mitjana o la variancia mostral-, també les distri-
bucions de probabilitat associades a poblacions se solen caracteritzar per
parametres tals com la mitjana o la variancia poblacional. Ara bé, ja que en
general no es disposara d’observacions sobre tota la poblacio, siné només
d’una funci6 de distribucié o de probabilitats, la forma de calcular els es-

mentats parametres és una mica diferent:



CC-BY-SA » PID_00242445 30

Estadistica descriptiva univariant

¢ Mitjana o valor esperat d'una variable discreta: La mitjana o valor espe-
rat d'una variable discreta X que pot prendre els valors xq, x5 ..., es repre-
senta per p o E[X] i es calcula de la manera segiient:

u:E[X]:xl-P(X=x1)+x2~P(X=x2)+...=zi:xi~f(xi)

on f(x) denota la funci6 de probabilitat de X.

Exemple: notem que en el cas d'un dau equilibrat, el valor esperat o mit-
jana de X = resultat del llancament seria p = 3; tanmateix, en el cas del dau
trucat que es mostra a la taula 3, la mitjana o valor esperat és:

=1-F()+2-f(2)+3-[(3)+4:[(4)+5-(5)+6[(6) =

:1~l+2~0+3~l+4-l+5~1+6-2:4,167
6 6 6 6 6

e Variancia i desviaci6é estandard d’una variable discreta: La variancia
d’una variable discreta X que pot prendre els valors x4, x5 ..., es representa

per o2 i es calcula de la manera segiient:

o> =(x —n) -P(X=x)+(x,—n)-P(X =x2)+...=zi:(xi )’ f(x)

on f(x) denota la funcié de probabilitat de X. De manera analoga a com
ocorria amb els estadistics mostrals, la desviacié estandard d'una variable
és l'arrel quadrada positiva de la seva variancia, és a dir:

o=o?

Exemple: en el cas del dau trucat que es mostra a la taula 3, la variancia és:

o* =(1-4,167) %+(2—4,167)2 -0+(3-4,167)° %+

+(4-4,167) %+(5—4,167)2 %+(6—4,167)2 %:3,139

I la corresponent desviaci6 estandard: ¢ =+/3,139 =1,772

La distribuci6é binomial

Una de les distribucions discretes més utilitzades a la practica és la distribuci6é
binomial. Aquesta distribuci6 s'usa per a contestar a preguntes com les segiients:

e Sicada vegada que un sistema informatic és atacat per un virus la probabi-
litat que el sistema no falli és de 0,76, quina és la probabilitat que no s’hagi
produit cap error en el sistema després de 5 atacs?

e Si cada vegada que es consulta una font d’informacio la probabilitat que
aquesta proporcioni una resposta satisfactoria és de 0,85, quina és la probabi-
litat que se n’obtingui alguna resposta satisfactoria després de 3 consultes?

Distribucié de Poisson
i la uniforme discreta

Altres distribucions discretes
molt habituals sén la distribu-
Ci6 de Poisson i la uniforme dis-
creta. Es possible trobar a
Internet forca documentacié
sobre aquestes distribucions
discretes i d’altres, aixi com els
seus ambits d'aplicacié.
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e Sidesprés de I'administracié d’un farmac a un pacient en estat critic la pro-
babilitat de supervivencia d’aquest és de 0,99, quina és la probabilitat que

sobrevisquin els 14 pacients critics que han rebut el tractament?

e Si la probabilitat d’obtenir una concessio per a un projecte d’investigacioé
és de 0,20, quina és la probabilitat d’obtenir almenys una concessi6 després

de tres intents?

¢ Sicada vegada que es tracta d’enquestar un transetint elegit a 1’atzar la pro-
babilitat que aquest respongui és de 0,15, quina és la probabilitat que
s’aconsegueixin obtenir 80 o més respostes a partir d'una mostra aleatoria

de 150 transetunts?

La distribuci6 binomial és un model estadistic que permet calcular pro-
babilitats sobre la variable aleatoria X = nombre d’éxits aconseguits en n
proves independents. Cada una d’aquestes n proves és una repeticié d'un
experiment aleatori el resultat del qual és binari (exit/fracas), on p és la
probabilitat d’exit en cada prova i g =1 — p la probabilitat de fracas.

Observem que la variable X = nombre d’exits en n proves independents pot prendre
qualsevol valor k entre 0 i n (ambdés inclusivament). Se sol usar la notaci6é X ~
B (n, p) per a indicar que X es distribueix o es comporta segons una distribucio
binomial de parametres n (nombre de proves o repeticions) i p (probabilitat
d’éxit en cada prova). En aquestes condicions, les probabilitats associades a I'es-

mentada variable sén donades per 1’expressié matematica segiient:

. n k n-k n l’l!
Per a qualsevol kentre 0in, P(X =k)= L 1P (I-p)"",on B e
l(n-k)!

onOl=1l=1linl=n-(n-1)..1peratotn>1.

Es compleix a més que la mitjana (valor esperat) i la variancia d’una distribu-

ci6 binomial sén, respectivament: p=n-pic®=n-p-(1-p).

Exemple: la probabilitat que en introduir dades en un formulari web es cometi
un error és de 0,1. Si deu persones emplenen I'esmentat formulari de manera
independent, quina és la probabilitat que no hi hagi més d'un formulari erro-
ni?, quin és el valor esperat i la desviacio6 estandard de la variable considerada?

Observem que, en aquest cas X = nombre de formularis erronis en 10 proves i
X~B(10,0,1). Amés, esdemana P(X<1)=P(X=00X=1)=PX=0)+P(X=1)

(ja que son esdeveniments disjunts). Ara bé:

10 0 10 10!
P(X=0)=|  |0,1°-(0,9)'° = = (1)(0,3487) = 0,3487
(X=0) (0] (0.9) = 5o V¢ )

10 s 10!
P(X=1)=|_ [0,1':(0,9)’ =—=(0,1)(0,3874) = 0,3874
(X=1) (1 J (0.9) =75, 01 )

Resultat exit

No s’ha de confondre el resul-
tat exit d’'un experiment alea-
tori amb el fet que el resultat
sigui desitjable des d’'un punt
de vista social o subjectiu. Aixi,
per exemple, es podria consi-
derar éxit de I'experiment alea-
tori la fallida del sistema
informatic que és atacat per un
virus.

Observem

L'expressi6 n! es llegeix com a
factorial de n o nfactorial. Aixi,
per exemple, 4!=4-3.2.1
i6!=6-5-4-3.2-1.No obs-
tant aixo, 1'=1i0!=1.
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Per tant, P(X < 1) =0,3874 + 0,3487 = 0,7361. Finalment, u =10 - 0,1 =1 i
6=410-0,1-0,9 =0,9487.

A la practica, els calculs probabilistics anteriors se solen automatitzar amb
I'ajuda d’algun programari estadistic o d’analisi de dades. La figura 19 mostra
com es poden calcular probabilitats d'una distribucié binomial amb ajuda de
R Commander i Excel.

Figura 19. Calcul de probabilitats en una distribucié binomial amb R Commander i Excel

Bt B Commandes - o x
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1), size=i0, prob=0.l, lower.tsil=TRUE)
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18| p(x<=1) 0,73609853,
3|
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iy s s
s prosmeduo
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arec, stem.leaf(Tienps, na.T==TRUL))
gbincmic(l), size=10, probe=0.1, lower.tall=TRUE)
4 lecal ({

Dutribucites hipergeomdtrics * Gedfucs de b dntnbucion bmomisl
Dastribucide bingenisl negative * | Musestra de wns ditnbucion binomeal..

7 Probabilidades binomiales X
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Probabilidad de &t (01 |
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5
local({
.Table <- data.fram obabilicty=dbinom(0:10, size=lld, pzcb=0.1))
rownames (.Table) <- o

print(.Table)

o ]

Frobability
0.3486784401
0.3874204890
0.1937102445
0.0573956280
0.0111602610
0.0014880348
o
o
o
o
o

0001377810
- 0000087480
-0000003645
-0000000050
- 0000000001

TR sG]

B
o

=

INICID INSERTAR DISERO DE PAGINA FORMULAS DATOS F

o Y T .
R, oo Cortae Calibri v AN == ¥
6 E Copiar = ,
egat : .| B s == &= B
+ & Copiat formato N K3 A e et L
Fortapapeles . Fuente = Alinea
82 . S | =DISTR.BINOM.N(0;10:0,1:FALSO)

A B c D E F
1
2 |pix=0) 0,34867844

3 |Px=1) 0,38742045
4 P(x=2) 0,19371024
5 |P(x=3) 0,05739563
6 |P(X=4) 0,01116026
7 |P(x=5) 0,00148803
B P[X=6) 0,00013778
5 |P(x=7) 0,00000875
10 |P{X=8) 0,00000036
11 P(x=3) 0,00000001
12 |P[x=10) 0,00000000

Passos a seguir

Se segueix la ruta Distribuciones>
Distribuciones discretas>
Distribucién binomial > Probabi-
lidades binomiales acumuladas
(1) i es completen els parame-
tres a la finestra corresponent
(2). El resultat es mostra a (3).
Observem que, si en lloc
d’escollir I'opcié Probabilidades
binomiales acumuladas

a (2) s’hagués escollit I'opcid
Probabilidades binomiales (4)
completant els parametres a la
finestra corresponent (5), el
programa hauria calculat P(X =
1) en lloc

de P(X <= 1) (6).
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La figura 20 mostra la funcié de probabilitat associada a la binomial de
I’exemple anterior. S’observa que, encara que en teoria els possibles valors
de la variable X anirien des de O fins a 10 (nombre de proves), a la practica
els valors majors que 4 tenen probabilitat d’esdeveniment practicament
nul-la (és molt poc freqiient que s’obtinguin valors superiors a 4). En efec-
te, P(X >4) =1 - P(X <= 4) = {usant R Commander o Excel} =1 - 0,9984 =
0,0016.

Figura 20. Funcié de probabilitat d’'una B(10, 0,1)

Funcié de probabilitat

Binominal, n=10, p=0,1

Probabilitat

Les probabilitats anteriors es poden obtenir també amb taules estadistiques
(sense necessitat d'utilitzar cap programari). Aixi, seguint ’exemple anterior,
la figura 21 mostra com es calcula P(X = 1) amb la taula binomial. En aquest
cas, X és una B(10, 0,1) i es vol trobar P(X = k), essent k = 1. Per a aixo0, es busca
la secci6 de la taula corresponent a n = 10, i la intersecci6 entre la filak=11ila

columna p =0,1.

Calcul de probabilitats

Resulta facil trobar a Internet
molts documents que expli-
quen molt detalladament I'Gs
de taules per a calcular proba-
bilitats. Tanmateix, convé au-
tomatitzar els calculs tant com
sigui possible mitjancant I'Gs
de programari.
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Figura 21. Calcul de probabilitats binomials mitjancant taules
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6. Distribucions de probabilitat continues

ATinici d’aquest modul es va definir el concepte de variable quantitativa con-
tinua com la variable quantitativa que podia prendre un nombre infinit (no
comptable) de valors diferents. Aixi, un exemple de variable continua seria
X = temps que es triga a desenvolupar un portal web, ja que 'esmentada variable

pot prendre un valor real qualsevol entre O i infinit.

A diferencia del que ocorria amb les variables discretes, quan es treballa amb Not
ota

variables continues no és possible definir una funcié de probabilitat que as-

. . En variables continues, ja que
signi probabilitats als diferents valors de la variable: si X és una variable con- AX=x)=0pera qua.sévfj va-

lor x de X, es complira que:
a) P(X<x)=P(X<x)
cosa la probabilitat teorica que la variable X prengui un valor concret, x, son b) P(X>x) = P(X > X)

tinua, X pot prendre un nombre infinit (no comptable) de valors, per la qual

sempre 0, és a dir: P(X = x) = 0 per a qualsevol valor x de X. si és possible,
tanmateix, assignar probabilitats a intervals de valors. Per exemple, si el 51%
dels portals web triguen a desenvolupar-se entre 240 i 258 hores, aleshores
P(240 < X < 258) = 0,51. Per a descriure la distribuci6 de probabilitat d'una
variable continua es continua utilitzant la funci6 de distribuci6é (encara que
amb algun matis nou) i, a més, s'usa també 1’anomenada funcié de densitat en

lloc de la funci6 de probabilitat tipica de variables discretes:

Nota

La funci6 de densitat d'una variable continua X és una funcio f{x) tal

- . . . La funcié de densitat f(x) sem-
que la probabilitat que X prengui un valor en un interval (a, b) coinci- pre és postiva i Comprfén) una

area total d’1.

deix amb l’area compresa per l'esmentada funci6 entre els extrems de

I’esmentat interval (figura 22), i. e.: P(a < X < b) = area sota f(x) entre a

ib. Atencié

o2 N, 02 p " . Observem l'equivaléncia entre
La funcio de distribucio de X és aquella funci6 F(x) que assigna a cada pos- els conceptescjje “probabilitat”

i “area”.

sible valor x de X la seva probabilitat acumulada d’ocurréncia (figura 23),

i. e. F(x) = P(X < x) = area sota f{x) des de —o (menys infinit) fins a x.

La figura 22 mostra la funci6 de densitat d'una variable amb distribuci6 sime-
trica i centrada en el valor 250 (atés que la funci6 és totalment simetrica, la
mitjana i la mediana coincideixen en aquest punt). S'observa també 1’area tan-
cada sota funcio de densitat entre els valors a = 240 i b = 258. Aquesta area cor-
respon amb la probabilitat segiient: P(240 < X < 258). Per la seva part, la figura
23 mostra la funcio6 de distribuci6 associada a la mateixa variable. Novament
s’aprecia la simetria respecte al valor central, aixi com el fet que la funci6 de
distribuci6 va creixent aixi que va acumulant probabilitats, i passa del valor O
en l'extrem esquerre al valor 1 en l’extrem dret. A partir d’aquesta grafica es
poden estimar visualment probabilitats acumulades, com ara: P(X <= 260) sera

un valor molt proper a 0,8.
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Figura 22. Funci6 de densitat d’una variable continua i area tancada

Funcié de la densitat f(x) i area encerclada entre 240 i 258

0,030

- P(240 < X < 258)
N

0,025+

0,020+

Densitat

0,015+

0,010+

0,005 -

0,000

240 250 258
X

Figura 23. Funcié de distribucié d'una variable continua
Funcio de distribucio

Funcié de distribucié F(x) La funcié de distribuci6 és una
funcié acumulativa de proba-

bilitats i, per tant, és sempre
creixent, i passa de 0 (extrem
esquerre) a 1 (extrem dret).

Probabilitat

Parametres descriptius d’una distribucié continua

En el cas de distribucions continues, la manera de calcular els parametres P
encio

és similar a ’emprada per a distribucions discretes, si bé ara els sumatoris
Totique a la practica es fara Us

sOn substituits per arees (integrals definides en termes matematics) entre de programari estadistic per a
d ¢ . fer els calculs, és important
Os extrems: coneixer quins conceptes es

fan servir per a definir cada ti-
pus de parametre.

e Mitjana o valor esperat d’'una variable continua: la mitjana o valor es-
perat d’una variable continua X és representada per p o E[X] i es calcula de

la manera segiient:
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p = E[X] = area total sota “x - f(x)” = J.j:x f(x)dx

on f(x) denota a la funcié de densitat de X.

e Variancia i desviacié estandard d’una variable continua: la variancia
d'una variable continua X és representada per o2 i es calcula de la manera
seguent:

o2 = area total sota “(x — p)? - f(x)” = J.jw(x - u)z -f (x)dx
on f(x) denota la funci6 de densitat de X. Com sempre, la desviacio es-

tandard d’una variable és l’arrel quadrada positiva de la seva variancia,

és a dir:
o= \/GZ

La distribuci6 normal o gaussiana

La distribucié normal o gaussiana és la distribucio teorica més important. Mol-
tes variables continues segueixen una distribucié normal o aproximadament
normal. Altres variables continues i discretes també poden ser aproximades,
en determinades circumstancies, mitjancant una distribucié normal. La nor-
mal, a més, és una distribuci6 clau en l'estadistica inferencial, ja que algunes
de les seves propietats s’utilitzen per a obtenir informacio sobre tota la pobla-

ci6 a partir d’informaci6 sobre una mostra.

La forma concreta d’una distribucié normal és caracteritzada per dos parame-
tres: la mitjana, p, que defineix on se situa el centre de la funci6 de densitat, i
la desviaci6 estandard, o, que defineix 1’amplitud de la funci6 de densitat.
Quan una variable continua X segueix una distribucié normal, se sol represen-

tar per X ~ N (y, o).

Les figures 22 i 23 mostren, respectivament, la funci6 de densitat i la funci6 de
distribuci6é d'una normal amb mitjana p = 250 i desviaci6 estandard o =13. La
figura 24 mostra les funcions de densitat per a dues distribucions de tipus
normal amb parametres {un = 5, o = 3} i {u = 10, o = 5} respectivament. S’ob-
serva que la funci6 de densitat de la normal té forma de campana de Gauss,
elevada en el centre (el valor mitja o esperat) i amb dues cues simetriques en
els extrems. Notem, a més, com cada una de les corbes esta centrada en la
mitjana, aixi com el fet que la corba és més ampla com més gran és la des-

viacié estandard.
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Figura 24. Funcions de densitat associades a dues normals

Funcio de densitat
Normal

Mean StDev
—5 3

0,12 — 10 5

0,08

Densitat

0,06 -

0,04 -

0,02 -

0,00

Com en qualsevol altra funcié de densitat, I’area total compresa sota la
corba és d'1. A la practica aixo0 significa que per a qualsevol valor x de X,
P(X > x) =1 — P(X < x), és a dir, |'area a la dreta d'un valor és l'area total (que
val 1) menys l'area a la seva esquerra i viceversa (figura 25). A més, ja que la
normal és una distribuci6 simetrica respecte a la seva mitjana, ’area compresa

per una cua és igual a ’area compresa per la cua oposada (figura 26).

Figura 25. L'area total d’una funcié de densitat és 1

Funcio de densitat
Normal, Mean=250, StDev=13
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0,000

250255
X
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Figura 26. Dues cues simétriques comprenen la mateixa area

Funcio de densitat
Normal, Mean=250, StDev=13

250
I

0,030 A

0,025

0,020 -

0,015 -

Densitat

0,010 -

D204 0,124

0,000 -

235 250 265

Qualsevol distribucié normal compleix a més I'anomenada regla 68-95-99,7,
segons la qual l'interval (1 - o, n + o) conté, aproximadament, el 68% de les
observacions, l'interval (u -2, p+ 2) conté, aproximadament, el 95% de les ob-
servacions, i l'interval (u - 3, p + 3) conté, aproximadament, el 99,7% de les
observacions. Aixi, per exemple, si el X ~ N (250,13), es pot afirmar que un
68% de les observacions de X estaran en l'interval (237, 263), un 95% de les
observacions estaran en l'interval (224, 276), i un 99,7% de les observacions
estaran en l'interval (211, 289). Observem, per tant, que sera altament impro-

bable trobar valors de X fora d’aquest Gltim interval.

D’entre les infinites distribucions normals que es poden considerar variant els
parametres p i 6 convé esmentar I’anomenada normal estandard, que té per
parametres u = 0 i o =1. En altres paraules, una variable continua Z es distri-
buira segons una normal estandard, Z ~ N (0,1), si la seva funci6é de densitat
és la d’'una normal centrada en l'origen i amb desviacié estandard unitaria.
Aquesta distribucié normal estandard se sol utilitzar sovint en estadistica in-
ferencial, i també quan es volen calcular probabilitats d'una normal qualsevol

mitjancant 1'Gs de taules de probabilitats ja calculades.

En efecte, atesa una variable normal qualsevol, X~ N (u, o), és possible apli-
car-li un procés d’estandarditzacid per a obtenir una normal estandard Z.
Aix0 s’aconsegueix restant a la variable X la mitjana p (amb la qual cosa la
funci6 de densitat és desplacada al llarg de 1'eix x fins que queda centrada
en l'origen) i dividint el resultat per la desviacié estandard o (amb la qual

cosa la nova variable tindra una desviaci6 estandard unitaria), és a dir:
X—p

Z= ~N(0,1) . Aquest procés d’estandarditzacié permet, entre altres co-
ses, calcular probabilitats per a una normal qualsevol a partir de les taules de

probabilitats precalculades que existeixen per a la distribucié normal estan-
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dard (figura 27), la qual cosa evita haver de resoldre integrals cada vegada
que es vol obtenir una nova probabilitat. Suposem, per exemple, que X se-
gueix una N(1.500, 100) i es vol obtenir P(X < 1.400) mitjancant 1'as de tau-

les. El primer pas consisteix a estandarditzar els valors:

P(x < 1a00) = p[ XX 1A (7 1400100
(o)

00 J:P(Z <-1)

(o)

En altres paraules, es vol calcular I’area a I’esquerra del valor —1 en una normal
tipificada o estandard. Normalment, la taula de la normal estandard, Z, ofe-
reix arees (probabilitats) a ’esquerra de valors positius, per la qual cosa resul-
tara necessari fer una petita transformacié tenint en compte que: (a) per
simetria de la normal estandard, 'area (probabilitat) a 1’esquerra d’un valor
negatiu k és igual a l’area (probabilitat) a la dreta del valor positiu correspo-
nent, |k| (i. e., P(Z <-1) = P(Z> 1)), i (b) l'area (probabilitat) total continguda
sota la corba és 1 (és a dir, I’area a I’esquerra d’un valor més l’area a la seva dre-
ta suma 1, per exemple: P(Z < 1) + P(Z > 1) = 1). Tenint en compte l’anterior,
es dedueix que P(Z <-1) =P(Z > 1) =1 - P(Z < 1) = {vegeu la taula de la figura
27)}=1-0,8413=0,1587.

Figura 27. Calcul de probabilitat en una normal mitjancant taules

Nota
Noteu que per a trobar
,00 ,01 ,02 ,03 ,04 ,05 P(Z < 1,00) usant la taula,
s’ha de buscar el valor d’inter-
0,5 0,6915( 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 secci6 entre lafila 1,0 i la
columna 0,00 (ates que
0,6 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 1,00 = 1,0 + 0,00). Si es de-
manés P(Z < 1,24), llavors
0,7 0,7580( 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 s’hauria de buscar la intersec-
i6 entre lafila 1,2 la col
0,8 0,7881|0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,04 (ates que 124 = 121
0,04), i
0,9 0,8159| 0,8186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 s'obtindria el valor 0,8925.
1,0 0,8413| 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531
1,1 0,8643| 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749
1,2 0,8849 | 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944
1,3 0,9032 | 0,9049 0,9066 (,9082 0,9099 0,9115
1,4 0,9192| 0,9207 0,9222 0,9236 0,9251 0,9265

D’altra banda, també és possible automatitzar el calcul de probabilitats d'una
normal qualsevol mitjancant 1’aGs de programari estadistic, amb la qual cosa
s’elimina aixi la necessitat de resoldre manualment les integrals indefini-
des o d’haver d’usar taules de probabilitats precalculades. La figura 28 mos-
tra com obtenir probabilitats d'una normal amb R Commander. En
concret, per a una normal amb mitjana p =1.500 i desviaci6 estandard ¢ =
100, s’obté que P(X < 1.400) = 0,158655. Alhora, la figura 28 mostra com

s’han obtingut amb R Commander i Excel algunes probabilitats per a la ma-
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teixa variable. Observem que P(X < 1.500) =0,5, el qual és logic, ja que 1.500

és la mitjana i, alhora, la mitjana de la distribucié normal.

Figura 28. Calcul de probabilitats en una normal amb R Commander i Excel
Passos a seguir

R R Commander : o x
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Exemples d’aplicaci6 d’'una normal

e Segons un estudi realitzat pel Ministeri d’Educacio, el nombre d’hores anu-
als que dediquen els nens espanyols a veure la televisié és una variable ale-
atoria que segueix una distribucié normal de mitjana 1.500 hores i
desviaci6 estandard de 100 hores. Quin percentatge de nens dediquen en-
tre 1.400 i 1.600 hores anuals?

En aquest cas, X ~ N (1.500,100) i es demana P(1.400 < X < 1.600). Per la
regla 68-95-99,7, tenim que la probabilitat anterior sera, aproximada-
ment, del 68% (ja que n— o6 =1.4001 p + o = 1.600). Per a calcular de manera
meés exacta 'esmentada probabilitat, convé notar que P(1.400 < X < 1.600) =
P(X < 1.600) — P(X < 1.400), és a dir, I’area entre 1.400 i 1.600 coincideix
amb l’area a l’esquerra de 1.600 menys 1’area a l’esquerra de 1.400. Les
probabilitats anteriors es poden calcular usant qualsevol programari estadis-
tic (per exemple, R Commander o Excel), i donen com a resultat: P(X <
1.600) =0,8413 i P(X < 1.400) = 0,1587, per la qual cosa la probabilitat bus-
cada és de 0,6827, és a dir, un 68,27% dels nens dediquen entre 1.400 i

1.600 hores anuals a veure la televisio.

e DPartint de les dades de I'Institut Nacional d’Estadistica (INE), el sou mit-
ja anual d’un treballador és de 26.362 euros. Suposant que els esmentats

sous segueixin una distribucié normal amb una desviacié estandard de
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6.500 euros, quin sera el percentatge de treballadors que superin els
40.000 euros?

En aquest cas, X ~ N (26.362,6.500) i es demana P(X > 40.000). Obser-
vem que, com que l'area total sota la corba normal és 1, P(X > 40.000)
=1 - P(X < 40.000) = {R Commander o Excel} =1 - 0,9821 =0,0179, amb la
qual cosa només un 1,8% dels treballadors superarien la xifra dels 40.000

euros anuals.

e El temps que s’empra a emplenar un qiiestionari en linia segueix una dis-
tribucié aproximadament normal amb una mitjana de 3,7 minuts i una
desviaci6é estandard d’'1,4 minuts. Quin és la probabilitat que es tardi
menys de 2 minuts a respondre 1’esmentat qiiestionari? I que es tardi més
de 6 minuts? Trobeu el valor c tal que P(X < ¢) = 0,75 (percentil 75 de la
variable).

En aquest cas, X ~ N (3,7, 1,4). En primer lloc, P(X < 2) = {R Commander
o Excel} = 0,1131, és a dir, un 11,31% dels individus que responguin el
qliestionari empraran menys de 2 minuts a fer-lo. D’altra banda, P(X >
6) =1 - P(X < 6) = {R Commander o Excel} = 0,0505, i aixi, un 5% dels in-
dividus trigaran més de 6 minuts a respondre el qliestionari. Finalment,
per a el valor ¢ tal que P(X < ¢) = 0,75 s’ha d’escriure el segiient codi:
qnorm(1-0.25,mean=3.7, sd=1.4), amb la qual cosa s’obté un valor aproxi-
mat de 4,64 minuts, de tal manera que el 75% dels individus triguen
menys de 4,64 minuts a completar el qiiestionari (o, dit d'una altra manera,

el 25% triguen més de 4,64 minuts a fer-lo).

Les distribucions t de Student i F de Snedecor

A més de la normal, hi ha moltes altres distribucions de probabilitat continues
que se solen utilitzar en estadistica inferencial. N’hi ha una que és ’anome-
nada distribuci6 t de Student, i una altra és 'anomenada F de Snedecor.

Ambdues s’introdueixen a continuacio:

La distribuci6 t de Student és una distribuci6 simetrica i centrada en I'ori-
gen (la seva mitjana i la seva mediana sén 0). Aquesta distribuci6 és carac-
teritzada per un parametre anomenat graus de llibertat o df (degrees of
freedom), on df > 2. A la practica, df =n -1, on n és la grandaria de la mostra
que s’estigui analitzant. La figura 29 mostra diverses funcions de densitat
de les t de Student, cada una de les quals estan associades a un valor concret
del parametre df. S’observa com la t de Student s’assembla cada vegada més
a una normal estandard, aixi que es va incrementant el parametre graus de
llibertat.

Graus de llibertat

En estadistica, el concepte de graus de llibertat associats a un conjunt de dades es pot
interpretar com el nombre minim de valors que caldria coneixer per a determinar aques-
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tes dades. Aixi, per exemple, en el cas d'una mostra aleatoria de grandaria N hi hauria N
graus de llibertat (no es pot determinar el valor de cap de les dades, fins i tot encara que
es conegués el valor dels N — 1 restants). Tanmateix, per a un conjunt de N dades de les
quals es coneguin N — 1, la mitjana mostral tindria N — 1 graus de llibertat (fixats els valors
de les N — 1 dades i de la mitjana, ja quedaria fixat el valor desconegut restant). Aixi, si
tenim un conjunt de 3 observacions de la variable X (x; =2, x, = -2 i x3 = a) (desconegut)
i sabem que la mitjana dels tres valors és 0, necessariament a = 0.

Figura 29. Funcions de densitat de ¢ de Student segons df

Funcions de densitat per a t de Student (3), t de Student (10) i N(0,1)

0,4 4 Variable
—ff = 3
— df=10
Normal (0,1)
0,3 1
S
2 02
>
0,1 4
0,04
1 1 I I I
-5,0 -2,5 0,0 2,5 5,0
X

Per la seva part, la distribuci6 F de Snedecor és una altra distribuci6é continua.
La F de Snedecor sempre pren valors no negatius (és a dir, una variable que
sigui aquesta distribucié només pot prendre valors iguals o més grans que 0,
mai valors negatius). A més, aquesta distribuci6 no és simeétrica, sin6 que esta
esbiaixada a la dreta (figura 30). Aixi com la normal era caracteritzada per dos
parametres, p (mitjana) i o (desviacio6 estandard), la F de Snedecor també és ca-
racteritzada per dos parametres: els graus de llibertat del numerador, df 1 i
els graus de llibertat del denominador, df 2. Igual com ocorria amb la t de
Student, per a cada valor d'aquests parametres s'obté una funcié de densitat
diferent i, per tant, una distribuci6 F de Snedecor diferent.
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Figura 30. Funcions de densitat de ¢de Student segons df 1 i df 2

Densitat

Per a calcular probabilitats associades a una t de Student o a una F de Snedecor,
es pot usar programari estadistic o d'analisi de dades (R Commander, Excel,
etc.) de manera analoga a com es feia en el cas de la normal. Aixi, per exemple,
si X és una variable aleatoria que segueix una distribuci6 t de Student amb 10
graus de llibertat, P(-1,74 < X < 1,74) = P(X < 1,74) - P(X <-1,74) = {R Com-
mander o Excel} =0,9438 - 0,0562 = 0,8876 (figura 31).

Funcions de densitat per a diverses F de Snedecor

F
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Figura 31. Probabilitats en una ¢ de Student
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Figura 32. Calcul de probabilitats en una distribucié t de Student amb R Commander
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Finalment, si X és una variable aleatoria que segueix una distribuci6 F de

Snedecor amb 9 graus de llibertat en el numerador i 7 graus de llibertat en
el denominador, llavors P(X > 2,5) =1 - P(X < 2,5) = {R Commander o Ex-
cel} =1-0,8797 =0,1203 (figura 32).

Figura 33. Probabilitats en una #de Snedecor

Densitat

P(X > 2,5)
Fdf1=9,df2=7

0,7 4

0,6 -

0,5 -

0,4

0,3 -

0,2 -

0,1 -

0,0

0,120

Nota

Noteu que P(-1,74 < X< 1,74)
és representada per |'area mar-
cada en la figura 31 (aix0 és,
I’area compresa entre els valors
-1,74i1,74). Per a calcular
aquesta area, es fa P(X < 1,74)
(és a dir, I'area a I'esquerra de
1'1,74) i al valor obtingut se li
resta P(X <—1,74) (és a dir,
I'area a 'esquerra del —1,74).
Per a calcular P(X < 1,74) amb
R Commander, es fa servir el
men Distribuciones continuas>
Distribucion t > Probabilidades t
acumulades (1), i s’especifi-
quen els graus de llibertat (10
en aquest exemple) i el valor
de la constant (1,74 en aquest
cas) (2). El valor de P(X < —
1,74) s’obtindria analoga-
ment.

Nota

De manera analoga al cas de
les distribucions binomial i nor-
mal, també hi ha taules que
permeten calcular, sense ne-
cessitat d’utilitzar programari
com R Commander o Excel, les
probabilitats associades a una
distribuci6 t de Student o Fde
Snedecor (vegeu, per exemple,
http://www.software.dell.com/
textbook/distribution-tables).
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Resum

En aquest modul hem introduit les tecniques basiques de ’estadistica descrip-
tiva univariant: representaci6 grafica de dades discretes i continues, organitza-
ci6 de les dades mitjancant taules de freqiiéncies i Gis d’estadistics descriptius
per a resumir dades. Convé recordar que el tipus de grafic, taula o estadistic a
usar dependra sempre del tipus de variable considerada (categorica, quantita-
tiva discreta o quantitativa continua), aixi com del tipus d’informacié que es
vulgui obtenir.

A més, hem explicat també el concepte de probabilitat d'un esdeveniment,
que té un paper rellevant en l’analisi i prediccié del comportament de les va-
riables aleatories associades a fendomens quotidians.

Finalment, hem presentat alguns dels principals models matematics que es
fan servir per a descriure, de manera teorica, el comportament de variables ale-
atories. La distribucié binomial, la normal, la t de Student i la F de Snedecor
son alguns exemples dels esmentats models. El calcul de probabilitats associ-
ades a variables que es comporten segons algun d’aquests models permet en-
tendre millor el seu comportament i fer estimacions sobre la poblacié

d’individus de la qual provenen les dades.
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Exercicis d’autoavaluacio

1) La taula segiient resumeix les respostes ofertes per 200 usuaris d'un portal web a la pregun-
ta “el nivell d’usabilitat del portal és adequat”:

Resposta Freqiiéncia
Totalment d’acord 50
D’acord 75
Lleugerament d’acord 25
Lleugerament en desacord 15
En desacord 15
Totalment en desacord 20

Es demana:

a) Construir un diagrama de barres que permeti visualitzar les respostes obtingudes.

b) Calcular la freqiiéncia relativa d’aparicié de cada resposta i construir un diagrama circular
per a il-lustrar els esmentats valors.

2) La taula segiient conté 40 observacions per al temps transcorregut (en hores) entre la tra-
mesa d'un missatge a un forum en linia i la resposta corresponent.

4,0 3,5 3,1 6,0 5,6 3,1 2,9 3,8
4,3 3,8 4,5 3,5 4,5 6,1 2,8 5,0
5,4 3,8 6,8 4,9 3,6 3,6 3,8 3,7
4,1 2,0 3,7 5,7 7,8 4,6 4,8 2,8
5,0 5,2 4,0 5,4 4,6 3,8 4,0 2,9

A partir d’aquestes dades, es demana:

a) Construir un diagrama de tiges i fulles. Useu 1,0 com a unitat d’increment.

b) Construir un histograma.

c) Observeu en les dades algun patr6 clar? Quina és la moda de la distribuci6 de les dades?

3) La taula seglient mostra 20 observacions de la variable aleatoria nombre de correus electronics
rebuts en un dia.

39 3,4 51 2,7 4,4
7,0 5,6 2,6 4,8 5,6
7,0 4,8 5,0 6,8 4,8
3,7 5,8 3,6 4,0 5,6

Es demana:

a) Trobar els estadistics descriptius d’aquesta mostra. Quant val el rang interquartilic? Entre
quins dos valors estan compreses el 50% de les dades centrals de la mostra?

b) Construir un diagrama de caixa i bigotis (boxplot). Hi ha algun valor anomal (outlier) entre
les observacions?

4) Quan s’efectua un control antidopatge a un atleta que no ha pres cap substancia, la pro-
babilitat que el test d'un fals positiu és de 0,006. Si durant una competici6 s’efectua el test a
un total de 1.000 atletes que estan lliures de substancies, quin sera el nombre esperat mitja
de falsos positius?, quina és la probabilitat que el nombre de falsos positius sigui superior a
15?, que es podria pensar si apareixen més de 15 positius?

5) D’acord amb I'Institut Nacional d’Estadistica, el 9,96% dels adults residents a Espanya s6n
estrangers. A fi de realitzar una enquesta, es pretén contactar amb una mostra aleatoria de
1.200 adults residents a Espanya. Quin sera el nombre esperat (mitja) d’estrangers que con-
tindra I'esmentada mostra?, quina és la probabilitat que la mostra contingui menys de 100
estrangers?
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6) El temps de durada d'un embaras és una variable aleatoria que es distribueix de manera
aproximadament normal amb una mitjana de 266 dies i una desviaci6 estandard de 16 dies.
Quin percentatge d’embarassos duren menys de 240 dies (uns 8 mesos)?, quin percentatge
d’embarassos duren entre 240 i 270 dies (entre uns 8 i 9 mesos)?, a partir de quants dies se
situen el 20% dels embarassos més 1largs?
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Solucionari

1

a)

Totalment d’acord 50 25,0%
D’acord 75 37,5%
Lleugerament d’acord 25 12,5%
Lleugerament en desacord 15 7,5%
En desacord 15 7,5%
Totalment en desacord 20 10,0%
Totals 200 100%
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2)
a)
> with (Dataset, stem.leaf (Tiempo, na.rm=TRUE))
l | 2: represents 1.2
leaf unic: 0.1
n: 40
b K 2% | O
L 2. | 8899
7 3% | 1
ig 3. | 55667788888
(5) 4% | 00013
17 4. | 556689
11 5% | 00244
& S. | 67
4 6* | 01
2 6. | B
HI: 7.8
b)
Histograma de preus
9
8
7 -
6 -
(-]
T 51
c
2
<c 4 .
g
('8 3 i
2
1 4
0 T T T T T T T
2 3 4 5 6 7 8

Preus

c) Encara que no sembla haver-hi cap patr6 clar en les dades, si que s’aprecia —tant a I’histo-
grama com en el grafic de tiges i fulles una certa forma de campana, amb la part central més
elevada i uns extrems o cues més baixes. La moda d’aquest conjunt de dades és 3,8 ja que,
com s’aprecia en el diagrama de tiges i fulles, és el valor que més apareix.

3)

a)

> summary (Dataset)
N e.mails

Min. :2.60

1st Qu.:3.85
Median :4.80
Mean +4.81

3rd Qu.:5.60
Max. :7.00

> numSummary (Datasec([,"N_e.mails"], sctatistics=c("mean", "a3d", "IQR", "quantiles"),
+ quantiles=c(0,.25,.5,.75,1)

mean sd IQR 0% 25% 50% 75% 100%
4.81 1.30178 1.75 2.6 3.85 4.8 5.6 7T 2

oo

El rang interquartilic és Q3 - Q1 = 5,60 - 3,85 =1,75. Entre QI = 3,85 i Q3 =5,60 hi ha
compreses el 50% de les dades centrals.
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b)

i

R R Graphics: Device 2 (ACTIVE) |||+

N_e mails

No s’observa, en aquest cas, cap valor anomal (outlier), ja que el grafic no mostra cap simbol *.

4) En aquest cas, ja que el resultat de cada test pot ser positiviu (amb probabilitat 0,006) o
“no positiu" (amb probabilitat 1 — 0,006 = 0,994), la variable aleatoria X = nombre de falsos
positius en 1.000 proves a atletes nets segueix una distribucié binomial de parametres n = 1.000
ip =0,006. En el cas de la binomial, la mitjana o valor esperat és p=n - p = 6, aixi, es pot
esperar que en aplicar el test a 1.000 atletes nets hi hagi 6 falsos positius.

D’altra banda, P(X > 15) =1 - P(X <= 15) = {R Commander o Excel} =1 - 0,9995 = 0,0005. Per
tant, si apareixen més de 15 positius es podria pensar que molt probablement no tots ells si-
guin falsos.

5) En aquest cas, la variable aleatoria X = nombre d’estrangers a la mostra segueix una distribu-
ci6 binomial de parametres n = 1.200 i p = 0,0996. Per tant, el valor esperat d’estrangers a la
mostra és p=n - p = 119,52, amb la qual cosa la mitjana d’estrangers per a les mostres
d’aquestes caracteristiques és d’aproximadament 120.

D’altra banda, P(X < 100) = P(X <= 99) = {R Commander o Excel} = 0,0245. Es molt poc pro-
bable que una mostra contingui menys de 100 estrangers si aquesta és realment aleatoria.

6) Es considera la variable aleatoria X = dies que dura un embaras. Observem que X ~ N
(266,16).

P(X < 240) = {R Commander o Excel} = 0,0521, és a dir, el 5,2% dels embarassos duren menys
de 8 mesos.

P(240 < X < 270) = P(X < 270) - P(X < 240) = {R Commander o Excel} = 0,5987 - 0,0521 =
0,5466, de tal manera que el 55% dels embarassos duren entre 8 i 9 mesos.

Finalment, es demana el valor c tal que P(X > ¢) = 0,20, és a dir: P(X <¢) =1 - P(X > ¢) = 0,80
— ¢ = {R Commander o Excel} = 279,47, amb la qual cosa, el 20% dels embarassos supera els
279 dies.






