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Introduccion

Como ya comentamos al describir el proceso de data mining, lo mas normal es Podéis ver la preparacion de los 0
. .. datos en el subapartado 2.3 del
que los datos necesarios para llevar a cabo un proyecto de data mining, una vez modulo “El proceso de descubrimiento

de conocimiento a partir de datos” de
esta asignatura.

seleccionadas, tengan que ser modificados y preparados para, de este modo,

poder aplicarles el método de construccién del modelo elegido para la tarea de
que se trate.

En este médulo didactico repasamos las técnicas de preparacion de datos mas

frecuentes:
a) La transformacion de datos; en concreto, la normalizacion y la discretizacion.
b) El tratamiento de los valores no observados (missing values).

c) La reduccion de dimensionalidad de los datos; en particular, la seleccion
de atributos.

Haremos un repaso tanto de las técnicas que sélo se dirigen a la transforma-
cion de los valores que hay que tratar, como de otras técnicas algo més com-
plejas que requieren tomar decisiones o efectuar hip6tesis sobre los valores no

presentes o claramente erréneos.

Las técnicas que se presentan a continuacion son bastante transversales, inde-

pendientes, hasta cierto punto, del tipo de modelo que hay que extraer. 0
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Objetivos

Con el estudio de los materiales didacticos asociados a este moédulo, el estu-
diante alcanzara los objetivos siguientes:

1. Darse cuenta de que, a pesar de la potencia del soporte de hardware y software
que pueden tener los métodos de data mining, su complejidad muy a me-
nudo requiere introducir simplificaciones para mantener el coste compu-
tacional dentro de unos niveles adecuados sin comprometer la calidad
final de los modelos obtenidos.

2. Conocer las principales técnicas de preparacion de datos y darse cuenta de
su conveniencia para cada tipo diferente de tarea de construccion de mo-
delos.

3. Comprender el concepto de reduccioén de valores mediante la discretizacion.

4. Entender el concepto de reduccion de dimensionalidad mediante la selec-
cion de atributos.

5. Tener una idea de como se puede reducir el nimero de observaciones de
un conjunto de datos sin afectar negativamente a la calidad de los modelos
que se pueden obtener.



© FUOC » PID_00165728 7

Preparacién de datos

1. Repaso de conceptos estadisticos

Como ya sabemos, en un proyecto de data mining, tras seleccionar las fuentes
de datos correspondientes —proceso que, por otra parte, puede ser bastante
complicado por él mismo- es necesario adecuar tanto los valores como los for-

matos de los datos.

El objetivo principal de la preparacion de datos consiste en organizar-
los de manera que puedan ser procesados por los programas de cons-
trucciéon de modelos que hayan sido elegidos y, al mismo tiempo,
asegurar que los datos se hallan de tal forma que se pueda obtener el
mejor modelo posible del conjunto de los datos.

Este Gltimo aspecto resulta especialmente dificil, ya que no hay una medida
de calidad absoluta ni independiente de la tarea que se quiera realizar, o del

tipo de modelo que se quiera obtener. 0

Las medidas de calidad de los modelos predictivos, por ejemplo, no tienen por
qué ser las mismas que las que se utilizan para obtener buenos modelos de
agregacion, descripcion o explicacion. Aun asi, se han propuesto métodos ge-
nerales, no supervisados o “ciegos” al tipo de tarea por realizar que tienen una

utilidad lo suficientemente alta.
Dentro del proceso de preparacion de los datos separamos las tareas siguientes:

e Transformacion de valores. Basicamente, técnicas para cambiar los valo-
res sin perder informacion y hacer que puedan ser tratados por el método

que nos interese.

e Reduccion de dimensionalidad. Eliminar casos dentro del conjunto de
datos original, o bien eliminar atributos, o ambas cosas al mismo tiempo
con el objetivo de obtener modelos de la misma calidad con menos esfuer-

zo computacional.

Con la intencién de poder valorar mejor algunas de las técnicas que presenta-
remos en este moédulo y en el resto de la asignatura, serd necesario que refres-
quemos algunos conceptos que proceden de la Estadistica. Para profundizar
mas en algunos detalles, recomendamos la consulta de un texto especializado

como la lectura que mencionamos al margen.

Las operaciones de
preparacion de datos...

... permiten que éstas puedan
ser tratadas por los algoritmos
correspondientes y nos den el
mejor modelo posible con los
datos disponibles.

La preparacion de datos...

... ocupa en promedio el 70%
del tiempo total de un proyec-
to data mining.

La calidad...

... del proceso de data mining
esta relacionado con la tarea

a la que se desee aplicar el mo-
delo.

Lecturas recomendada

Podéis profundizar en los
conceptos de estadistica con
lalectura de la obra siguiente:
L. Lebart; A. Morineau; J.P.
Fenelon (1985). Tratamiento
estadistico de datos. Barcelona:
Marcombo.
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1.1. Conceptos minimos de estadistica

Para hablar con una cierta uniformidad, adoptaremos una buena parte de la
terminologia utilizada en estadistica. En efecto, el proceso de data mining in-
corpora muchos de los intereses y pasos del analisis de datos, y también de la
obtencion de modelos a partir de conjuntos de datos, que son las tareas pro-
pias de la estadistica. Es preciso, en cualquier caso, que recordemos una serie
de conceptos estadisticos que nos permitiran aclarar las cosas. 0

Podemos utilizar toda la serie de conceptos y herramientas aportadas durante
afios por la inferencia estadistica, aquellos conocimientos de estadistica que
permiten generalizar a partir de los datos observados las propiedades corres-
pondientes a casos que no se pueden observar directamente (en nuestro caso,
a futuros casos que tienen que ser clasificados correctamente).

El concepto poblacién consiste en todos los objetos que queremos estudiar, y
no sb6lo en aquéllos cuyas caracteristicas hemos podido observar y recoger di-
rectamente. Por ejemplo, todos los clientes de la cadena Hyper-Gym, y no
s6lo los que hemos utilizado para construir el conjunto de entrenamiento; o
todos los clientes (morosos y no morosos) de un banco, y no s6lo aquéllos de
los cuales hemos utilizado sus datos para construir un modelo de clasificacion

que prediga quién podria ser moroso y quién, no.

Una muestra es un subconjunto elegido aleatoriamente a partir de una pobla-
cion de manera que sea representativo de ésta. Aqui, la dificultad es garantizar
que los datos de los casos seleccionados para formar la muestra (los clientes de
Hyper-Gym o los del banco) seran efectivamente representativos. Cada con-

junto de datos referido a cada caso también se denomina observacion.

Muestra de edades de los clientes de Hyper-Gym

25
87
34
19
36

Edades de los Muestra
clientes del club de edades
(poblacién)

Aqui tenéis una serie de conceptos propios de la estadistica descriptiva que nos
permitirdn hablar con mayor correccién de las propiedades de poblaciones y
muestras. En cualquier caso, no los damos de manera formal, sino sélo para

Podéis ver los casos de ejemplo

de los clientes de un banco y de la
cadena Hyper-Gym presentados al
médulo “El proceso de descubrimiento
de conocimiento a partir de datos”.
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tener un vocabulario de discusion. Para profundizar mas en el tema, tenéis que
consultar libros de estadistica especializados. Los conceptos basicos que nos
hacen falta son éstos:

1) Rango. Diferencia entre los valores minimo y méaximo de las observaciones
de la muestra.

2) Media muestral. Suma de todas las observaciones de la muestra dividida
por el nimero de observaciones realizadas. La media muestral (estimada a par-
tir de un conjunto de observaciones) se denota por X vy se calcula por una
muestra de n observaciones segin la férmula:

en la que x; es cada uno de los valores observados para la variable X. La media

poblacional se representa mediante la letra griega p.

3) Varianza muestral. Medida de la dispersion de los valores de la muestra
con respecto a la media. Se denota por sy, para una muestra de n observacio-

nes de una variable x;, se calcula segin la féormula:

2

D S
SRRTE PR

La varianza poblacional se representa con la letra griega o* y se calcula segiin
la férmula:

2
o =

Zl=

Y 2
> (xi—p)
i=1

4) Desviacion estandar. Raiz cuadrada de la varianza; podemos volver a apli-
car la misma division entre muestral y poblacional. El interés de la desviacion
estandar se encuentra relacionado con las propiedades de las distribuciones de

probabilidad que comentamos a continuacion.

5) Distribucion de probabilidad. Descripcién de como se dan los distintos
valores correspondientes a una poblacion. Basicamente, la distribucion nos
indica con qué frecuencia tedrica aparecen los valores de la poblacion. La
muestra se supone que ha sido extraida de una poblaciéon que sigue una dis-
tribucién determinada. Si la discrepancia entre las frecuencias observadas de
cada valor en la muestra con respecto a las tedricas de la poblacion es muy
fuerte, hay que considerar que (a) los valores no son representativos o (b) la
poblacion sigue, en realidad, una distribucion diferente.

Lecturas recomendada

Para profundizar en los
conceptos de estadistica
podéis leer la obra siguiente:
L. Lebart; A. Morineau; J.P.
Fenelon (1985). Tratamiento
estadistico de datos. Barcelona:
Marcombo.
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1.2. La distribucion normal

Las distribuciones se formalizan como funciones en las que el eje X representa
los valores y el eje Y, la frecuencia teorica de aparicion de cada valor (eviden-
temente, esto admite extensiones a mas de una dimensién). Se producen mu-
chos fendémenos en varios ambitos que siguen distribuciones parecidas. De
estos fendomenos se ha obtenido la caracterizacion funcional de las distintas
distribuciones. Las que nos interesan mas son la distribucién normal o dis-
tribucion gaussiana y la distribucion binomial. Haremos uso de éstas, asi
como una referencia mas detallada cuando la distribucién lo requiera. 0

Distribucion normal

15 90

La funcién de densidad de probabilidad de una distribucién normal para una
variable X presenta el aspecto siguiente (un poco escalofriante a primera vista

para quien haga tiempo que no se enfrenta con el analisis matematico):

_Xopy
fX)=—=e
J2no

donde = es el namero bien conocido por todos; o es la varianza de la poblacion;
p es su media poblacional y e, el nimero 2,718... En realidad, esta funcién no
proporciona la probabilidad de cada valor de X. De hecho, la probabilidad es
proporcional a la superficie que estd comprendida entre esta funcion y el eje
de las abscisas. La suma total de la region bajo la funcién situada entre los va-
lores minimo y maximo que puede tomar X es 1, y se puede calcular integran-
do la funcioén.

No podemos olvidar las caracteristicas que una funcion de este tipo da a la dis-
tribucion. 0

De entrada, tan s6lo a partir del aspecto grafico de la distribucion, y si cono-
cemos los valores de la media y la desviaciéon, podemos obtener una primera
aproximacion a la semejanza o diferencia entre dos poblaciones.
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Ejemplo de deduccién a partir de dos distribuciones normales

Aqui tenemos dos distribuciones con la misma media, pero con desviaciones diferentes:

Medias iguales, desviaciones diferentes

0
15 K 90

A continuaciéon vemos dos distribuciones de las cuales tendriamos la tentacién de decir
que pertenecen a poblaciones diferentes:

;Poblaciones diferentes? ()

8-
6_
44
2-
15 i n, 90

Esta Giltima grafica corresponde a la distribucion de edades entre los hombres y las muje-
res que son socios de nuestro club imaginario.

1.2.1. Propiedades de la distribuciéon normal

Lo primero que debemos tener en cuenta es la relacion existente entre la media
y la varianza poblacional. Si tenemos una poblacién en la que la edad presenta
una media de treinta afios y una desviacion estandar de seis afios, una persona
de veinticuatro afios se sitGla en una desviacion estandar de la media poblacio-
nal, y una persona de cuarenta y dos afios, en dos desviaciones estandar.

Para facilitar las comparaciones, se acostumbra a transformar las distribucio-
nes de manera que la media sea 0, y la desviacion tipica, 1. Bien, el citado pro-

ceso se realiza mediante el cambio de variable siguiente

= X=W)
(&)

donde x es un valor concreto de la variable X.
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Ahora debemos tener en cuenta la simetria de la distribucién normal. El punto
méximo corresponde justo a la media poblacional (n). La funcién decae tanto
hacia la izquierda como hacia la derecha. El primer punto de inflexion esté a
una distancia de una desviacién estandar de la media. 0

Los valores z tienen la peculiaridad de que permiten comparar medidas pare-
cidas que pueden proceder de poblaciones diferentes.

La importancia de esta forma de representar la distribucién normal se ve en cal-
cular la superficie situada bajo la funcién entre los puntos que se encuentran a
una desviacion estandar hacia la izquierda y a una desviacion estandar hacia a
la derecha: en esta zona se sitta el 68% de las observaciones; en dos desviaciones
estandar se retine el 90% de las observaciones. El intervalo normal deja a su de-
recha el 5% de los casos. Ya veremos qué utilidad tiene todo esto. 0

1.2.2. Estimacion de la probabilidad de un valor muestral

Las caracteristicas de la distribucién normal nos ayudaran a contestar pregun-
tas como la de si un determinado valor procede de la poblacién o no.

Intervalo de probabilidad 1 - o

El intervalo de probabilidad 1 — a es el que retine el 100 — a. por ciento de ob-
servaciones de la poblacion. Este intervalo permite evaluar hasta qué punto las
diferencias de valor con respecto a la media poblacional corresponden a varia-
ciones puramente aleatorias. El valor a asociado al intervalo de probabilidad
indica la probabilidad de que un valor no pertenezca en el intervalo.

Intervalo de confianza 1 - o

Si tenemos una muestra que procede de una poblacién desconocida, entonces
se puede definir un intervalo simétrico con respecto a una proporciéon obser-
vada de un valor determinado que tenga la probabilidad del 1 — o de contener
el valor desconocido de esta proporcion en la poblacion. También se acostum-
bra a definir con a = 0,05.

El intervalo de probabilidad presupone que la distribucién de la po-
blacién es conocida. Asi pues, indica en qué parte de la distribucion se
situarian ciertas proporciones de valores. El intervalo de confianza, sin
embargo, parte del conocimiento de una proporcion de apariciones de
un valor determinado dentro de una muestra de tamafio 7, y nos da un
intervalo que tiene una probabilidad elevada de contener la proporcion
verdadera. El primero permite resolver problemas de prediccion, y el se-
gundo, de estimacion.

Comparacion de medidas
de poblaciones diferentes

Nos dicen que una persona
procedente de un pais donde
se come mucha grasa tiene
un grado de colesterol al que
le corresponde un valor zde 1,
y que otra persona de un pais
donde la poblacién es mayori-
tariamente vegetariana tiene
un grado de colesterol al que
le corresponde un valor z de 3.
(Cual de ambas esta en mejo-
res condiciones?

Por ejemplo,...

... si hacemos una encuesta
entre la gente que accede a la
web de Hyper-Gym y alguien
nos contesta que tiene cien
aflos y es socio activo del gim-
nasio, ¢hasta qué punto tene-
mos que creérnoslo? ;Mas
que a una persona que afirme
que es socia activa y que tiene
veintiocho? ;Menos que a una
que afirme que tiene trece?
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Veremos que algunas de estas ideas se aplicaran a la hora de estimar la calidad
de los modelos obtenidos. 0

A partir del error estandar es posible calcular el intervalo de confianza. En efec-
to, si en una muestra de n observaciones se ha observado una proporcion p

para un valor determinado, entonces el error estindar se define como:

es = M

n

El intervalo de confianza del 95% para un valor p, se calcula multiplicando su
error estandar por dos (lo cual es una aproximacion, ya que el valor z que co-
rresponde a o = 0,05 es 1,96).

Pruebas de hipoétesis

A partir del concepto intervalo de probabilidad podemos empezar a contes-
tar preguntas interesantes. Podemos hacer hip6tesis y ver si quedan validadas.
En otras palabras, tenemos un primer mecanismo para justificar informaciéon
y generar conocimiento. Ya veremos como todo esto también tendra impor-
tancia en la evaluacion y validacion de modelos. 0

Pruebas de conformidad

Con relacién a las pruebas de conformidad, se trata de saber si los resultados
que se han observado en una muestra se avienen con la distribucién de pobla-
ciébn que suponemos.

Ejemplo de pruebas de conformidad

Hemos observado que entre diez socios de uno de los centros de Hyper-Gym, la propor-
cién de personas de treinta afios es del 33%, y queremos ver si ese dato se corresponde
con las caracteristicas globales de todos los centros. ;Qué diriamos si la proporcion gene-
ral fuera del 60%?

Podemos resolverlo comparando la proporcion observada con la tedrica. Los datos de las
edades de los socios son los siguientes:

Edades 30 | 34 |45 |30 |45 |30 |60 | 32 |45 | 43

Calculamos el valor z correspondiente:

[P — Pl
es

zZ =
En este caso tenemos:

es = 0—331'00'67 ~ /0,022 = 0,148

~10,60-0,33| _
z 0138 1,824

Podéis consultar los valores z que se encuentran en el material asociado para saber qué
indica este resultado. Fijaos en que el valor de z para un nivel de confianza del 5% es 0,46.

Podéis ver la estimacion de la

calidad de los modelos obtenidos

en el médulo “Evaluacién de modelos”
de esta asignatura.

0

Podéis consultar el médulo
“Evaluacion de modelos”.

o
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1.2.3. Comparacion de distribuciones (valores t)

Vale la pena tener en cuenta los parametros de una distribucién para poder ha-
cer comparaciones. Hay distribuciones con una dispersion muy alta y otras
con una distribucion muy baja; las primeras son mas “planas” que las segun-
das. Damos, pues, una primera aproximacion para saber si dos distribuciones

representan la misma poblacion o poblaciones diferentes.

;Poblaciones diferentes? (Il)

0
15 90

Introduciremos una serie de conceptos y el procedimiento existente para res-
ponder a este tipo de preguntas. Por ejemplo, si dos valores proceden de dis-
tribuciones diferentes, o si el rendimiento de un método de data mining es
significativamente mejor que el de otro. En otro médulo se vuelve a hacer re-
ferencia a este Gltimo punto (punto de gran importancia, por cierto). 0

Significacién o significancia

Supongamos que hemos extraido dos muestras de la misma poblacién y
apreciamos diferencias entre la frecuencia observada en un mismo valor de
cada muestra. Por ejemplo, en la muestra de clientes de Hyper-Gym extraemos
dos muestras de cien clientes cada una. En la primera muestra encontramos que
la edad es por término medio de treinta y cuatro afios, y en la segunda, de trein-
ta y ocho. ;Es ésta una casualidad o una diferencia significativa? Es decir, ;las
edades de una y otra muestra son lo suficientemente diferentes entre si?

En general, si la diferencia observada es superior a dos desviaciones ti-
picas y media, consideraremos que, en efecto, la diferencia es significa-
tiva porque a esta distancia de la media, bajo la curva de la distribucion
normal, no queda mas que un 5% de la poblacion.

Es decir, s6lo tenemos el 5% de posibilidades de encontrar una diferencia asi.
Estamos seguros de que las muestras proceden de dos poblaciones diferentes
con un nivel de confianza del 95%. Veremos otras medidas de significacion

cuando sea necesario. 0

Podéis ver al respecto el médulo 0
“Validaciéon de modelos” de esta
asignatura.
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Nos disponemos ahora a precisar un poco mas el aspecto de la significacion.
Supongamos que tenemos dos muestras que no sabemos si proceden de la mis-
ma poblacién o de poblaciones diferentes. Llamamos x;, ..., x,, a los valores de
la primera, e yy, ..., ¥, a los de la segunda. Sus medias respectivas son X e Y.
Queremos saber si X es significativamente diferente de Y.

Si el namero de observaciones es lo suficiente alto, las medias de un conjunto
de observaciones que suponemos independientes (es decir, que no tienen in-
fluencia entre si) siguen una distribucién normal.

Distribucion normal: medidas de significacion

15 -lo u 1o

Supongamos que la media de poblacion es p. Si conociéramos la varianza de
esta distribuciéon normal, podriamos obtener los limites de confianza de p.
Como no la tenemos, podemos estimarla a partir de la varianza muestral. Po-
demos calcular la varianza de la media X dividiendo la varianza muestral (s?,
en nuestra notacion) por el nimero de observaciones, n. Finalmente, pode-

mos intentar aproximar el valor z correspondiente:

X-u

«/sz/n

Este valor, no obstante, no sigue una distribucién normal, sino una distribu-
cion conocida como t de Student con n — 1 grados de libertad, que también
esta tabulada y podéis encontrar en el mismo material asociado.

El problema que nos planteamos ahora es el de probar si las dos medias son
iguales, que es lo mismo que ver si la diferencia entre medias, X - Y, es cero.

En este caso se define una variable nueva, m, que recoge las diferencias entre
los valores de las observaciones correspondientes, x; e y;. Ahora hay que en-
contrar el estadistico de Student que le corresponde:

m-0

A/sz/n

t =
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Consultamos las tablas de t con los correspondientes grados de libertad y un
valor de confianza del a%. Si el valor de t es mayor que el que aparece en la
tabla, entonces rechazaremos la hipoétesis nula (es decir, que las dos medias
son iguales).

Ejemplo de significacion a partir del estadistico de Student
Podemos comprobar con estos diecinueve valores para la edad de los hombres y dieci-

nueve valores para la edad de las mujeres, seleccionados entre los socios del mismo cen-
tro de Hyper-Gym, que la diferencia no es significativa.

Edad (D) Edad (H)
30 24
32 35
32 36
36 41
30 21
55 56
32 23
40 33
60 32
41 20
36 67
59 24
33 22
34 61
34 30
35 30
32 28
30 23
18 29

Encontraréis que el valor P(T <=t) es 0,8 y el valor correspondiente a la confianza del 5%,
2,09.

Como este valor esta por debajo, tenemos que aceptar que las medias de las dos edades
no son significativamente diferentes.

Independencia entre dos variables

Una propiedad interesante en lo que respecta a la relacion que hay entre dos
variables es la que determina si los valores que adopta una influyen en los que
adopta la otra. Si, efectivamente, tienen relacion, las variables seran en ese

caso dependientes.

Una manera de medir la dependencia o independencia entre las variables es
efectuando la prueba de chi cuadrado (x?). Mas adelante, al hablar de discre-
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tizacién, hacemos una descripcion mas detallada de esta prueba. También en-
contraréis las tablas necesarias en el material asociado correspondiente.

Otra forma de medir su dependencia consiste en calcular el grado de correla-
cion. Las variables que tienen una correlacion alta pueden interpretarse como
mas dependientes.

1.3. Otras distribuciones

No es cuestion ahora de entrar a discutir y explicar otras distribuciones y tam-
poco sus propiedades; en todo caso, y dependiendo de si lo necesitamos a lo
largo del texto, ya hablaremos de ello en el momento oportuno. SOlo anotare-
mos aqui que las propiedades que hemos mencionado hasta ahora hacen re-
ferencia a distribuciones definidas sobre una tnica variable (distribuciones
univariantes o monovariantes), mientras que en data mining los problemas

siempre tienen més de una variable. 0

En efecto, un conjunto de tuplas extraidas de una base de datos que tiene como
atributos X, ..., X,, puede considerarse una muestra extraida de una poblacion
definida sobre el mismo conjunto de variables X, ..., X,,. La probabilidad de ob-
servar una combinacion de valores concretos que corresponden a una de las ob-
servaciones de la base de datos P(X;=X,X,=X53,X3=X33,...,.X,=X,3) sigue una
distribucién multivariante, en la que cada una de las variables puede responder
a un mismo tipo de distribucién (por ejemplo, normal), aunque no necesaria-
mente con idénticos parametros.

Por ejemplo, los pardmetros que caracterizan una distribuciéon normal, media
y varianza de poblacién no tienen por qué ser los mismos para X; que para X;.
Asimismo, ni siquiera el tipo de distribucion que sigue X, tiene que ser el mis-
mo que el seguido por X;. Asi pues, X; puede seguir una distribuciéon unifor-
me, y X3, una distribucién normal. Llegado el momento oportuno ya veremos
hasta qué punto puede afectarnos todo esto en la formalizacién y caracteriza-
cién de los métodos de data mining. Por ahora basta con que tengamos presen-
tes los conceptos rudimentarios sobre estadistica que se han presentado hasta
el momento. 0

Podéis ver la prueba de chi
cuadrado en el subapartado 3.2
de este médulo didactico.

Por ejemplo, ...

... en el caso de nuestro gimna-
sio ficticio:

P (Sexo = ‘Mujer’, Edad = 43,
Horario = ‘Manana’, Afios

en el club = 4, Actl = 'Yoga’,
Act2 = 'Steps’)

Y sin tener en cuenta todos

los atributos.
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2. Terminologia de preparacion de datos:
tipos de atributos

Recordemos brevemente a continuacion los diversos tipos de atributos con
que se puede describir un dominio:

a) Numéricos. Adoptan valores en los reales, enteros o naturales (en general,

en un conjunto numérico que puede tomar infinitos valores).

b) Loégicos. Adoptan los valores ‘Verdadero’ o ‘Falso’, normalmente represen-
tados por O (‘Falso’) y 1 (‘Verdadero’).

c) Categoricos o discretos. Aquellos que toman valores en un conjunto fini-
to; por ejemplo {1, 2, 3} o {‘Bajo’, ‘Medio’, ‘Alto'}.

d) Ordenados. Mantienen una relacién de orden entre si. Por ejemplo, en
principio los colores no tienen ningan orden establecido; por lo tanto, si un
atributo toma los valores {'Rojo’, ‘Verde’, ‘Azul’}, no tenemos por qué conside-
rar que es un atributo con valores ordenados.

También podemos utilizar otros criterios: las dimensiones del rango de valores

y la escala de medida utilizada.
Ateniéndonos al rango de valores de la variable, podemos distinguir:

e Las variables continuas. Tienen un conjunto de valores infinito no nume-

rable. Caso tipico: los ntimeros reales.

e Las variables discretas. Adoptan valores en un conjunto finito o, como
maximo, infinito numerable. Ejemplo: los enteros.

e Las variables binarias. Variables discretas que s6lo pueden tomar dos va-
lores. Caso tipico: la representacién de los valores logicos ‘Verdadero’ y
‘Falso’ mediante los nimeros 1y 0.

Teniendo en cuenta la escala en que se miden las variables, podemos distin-

guir los tipos que mencionamos a continuacion:

e Las escalas nominales s6lo distinguen dos clases; es decir, para dos valores
X e Y, s6lo podemos decir si son iguales (X = Y) o diferentes (X # Y). Por
ejemplo, si tenemos un atributo que recoge el valor del color de una pieza
del almacén, en el que el atributo Color se ha definido sobre el conjunto
{‘Rojo’, ‘Verde’, ‘Azul’}.

Lectura complementaria

Encontraréis otros criterios
para describir dominios

en la obra siguiente:

M. Anderberg (1973).
“Cluster Analysis for
Applications”. Academic
Press.
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¢ Las escalas ordinales corresponden a los valores sobre los cuales puede de-
finirse una relacién de orden. Para dos valores X e Y, ademas de decir si son
iguales (X = Y) o diferentes (X # Y), podemos distinguir X > Y de X < Y. Nos

permiten, pues, ordenar valores cuando ello sea necesario.

¢ Una escala por intervalo asigna significados a la diferencia de valores. No
sOlo podemos decir que X > Y, sino también que X es X - Z unidades dife-

rente de Y. Ejemplo: las letras del alfabeto en la codificaciéon ASCII.

¢ Una escala de proporcidn (o escala de medida) es un intervalo en el que se
ha fijado un valor como origen (o cero). Ademas de poder decir que X > Y,
X <YoX=Y, podemos decir que X es X/Y veces mayor que Y. Ejemplo: la

temperatura en grados Celsius.

Combinando todas estas escalas, podemos definir las caracteristicas de practi-

camente cualquier tipo de atributo. 0

La raz6n por la cual los valores continuos son tratados por separado es que po-
demos considerar que pueden llegar a tener tantos valores diferentes que cada
uno de esos valores concretos aparece con una frecuencia muy baja. Este hecho
puede dar lugar a problemas de precision en algunos métodos que tienen que
hacer comparaciones entre valores, ya que dos valores de este tipo dificilmente
seran del todo iguales entre si. De ahi que se apliquen técnicas de suavizaciéon

de valores o discretizacion encaminadas a reducir el namero de valores por com-

parar. 0

Observaciones

Los atributos nominales (o atributos simbolicos) son atributos discretos cuyos
valores no siguen necesariamente un orden lineal. Como ya hemos sefialado,
un caso tipico es el de los colores. Una variable que represente el color podria
tomar los valores ‘Rojo’, ‘Verde’, ‘Azul’, ‘Amarillo’, ‘Negro’ y ‘Blanco’. A efec-
tos de representacién, quiza podriamos codificarlos con los nimeros enteros
del 1 al 6 {(‘Rojo’,1), (‘Verde’,2), (‘Azul’,3), (‘Amarillo’,4), (‘Negro’,5), (‘Blan-
co’,6)}. Pero atencion: aunque hay un orden entre los enteros que asegura que
1< 6, 0que 6 es auna distancia de 5 de 1, no tiene ningn sentido utilizar este
tipo de conceptos en este caso, porque carece de sentido decir que el negro es
mayor que el azul (si no es que, implicitamente, estamos hablando de sus pro-
piedades en términos de longitud de onda). Asi pues, habr4 que tener mucho
cuidado con este tipo de codificaciones, ya que a la hora de hacer comparacio-
nes o reducir valores, podemos introducir una interpretacion absolutamente
absurda y distorsionar muchisimo tanto el proceso de preparacién de datos

como los resultados posteriores que se puedan obtener. 0

Podéis consultar las técnicas de
discretizacién en el subapartado 3.2
de este médulo didactico.
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3. Operaciones de preparacion de datos

En este apartado describiremos las principales operaciones utilizadas en la pre-
paracion de datos, y las dividiremos en dos grandes grupos: la transformaciéon
de valores y la reduccion del nimero de atributos que hay que considerar.

3.1. Transformacion de valores

Por transformacion de valores entendemos modificaciones dentro del
tipo de valores que pueden adoptar todos o algunos de los atributos.

Las operaciones mas habituales son la normalizacion y la discretizacién de da-
tos. Comentaremos brevemente la problemaética que surge cuando nos faltan
los valores de uno o mas atributos de algunas observaciones.

3.1.1. Normalizacion de datos

La normalizacion consiste en situar los datos sobre una escala de valo-
res equivalentes que permita la comparaciéon de atributos que toman
valores en dominios o rangos diferentes.

Ejemplo de normalizacion de datos

Se puede normalizar de manera que los valores numéricos queden dentro del intervalo
real (0, 1) o (-1, 1).

Por ejemplo, si nos encontramos con que el atributo Edad de nuestro ejemplo del gimna-
sio oscila entre dieciocho y ochenta y siete afios, podemos hacer que vaya a parar a los
valores (0, 1). Si el atributo Afios en el club (que oscila entre 0y 14) también se transforma
de manera que dé valores entre O y 1, entonces podamos saber que un valor 0,8 en Edad
y un valor 0,8 en Afios en el club, aunque no corresponden al mismo valor, si que repre-
sentan valores en la escala alta de los atributos respectivos.

La normalizacion es atil, o necesaria, para varios métodos de construccion de
modelos, como, por ejemplo, las redes neuronales o algunos métodos basados
en distancias, como el de los vecinos mds proximos. En efecto, si no hay nor-
malizacion previa, los mencionados métodos tienden a quedar sesgados por la
influencia de los atributos con valores mas altos, hecho que distorsiona el

resultado.

Comentamos a continuacion algunas de las técnicas de normalizacion habi-
tuales.
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Normalizacién por el maximo

La normalizacion por el maximo consiste en encontrar el valor maxi-

mo, X,,,,, del atributo por normalizar X y dividir el resto de los valores

max’

por x5

Con este tipo de normalizacién nos aseguramos que el méaximo recibe el valor 1.

Ejemplo de normalizacién por el maximo

Si tenemos este conjunto de valores para el atributo Renta:

53.000.000 15.400.890 7.978.999 3.500.000 12.780.000

Entonces x,,,, es 53.000.000 y los valores, una vez transformados, quedan asi:

max

1 0,29 0,15 0,07 0,24

Normalizacion por la diferencia

La normalizacion por la diferencia trata de compensar el efecto de la
distancia del valor que tratamos con respecto al maximo de los valores

observados.

La normalizacion por la diferencia consiste en realizar la transformacion si-

guiente:

— |xi - Xmin'

|Xmax - xmin|

Ejemplo de normalizacion por la diferencia

Si tenemos al conjunto de valores siguientes para el atributo Renta:

53.000.000 15.400.890 7.978.999 3.500.000 12.780.000

Entonces x,,,, es 53.000.000 y x,,;, es 3.500.000. Los valores una vez transformados que-
dan como se sigue:

1 0,24 0,15 0 0,18

De esta manera, siempre se generan los valores Oy 1.
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Escalado decimal

El escalado decimal permite reducir en un cierto niimero de potencias

de diez el valor de un atributo.

Esta transformacion resulta especialmente til al tratar con valores elevados

(por ejemplo, rentas o volimenes de negocio).

Supongamos un atributo X que muestra un valor X;. Aqui tenemos la expre-
sién para llevar a cabo su escalado decimal:

donde j tiene que ser tal que mantenga el méximo valor que puede adoptar x;
por debajo de uno.

Ejemplo de escalado decimal

Siguiendo con el mismo conjunto de valores para la variable Renta:

53.000.000 15.400.890 7.978.999 3.500.000 12.780.000

queremos que los valores queden normalizados entre O y 1. Entonces tenemos que el va-
lor méaximo es 53.000.000. Tenemos que encontrar el valor de j que haga que, una vez
transformado, 53.000.000 sea inferior y lo mas cercano posible a 1. Este valor de j es 8.
El resultado de hacer la transformacion:

es el que vemos a continuacién:

0,53 0,15 0,08 0,04 0,13

Normalizaciéon basada en la desviacion estandar: estandarizacion
de valores

Los métodos anteriores no tienen en cuenta la distribucién de los valores exis-

tentes.

El método de estandarizacion de valores asegura que se obtienen va-
lores dentro del rango elegido que tienen como propiedad que su media

es el cero y su desviacion estandar vale uno.
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La estandarizacion consiste en hacer la transformacion siguiente sobre los va-
lores de los atributos:

Esta normalizacion resulta adecuada para trabajar después con métodos que
utilizan distancias. 0

Ejemplo de estandarizacion de valores

Tenemos este conjunto de valores para el atributo Edad de la columna de la izquierda,
donde, como podemos comprobar, la media es 37,3 y la desviacion estdndar, 19,11. En-
tonces, los resultados que obtenemos de la estandarizacién son los que vemos en la co-
lumna de la derecha:

Edad Estandarizacion
22 -0,8006279
43 0,2982732
31 -0,3296703
22 -0,8006279
34 -0,1726845
22 -0,8006279
45 0,4029304
43 0,2982732
23 -0,7482993
88 2,6530615

3.2. Discretizacion

Recordemos que una buena parte de los métodos de data mining trabajan con
la suposicion de que los atributos con que se describen las instancias u obser-
vaciones existentes en la base de datos de la cual se parte son categ6ricos y no
numéricos. Por este motivo, esta es una de las técnicas mas utilizadas en la pre-
paraciéon de datos. 0

La discretizacion consiste basicamente en establecer un criterio por
medio del cual se puedan dividir los valores de un atributo en dos o mas
conjuntos disjuntos.

Aunque no es éste el anico motivo existente para discretizar datos. Citamos
éstos otros:

a) Coste computacional. Teniendo en cuenta que el conjunto de valores so-
bre el cual se trabajara después de discretizar implica una reducciéon de los va-

Lectura complementaria

Con relacion a la velocidad
en el proceso de aprendizaje
podéis consultar la obra
siguiente:

J. Catlett (1991). “On
Changing Continuous
Atributes into Ordered
Discrete Atributes”. En: Y.
Kodratoff (ed.). Proceedings of
the European Working Session on
Learning: Machine Learning
(pag. 164-178). Springer
Verlag.
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lores por tratar, el namero de comparaciones y calculos que tendra que realizar
el correspondiente método de data mining es menor.

b) Velocidad en el proceso de aprendizaje. Se ha demostrado empiricamente
que el tiempo necesario para llevar a cabo un proceso de entrenamiento de un
método de data mining es mas corto si se hace uso de datos discretizados.

c¢) Almacenamiento. En general, los valores discretos necesitan menos memo-

ria para ser almacenados.

d) Tamarfo del modelo resultante. Cuando se trabaja con datos continuos, los
modelos clasificatorios que se obtienen son comparativamente mayores. Por
ejemplo, los arboles de decision que se obtienen acostumbran a tener un fac-
tor de ramificacién mas alto cuando se trabaja con datos continuos que cuan-

do se trabaja con datos discretos.

e) Comprension. La comprension de algunos modelos mejora en gran medi-
da al describir el elemento utilizando menos términos.

Evidentemente, todo método de discretizacion esta obligado a mantener o me-
jorar las caracteristicas del modelo a cuya construccion sirve. Por ejemplo, si in-
troducimos un proceso de clasificacion y obtenemos tasas de error mas altas o
de prediccion mas bajas que sin discretizar, poco hemos ganado. Por lo tanto,
lo que buscan la mayoria de los métodos de discretizacion es mantener la infor-
macion asociada al atributo que se discretiza. Un inconveniente que normal-
mente se cita al hablar de métodos de discretizacion es precisamente la pérdida
de informacion sobre los valores continuos. Este tipo de efectos puede tener

una influencia notable en la precision de los métodos de aprendizaje.

Los métodos de discretizacion se pueden dividir en varias categorias:

e Supervisados o no supervisados. Es decir, métodos que tienen en cuenta
los valores del atributo clase o no (los primeros dirigidos a clasificacion; los
segundos, a otras tareas).

e Locales o globales. Métodos limitados a un atributo cada vez, o a un sub-
conjunto de los datos originales o conjunto de datos, o bien actuando so-
bre todos los atributos y todos los datos.

e Parametrizados y no parametrizados. Los primeros empiezan conocien-
do el nimero maximo de intervalos que hay que generar para un atributo
especifico, mientras que los demds tienen que encontrar este namero au-

tomaticamente.

El nmero de conjuntos al cual se quiere llegar depende de la aplicacién y el
dominio concretos en que se trabaje. Segtn el tipo de resultado que deseamos,

Un ejemplo tipico de
pérdida de informacion...

... en el proceso de discretiza-
cién es que los dos nlimeros
situados en los extremos

del intervalo de discretizacién

ro. Este efecto influye en la
precision de los modelos
de aprendizaje.

se consideran el mismo ndme-

Lectura complementaria

Encontraréis mas
informacion con relacién

a las diversas categorias de
los métodos de discretizacion
en la obra siguiente:

J. Dougherty; R. Kohavi;

M. Sahami (1995).
“Supervised and Unsupervised
Discretizations of Continuous
Features”. Proceedings of the
12th International Conference
on Machine Learning

(pag. 194-202). Morgan
Kaufmann Publishers.
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estas dos discretizaciones pueden ser igualmente ttiles o no. En ambos casos
utilizamos el atributo Afios en el club que toma valores entre O y 16:

Afios en el club Conjunto
0-2 Inicial
2-4 Estable
4-6 Fiel
6-11 Senior
11-16 Veterano
O bien este otro:
Afios en el club Conjunto
0-4 Estable
<5 Fiel

Esté claro que los métodos existentes para discretizar dependen en gran medi-
da de la tarea que se quiere realizar. Por tanto, la calidad del método estard en
funciéon de la mejora de la calidad del modelo que resulte de aplicar una téc-
nica de data mining sobre el conjunto de datos discretizados.

En clasificacion podemos utilizar la informacion con respecto a cudl es la variable
de clase para mejorar el resultado de la discretizacion; en agregacion el criterio es
diferente. Los métodos para discretizar variables en un caso u otro tendrian que
ser diferentes, ya que las tareas son diferentes. Aun asi, se han desarrollado varias
formas de discretizar que no tienen en cuenta el tipo de aplicacion final que ten-
dran y que, por tanto, han de recurrir a otros criterios para tener una base en la

que asegurar que el resultado no serd peor que sin discretizar.

El objetivo de todos estos métodos, repetimos, es obtener una division en inter-
valos a partir de un atributo numeérico continuo, de manera que a cada intervalo

se le pueda asociar una etiqueta (categoria). 0

Haremos una descripcion progresiva de los métodos desde los que parecen

mas naturales y sencillos hasta otros mas refinados.

3.2.1. Métodos no supervisados

En los métodos no supervisados no tenemos ninguna informaciéon acer-
ca de la tarea que tiene que cumplir el modelo que se construird a partir
de los datos discretizados. En consecuencia, s6lo utilizamos la informa-

cion procedente de las observaciones.
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Una buena referencia para este subapartado es la lectura recomendada al mar-
gen (Martin, 1999), que resume e implementa una buena parte de los métodos
siguientes con una descripcion de los resultados experimentales obtenidos
con varios conjuntos de datos de referencia. Hemos adaptado algunos de los
algoritmos que se proponen en esa obra, pero recoge todavia mds bastante in-
teresantes (Valdés, 1997).

Métodos de particidon en intervalos de la misma amplitud

El método de particion en intervalos de igual amplitud es el método mas sen-
cillo que consiste en el algoritmo siguiente.

Dado un atributo X numérico con valor minimo x,,;, y maximo x,,,,, se siguen

los pasos siguientes:

1) Fijar un ntmero k de intervalos que hay que alcanzar.

2) Dividir el rango de valores (X,,i,,, Xnay) €0 kK intervalos {(X;,in X1max)s s

(Xkmins Xkmax) tales que Xg i = Xpin ¥ Xgmax = Xpmax-

Se trata de hacer que la distancia entre el maximo y el minimo de cada inter-
valo sea la misma: (X,,;,, — X,a)/K-

Ejemplo de particion en intervalos de igual amplitud

Aqui tenéis los intervalos que se obtienen con k = 4 y el atributo Afios en el club de la base
de datos de Hyper-Gym.

Tenemos Afios en el club,,;, = 0y Afios en el club,,,, = 16. Entonces:

Intervalos

0-4

Como todo método demasiado facil, el método de particion en intervalos de
igual amplitud tiene sus inconvenientes:

a) Da la misma importancia a todos los valores, independientemente de su

frecuencia de aparicion.

Por ejemplo, si resulta que s6lo tenemos un socio que hace dieciséis afios que
estd en el club, tendriamos que pensar que dieciséis no se puede considerar un
valor representativo y que, si lo mantenemos, haremos que tanto la capacidad
predictiva como descriptiva de este atributo queden alteradas por la importan-
cia exagerada que damos a un valor poco normal.

Lectura recomendada

Podéis consultar los métodos
no supervisados en las obras
siguientes:

J.R. Martin (1999).
Discretitzacié de variables
continues i la seva aplicacio.
Proyecto de Final de Carrera,
Ingenieria Informatica.
Departamento de Lenguajes
y Sistemas Informaticos.
Barcelona: Facultad de
Informatica de Barcelona,
Universidad Politécnica

de Catalufia.

JJ. Valdés (1997). “Fuzzy
Clustering and
Multidimensional Signal
Processing in Enviromental
Studies”. Proceedings of the 5
European Congress on
Intelligent Techniques and Soft
Computing. Aache (Alemania).
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b) En caso de que queramos utilizar el método como punto de partida de clasifi-
cacién, podemos encontrarnos con que se mezclen dentro de un mismo intervalo
valores que corresponden a clases diferentes, intervalos poco homogéneos.

Los métodos que, como los arboles de decisidn, se basan en la propiedad que
acabamos de mencionar para decidir cudndo un atributo es til para separar

el conjunto de datos en clases pueden quedar afectados por el uso de este mé- Podéis ver los arboles de decisin

en el médulo “Clasificacion: arbol
de decisi6on” de esta asignatura.

todo de discretizacion.

¢) Con este método no hay manera de encontrar un valor de k que sea lo su-
ficientemente bueno.

Obtencion de intervalos de discretizacion de igual frecuencia

Uno de los problemas que hemos citado al comentar el método anterior es que
puede generar intervalos en los que las distintas clases o valores se distribuyan
con frecuencias diferentes. Por este motivo se puede introducir informacién
sobre la frecuencia requerida de la manera siguiente:

¢ Indicando el namero de intervalos que hay que obtener.

¢ Indicando la frecuencia que se desea obtener para los intervalos:

Numero de valores

Frecuencia = — -
Numero de intervalos

El procedimiento consiste en el algoritmo que tenemos a continuacién. Dado
un vector A que guarda los n valores del atributo que se quiere considerar, X,

es necesario seguir los pasos siguientes:

1) Ordenar los valores del atributo X que se quiere considerar de menor a ma-

YOI Xy, ooy X ppe

2) Fijar un namero de intervalos k.

3) Calcular el valor de la frecuencia por intervalo frec = n/k.

4) Ejecutar el bucle siguiente:

Total :=0
Para Intervalo;= 1 hasta k hacer
Para x; = 1 hasta frec hacer
Para punto = 1 hasta frec hacer
Asignar A (Total + punto) a Intervalo;
fpor
Total := Total + frec
fpor
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El método es sencillo de aplicar, pero depende criticamente de la suposicion
de que se da una distribucién uniforme de los valores del atributo por discre-
tizar. Como el criterio es mantener la misma frecuencia dentro del mismo in-
tervalo, valores muy dispares pueden ir a parar al mismo intervalo.

Ejemplo de obtencion de intervalos de discretizacion de igual frecuencia

Aqui tenemos un conjunto de valores para el atributo Edad:

5522|2740 | 28 | 22|28 |31 |27 |31 |31 |55

Los ordenamos de menor a mayor:

22 | 22 |27 |27 |28 28|31 |31 |31 |40 | 55|55

Y guardamos su informacién de frecuencia:

Valor 22 27 28 31 40 55

Frec. 2 2 2 3 1 2

Haremos una discretizacién en tres intervalos (k = 3); por lo tanto, la frecuencia por in-
tervalo tendria que ser n/k (donde n indica los valores existentes, en este caso 12). Asi
pues, la frecuencia deseable por intervalo es 4.

22 22 27 27 28 28 31 31 31 40 55 55

Los puntos de corte se encuentran en < 27 y < 31. Como podéis ver, los intervalos no son
demasiado uniformes.

Suposicion de normalidad (uso de estimador)

Cuando se estd en condiciones de suponer que la distribucién que siguen los
valores del atributo es normal, se puede aprovechar este punto de partida para
obtener discretizaciones que mejoren algunos de los problemas que presentan
los métodos anteriores.

Recordemos que la funcién de densidad de probabilidad propia de la distribu-
ciéon normal es:

e’

1 262
X) =
Ry

Si el atributo que queremos discretizar proviene de una distribucion normal,

entonces para cada intervalo que podamos introducir se tiene que cumplir que
en el intervalo i-€simo (X;,,;,,, Xi;may) 1@ proporcién de observaciones de la clase
i-ésima es igual al area que hay bajo la funcion de densidad entre los puntos

limite de cada intervalo.

La proporcion de la poblacion que se sittia entre ambos extremos es P(x;,,,,, < X <
< Ximin) = FXimax) = F(Ximin), donde F(x) da el valor de densidad de probabili-

Lectura recomendada

Encontraréis la suposicion
de normalidad explicada
con mas detalle en la obra
siguiente:

M. Anderberg (1973).
“Cluster Analysis for
Applications”. Academic
Press.
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dad correspondiente al punto X una vez hemos efectuado la transformacion
((x — p)/o), que nos permite establecer la comparacién con la distribucién nor-
mal por término medio O y la desviacion estandar 1.

Comprobaremos si la proporcion de valores que aparecen en cada intervalo se
aviene con la hipotesis de normalidad. El procedimiento es el que explicamos
a continuacion. Dado un vector A con los valores, el algoritmo efectta los pa-

sOs siguientes:
1) Ordenar los valores del atributo x presente en los datos x;, ..., x,,.
2) Fijar el ntmero de intervalos k.

3) Fijar los valores z minimos y maximos de cada intervalo de aceptacion: z;,,;,

Y Zimax-
4) Calcular el rango: 1z;,,;, — Ziynay!-
5) Calcular el rango de cada intervalo: 1z;,,;, — Z;,,.//k.

6) Para cada valor extremo calculamos la cantidad P; (proporcion de datos)
que le corresponde.

7) Mientras que la proporcion de valores que se han leido hasta ahora sea me-
nor que P;, ponemos el valor leido A(i) dentro del Intervalo;.

El primer intervalo tendra » - F(x;,) observaciones si el nimero total de obser-
vaciones en la base de datos es n. El segundo intervalo tendra n - F(x,,), y asi

sucesivamente.

En principio, el método ofrece resultados més que aceptables cuando la distri-
bucién que siguen los datos puede considerarse normal. A veces es til utilizar
el valor maximo observado en la muestra como posible punto de corte del ul-
timo intervalo. Sin embargo, también puede ocurrir que sea un valor extremo
o bien que sea un valor inferior al que le corresponderia en la muestra
distribucional. 0

El método puede hacerse mas sencillo si se evita pedir al usuario los valores z

y, en cambio, se calculan a partir de los datos.
Meétodo k-means

Volveremos a encontrar la idea del método k-means en otro contexto, cuando
hablemos de métodos de agregacién. De hecho, puede considerarse que una
manera de afrontar el problema de la discretizaciéon o reducciéon de valores
para una variable consiste en repartir los valores entre los distintos intervalos

Podéis ver la estandarizacién de
valores en el subapartado 3.1.1
de este médulo didéctico.

Y
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de manera que, dados k intervalos, se minimice la distancia entre cada valor y

el valor medio de su intervalo correspondiente. En el fondo, lo que se hace es

. . . Encontraréis el método
generar varios grupos e ir fusionando los grupos (conglomerados o clusters) k- means explicado en la obra
mas proximos. 0 S

J.I. Hartigan; M.R. Wong
(1979). “A k-means
Clustering Algorithm”,
ALGORITHM AS 136. Applied

cion. Hay varias; aqui s6lo adelantaremos una de las mas utilizadas en este Statistics (vol. 28, ntm. 1).

Trataremos de las funciones de distancia al hablar de los métodos de agrega-

contexto: la distancia euclidea.

La distancia euclidea entre dos valores x; y x, se calcula mediante la férmula

siguiente:
Dist(x,, X5) = |3 (%1~ X5)°

El método de k-means consiste en comparar cada valor x; con el valor
medio de los dos intervalos adyacentes: Intervalo; que es el que ocupa

en un momento dado, y el siguiente, Intervalo;, ;:

e Siladistancia al valor medio de su intervalo x; es menor que con res-

pecto al siguiente X;, ;, el valor permanece en su intervalo.

e En caso contrario, se pasa al intervalo siguiente.

En el caso de la distancia euclidea, la férmula de calculo de la distancia es:

Dist(x,, X;) = m

A partir de esta distancia y de la particion en intervalos que hay en un momen-
to dado, podemos ver que las particiones totales existentes son homogéneas.
Una manera de calcular esto es ver cual es el error medio que se comete con la
asignacion actual de valores a intervalos. Se calcula, a tal efecto, la distancia
media de los valores de cada intervalo a sus “centros” (o medianas) correspon-
dientes, y se extrae la media aritmética para la actual configuracién de inter-
valos. Para un conjunto de valores X y un conjunto de particiones k con
medias de intervalo X, ...,X,, se tiene la expresion del error siguiente:

. 1
Error,1y./(configuracion) = X

donde i, es el namero de valores que tiene el intervalo i en la configuraciéon

actual.

Si en la iteracion siguiente el error de la configuracion aumenta, eso sera una
indicacién de que introducimos intervalos todavia més desordenados que los
que teniamos en el paso anterior. En tal caso, el algoritmo se detiene.
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El algoritmo de discretizacion para k-means funciona de la manera que expli-
camos a continuacion. Si tenemos un vector A con los valores x4, ..., x,,, se efec-

than los pasos siguientes:

1) Ordenar los valores del atributo X presente en los datos xq, ..., x,,.

2) Fijar el namero de intervalos k y el nimero de valores diferentes n.

3) Ejecutar el bucle siguiente:

Para cada Intervalo; hacer

Asignar a Intervalo; los n/k valores siguientes
Fpor {esto genera la Configuracion,}
Calcular Error,,,(Configuracion;)

Repetir

4) Guardar la configuracion actual en Configuraciones;:

Error . orio(Configuraciones;) = Error ., .(Configuraciones;)

5) Asignar los valores en cada intervalo:

Para cada valor x de Intervalo; hacer
Si Dist(x;, X;) > Dist(x;, X;_, ) entonces asignar valor x; a Intervalo, , fsi
Si Dist(x;, X;) > Dist(x;, X; ., ) entonces asignar valor x; a Intervalo,,, fsi
Fpor {Aqui se ha generado una nueva configuracion, Configuraciones,, )}
Calcular Error ., (Configuraciones;, ;)

Hasta que Error,,,,(Configuraciones;) > Error ;... Configuraciones;, ;)

Ejemplo de método de discretizacion por k-means

Podemos ver un ejemplo de un conjunto de edades:

22 | 22 | 22 | 27 |27 |28 |31 |31 31 | 40 | 55 | 55

El namero de valores diferentes es n = 6. Supongamos que queremos obtener una parti-
cién con k = 3 intervalos. Entonces los intervalos iniciales estan formados por n/k ele-
mentos (6/3 = 2) y son:

Intervalo 1 Intervalo 2 Intervalo 3 Intervalo 4 Intervalo 5 Intervalo 6

22 22 22 27 27 28 31 31 31 40 55 55
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Sus medianas y errores son éstas:

Intervalo Media (eg‘i;:adnecli?nrtne?'siaallo)
1 22 0
2 24,5 1,666
3 27,5 0,333
4 31 0
5 35,5 3
6 55 0

El error medio de esta configuracion es 1,666. La nueva configuracion es:

Intervalo 1 Intervalo 2 Intervalo 3 Intervalo 4

22 22 22 27 27 28 31 31 31 40 55 55

Y las medias y distancias correspondientes son las siguientes:

intervalo Media (elr)ri;:a;ecli?nr::':/j;alo)
1 22 0
2 27,333 0,444
3 33,25 4,5
4 55 0

Podemos ver facilmente que la configuracion final obtenida es:

Intervalo 1 Intervalo 2 Intervalo 3

22 22 22 27 27 28 31 31 31 40 55 55

Otras variantes del método uniformizarian todavia mas el resultado asignando a cada in-
tervalo el valor mayoritario.

3.2.2. Métodos supervisados

Los métodos que hemos discutido hasta ahora no se dirigian a ninguna tarea Podéis ver los arboles de decisién 0
en el mddulo “Clasificacion: arbol ‘

concreta, podriamos utilizarlos tanto para clasificacién como para agregacion, | 9¢decsion” dela presente asignatura.

Ahora bien, en el caso de la clasificacion nos interesa asegurar que dentro de
cada intervalo generado los valores de las distintas clases que pueden existir se
distribuyen lo mas uniformemente posible. Esta es una problematica que vol-
vemos encontrar en otro nivel al hablar de arboles de decision. Algunas de las
soluciones que se han aportado son comunes al problema de la discretizacion

y a algunos pasos de la construccion de arboles de decision. 0
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Método chi merge

Una buena discretizacion de datos tendria que mostrar la propiedad consisten-
te en que dentro de cada intervalo apareciesen representadas todas las clases
de forma parecida, y muy diferente respecto de otros intervalos. En términos
de frecuencias, eso querria decir que dentro de un intervalo habria que esperar
a que la frecuencia de aparicion de valores de cada clase fuera parecida, y muy
diferente de la de otros intervalos. Si la primera condicion no se cumple, quie-
re decir que tenemos un intervalo demasiado heterogéneo y que seria preciso
subdividirlo. Si no se cumple la segunda, entonces quiere decir que el interva-
lo es muy parecido a algiin otro intervalo adyacente, de manera que, en tal ca-
so, seria necesario unirlos. Una manera de medir estas propiedades es
recurriendo al estadistico 32 para averiguar si las frecuencias correspondientes
a dos intervalos son significativamente diferentes (y, por lo tanto, ya es correc-
to que los intervalos estén separados), o bien que no lo son y hay que unirlos.

Recordemos que el estadistico se calcula mediante la siguiente expresion:

n K

2
gy y NuEy

E..
i=1j=1 v

donde:

e nes el namero de intervalos que hay que comparar entre si; para simplifi-
car, haremos n = 2.

* kes el namero de clases que hay.

* Nj es el numero de valores de la clase j presente en el intervalo i.

En este método resulta critico situar el nivel de significacion de x> bastante
adecuado para evitar situaciones no deseadas. Por ejemplo, si el valor es dema-
siado alto, obligaremos a efectuar muchas uniones de intervalos consecutivos;
por el contrario, un valor creara bajo un niimero elevado de intervalos de poca

amplitud.

La idea es fusionar intervalos hasta que cada intervalo muestre un nivel de y2
adecuado. De manera alternativa, se puede prefijar un nimero minimo o

maximo de intervalos por construir.

El algoritmo chi merge consta de los pasos siguientes:

1) Ordenar los valores del atributo x4, ..., x,,.

2) Fijar el valor de significacion de y?, s.

Lectura recomendada

Podéis consultar el método
chi merge en la obra
siguiente:

R. Kerber (1992). “Chimerge:
Discretization of Numeric
Attributes”. Proceedings

of the 10™ National Conference
on Artificial Intelligence

(pag. 123-127).
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3) Fijar los n grados de libertad para la distribucion de y% n = k — 1, donde k
es el namero de clases.

4) Obtener una primera discretizacion en la que cada valor es su propio inter-

valo: Intervalo,, ..., Intervalo,,.

5) Repetir los pasos siguientes hasta que para todo par Intervalo;, Intervalo; ad-
yacentes significacion(Intervalo;) > s * significacion(j) > s:

a) Calcular y?para cada par de intervalos adyacentes Intervalo,, Intervalo.
b) Encontrar el par de intervalos con %2 menor Intervalo,,,;,, Intervalo,,,,,.

c) Fusionar los intervalos.

Este método posee la ventaja de utilizar un estadistico que no depende del
numero de clases o ejemplos. En general, se comporta correctamente sin in-
troducir puntos de corte que no separen intervalos buenos, en este caso sin
proponer puntos de corte intermedios.

El problema es que exige conocer el atributo de clase. También es un algoritmo
demasiado local: s6lo considera los intervalos adyacentes dos a dos. 0

Métodos basados en medidas de entropia

Este método parte de la misma idea que hay tras los algoritmos de construc-
cioén de arboles de decision basados en medidas de informacién. En efecto, en
el caso de los arboles se trataba de encontrar particiones del conjunto original
de datos que fueran internamente tan homogéneas como se pudiera, y con
respecto al resto de las particiones, tan diferentes como fuera posible. Estas son
las mismas caracteristicas de los intervalos de una buena discretizacién. ;Co6-

mo podemos aprovecharlo?

En el caso de los arboles de decision que trabajan sobre variables continuas
para crear un nodo de decision sobre un atributo determinado, el objetivo es
encontrar aquel valor del atributo que permite alcanzar una mejor separacion
de los datos. De esta manera se establece un limite o umbral. Las observaciones
que para el atributo considerado presentan un valor menor en el umbral se

asignan al subarbol izquierdo, y las demas, al derecho.
La idea general del método es la siguiente:

1) Ordenar los valores del atributo continuo X; que se esté considerando:

X1y eeer Xppe
2) Crear el conjunto de puntos de corte candidatos:

a) Considerar como umbral posible el punto medio, x,,,4, entre dos valores
consecutivos de Xt x,,,.4i, = (X; + Xj,1)/2:

Candidatos = {Xmedim ooy X(1+m)/2}.

Lectura recomendada

Podéis consultar los métodos
basados en medidas de
entropia en la obra siguiente:

U.M. Fayyad; K.B. Irani
(1993). “Multi-interval
Discretization of Continous
Valued Attributes for
Classification Learning”.
Proceedings of the 13"
International Joint Conference
on Artificial Intelligence

(pag. 1022-1027).
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3) Para cada x; € candidatos, ejecutar los pasos siguientes:

a) Establecer C;; = {observaciones C; de la base de datos tales que el valor de
X < x}.

b) Establecer Cj, = {observaciones C; de la base de datos tales que el valor de
X; 2> x}.

c) Calcular E, = Entropia(C;,).
d) Calcular E, = Entropia(C;,).

4) Elegir x;, tal que Entropia(C;; u C;,) sea minima.

Podemos utilizar aqui los conceptos de entropia y entropia asociada en una Podéis ver los conceptos de entropfa
y entropia asociada en el subapartado

particiéon que también mencionamos al hablar de arboles de decisién de forma 2.1 del médulo “Clasfficacion: rboles
de decisién de esta asignatura.

similar a como hemos definido la entropia de clase al discutir los arboles de

decision. 0

En efecto, supongamos que hemos elegido un valor de corte x;. Si tenemos un
conjunto inicial de valores del atributo X, el punto de corte divide este con-
junto de valores en dos: los que son inferiores a x; (Qque denotamos por X;) y
los que son superiores a x, (Qque denotamos por X,). Suponiendo que hay k cla-
ses, Cy, ..., C, y que la proporcién de valores de X que corresponden a la clase C;
sea P(X, C)), entonces la entropia de la clase C; para un conjunto de valores X;
es la siguiente:

K
I(X;) == P(C;, X)log,P(C;, X))

i=1

Si definimos X como el conjunto de valores del atributo correspondiente, X;,
como el conjunto de valores inferiores al punto de corte y X,, como el conjun-
to de valores superiores, la entropia de clase debida a la eleccion de un punto
de corte x; es:

X X
I(X, x,) = %I(Xl) + %I(Xz)

Hay dos posibilidades. Veamoslas:

¢ Dividir los valores del atributo X en un solo punto de corte que haga que

la entropia de las particiones sea minima.

e Dividir el conjunto de valores por el punto de corte que tenga la entropia
minima (a menos que todos los valores del conjunto sean iguales o corres-
pondan a la misma clase).
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Es necesario que aclaremos el criterio que se utiliza para definir el final de este
proceso de particidén repetida sobre el punto de entropia minima. Tenemos
que detenernos en el momento en que tengamos intervalos bastante homogé-
neos. ;COmo caracterizamos ese momento?

Un criterio muy ttil y que da buenos resultados para saber en qué momento
hay que detener el proceso de particion es el de minimizacién de la longitud
de la descripcion. Este concepto muy general puede resumirse diciendo que el
mejor modelo (M) es, dado un conjunto de datos (D) aquel que minimiza el
tamario del modelo (es decir, el que nos da el modelo més compacto) y, simul-
tdneamente, también requiere el minimo de informacion (datos) para cons-
truirlo. Esta intuicion se formaliza teniendo en cuenta que ambas cosas, el
modelo y los datos, pueden codificarse mediante bits (unidades de informa-
cién). Por lo tanto, ante un modelo y unos datos, se trata de minimizar la lon-

gitud de la codificacion.

En otras palabras, dados unos datos D, un modelo M y un esquema de codifi-

cacion C, entonces la longitud de codificacion es:

L/D) + L(MID)

es decir, la longitud de codificacion es la longitud de la codificacion de los da-
tos observados segn el esquema de codificacion elegido, més la longitud de
la codificacion del modelo M teniendo en cuenta que procede del conjunto de
datos D.

(Cual es el modelo M y los datos en nuestro problema de discretizacion?

La codificacion de algan tipo de informacion se realiza mediante bits. Se pue-
de demostrar que el niimero de bits necesarios para codificar un valor x; es el
logaritmo en base 2 de su probabilidad (lo cual es, de hecho, una medida de
la informacién de este valor).

En nuestro caso, el modelo es el punto de corte, los datos, los valores y las clases
asociadas. Queremos comparar el tamaro de codificacién del modelo y la can-
tidad de datos que necesitamos para especificarlo. Si no decidimos introducir
una particion en este punto, si mantenemos el intervalo tal como esta, entonces
tenemos que describir los datos resultantes utilizando las etiquetas de clase de
cada valor. Si introducimos un punto de corte, entonces tenemos que codificar:

e FElvalor del punto de corte. Necesitamos log,(N — 1) para codificarlo (donde
N es el namero de valores que hay).

¢ Las clases de los valores que hay por debajo del punto de corte.

e Las clases de los valores que hay por encima del punto de corte.

Lecturas
complementarias

Encontraréis mas
informacién sobre el criterio
de la longitud de la
descripcion en las obras
siguientes:

J.R. Quinlan (1989).
“Inferring Decision Trees
Using the Minimum
Description Length
Principle”. Information and
Computation (nam. 80, vol. 3.
pag. 227-248).

M. Rissanen (1985). “The
Minimum Description
Length Principle”. En:

S. Kotz; N.L. Johnson (ed.).
Encyclopedia of Statistical
Sciences (vol. 5). Nueva York:
John Wiley & Sons.
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Dependiendo de la homogeneidad de los intervalos resultantes, valdra la pena
o no introducir un punto de corte. Si la codificacién obtenida introduciendo
el punto de corte es mas corta que sin hacerlo, la introduciremos; en caso con-
trario, no la introduciremos. 0

Si hay exactamente el mismo namero de valores que pertenecen a la clase 1
que los que pertenecen a la clase 2, entonces codificar cada valor cuesta
aproximadamente un bit. Ahora bien, si introducimos el punto de corte de
manera que por debajo suyo todos los puntos pertenecen a una clase, y por
encima, a la otra, entonces codificar cada valor tiene un coste muy proéximo

a cero.
La particién que genera un punto de corte determinado es valida si aporta una
ganancia de informacion que supera un umbral determinado. No entraremos
a precisar como se deriva esta formula, pero tenemos que si el punto introduce
una particién en dos intervalos y definimos los elementos siguientes:

e N es el namero de valores total.

e El atributo X cuyos valores estamos considerando.

e kesel namero de clases por considerar.

e El ntmero de clases diferentes asociadas a los valores del primer intervalo
X, (lo que quedaria por debajo del punto de corte) es k;.

e FElntmero de clases diferentes asociadas a los valores del segundo intervalo
X, (lo que quedaria por encima del punto de corte) es k.

e La entropia del conjunto de valores inicial, sin partir, es I.

e La entropia del conjunto que queda por debajo del punto de corte es I;.

e La entropia del conjunto que queda por encima del punto de corte es I,.
Entonces, la expresion de la ganancia de informacién sobre un conjunto de

N valores del atributo X introducida por un punto de corte x, que parte el con-
junto original en dos subconjuntos X; y X, es:

Ganancia(X, x, X, X,) - 1og2(lz\\’r -1, log,(3"-2) —Z\I;I+ ki, + ko1,
Observad que la primera parte de esta formula indica la cantidad de informa-
cion necesaria para codificar el valor del punto de corte; la segunda parte indica
la cantidad de informacién necesaria para codificar a qué clases pertenecen los
valores del intervalo inferior y las del superior.

Lectura complementaria

Encontraréis la derivacion
de la expresion de la
ganancia de informaciéon
en la obra siguiente:

U.M. Fayyad; K.B. Irani
(1993). “Multi-interval
Discretization of Continous
Valued Attributes for
Classification Learning”.
Proceedings of the 13™
International Joint Conference
on Artificial Intelligence

(pag. 1022-1027).
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Podemos minimizar la longitud de descripcion total si en cada paso de discretiza-
cion elegimos aquel punto que maximiza la ganancia de informacion. Se puede
demostrar que todo punto que minimice la entropia de la particion tiene que ser
un punto de corte, y no so6lo eso, sino que se asegura que los puntos de corte asi
escogidos siempre se encuentran entre valores que pertenecen a clases diferentes.

En conjunto, éste es un comportamiento muy adecuado y la combinacion de
la discretizacién basada en la entropia, junto con el criterio de no introducir
particiones o detener el proceso de particion cuando no aumenta la ganancia
de informacion, da como resultado muy buenas discretizaciones. 0

Ejemplo de método basado en medidas de entropia
Veamos un ejemplo sencillo de aplicacion de un método basado en medidas de entropia.

Aqui tenemos informacién sobre el valor del atributo Edad para un conjunto de socios
de Hyper-Gym que pertenecen a la clase 1 o a la clase 2 (a efectos del ejemplo es irrele-
vante, aunque remarcamos que la clase 1 corresponde a los socios que solicitan entrena-
dor personal, y la clase 2, a aquellos que no lo solicitan):

Valores 22 24 28 35 38 42 43 47 49 55

12 2 1
Clase 1 2 2 2 1 1 2
21 2 1

Como podemos ver, hay valores que son menos homogéneos que otros. Por ejemplo,
el 35 acumula dos observaciones de la clase 2 y otras dos de la clase 1.

¢Cudntos lugares posibles puede ocupar el punto de corte? Recordemos que inicialmente
se elige como punto de corte el punto medio entre dos valores consecutivos (X; + X ;,1)/2.
Estos son los siguientes:

23 26 31,5 36,5 40 42,5 45 48 52

Tenemos que ver la calidad de cada uno de ellos. Tenemos que calcular el contenido de
informacion de los intervalos que generaria cada punto de corte. Por ejemplo, el 23 deja
a su izquierda un tnico valor de clase 1 y a su derecha, ocho valores de la clase 2 y seis
valores de clase 1. ;Qué cantidad de informacién posee esta particién?

I(Edad,23) = Tlal(Edad,Edadl) + %I(Edad,Edadz)

Donde Edad,, corresponde al conjunto de puntos inferiores a 23, y Edad,, al conjunto de
puntos con valores superiores a 23.

Calculamos los valores correspondientes:

I(Edad,Edad,) = -P(C,,Edad,)log,P(C,,Edad,) — P(C,,Edad,)log,(C,,Edad;) =
=—(1/1) - log, 1 - (0/1) - log,0=0

I(Edad,Edad,) = ~P(C,,Edady)log,P(C,,Edad,) - P(C,,Edad,)10g,(C, Edads,) =
=—(6/14) log, (6/14) - (8/14) log, (8/14) =
=0,42x 1,22 + 0,57 x 0,80 = 0,98

Por lo tanto,
[(Edad, 23) = i%I(Edad, Edad,)+ T%I(Edad, Edad,) = 0,88

Si repitiéramos el proceso, encontrariamos el conjunto de puntos de corte final.
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4. Reduccion de dimensionalidad

Una vez tenemos los datos en el formato adecuado para el tipo de modelo que
se quiere obtener y el método para construirlo, todavia es posible aplicar una
serie nueva de operaciones con el fin de asegurar dos objetivos: la reduccion
del ntimero de atributos por considerar y la reduccién del namero de casos
que hay que tratar, asegurando, asimismo, que se mantendra la calidad del
modelo resultante.

El motivo para efectuar la reduccion acostumbra ser doble:

1) El programa de construccion del modelo elegido no puede tratar la canti-
dad de datos de que disponemos.

2) El programa puede tratarlos, pero el tiempo requerido para construir el mo-
delo es inaceptablemente largo (dias de UCP, por ejemplo).

Hay algin otro motivo un poco maés sutil que vendria a decirnos que no siem-
pre mas datos quiere decir que vayamos a tener un mejor modelo. En efecto,
cuando se consideran muchos datos, hay que ajustar el modelo a més casos,
con lo que nos perdemos detalles que pueden ser importantes.

Con las operaciones de reduccion de dimensionalidad que comenta-
remos mas adelante queremos mantener las caracteristicas de los datos

iniciales, ya que eliminamos datos que no son necesarios.

Otros métodos alteran los datos, bien por fusion de atributos, bien por cambio
de valores, de manera que cuesta recuperar los datos originales de cara a futu-
ras interpretaciones. 0

4.1. Reduccion del numero de atributos

La reduccion del nimero de atributos consiste en encontrar un subconjun-
to de los atributos originales que permita obtener modelos de la misma
calidad que los que se obtendrian utilizando todos los atributos. Este pro-
blema se denomina problema de la seleccion 6ptima de atributos.

El sentido coman nos impone un procedimiento que parece el mas evidente,
pero que presenta claras desventajas. Se trata de ir generando todos los sub-

La seleccion de atributos...

... €5 un proceso que intenta
seleccionar aquel subconjunto
de los atributos originales que
mantendra la calidad de los
modelos que se puedan ex-
traer a partir de los datos.
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conjuntos posibles de n — 1 atributos, elegir el mejor, generar los de n - 2, etc.,
y asi hasta que no haya ninguna mejora o se empiece a degradar la calidad de
los modelos.

Con el solo hecho de considerar cuantos subconjuntos se generan por medio
de este proceso ya nos daremos cuenta de que no es practico. Asi pues, se han de-
sarrollado métodos indirectos que, a partir de medidas sobre las propiedades
de los atributos o de las relaciones existentes entre €stos, nos permiten detec-

tar cuales son irrelevantes, redundantes o equivalentes.

4.1.1. Métodos de seleccion de atributos

Los métodos de seleccion de atributos consisten en saber qué subconjunto de
atributos puede generar un modelo con la misma calidad que el que se podria
extraer con todo el conjunto de atributos iniciales. Se trata de ver qué medidas
sobre los atributos pueden utilizarse para asegurar que se puede introducir una
reduccién sin pérdida de informacion.

En parte, todo se reduce a saber hasta qué punto determinados valores perte-
necen a la distribucidén que se corresponde con los datos. Si, por ejemplo, un
atributo concreto no tiene correspondencia con la distribucion, podriamos
descartarlo como erréneo o irrelevante. El problema es que no conocemos la
distribucién de la poblaciéon y no podemos hacer este tipo de tratamiento. S6-
lo podemos aproximarnos mediante la estimacién de los pardmetros corres-
pondientes.

Nos centraremos en los métodos de seleccion de atributos desarrollados para
clasificacion. 0

Los métodos de seleccion de atributos desarrollados para clasifica-
cion pretenden obtener un modelo que, con menos atributos, tenga el
mismo poder de clasificacion que el modelo que se obtendria a partir
del conjunto original de atributos.

Conocido el valor C; que puede tomar el atributo clase dentro de un conjunto
finito de valores de clase {C;, ..., C,}, se trata de ver, por ejemplo, si dos atri-
butos diferentes, X; y X,, muestran valores de la media muy iguales o no para
un atributo clase determinado. Si, en efecto, son muy iguales, entonces podre-
mos considerar ambos atributos igualmente predictivos para aquella clase, y
uno podré ser sustituido por el otro. En cambio, en el caso de que los valores
sean muy diferentes, nos hallamos ante un atributo interesante, ya que permi-
te discriminar mejor si una observacion tiene que ir a una clase o a otra. Evi-

dentemente, es necesario extender este tipo de andlisis a todos los atributos
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por considerar, asi como ponderar adecuadamente la importancia de cada uno
de éstos.

Aqui mostramos una aproximacién sencilla a este problema basada en el ana-
lisis de los parametros estadisticos mas corrientes.

Prueba de significacion

La prueba de significacién compara si un atributo X; es realmente rele-
vante o no a partir de sus valores.

Una manera de hacerlo, bastante clasica y procedente de la estadistica, consis-
te en realizar un test de significacion para sus valores medios en relaciéon con
las distintas clases que hay. Si el atributo tiene el mismo valor para cada clase,
entonces podriamos considerarlo poco relevante para la clasificacion, y vice-
versa. Simplificaremos la presentacion suponiendo un problema sencillo de
clasificacién en el que s6lo puede haber dos clases, la 1 y la 2. El anélisis puede
extenderse facilmente a problemas de multiclasificacion. 0

La prueba de significacion consiste en hacer una prueba de hipotesis para ave-
riguar si la media del atributo X; en los casos observados que tienen como eti-
queta la clase 1 es igual a la media de los casos correspondientes a la clase 2 o
es diferente. En definitiva, se trata de dar una prueba de hipoétesis sobre la
igualdad o no de la media del atributo para cada clase:

ost — A/VM(X“) | var(X;,)
ny n,

donde X;; es el valor del atributo X; en las observaciones que corresponden a
la clase 1; X;, es el equivalente para las observaciones que corresponden a la
clase 2; n; es el namero de casos correspondientes a la clase 1, y n,, el de los
correspondientes a la clase 2. var es la varianza de X;.

Comparamos ambos atributos y vemos si su nivel de significacién indica real-
mente que las diferencias corresponden a algo mas que a una sencilla varia-
cion aleatoria. Si no hay diferencia, se toma la decision de eliminar uno de los

dos atributos.

En caso de tener que comparar mds de dos atributos, entonces se puede reite-

rar esta comparacion de atributos dos a dos.

Hay que tener en cuenta que la suposicion inicial de este tipo de procedimien-
to es que los atributos son independientes entre si. 0
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Ejemplo de prueba de significaciéon

Aqui podemos ver un ejemplo sencillo de analisis de prueba de significacién. Suponga-
mos el atributo Edad que presenta los valores siguientes para las clases 1y 2:

Clase 1 Clase 2
22 23
34 34
23 23
21 56
34 67
23 87
21 56
34 23
65 59
12 77

La media de la edad a la clase 1 es de 28,9, y en la clase 2, de 50,5. Parece que tenemos
un posible atributo interesante para discriminar entre los elementos de las clases 1y 2.

Obtenemos la diferencia entre medias, 21,6. El valor de est es 8,3, 1o cual nos da un valor
de 2,6. Consultando las tablas de significacién, podemos comprobar que la diferencia es
significativa y, en principio, parece que el atributo Edad puede ser relevante para discri-
minar entre una clase y la otra.

Analisis de grupos de atributos

El método de seleccion de atributos anterior, como hemos remarcado, solo se-
ria realmente aplicable sobre atributos independientes entre si. En la mayoria
de los casos nos da una idea aproximada de la relevancia final de cada atributo
y da pie a tomar decisiones bastante acertadas. De todos modos, en la realidad
la suposicién de independencia puede ser un poco excesiva, por lo que habra
que recurrir a otros métodos que no la utilizan. 0

Puede suceder que determinados atributos sean utiles cuando los considera-
mos de forma aislada, pero dejen de serlo en conjuncioén con otros. En conse-
cuencia, nos interesa detectar qué agrupaciones de atributos X;, ..., X; son
realmente relevantes y si lo siguen siendo cuando dejamos de considerar uno
0 mas atributos X;, 1 <j<k.

Muchas veces un grupo de atributos puede ser sustituido por otro atributo
(perteneciente al conjunto o no) sin alterar en absoluto la calidad del modelo
resultante. Para hacerlo, tenemos que estudiar conjuntamente los grupos de

atributos.

Supongamos que trabajamos sobre un conjunto de m atributos, X;, ..., X,,.
Cada atributo puede considerarse una variable aleatoria. Tomados conjunta-
mente, los m atributos siguen una distribucién de probabilidad conjunta
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P(Xy, ..., X,,).- Podemos suponer, en tal caso, que esa distribucién de probabi-
lidad sigue una distribucién normal multivariante. 0

Una distribucion de este tipo puede caracterizarse mediante un vector que re-
coge las medias de todas las variables X y por la matriz de covarianzas de las
medias C, que es una matriz m x m.

Cada uno de los elementos c;; de la matriz C refleja la relacion con los atributos
X;y X; segun la formula siguiente:

1 - -
Cij = Ezk:l[()‘ki X;) - (x4 X;)], donde:

e nes el namero total de observaciones que hay en el conjunto de datos;
e X, es el valor del atributo x; en la observaciéon k-ésima;

* xes el valor del atributo x;en la observacion k-ésima;

¢ X;es la media del atributo x; sobre todo el conjunto de datos;

* X;es la media del atributo x; sobre todo el conjunto de datos.

Los elementos de la diagonal de la matriz C, ¢;;, corresponden a las varianzas
de cada atributo i. Los términos externos a la diagonal de la matriz, ¢; coni#j,
indican la correlacion entre los atributos correspondientes x; y x;. A partir de
la informacion de las correlaciones y varianzas se puede detectar la existencia

de atributos redundantes.

En efecto, supongamos que volvemos a encontrarnos en una situacion de cla-
sificacion que admite dos clases, 1 y 2. Nos interesa volver a encontrar si hay
diferencias significativas entre las caracteristicas de los atributos con respecto
a una clase y la otra. La diferencia ahora es que, en lugar de hacer esta prueba
atributo por atributo o de dos en dos, como no suponemos independencia en-
tre los atributos, establecemos una prueba simultdneamente sobre todas las
medias del conjunto de los atributos.

Dada la clase 1, podemos indicar por X el vector que contiene las medias de
todos los atributos calculadas a partir de las observaciones correspondientes a
la clase 1. Indicamos por Xc. el vector correspondiente para la clase 2.

Nuestra intuicion nos dice que, si estos dos vectores son muy parecidos entre
si, entonces el grupo de n atributos que consideramos no es demasiado rele-
vante para discriminar entre una clase y la otra.
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Para establecer la similitud entre los dos vectores podemos recurrir de nuevo
al concepto de distancia, aunque en esta ocasion su expresion ha de tener en
cuenta las caracteristicas del espacio donde calculamos estas distancias. Asi,
extendemos la prueba de significacion entre las diversas medias de todos los
atributos simultadneamente. Definimos la distancia siguiente:

Dist = (Xe1 — Xe2)(Cy + Cy) (Xer + Xea)'
donde:
(Xcl + XCZ)T

el vector invertido del resultado de sumar los vectores de medias para la clase
ly2,vy:

-1
(C1+Cy)
es la inversa de la suma de la matriz de covarianzas.

Si los atributos son independientes entre si, entonces todos los elementos que
no se encuentren en la diagonal de la matriz inversa de covarianzas son cero

y los valores de la diagonal son:

1
vary;

para cada atributo X;. Tenemos que encontrar aquellos atributos para los cua-
les se maximice la distancia, es decir, aquéllos para los que cada uno de los
componentes del vector muestre los valores maximos. Cada componente del
vector de distancias es el valor dado por la expresion:

= = 2
(Xic1—Xic2)
Varyic; + Varx;ci

donde:
Xic> esla media de X; para la clase C, (andlogamente para C,).
vary;c; es la varianza de X; para la clase C; (analogamente para C,).

Por lo tanto, el problema consiste en encontrar un conjunto de k atributos con
k inferior al ntimero de atributos total presente en el dominio m tales que el
valor correspondiente a esta formula quede maximizado. Bien, para encon-

trarlo hay que hacer lo siguiente: 0

1) Encontrar los subconjuntos de k atributos dentro del conjunto de m atri-
butos inicial.



© FUOC » PID_00165728 45

Preparacién de datos

2) Evaluarlos.
3) Quedarse con el subconjunto que muestre un valor de Dist mayor.

Evidentemente, el nimero de combinaciones es muy alto, pero hay algorit-
mos de optimizacién que permiten afrontarlo.

Una alternativa interesante a lo anterior consiste en empezar con un dnico
atributo e ir afladiendo atributos midiendo el valor de Dist. La idea se basa en
ir incrementando el namero de atributos del conjunto inicial de manera que

ese valor mejore.

En cada paso de la iteracion también hay que ver si es necesario eliminar al-
guno de los atributos considerados hasta ese momento porque no aporta la su-
ficiente ganancia. La idea consiste en introducir en cada paso los atributos que
maximicen la calidad y eliminar los que la minimicen. La condicion de final
de la iteracion es cuando ya no se afiade ni elimina ningtn atributo, o bien
cuando se ha superado la calidad del conjunto total de n atributos en una pro-

porcion lo suficientemente significativa (por ejemplo, entre el 75% y el 95%).

A continuacion presentamos el esquema del algoritmo asociado a este método
de andlisis de grupos de atributos. Si tenemos X, ..., X,, atributos que descri-
ben un dominio y un umbral de calidad A, el algoritmo es el siguiente:

Seleccionar un atributo X;.
Conjunto_Actual = {X}}.
No_final = Cert
Mientras No_final hacer
Resta = {X3, ..., X,} — Conjunto_Actual
Maximo = 0; Atributo_maximo = {}
Para todo X; € Resto hacer
Si Calidad (Conjunto_Actual U {Xj}) > Mdaximo
entonces Atributo_mdximo = {X}
Maximo = Calidad(Conjunto_Actual © Atributo_mdximo)
fsi
fpor
Conjunto_Actual = Conjunto_Actual © {Atributo_mdaximo}
Minimo = Calidad(Conjunto_Actual);
Para todo X,- e Conjunto_Actual hacer
Si Calidad(Conjunto_Actual - {X;}) < Minimo
entonces Atributo_minimo = {X}
Minimo = Calidad(Conjunto_Actual — Atributo_minimo)
fsi
fpor
Conjunto_Actual = Conjunto_Actual — {Atributo_minimo}
fMientras
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4.1.2. Fusion y creacion de nuevos atributos:
analisis de componentes principales

El método de seleccion de atributos que hemos comentado hasta este punto
es el equivalente a eliminar en la forma tabular de los datos toda una columna;

el resto de las columnas queda completamente inalterado.

Una alternativa a este método consiste en fusionar atributos, introduciendo,
si se desea, atributos “hibridos”, de manera que se creen atributos nuevos que
correspondan a valores también nuevos. También podemos influir en el resto
de los atributos modificando sus valores.

Dados n atributos, X;, ..., X,, se puede convertir en un atributo nuevo X,
mediante la aplicaciéon de una combinacién lineal de pesos a los atributos
Xq ooy X

Xpe1 = Y Xiow,

i=1

donde w;, 1 <i<n esun peso, un factor numeérico, que indica en qué grado el
atributo X; contribuye al nuevo atributo.

Evidentemente, la combinacién lineal de todos los atributos nos conduciria a
una reduccion extrema de atributos en la cual n atributos quedarian reempla-
zados por uno solo, el nuevo atributo X,,,;. Esto, en general, no nos garantizara
comportamientos correctos.

El método de los componentes principales efecta hasta n transfor-
maciones. En cada etapa se realiza una Gnica transformacién. En cada
una de estas etapas o transformaciones se aplica un vector W de pesos
diferente al que acttia como componente principal. Cuando ya hemos
obtenido n transformaciones, entonces se eligen aquellas kK de mejor
calidad.

Suponiendo un conjunto de datos original definido como un vector con tan-
tos elementos como atributos tiene el dominio D, podemos establecer la re-
lacion entre este conjunto original y el que resulta tras haber aplicado i
transformaciones, D;, mediante una matriz P que recoge los distintos com-
ponentes principales. En efecto, podemos ver que se cumpliria la siguiente

relacion:
D=DP

donde cada columna de P es un componente principal formado por m pesos.
El resultado de multiplicar en la transformacion i-ésima la observacién k-ési-

Ejemplo de seleccién
de atributos

Si decidimos que, en el caso
de Hyper-Gym, para una de-
terminada operacién de cons-
truccién de modelos el
atributo Renta resulta irrele-
vante, lo eliminaremos, pero
no introduciremos ningin
nuevo atributo ni modificare-
mos los valores de los atributos
gue permanezcan en la base
de datos.
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ma por la columna j-ésima de la matriz P es el valor del nuevo atributo j para
la observacion k-ésima.

Para encontrar los pesos de los componentes principales, primero se normali-
zan los datos por estandarizacion. El primer componente principal es la linea
que se ajusta mejor a los datos, algo que podemos medir utilizando la distancia

euclidea minima:

D, = Z(Dfi_ WiDif)
i
Se puede demostrar que el atributo que se ha generado en esta transformacion
es el que presenta varianza méaxima. En principio, parece que los atributos que
tienen esta propiedad deberian ser buenos candidatos para separar clases.

4.2. Métodos de reduccion de casos

Otra manera de reducir la dimensionalidad consiste en eliminar el namero de
casos por considerar. Este problema ya ha sido afrontado tradicionalmente
desde la estadistica y el andlisis de datos. 0

El método de reduccion de casos consiste en encontrar una muestra,
un subconjunto del conjunto original de casos, que muestre un com-
portamiento parecido.

El muestreo aleatorio intenta extraer el subconjunto de casos adecuado. Con-

sideraremos dos métodos de muestreo:

a) Obtencion incremental de la muestra. Se trata de elegir un conjunto inicial
de muestra e ir afladiendo casos al mismo hasta que se obtiene un nivel de ca-
lidad aceptable prefijado.

b) Consenso de muestras. Consiste en obtener varios modelos para N conjun-
tos de muestras de dimensiones relativamente pequefias e intentar fusionar

los modelos obtenidos.

Es importante tener en cuenta que ambos métodos requieren la aplicacién del
programa de construccién de modelos de que se trate.

Obtencién incremental de muestras

La obtenci6on incremental de muestras consiste en empezar por un conjunto
pequefio de casos seleccionados aleatoriamente; por ejemplo, empezar con
un subconjunto inicial correspondiente al 10% de los casos. Entonces, hay
que evaluar el proceso e ir repitiéndolo con porcentajes de datos progresiva-

mente mayores.

{Qué criterios hay para
seleccionar estas transformaciones?
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Consenso de muestras

El consenso de muestras consiste en dividir los N casos en un namero deter-
minado de muestras. A cada una se le aplica el método que buscamos vy, final-
mente, un algoritmo de consenso.

Curiosamente, con este método se obtienen mejores resultados que aplicando
el método a todos los casos. 0
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5. Tratamiento de la falta de datos

Uno de los problemas mas habituales en el tratamiento previo de los datos es
la ausencia de valores para un atributo determinado.

Dos opciones tipicas son las siguientes:

e Sustituir el valor que falta por la media de los valores que presenta el atri-
buto en los datos.

e Sustituirlo por el valor mas frecuente.
Ejemplos tipicos de tratamiento de falta de datos

En el caso de las edades de los clientes de Hyper-Gym podriamos encontrar esta situa-
cion:

22 43 31 22 ? 22 45 43 23 88

Las dos soluciones tipicas serian:

e Sustituir el valor que falta por la media de los valores que tenemos; en este caso se-
ria 37,3.

e Sustituir el valor que falta por el mas frecuente; en este caso seria 22.
Cada alternativa puede llegar a dar resultados diferentes, especialmente cuan-

do el namero de valores que faltan es elevado. En general, estos métodos de-
masiado sencillos llevan a introducir sesgo en los datos. 0

Acostumbra a suceder que los casos para los cuales no se ha recogido una ob-
servacion reciben algan valor especial, por ejemplo -1 6 999. Es importante
no tratarlos como un valor numérico mas, sino como lo que realmente son:
ausencia de informacién con respecto a un atributo en un caso observado.

Otras soluciones incluyen estos puntos:

e No tratar aquellos atributos que presentan un ntimero elevado de valores
no observados.

¢ No tratar los casos que presentan un atributo no observado.
¢ No tratar los casos que presentan mas de un atributo no observado.
También es importante saber si se trata de falta de observacién o bien que

aquel atributo no se considera significante o relevante. En el segundo caso, no
hay que tratar el atributo en absoluto. 0
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Resumen

La fase de preparacion de datos introduce modificaciones sobre los valores
presentes en el conjunto de datos principalmente por dos motivos:

1) Exigencias de formato de los métodos de data mining, como el caso de las
redes neuronales (valores de entrada entre O y 1) o de ciertos métodos de
aprendizaje que s6lo admiten determinados tipos de variables.

2) Necesidad de simplificacion de los célculos que tiene que efectuar el méto-
do que se aplique, reduciendo el niimero de valores de los atributos, o el con-
junto de atributos iniciales o bien el conjunto de casos por tratar.

Hemos visto las caracteristicas de los atributos en funcién de la escala, el orden
y el tamario de su rango. Existen varios tipos de transformaciones en funcién
de la division en variables continuas, discretas, ordinales y nominales.

Se han descrito las normalizaciones, que llevan los valores sobre un rango es-
tandarizado y comparable, y también las discretizaciones, que reducen el ni-
mero de valores de los atributos partiéndolos en varios intervalos que definen
puntos de corte sobre los que se pueden efectuar comparaciones.

Los métodos de discretizacion se pueden aplicar de manera general, sin co-
nocer qué tipo de métodos de data mining se aplicaran sobre los datos discre-
tizados. Este tipo de métodos reciben el nombre de métodos no supervisados.

Por el contrario, los métodos supervisados parten del conocimiento de qué
tipo de tarea hay que realizar con el modelo que resulte de tratar los datos dis-
cretizados. Hemos revisado dos métodos supervisados para discretizar datos
para clasificaciéon: k-means y métodos basados en entropia de clase. Estos ulti-

mos nos han permitido introducir tres conceptos importantes. Veamoslos:

a) Por una parte, el concepto de medida de distancia, que también utiliza- Podéis ver la agregacion en el 0
médulo “Agregacion” de esta ‘
mos al hablar de agregacion. asignatura.

en el médulo “Clasificacion: arboles

b) Por otra parte, la entropia como medida de la homogeneidad de una clase Podéis ver los drboles de decisién 0
(que volvemos a encontrar cuando hablamos de arboles de decision). de decision” de la presente asignatura. ‘

c) Finalmente, también hemos presentado el principio de la minima longi-
tud de descripcion (que se aplica de manera general para la construcciéon y
evaluacion de muchos tipos de modelos para varias tareas).
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También hemos presentado métodos para reducir el niimero de atributos que
hay que utilizar. Hemos aprendido a detectar atributos irrelevantes dos a dos
y grupos de atributos que pueden ser sustituidos por uno solo.

Y ya por altimo, hemos comentado la posibilidad de utilizar un conjunto de
datos menor que el conjunto original, a fin de evitar el tratamiento de vola-
menes de observaciones demasiado grandes. Tan s6lo hemos mencionado la
posibilidad de conseguir muestras de forma incremental y de consensuar va-

rias muestras.

Todos estos cambios, en definitiva, nos obligan a asegurarnos de que el mode-
lo final mantiene unas caracteristicas de calidad buenas. 0
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Actividades

1. Comparad los distintos métodos de discretizacion que ofrecen los sistemas:
¢ WEKA

SIPINA

e Cviz

{Qué limitaciones imponen?

2. Consultad el articulo original de Fayyad e Irani para ver como se desarrolla la prueba de
que el criterio MDL es apropiado para dar una condicién de final a la discretizacién por en-
tropia de clase.

3. Con respecto a la primera propuesta de proyecto que habiais efectuado en las actividades
del mo6dulo anterior:

a) Estudiad qué necesidades de transformacion de datos podrian darse.

b) Estudiad qué necesidades de discretizacion podrian darse.

c) Aportad al foro algin conjunto de datos que necesitéis para llevar a cabo el proyecto, y
comentad qué métodos de normalizacion y discretizacién aplicariais.

d) ;Habéis encontrado algtn atributo irrelevante?

4. Comparad vuestras propuestas y dificultades con las de vuestros compafieros y comparie-
ras; discutid las ventajas e inconvenientes que haydis encontrado.

Ejercicios de autoevaluacion

1. Clasificad los tipos de variables siguientes en continuas, ordinales, discretas o nominales:
a) Horario de Hyper-Gym

b) Renta de los socios de Hyper-Gym

c) Sexo de los socios de Hyper-Gym

d) Profesién de los socios de Hyper-Gym

e) Dia de la semana

f) Afios de pertenencia al club

2. Normalizad, si podéis, por el maximo, por diferencia y por escala decimal los valores si-
guientes:

a) Valores de X:-999; 985,34; 234,06 y 2.002,999, donde X puede tomar valores reales entre
1.000 y 2.003 bajo el 1.000.

b) Valores de X: 1; 224; 30.000 y 154, donde X puede adoptar valores enteros entre O y
150.000. Tenéis que conseguir que los valores resultantes estén entre -1 y 1.

c) Valores de la variable X que recoge valores enteros correspondientes a las rentas de los
miembros del club Hyper-Gym. El valor minimo que puede tomar es 0, y el valor maximo,
10.000.000. El rango final tiene que encontrarse entre 0 y 1 (valores reales).

3. Discretizad los conjuntos de valores siguientes para obtener tres intervalos:

Variable 1 Variable 2
6.000.000,0 40,0
0,0 30,0
0,0 32,0
0,0 32,0
4.000.000,0 30,0
1.200.000,0 55,0
0,0 32,0
3.500.000,0 40,0
2.500.000,0 60,0
4.000.000,0 41,0

Lectura recomendada

Encontraréis el articulo
original de Fayyad e Irani
en la obra siguiente:

U.M. Fayyad; K.B. Irani
(1993). “Multi-interval
Discretization of Continous
Valued Attributes for
Classification Learning”.
Proceedings of the 13™
International Joint Conference
on Artificial Intelligence

(pag. 1022-1027).

Podeéis ver la actividad 1 del médulo 0
“El proceso de descubrimiento
de conocimiento” de esta asignatura.
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Variable 1 Variable 2
3.500.000,0 36,0
1.800.000,0 59,0
3.200.000,0 33,0
5.000.000,0 34,0
4.000.000,0 34,0

a) Por el método de igual amplitud de intervalo.
b) Por el método de igual frecuencia.

c) Por el método de la distribucién normal.

d) Por el método k-means.

e) Comparad el resultado:

¢ Sin transformar los datos.
e Normalizando los valores de cada variable para que queden en el rango (0, 1).
e Con los resultados que obtengéis con una discretizacién con cinco intervalos.

3. Discretizad este conjunto de datos, que es una muestra de la base de datos IRIS del reposi-

torio de la UCI:

Encontraréis los datos utilizados en
este ejemplo en la direccion siguiente:
http://www.gmd.de/mlarchive/frames/
datasets/datasets-frames.html|

Clase Longitud And}ura Longjtud Anchyra
del sépalo del sépalo del pétalo del pétalo
Iris-setosa 51 3,5 1,4 0,2
Iris-setosa 4,9 3 1,4 0,2
Iris-setosa 4,7 3,2 1,3 0,2
Iris-setosa 4,6 3,1 1,5 0,2
Iris-setosa 5 3,6 1,4 0,2
Iris-setosa 5,4 3,9 1,7 0,4
Iris-setosa 4,6 3,4 1,4 0,3
Iris-virginica 6,5 3 5,8 2,2
Iris-virginica 7,6 3 6,6 2,1
Iris-virginica 4,9 2,5 4,5 1,7
Iris-virginica 7,3 2,9 6,3 1,8
Iris-virginica 6,7 2,5 5,8 1,8
Iris-virginica 7,2 3,6 6,1 2,5
Iris-virginica 6,5 3,2 5,1 2
Iris-setosa 5,8 4 1,2 0,2
Iris-setosa 5,7 4,4 1,5 0,4
Iris-setosa 5,4 3,9 1,3 0,4
Iris-setosa 5,1 3,5 1,4 0,3
Iris-setosa 5,7 3,8 1,7 0,3
Iris-setosa 51 3,8 1,5 0,3
Iris-versicolor 6,3 2,3 4,4 1,3
Iris-versicolor 5,6 3 4,1 1,3
Iris-versicolor 5,5 2,5 4 1,3
Iris-versicolor 5,5 2,6 4,4 1,2
Iris-versicolor 6,1 3 4,6 1,4

e Por chi merge.

e Por minimizacién de la entropia de clase.
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5. Dados los datos siguientes, determinad los atributos relevantes. Estos datos proceden de
una simplificacién de la calificacién por barrios de la ciudad de Boston, en Estados Unidos,
que intenta relacionar varios factores del barrio donde se reside con el nivel de renta alcan-
zado por una persona.

. P oG Nivel de Numero :
rer';ltlg e(Icglese) crlirr;\dilncaeli(:iead ?rf:illr::tcrllg? 6’2,‘3%{'2:2:0 dr;aol:a;ti)‘i,tigzhe; esc'(\)lll;llgilzgceién

0-10K 20,0849 18,1 0,7 4,368 20,200001
10-20K 0,17004 7,87 0,524 6,004 15,2
20-30K 0,00632 2,31 0,538 6,575 15,3
30-40K 0,02729 7,07 0,469 7,185 17,799999
40-50K 0,08187 2,89 0,445 7,82 18
30-40K 0,03237 2,18 0,458 6,998 18,700001
30-40K 0,06905 2,18 0,458 7,147 18,700001
20-30K 0,02985 2,18 0,458 6,43 18,700001
20-30K 0,08829 7,87 0,524 6,012 15,2
20-30K 0,14455 7,87 0,524 6,172 15,2
10-20K 0,21124 7,87 0,524 5,631 15,2

6. Con los mismos datos del ejercicio anterior, comprobad la relevancia de los atributos dos
a dos.
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