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Vectors aleatoris

Introduccioé

Hem dedicat els moduls “Variables aleatories” i “Funcions de variables alea-

tories” a l'estudi de variables aleatories simples o unidimensionals.

Ara bé, de vegades ens trobem amb fenomens que estan relacionats amb més
d’una variable aleatoria alhora. Per exemple, en un circuit en que la resisténcia,
inductancia i capacitat estiguin modelitzades com a variables aleatories, haurem
de treballar amb tres variables aleatories alhora. En els sistemes de transmissié
sovint tenim un senyal d’entrada aleatori. Com que la variable d’entrada és
aleatoria, el senyal de sortida també ho és. En aquest cas necessitarem treballar
amb dues variables aleatories per a poder trobar la relacié entre aquestes i
poder caracteritzar el sistema de transmissié. També, si en un circuit prenem 5
mesures d’un valor desconegut, com podria ser la intensitat del corrent, I’error
en cada una d’aquestes mesures podria ser modelitzat per una variable aleatoria

i llavors hauriem de treballar amb cinc variables aleatories alhora.

El tractament de vectors de variables aleatories ens introduira la necessitat de
definir la probabilitat, distribucié de probabilitat i funcié de densitat conjun-
tes. Imagineu que tenim un vector aleatori bidimensional, (X,Y’), en que les
variables X 1 Y sén, respectivament, 1'alcada i el pes d’un estudiant. Podem
definir S7 com l’espai mostral per a ’alcada i Sy com ’espai mostral per al
pes. Cadascuna d’aquestes variables tindra la seva funcié de probabilitat. Pero
si ara definim ’espai mostral S = S; x Ss el resultat del nostre experiment
ens donara una algada i un pes i podrem definir una probabilitat associada a

aquests dos fets.

En aquest modul utilitzarem els conceptes que hem vist per al cas unidimensio-
nal en els moduls anteriors i els extrapolarem al cas dels vectors aleatoris bidi-
mensionals. En 'apartat 1 veurem com s’aplica aquest concepte a les variables
aleatories discretes. L’apartat 2 sera semblant al primer, pero hi considerarem

vectors de variables aleatories continues.
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Objectius

Els objectius per assolir en aquest modul sén els segiients:

1. Entendre el concepte i la utilitat de vector aleatori i saber-ne posar exemples.
2. Coneixer els vectors de variable aleatoria discreta i continua.
3. Calcular les funcions de probabilitat conjunta i de probabilitat marginal.

4. Aplicar els conceptes de probabilitat condicionada i independéncia a vectors

aleatoris.

5. Relacionar les variables aleatories d’un vector mitjangant la covariancia i el

coeficient de correlacid.
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1. Vector aleatori (X,Y) amb X i Y variables
aleatories discretes

Comencem 'apartat definint que entenem per vector aleatori bidimensional, en

aquest cas aplicat a variables aleatories discretes.

Definicié 1.1. Si X i Y s6n dues variables aleatories discretes, s’ano-

mena vector aleatori discret bidimensional el vector (X,Y).

En general, donades n variables aleatories discretes, X1, Xa,..., X, cal treba- Terminologia

llar amb el vector aleatori discret n-dimensional (X7, Xa,...,X,). De vegades (X, Y)
Vv K

s’anomena variable aleatoria
bidimensional, i
(X1, X2,...,Xn), variable

1.1 Probabilitat conjunta. Probabilitat marginal aleatoria n-dimensional.

En tractar amb vectors aleatoris apareixen dos conceptes nous que no haviem
tractat anteriorment: la probabilitat conjunta i la probabilitat marginal.

A continuacié les definim.

Definicié 1.2. Siguin X, Y dues variables aleatories discretes en que X
pren els valors {a1, az,...,a,} 1Y pren els valors {b1,bs,...,by}. Per a
cada parella de valors a;, b;, tenim definida la funcié de probabilitat

conjunta

També s’utilitza la notacié Pxy (a;,b;) = P(X =a;,Y =bj).

Es a dir, la probabilitat conjunta és la probabilitat que la variable aleatoria

X prengui el valor a;, i la variable aleatoria Y prengui el valor b;.
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Per al cas particular en qué X pren els valors {a1,a2} 1Y, {b1,b2}, obtenim la

taula de probabilitats conjuntes segiient.

Y\ X ai a2 P(Y =b;)
by P(X=ay,Y =by) P(X=a2,Y =by) P(Y =by)
ba P(X=ay1,Y =by) P(X=ay,Y =by) P(Y =by)

P(X=a;) P(X=a1) P(X =a2) 1

A continuacié definim el concepte de probabilitat marginal.

Definicié 1.3. Per cada valor a;, definim la funcié de probabilitat

marginal de la variable X,

P(X:ai):iP(X:ai7Y:bj), (2)

és a dir, la suma de les probabilitats conjuntes fixat un valor de X i per
a tots els valors de Y. De manera semblant, per a cada b;, definim la

funci6é de probabilitat marginal de Y,

n
P(Y=b;)=> P(X=a;Y=b)). (3)
i=1
En I'iltima fila de la taula anterior obtenim les probabilitats marginals de X . La Observaci6

casella d’aquesta fila, on apareix P(X = a1), ens dona la probabilitat marginal Amb les probabilitats

de la variable X per al valor a1, ja que ens diu quina és la probabilitat d’obtenir marginals treballem de la
) ) , . mateixa manera que amb les
ay per a tots els valors de Y. Es a dir, P(X=a1) = P(X = a1,Y=b;)+ P(X = probabilitats definides per a
a1,Y =by). Analogament, en I"iltima columna de la taula anterior, obtenim les una dnica variable. Podem,
- . , llavors, considerar els
probabilitats marginals de Y. Observeu la darrera casella de la taula. Té un mateixos parametres que
valor igual a 1 perque és la probabilitat de qualsevol valor de ’espai mostral. haviem definit en el tema de

variables aleatories. En
particular, ox i oy sén les
desviacions tipiques de X i

Exemple 1.1 )
de Y respectivament.

Un emissor envia un missatge binari (format amb elements de {0,1}), de mida 2 i a
I’atzar. Pel canal de transmissié es poden produir errors. Sabem que la probabilitat que
un bit arribi al receptor amb error és P(error) = 0,02. Definim les variables aleatories
de la manera segiient: la variable aleatoria X compta el nombre de 0 que envia ’emissor
i la variable aleatoria Y compta el nombre de 0 que arriben al receptor. Calcularem les
probabilitats conjuntes i marginals. A partir d’aix0, calcularem el valor mitja o esperanga
i la desviacié tipica. D’aquesta manera podem caracteritzar les variables aleatories X i
Y i comparar-les.
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Si el missatge per transmetre és de mida 2, tant la variable X com la Y, que compten el
nombre de zeros en el missatge, poden prendre els valors {0,1,2}. Com que X i Y poden
prendre 3 valors, les combinacions possibles de les variables X i Y per a poder calcular les
probabilitats sén 3-3 = 9. Aixi, doncs, podem definir les probabilitats conjuntes segiients:

e S'emet 111iarriba 11. P(X=0,Y =0) = P(T=11)P(R=11|T=11) = (%)2 -0,982 =
0,2401. T és el missatge transmes i R representa el missatge rebut.

e S’emet 11 i arriba 01 o 10, és a dir, tenim error en un dels dos bits. P(X =0,Y =
1) = P(T=11)P(R=01|T=11)+ P(T=11)P(R=10|T=11) = (%)2 -0,02-0,98 +
(3)%-098-0,02= (3)*-2-0,98-0,02 = 0,0098.

e Semet 11 i arriba 00. P(X=0,Y =2) = (1) - 0,022 = 0,0001.

e S’emet 10 i arriba 11 o s’emet 01 i arriba 11. P(X =1,Y =0) = (%)2 -0,98 - 0,02 +
(3)%-0,02-0,98 = 0,0098.

e S’emet 01 i arriba 01 o s’emet 0121 arriba 10 o s’éemet 10 i arriba 10 o s’emet 10 i
arriba 01. P(X=1,Y=1) =2(4)”-0,982 + 2 ()7 0,022 = 0,4804.

e S’emet 01 o0 10 i arriba 00. P(X=1,Y =2) =2 (%)2 -0,02 - 0,98 = 0,0098.
e S’emet 00 i arriba 11. P(X=2,Y =0) = (%)2 -0,022 = 0,0001.
e S’emet 00 i arriba 01 0 10. P(X=2,Y =1) =2 (%)2 -0,98 - 0,02 = 0,0098.

e Semet 00 i arriba 00. P(X =2,Y =2) = (1) . 0,982 = 0,2401.

Calculem ara les probabilitats marginals. Esa dir, fixem el valor d’una variable i sumem
per a tots els valors de ’altra variable:

e P(X=0)=025 P(X=1)=0,5, P(X=2) = 0,25,
e P(Y=0)=0,25 P(Y=1)=05, P(Y=2) =0,25.

La taula de probabilitats conjuntes es la seglient.

Observacio

0 0,2401 0,0098 0,0001 0,25
1 0,0098 0,4804 0,0098 0,5
P 0,0001 0,0098 0,2401 0,25

P(X =a;) 0,25 0,5 0,25 1

Ara calculem alguns parametres que ens donen informacié de cada una de les variables:

e L’esperanca o valor mitja de la variable X, que és la suma dels valors que pot prendre
la variable aleatoria multiplicats per la probabilitat d’apareixer, és a dir,

E(X)=0-P(X=0)+1-P(X=1)+2-P(X=2) = 1.

e La variancia de la variable X, que es defineix com ’esperanga del valor de la variable
menys la seva esperanca, i tot aixo al quadrat.

Fixeu-vos que el missatge
rebut no és independent del
missatge transmes. Per
aquest motiu, P(R=11)
sabent que hem transmes 11
és P(R=11|T=11).

Vegeu també

El valor mitja s'estudia en el
modul “Variables aleatories”
d'aquesta assignatura.
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Es a dir: Var(X) = E((X — E(X))2). Utilitzant el teorema de 'esperanga, Var(X) =
E(X?) — E(X)2. Ara ja podem calcular la variancia:

E(X?)=0%.-P(X=0)4+12- P(X=1)+2%. P(X=2) = 1,5.

Var(X) = E(X?) - E(X)? =1,5 — 12 = 0,5.

e La desviacié tipica de la variable X, que ens dona informacié de la dispersié dels
valors que pren X, en les mateixes unitats: ox = /0,5 = 0,707.

Podeu comprovar, fent els mateixos calculs, que per a la variable Y obtenim E(Y) = 1,
Var(Y) = 0,51 oy = 0,707.

1.2 Funcions de probabilitat condicionades. Independéncia

de variables aleatories

Ja hem estudiat la nocié de probabilitat condicionada. Vam veure com podem
calcular la probabilitat d’un succés sabent que s’havia produit un altre succés.
En aquell cas ens referifem a una tunica variable aleatoria, X. Si el resultat
d’un experiment no ens donava cap pista sobre el resultat segiient, parlavem

de successos independents.

La nocié de probabilitat condicionada que veurem a continuacié és basicament
la mateixa, pero en aquest cas calcularem la probabilitat que la variable X
prengui un valor sabent quin és el valor de la variable Y. Es a dir, calcularem

la probabilitat de X condicionada a Y.

Definicié 1.4. Funcié de probabilitat de X condicionada a Y.

La probabilitat que la variable X prengui el valor a; sabent que Y pren

el valor b; (probabilitat de X =a; condicionada a Y =b;) és:

P(X:ai, Yzb])
P(Y =b;)

En treballar amb variables aleatories bidimensionals ens podriem fer la pregun-

ta inversa: quina és la probabilitat d’obtenir un cert valor de Y sabent quin

és el valor que s’ha obtingut per a la variable X. En aquest cas parlariem de

probabilitat de Y condicionada a X, i es defineix de manera analoga a ’anterior.

Vegeu també

Recordeu la nocié de
probabilitat condicionada que
vam veure en el subapartat
2.3 del modul “Introduccié a
la probabilitat”.
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Definicié 1.5. Funcié de probabilitat de Y condicionada a X.

La probabilitat que la variable Y prengui el valor b; sabent que X pren

el valor a; (probabilitat de Y =b; condicionada a X =a;) és:

P(X:al-, Yzbj)
P(X:ai)

P(Y=b;| X=a;) =

De vegades el resultat que coneixem (sia una realitzacié de X o de Y) no ens

dona cap pista sobre la probabilitat de I’altra variable, és dir, els resultats de

les variables X i Y sén independents. Ho expressem de la manera segiient.

Definicié 1.6. Les variables X i Y sén independents si, i només si,

P)()(:CLi7 Y:bJ)ZP(X:al)P(YZb])7 V’L,] (6)

Exemple 1.2

Amb el mateix enunciat que en ’exemple 1.1, ens fem les preguntes segiients:

1)

2)

1.3

Sabent que el receptor ha rebut una paraula amb un zero (Y = 1), quina és la
probabilitat que I’emissor hagi enviat la paraula 007

P(X=2,Y=1) 0,0098

PX=2lY=1)= P(Y=1) 05

= 0,0196.

Les variables X i Y sén independents?

Com que P(X =2,Y=1) = 0,0098 # P(X =2)P(Y =1) = 0,125, no sén indepen-
dents. De fet, hi ha una correlacié alta entre el missatge transmes i el missatge rebut,
ja que en el 96% dels casos ((1 — 0,02)2 = 0,96) esperem rebre el mateix que hem
transmes.

Relacié entre variables aleatories discretes: covariancia

i coeficient de correlacio

Fins aqui hem definit que és un vector de variable aleatoria discreta i ens hem

centrat a estudiar el cas dels vectors formats per dues variables aleatories, és a

dir, els vectors aleatoris bidimensionals.

Hem vist que parametres com ’esperanca, la variancia i la desviacié estandard

es poden estendre facilment al cas bidimensional partint de la definicié que hem

vist per al cas unidimensional. Ara bé, en el cas del vector aleatori ens podem
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fer una nova pregunta que no ens haviem plantejat abans: podem mesurar
quina és la relacié entre les variables aleatories que formen el vector? Aquesta

pregunta és la que mirarem de respondre en aquest subapartat.

Comengarem definint tres parametres que ens permeten caracteritzar la relacié

entre dues variables aleatories, X i Y.

Definici6 1.7. Definim I’esperanga del producte com segueix:

B(XY) =) Y abP(X=a; Y=b;). (7)

Definicio 1.8. La covariancia entre dues variables aleatories X 1 Y es

defineix de la manera segiient:

Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y - E(Y))] (®)

=3 (@~ B())(; ~ BY)P(X =as, Y =by).

Desenvolupant la suma anterior després de multiplicar els termes dels

parentesis, arribem a

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). (9)

Un altre parametre estadistic referent a parelles de variables aleatories és el co- Covariancia

eficient de correlacié, que és una versié normalitzada de la covariancia (o coe- Noteu que, després de

ficient de correlacié lineal de Pearson). simplificar, la covariancia és
I'esperanca del producte
menys el producte
d'esperances de les dues
variables aleatories del vector.

Definicio 1.9. El coeficient de correlacidé entre les variables X i Y

es defineix com la covariancia dividida entre les desviacions estandards Observaci6

de les variables aleatories: . .
La covariancia i el coeficient

de correlacié sén parametres
Cov(X,Y) poblacionals que mesuren el
=y 7 (10) nivell de relacié lineal entre
0X0y les variables.
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La covariancia ens dona informacié sobre la possible existéncia de relacié lineal
entre X i Y, és a dir, ens ajuda a saber si aquestes variables creixen conjunta-
ment o no. Per a donar una informacié normalitzada, cal dividir el valor de la
covariancia pel producte de les desviacions tipiques de les dues variables. Aix0

és justament el que fa el coeficient de correlacié de Pearson.

Propietats del coeficient de correlacio

1) El coeficient de correlacié sempre és en el marge segiient:

—1<p<l. (11)

2) Si p és a prop d'l o —1 diem que hi ha una forta correlacié lineal
entre X i Y.

3) Si, de mitjana, Y augmenta quan X augmenta: p > 0.

4) Si, de mitjana, Y disminueix quan X augmenta: p < 0.

Si p és prop de 0, les variables presenten una correlacié lineal debil o no hi ha

correlacié lineal.

Definicié 1.10. Si p = 0, diem que les variables sén linealment incor-

relacionades.

Relaci6 entre independéncia i incorrelacio

Si X i Y sén independents, llavors Cov(X,Y) =01 p = 0. La implicacié

contraria, en general, no és certa.

En efecte, suposem que X i Y sén independents. El resultat anterior s’obté

tenint en compte (6) i calculant amb (7) i (9):

E(XY) =YY aibP(X=a;, Y=b;) = Y a:b;P(X=a;)P(Y =b;)

7 7 7

=Y a;P(X=a;) Y _b;P(Y =b;) = E(X)E(Y).

Correlaci6 propera a 0

El fet que el coeficient de
correlacié sigui proper a 0 és
pot deure al fet que no hi ha
correlacié de cap tipus o bé
al fet que la correlacié que hi
ha és no lineal (per exemple,
quadratica, cdbica, etc.).
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Llavors, Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = 0.

Notem que, com que p = Cov(X.Y) p=0« C(X,Y)=0.

OXOy

Vegem un exemple en que s’apliquen tots aquests conceptes.

Exemple 1.3

Observeu la figura 1. En la part esquerra hem representat les 10 parelles de valors (z;, y;)
que pren un vector (X,Y). En aquest cas s’obté un coeficient de correlacié de 0,9. Com
que és un valor proper a 1, les variables X i Y presenten una correlacié lineal forta:
a mesura que augmenta el valor d’una, també augmenta el valor de D’altra. El fet que
tinguin una correlacié lineal forta ens diu que els valors (z;, y;) sén a prop d’una recta. La
recta que hem representat I’hem obtinguda pel métode dels minims quadrats. Tot i que
no és el nostre proposit obtenir-la, I’hem representada per observar millor la correlacié
lineal. En la figura de la dreta hem donat un altre exemple en qué el comportament és
completament diferent. En aquest altre cas s’obté un coeficient de correlacié de 0,25, és
a dir, practicament no hi ha correlacié.

Figura 1. El coeficient de correlacié lineal del grafic esquerre és 0,9 i el del grafic de la dreta 0,25

Exemple 1.4

Continuem amb ’exemple 1.1, el de ’emissor binari, i calculem ara els parametres definits
anteriorment. Calculem en primer lloc ’esperanga del producte:

E(XY) = 0.-0-P(X=0,Y=0)40-1-P(X=0, Y=1)+0-2-P(X=0, Y=2) +
+ 1.0-P(X=1,Y=0)+1-1-P(X=1,Y=1)+1-2-P(X=1, Y=2) +

+ 2.0-P(X=2Y=0)+2-1-P(X=2,Y=1)+2-2-P(X=2, Y=2) =

0,4804 42 - 0,0098 + 2 - 0,0098 + 4 - 0,2401 = 1,4.

A continuacid, i a partir de ’esperanca del producte i del producte d’esperances, com
hem vist en la definicié 1.8, podem calcular la covariancia,

Cov(X,Y)=14—1-1=04,

i el coeficient de correlacid,

Figura 1

En la figura de I'esquerra les
parelles de punts estan més
correlacionades que les de la
figura de la dreta. Fixeu-vos
que la correlacié en el primer
cas és 09 i en el segon 025.

Vegeu també

En I'apartat 2 d’aquest modul
veurem conceptes semblants
als que hem vist fins ara pero
aplicats a vectors aleatoris,
en qué les variables aleatories
seran continues.
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2. Vector aleatori (X,Y) amb X i Y variables aleatories
continues

L’estructura d’aquest apartat és similar al de 'anterior. En primer lloc defini-
rem que entenem per vector aleatori de variables continues. A continuacié de-
finirem les funcions de distribucié i de densitat conjuntes. També definirem les
funcions de densitat marginals. Fixeu-vos que en aquest cas parlem de funcions
de densitat, ja que tractarem variables aleatories continues. Com en l'apartat
anterior, veurem les probabilitats condicionades i quan les variables del vec-
tor sén independents. Acabarem l'apartat avaluant si dues variables aleatories

varien de manera similar mitjancant la covariancia i el coeficient de correlacié.

Definicié 2.1. Si X i Y sén dues variables aleatories continues, s’ano-

mena vector aleatori continu bidimensional el vector (X,Y).

En general, donades n variables aleatories continues, X1, Xo, ..., X,, cal treba-

llar amb el vector aleatori continu n-dimensional (X7, Xs, ..., X,,). En aquest

apartat ens centrarem en el cas n = 2.

Ja vam veure en el tema de variables aleatories que el tractament amb variables
continues és molt diferent que amb variables discretes. Comencem definint les

funcions de distribucié conjunta i de densitat conjunta.

2.1 Funcié6 de distribucié conjunta. Funcié de densitat conjunta

Definicié 2.2. La funcié de distribucié conjunta, Fxy, de les vari-

ables continues X i Y és una aplicacié de R? a [0, 1] definida per

Fxy(z,y) =P(X <z, Y <y) VY(z,y) € R (12)

Si Fxy és continua i dues vegades derivable, diem que X i Y sén con-

juntament continues. La funcié de densitat conjunta, fxy, és:

2
Ifxv(z,y) = 8m6yFXY(x’y)' (13)

Vegeu també

En el modul “Variables
aleatories” vam veure les
diferéncies en el tractament
de les variables aleatories
discretes i continues.
Aquestes diferéncies sén
valides també per al
tractament de vectors
aleatoris discrets i continus.

Vegeu també

Recordeu els conceptes de
funcié de distribucié i de
densitat que vam veure en el
subapartat 3.1 del modul
“Variables aleatories” .
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En la definicié anterior, F'xy i fxy sén funciéns de dues variables, és a dir,
definides en R?. En aquest cas podem derivar amb respecte una de les varia-
bles mantenint I’altra constant i obtenim les operacions de derivada parcial.

Donada una funcié f(x,y), podem derivar-la amb respecte x: % o derivar-la

amb respecte y: g—i. Per a obtenir la densitat conjunta fxy, hem de fer una

derivada seguida de l'altra en la funci6 de distribucié conjunta: %ny(x, Y).

Propietats de la funcié de densitat conjunta

1) La densitat conjunta és una funcié no-negativa:
fxvy(z,y) = 0. (14)
2) Per a cada conjunt A C R?,
Px ) ed)= [ [ fera)dody (15)
3) Calcul de la funcié de distribucié a partir de la funcié de densitat:

Fxy(z,y) = /_g; /_yoo fxy (u,v) dudv. (16)

4) Normalitzacié de la densitat:

/ Z / Z fv(@,y) dudy = 1. (17)

La propietat (15) es podria considerar com la definicié directa de la funcié de
densitat. En aquest cas, (16) es dedueix tenint en compte que Fxy (z,y) és la
probabilitat que —co < X < 2z i —oco <Y < y. De la mateixa manera, (17)
diu que la probabilitat que X i Y prenguin qualsevol valor és 1. Notem que fer

%ny(x,y) a partir de (16) dona efectivament fxy (z,y).

Generalitzant el que vam veure en una dimensid, la probabilitat P(A), en que
A és un subconjunt de R?, és determinada pel volum per sota de la funcié de

densitat conjunta fxy (z,y) i que determina A (férmula (15)).

Probabilitat P(A)

En el cas de variables
aleatories unidimensionals
obteniem la probabilitat
mitjangant |'area per sota de
la funcié de densitat.
Fixeu-vos que aqui estem
tractant amb variables
bidimensional i per aixo
parlem de volum per sota de
la funcié de densitat conjunta
Ixvy (z,y).
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Exemple 2.1

Un vector aleatori (X,Y") té funcié de densitat:

K
—— siz>0,y>0,z4+y <1,
_ 14+z+y)3
Ixy@y) =4
0 altrament,

on K és una constant.

1) Quin valor té la constant K?

2) Quina és la probabilitat que Y > X7

3) Quina és la probabilitat que X > 2Y?

4) Quina és la probabilitat que X +Y > %?

Notem que la densitat és definida en un triangle amb vértex en els punts (0,0), (1,0) i
(0,1). Les integrals que calculem s’han de restringir a aquesta regié. La podem descriure
dient que z varia entre 0 i 1 i que, per a cada «x, y varia entre 0i 1 — z.

1) K es determina imposant la condicié de normalitzacié (17):

1= [T peaar= [T G ) o

1 1 y=1—=z 1 1 1
=K _— doe = K . ——
/0 { 2<1+x+y)2L:0 ‘ /0 (2(1+z>2 8) ‘

d’on K = 8.

2) Apliquem (15). Hem d’integrar la densitat sobre la regié interseccié entre el triangle
on és definit el vector (X,Y) i el semipla ¥ > X. Resulta un triangle amb vertex
(0,0), (0,1) i (%, %) (aquest ultim és la interseccid entre z +y = 11y = z). Aixd
restringeix y entre x i 1 — x, sempre que x estigui entre 0 i %:

1 1

ro>0= ([ amm ) e[ o]

4 2 z 1
:/ —— —1)de = |— — X = —.
o \(1+2x)? 1+ 2x o 2

3) El succés X > 2Y correspon al triangle de vertex (0,0), (1,0) i (%, %) (aquest ultim
és la interseccié entre x +y = 11 2y = ). Ara és més directe integrar primer x entre
2yi1—yidesprésyde0a%:

Nl

1

rocan = [N aregee) =[] [asrer] o

=2y

1 1

= (e )= ), =3
~Jo \+3y)2 VS 13y Y, T3
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4) En aquest cas és més simple la regié complementaria X +Y < %, que consisteix en
el triangle de vertex (0, 0), (%,0) i(0, %) Aixi,

1 1 (3= 8
PIX+Y>—-)|=1-P|X+Y <= =17‘/ / —— dy | dx
2 2 0 0 (1+2z+y)3

1 y=1_=z 1
1—/2[—$] : daczl—/2<L—§)dx
0 (1+z+y)? o \(1+z)2 9

y=0

En la figura 2 es mostren els tres successos.

Figura 2. Successos de I'exemple 2.1

1 Y>X 1 X>2Y 1 X+Y>1/2

1/3

/2 1% 2/3 1% 1/2 i

A continuacié definirem un tipus particular de vector aleatori bidimensional.

Definicié 2.3. Distribucié uniforme. Diem que el vector aleatori
(X, Y) es distribueix uniformement en la regi6 D C R? si la funcié de

densitat conjunta és:

L si (z,y) €D
fxy(z,y) = areato) (18)

0 altrament

Es a dir, per a tots els punts z i y que sén dins del domini de definicié de la
variable aleatoria uniforme, el valor de fxy (z,y) és constant. En aquest cas, el
calcul de volums per sota de la funcié de densitat pot no requerir la utilitzacié

de les integrals dobles, com veurem en ’exemple 2.4.

Intuitivament, podem veure que si tenim dues regions dins de ’area D amb la

mateixa area, les dues tenen la mateixa probabilitat.

En la figura 3 en podeu veure un exemple. En aquest cas la regié D és rectan-

gular.
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Figura 3. Representacié grafica de fxy (z,y) per al cas uniforme

fxy(xr y) =

area(D)

2.2 Funcions de densitat marginals

En aquest subapartat veurem com es poden calcular les funcions de densitat
marginals. Recordeu que per al cas de les variables discretes, tal com hem
vist en el subapartat 1.1, les funcions de probabilitat marginals les obteniem
per a un cert valor d’'una de les variables del vector i fent el sumatori per a
tots el casos de 'altra variable aleatoria. Aqui aplicarem la mateixa idea pero

substituint els sumatoris per integrals.

Definicié 2.4. Funcions de densitat marginals

Densitat marginal de X: fixat un valor de z, integrem per a tots els

valors possibles de y:

fmm=[fﬂaw@. (19)

Densitat marginal de Y: fixat un valor de y, integrem per a tots els

valors possibles de x:

fww=[%ﬂawm. (20)

A partir de les expressions anteriors podem trobar els parametres que caracte-
ritzen cada una de les variables: ’esperanca, el moment d’ordre 2 i la variancia

per a cadascuna de les variables del vector.
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La definicié d’aquests parametres és la mateixa que haviem fet per al cas unidi-

mensional®*. En aquest cas, pero, utilitzem les funcions de densitat marginals:

e Esperanga de X i esperanca de Y:

HM=/mxh@M% Hﬂ=/myh@My

— 00 — 00

e Moments d’ordre 2:

B = [ a2 fx(a)de,

— 00 — 00

e Variancia de X i variancia de Y:

ok =B(X*) -E(X), o} =E(Y?) -

2.3 Funcions de densitat condicionades. Variables independents

En aquest subapartat veurem quan les dues variables aleatories del nostre vec-
tor sén independents o, al contrari, quan el resultat d’una ens dona alguna

pista sobre ’altra. En aquest segon cas parlem de densitat condicionada.

Definicié 2.5. Les variables continues X i Y sén independents si i

només si

Ifxv(z,y) = fx(z)fy(y), Vi, y. (21)

Es a dir, X i Y son independents si la funcié de densitat conjunta és igual al

producte de les funcions de densitat marginals i viceversa.

Definicié 2.6. Funcions de densitat condicionades

Es defineix la funcié de densitat de X condicionada a Y = y com

fXY(xay) )

Iy (y) (22)

flzly) =

* Vegeu el subapartat 3.3 del
modul “Variables aleatories” .

Observacio

Fixeu-vos que si les variables
sén independents, les
densitats condicionades sén

I ly) = Bpbsd =
Ix (@),
flylz) = fy ().
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Analogament, la funcié de densitat de Y condicionada a X = =

com

fXY(xvy) )

flylz) = Fx(@)

(23)
Ara en veurem alguns exemples per aclarir tots aquests conceptes.
Exemple 2.2

Un senyal de comunicacié comencga en l'instant X i acaba en l'instant Y, donats pel
vector aleatori (X,Y’) amb funcié de densitat:

eV sil0<z<y
Ifxy(z,y) =
0 altrament.

1) Calculem les probabilitats dels esdeveniments segiients:
A = “La durada del senyal és inferior a 2.”
B = “En t=2 el senyal és actiu.”
C = “En t=2 el senyal ja ha comencat i en ¢ = 1 encara no ha acabat.”
Notem que A equival a Y—X < 2, Bequival a X <2,Y>21iC equival a X <2,Y >1.
Pera A, laregié és 0 <z <ooiz<y<z+2:

P(A) = /Ooo (/:Fr? efydy> de = /Ooo(efzfefz*%da: = (1—e72) /000 e %dr =1—e"2.

Per a B, laregié és 0 <z <2i2<y<oo:

2 =) 2
P(B) = /0 (/z e_ydy) dx = /0 e 2de = 2¢72.

Per a C, la regié té dues parts. Si 0 < x < 1 llavors 1 < y < co0. Si 1 < z < 2 llavors
z <y < oo

1 oo 2 oo
P(C) = / (/ efydy> dx +/ (/ efydy> dx
0 1 1 T
1 2
:/ e_ldx—l—/ e Cdz=e 14 (el —e2)=2e"1 —e72,
0 1

2) Calculem les funcions de densitat condicionades f(x|y) i f(z|y).
Primer necessitem les funcions de densitat marginals:
Siz >0

fx(z) = /j:o fz,y)dy = /:0 e Vdy=[-e Y =e"".
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Siy>0
oo y
ty) = [ fewde= [Te v ds e Vel = ye.
—o0 0
e ® s x>0 ye ¥ siy>0
Aixi, fx(z) = fy(y) =
0 altrament, 0 altrament.

Ara calculem: donat y > 0,51 0 < z < v,

_fxy(@y) eV 1

Tl ==y e~y

Donat x > 0, si x < y < oo

fXY(x»y) d _ e—(y—x).

flyle) = —F———=
fx (@) e-"
) % si 0<z<y e~ (=2 & z<y< oo
Aixd, f(z|y) = flylz) =
0 altrament, 0 altrament.

3) Si el senyal acaba en l'instant ¢ = 4, quina és la probabilitat que en I'instant ¢t = 1
encara no hagi comengat?
Tenim com a condicié Y = 4 i com a succés X > 1, aixi que utilitzarem la densitat
de X condicionada a Y:

1
f(:]c\Y:4):Z, 0<z<4
La probabilitat demanada és:
41
P(X>1\Y:4):/ L —
1 4

Exemple 2.3

El senyal d’entrada, X (volts), en un canal de comunicacions és distribuit uniformement
en linterval [—2,2]. El senyal de sortida, Y (volts), és la suma del senyal d’entrada més
un soroll que és distribuit uniformement en l'interval [—3, 3]. Calculem les probabilitats
condicionades P(Y < 0|X =1), P(Y <y|X =1)i P(Y < y| X = z). Es a dir, quina
és la probabilitat que el senyal de sortida sigui més petit o igual que zero sabent que el
senyal d’entrada és igual a 1 V? Quina és la probabilitat de qualsevol valor del senyal
de sortida y sabent que el senyal d’entrada és 1 V? I finalment, de manera més genérica,
quina és aquesta probabilitat per a qualsevol valor z del senyal d’entrada?

Si el senyal d’entrada és x, donat un valor qualsevol de z, el senyal de sortida, y, podra
prendre un valor dins del marge [—3, 3] centrat en el valor de x concret. Esa dir, la variable
Y es distribueix uniformement en [z — 3,z + 3]. Per exemple, si el senyal d’entrada és
d’un volt, X =1, llavors Y es distribueix uniformement en [—2, 4].

Calculem ara la probabilitat condicionada: P(Y < 0| X =1) = %. Com hem fet aquest

calcul? Fixeu-vos que Y < 0 per a l'interval [—2, 0] respecte a l'interval total [—2,4].

Ara respondrem la segona qiiestié: P(Y <y|X =1) = yTH per a —2 < y < 4. Fixeu-vos
que en aquest cas hem pres tot 'interval de valors possibles per a la variable Y sabent

que X pren un valor igual a 1.

El cas més general és P(Y <y |X =z) per a x — 3 < y < =z + 3. Fixeu-vos que
aqui hem expressat la variable Y en funcié dels valors possibles de X.

_ y—z+3
- 6
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2.4 Relacié entre variables aleatories continues: covariancia

i coeficient de correlacio

Definim els mateixos parametres que hem vist per a vectors discrets com en el
cas de les variables aleatories unidimensionals. Ara els sumatoris esdevindran

integrals.

Definici6 2.7.

Esperanca del producte:
BxY)= [ [ sufxv(o y)dady, (24)
Covariancia:

Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y - E(Y))] (25)

oo o0
— [ | @-BoO - B0 fxr (o, v) dady.
—o0 J —oo
Igual que en el cas discret, s’obté la propietat:
Cov(X,Y)=E(XY)-EX)E®Y). (26)

Coeficient de correlacio:

~ Cov(X,Y)

0Xx0y

. (27)

Com en el cas de variables aleatories discretes, el parametre covariancia dona
informacié sobre la relacié lineal entre X i Y, és a dir, si les variables creixen
conjuntament o no. Per a donar una informacié més significativa, cal normalit-

zar la covariancia, i per aixo definim el coeficient de correlacié.

Propietats de la covariancia i del coeficient de correlaci6

1)—1<p<1.

2) Si p és a prop d’l o —1, diem que hi ha una forta correlacié lineal
entre X i Y.

Observacié

Fixeu-vos en les propietats de
la covariancia i del coeficient
de correlacié per als casos de
les variables discretes i
continues i observeu que sén
identiques.
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3) Si X i Y augmenten o disminueixen conjuntament, p > 0.

4) Si una de les variables augmenta en disminuir laltra (o a I'inrevés),

p <0.

5) Si p es troba a prop de 0, les variables presenten una correlacié lineal
debil o no hi ha correlacié lineal. En el cas particular de p = 0, diem
que les variables sén linealment incorrelacionades (hi podria haver un

altre tipus de correlacié no lineal).

6) Si X 1 Y s6n independents, Cov(X,Y) = 0 i p = 0. La implicaci6

contraria, en general, no és certa.

Exemple 2.4

(X,Y) és un vector aleatori bidimensional uniforme en la regié limitada pel triangle, T,
de costats sobre les rectes y = 0, z = 3 i y = z. Ho podeu veure en la figura 4.

Figura 4. Densitat uniforme en el domini T’ Figura 4

A
Observeu com definim el

2
fxy(x,y) = 9 domini on sén definides les
variables x i y i la densitat
uniforme dins d’aquest
domini.

1) Trobem la funcié de densitat conjunta, funcions de densitat marginals i el valor
esperat de cada una de les variables. Les variables X i Y sén independents?

Com que la distribucié és uniforme,

Area del triangle

1 2
— =2 g (z eT
frea triangle ~ 0 S (®Y) L'area del triangle és el
producte de la base i I'alcada

dividit entre dos. En aquest

cas, %

Ixy(z,y) =
0 altrament.

Calculem la densitat marginal de X:

zgdy:%x si € [0,3]

Ix(z) = /jo fxv(z,y)dy =

0 altrament.
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2)

Fixeu-vos en els limits d’integracié. Si prenem un valor qualsevol de z (ho podeu
comprovar sobre la figura 4 fent una recta vertical sobre el triangle) la y és entre zero
ilarecta z =y.

Calculem ara la densitat marginal de Y:

[P2dw=2(3-y) siye[o3),

Iy (y) = /jo Ifxy (z,y) do =

0 altrament.

En aquest cas fixem un valor qualsevol de y tracant una recta horitzontal sobre el
triangle. Fixeu-vos que = és entre les rectes z = y i x = 3, que sén els valors que ens
defineixen els limits d’integracié.

Valor esperat de X:

oo 3 3
E(X) = :):fx(:t)d:)::g xde:g-?) =2.
. 9 /o 9

Valor esperat de Y:

[e’s) 3
E(Y):[ yfy(y)dyzg/O (B—yydy =

Les variables no sén independents perque fxv (z,y) # fx (@) fy (y)-

Trobem el coeficient de correlacié.
Moment d’ordre 2 de X:

o 2 3 2 4
E(XQ):/ IQfX(:E)d:B:f./ z3d£:f~3 :g.
oo 9 0 9

Moment d’ordre 2 de Y:
oo 2 3 2 34 3
0% = [~ =2 [e-pra=3(#-5) =1

— 00 9 0 9

Variancia de X i ox:

9 1
Var(X) = E(X?) - E(X)? = 3 4=5 ox =4/5
Variancia de Y i oy:
3 1 1
Var(Y)=E(Y?) —-EY)2=--1== R
ar(Y) (Y5) Y) 5 57 oy 3

Esperanca del producte:

E(XY):/_oo /;00 zy fxy(z,y) dedy

2 3 x 2 3 3 2 34 9
:7/ / xydydxzf/ Tgp=20 22,
9 Jz=0Jy=0 9 Je—0 2 9 8 4

Limits d’integracio

Fixeu-vos que ara prenem
com a limits d'integracié tot
I'interval de variacié de les
variables aleatories [0, 3] a
diferéncia de quan hem
calculat les densitats
marginals per a cadascuna de
les variables.
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Covariancia i coeficient de correlacié:

9 1 i 1
Cov(X,Y)=E(XY)-EX)E(Y)=-—-2-1== == _—_,
ov(X,Y) = E(XY) - E()E(Y) = ¢ T

2 V2
3) Trobem les probabilitats: P(X < %), P(Y < %) i P(XY < i):
1 32 1
P(X<7)=/ —xdr = —
2 o 9 36
Representem el volum que determina la zona del triangle on z < % (figura 5):

1
1 32 11
Ply<=)= 2By dy==—.
( 2) /09( y) dy %6

Representem el volum que determina la zona del triangle on y < % (figura 5):

1
2 (2 2 31 1 In3+1In2
:7/2xd:1:+7 Loy Lyt ng o
9 Jo 9J1 4z 36 18

En la figura 5 mostrem la zona del triangle on zy < i i el volum que genera.

Figura 5. Funcié de densitat uniforme en el triangle T’ Figura 5

La zona del triangle on
definim les variables
aleatories genera un volum
determinat.
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Resum

En aquest modul hem vist els vectors aleatoris. Aquests poden ser discrets

(apartat 1 del modul) o continus (apartat 2 del modul).

Donades X i1 Y dues variables aleatories discretes, podem definir un vector
aleatori discret, (X,Y"). D’aquest vector aleatori, hem definit la probabilitat

conjunta i la probabilitat marginal:

e Probabilitats conjuntes: P(X=a;,Y =b;) = P{X=a;} N {Y =10,}).
e Probabilitat marginal de X (de manera analoga, podriem definir la de Y):

P(XZU,Z) = Zm 1P(X:ai,Y:bj).

Jj=

També hem vist el concepte de probabilitat condicionada:

P(X:ai, Y:b])
P(Y =b;)

I hem definit el concepte d’'independéncia. Hem vist que X i Y sén inde-
pendents si i només si P(X =a;, Y =b;) = P(X =a;)P(Y =b;) per a tot
i,].

Per finalitzar, hem apres a mesurar el grau de similitud de les variables ale-

atories que formen el vector mitjancant els conceptes segiients:

e Esperanca del producte: E(XY) =3, a;b;P(X=a;, Y =b;).

e Covariancia: Cov(X,Y) = E[(X—E(X))(Y-E(Y))] = E(XY)-E(X)E(Y).

Cov(X,Y)

e Coeficient de correlaci6 lineal de Pearson: p = ——

L’apartat 2 d’aquest modul I’hem dedicat als vectors aleatoris bidimensionals
continus. Concretament, si X i Y son variables aleatories continues, podem
definir el vector aleatori continu (X,Y’), i hem vist els conceptes associats

seglients:

e Funcié de distribucié conjunta: Fxy (z,y) = P(X <z, Y <y) V(z,y) €

R2.

e Funcié de densitat conjunta: Si Fxy és dues vegades derivable, la fxy
és fxy(z,y) = %FXY(%Z/)-

e Densitat marginal de X: fx(z) = ffooo f(z,y)dy. (De manera analoga
podem definir la densitat marginal de Y.)

e Densitat de X condicionada a Y = y: f(z|y) = f’}ii((z)y)

analoga podem definir la densitat de Y condicionada a X = x.)

. (De manera
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e Covariancia: Cov(X, Y) = E[(X—E(X))(Y —E(Y))] = E(XY)—E(X) E(Y).
Cov(X,Y) ]

e Esperanga del producte: E(XY) = [%_ [% ayfxy(z,y) dz dy.

e Coeficient de correlacié: p =
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Activitats

1. Disposem d’un canal de comunicacions que caracteritzem amb les variables aleatories X
i Y, la velocitat de transmissié del canal i la proporcié d’errors que introdueix el canal,
respectivament. La funcié de densitat conjunta del vector aleatori (X,Y) és expressada en
funcié d’una constant k:

k(z+y) silO<z<2, 0<y<2
fxy(z,y) =
0 altrament.

a) Busqueu el valor de k.

Pista: de manera analoga a com succeia en el cas de funcions de densitat d’una variable
aleatoria, el volum total determinat per la funcié de densitat conjunta en R? ha de valer 1
(férmula (17)).

b) Busqueu les funcions de densitat marginals de X i Y.

¢) Determineu si X i Y sén independents.
2. Per al vector aleatori (X,Y’) del problema anterior:

a) Busqueu les funcions de densitat condicional f(z|y) i f(y|z).

b) Busqueu P (0 <Y < %|X: 1).

3. Donat un senyal actstic que representem mitjancant la variable aleatoria X, I'introduim
en un amplificador que genera una nova variable aleatoria Y = aX + b (a i b constants, a

distinta de zero). Es demana:

a) Busqueu la covariancia de X i Y i expresseu-la en termes de Ugf, la variancia de X.
Pista: recordeu que ’esperanca és un operador lineal.

b) Fent ts del fet que Var(Y') = Var(aX +b) = a2 Var(X), trobeu* el coeficient de correlacié
de XiY.

4. La funcié de densitat conjunta d’un vector aleatori (X,Y") és:

6y si O<y<z<l1
fxvy(z,y) =
0 altrament.

a) Busqueu la funcié de densitat marginal fx (z).
b) Busqueu la funcié de densitat condicional f(y|z).

c) Calculeu el valor esperat condicional corresponent, és a dir, E(Y | X = x).

5. La funcié de probabilitat conjunta de dos senyals digitals que es representen mitjangant
un vector aleatori (X,Y") és:

0,45 si z=0,y=0
0,1 siax=1,y=0
Pxy(z,y)=1 005 si 2=0,y=1
04 siz=1y=1

0 altrament.

a) Calculeu les funcions de probabilitat marginal de X i de Y.

* Atencié: durant els calculs
recordeu que una desviacié tipica
sempre és positiva, mentre que la
constant a podria ser positiva o

negativa.
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b) Busqueu el valor mitja i la varidncia de X. El mateix per a Y.

c) Busqueu la covariancia i el coeficient de correlacié de X 1 Y.

6. Proveu que no hi poden haver dues variables aleatories X i Y per a les quals E(X) = 3,
E(Y) =2, E(X?) =10, E(Y?)=29i E(XY) =0.

Pista: feu la prova per reduccié a ’absurd, és a dir, suposeu que és cert el que diu I’enunciat
i tracteu de buscar-hi una contradiccié.

7. Considereu el canal de comunicacié que es mostra a sota. Sigui (X,Y) un vector aleatori,

en qué X és entrada del canal i Y és la sortida. Sabem que P(X=0) = 0,5, P(Y=1|X=
0) =0,1ique P(Y=0|X=1)=0,2. Es demana:

P(Y =01 X = 0)

0 0
X Y
1 1

P(Y=T1X=1)

a) Busqueu la funcié de probabilitat conjunta Pxy (x,y).
b) Busqueu les funcions de probabilitat marginals Px (z) i Py (y).
c) Sén X iY independents?

8. La funcié de distribucié conjunta d’un vector aleatori (X,Y’) és determinada per

y+e*z(y+1)
y+1

—e® sz, y>0
Fxy(z,y) =

0 altrament.

Busqueu la funcié de densitat conjunta, fxy (z,y), i feu is d’un programari (per exemple, el
Wiris) per a representar-la graficament.

9. La funcié de densitat conjunta d’un vector aleatori (X,Y") és determinada per

2 sil0<y<z<l1
fxy(z,y) =

0 altrament.

a) Busqueu les funcions de densitat marginals de X i Y.
b) Busqueu les funcions de densitat condicional f(z|y) i f(y|z).
10. En un servidor que processa peticions de client definim dos temps d’espera: Xi, que és

el temps d’espera de la peticié a la cua del servidor, i Xo, que és el temps que el servidor
empra a processar la peticié.
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Les variables aleatories X1 i X2 tenen la funcié de densitat conjunta segilient:

e~(@1te2) g 0< 2y <00, 0< 22 < 0O
fxix,(x1,22) =
0 altrament.

Calcula:

a) La probabilitat que la peticié estigui més d’una hora en el sistema (temps en la cua més
temps de processament).

b) Les densitats marginals de X1 i X».

c) Sén independents X1 i Xa?

d) La probabilitat que la peticié passi més d’una hora esperant a la cua.
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Solucionari

1= /j:o /j:o Fxv (@, y)dwdy = k/: /02<x+y>dxdy

2 [ 22 z=2 2 1
:k:/ {—-{—wy} dy:k/ 2+2y)dy =8k = k= —.
o L2 =0 0 8

b) La funcié de densitat marginal de X és:

e} 1 2 1 21y=2 i(z + 1)
fx (@) :/ Ixy(z,y)dy = */ (z+y)dy = < [wy-l— yf} =
oo 8 Jo 8 2 |y=o
0
Analogament, la funcié de densitat marginal de Y és:
_ 1
oo 1 /2 1 27Y=2 ily+1)
fy(y) = / fxy(z,y)dy = g/ (zt+y)dy = ¢ [zer y;] =
—o00 0 y=0 0

c) X iY nosén independents, ja que fxy (z,y) # fx(z)fy (y) (é(x—l—y) # %(x-l—l)%(y—&-l)).

2.

a)

1
s@+y) T +y
T) = = , O0<y<2 0<z<2
fyle) Te+1) 2@+1) Y

flzly) = = , 0<z<2 0<y<2.

(@ +y) Tty
Tw+1)  20y+1)

b) La probabilitat demanada, és:

1 1/2 1/21 5
P(O<Y<5\X:1):/ f(y|a::1)dy:/ ﬂdy:—.
0 0

3.

a) Noteu que
E(XY) = E[X(aX +b)] = a E(X?) + bE(X).

E(Y)=E(aX +b) =aE(X) +0.

0<ze <2

altrament.

O<y<?2

altrament.
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Per tant,

Cov(X,Y) = B(XY) — B(X)E(Y) = a E(X2) + bE(X) — B(X)(a B(X) + b)

=a(BE(X?) - E(X)?) = aVar(X) = ac%k.

b) Noteu que* o2 =a20% = oy =la|ox.

El coeficient de correlacié de X 1Y és:

Cov(X,Y) ac%k a 1 a>0
p = =

oxOy ox lalox - lal n 1 a<o

4.
a)
Ix (@) =/ fxvy (z,y)dy =/ 6ydy = 3z°.
—o0 0
322 0<z<1
fx(x) =

0 altrament.

b)

y
f z,y 2; O<y<z<l1
f(y|x):$:

fx (@)

0 altrament.

c) El valor demanat és:

oo 1 [, 2
EY|X=1)= yflylo)dy=— [ 2y°dy = Sa.
— 00 x 0 3

5.

a) Probabilitat marginal de X:

P(X=0) = Pxy(0,0) + Pxy(0,1) = 0,5, P(X=1)= Pxy(1,0) + Pxy(1,1) = 0,5.

Probabilitat marginal de Y:

P(YZO) = ny(O, 0) +ny(1,0) = 0,55, P(Yzl) = ny(o,l) +ny(1, 1) = 0,45

* Vegeu I'exemple 3.2 del modul
“Funcions de variables
aleatories” .
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b)

E(X)=> 2;P(X=2,)=0-05+1-0,5=0,5.

7

E(X?) =Y a?P(X=z;)=0?-05+1?.0,5=0,5.

k3

Var(X) = E(X?) - E(X)? = 0,5 — 0,52 = 0,25.

Analogament, s’obté:

E(Y) = 0,45, Var(Y) = 0,2475.

<)

E(XY) =Y oy Pxy(zi,y;) =0:0-04540-1-0,05+1-0-0,1 +1-1-0,4=04.
i

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) =04 — 0,5 0,45 = 0,175.

X, Y 1
_ Cov(X,Y) _ 0,175 — 0,704,
oxoy 10,25 - 0,2475

6. Si suposem que se satisfan totes les condicions de I’enunciat,
Cov(X,Y)=E(XY)-EX)EY)=0-3-2=—6.
Var(X) = E(X?) —E(X)?2=10-9=1 = ox = 1.

Var(Y) =E(Y?) —E(Y)2=29-4=25 = oy = 5.

Aix0 és una contradiccid, ja que ha de ser —1 < p < 1.

Per tant, no es poden donar alhora totes les condicions de I’enunciat.

7.

a) Noteu que P(X=1)=10,5, P(Y=0|X=0)=091P(Y=1|X=1)=0,8.
Per tant,

Pxy(0,0) = P(X=0,Y=0) = P(Y =0| X = 0)P(X = 0) = 0,45.

Pxy(0,1) = P(X=0,Y=1) = P(Y =1| X =0)P(X =0) = 0,05.
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Pxy(1,0) = P(X=1,Y=0) = P(Y =0| X = 1)P(X=1) = 0,10.

Pxy(1,1) = P(X=1,Y=1) = P(Y =1| X = 1)P(X=1) = 0,40.

b) Les funcions de probabilitat marginals sén:

Marginal de X:

Px(0) = P(X=0) = Pxy(0,0) + Pxy(0,1) = 0,5.

Px(1) = P(X=1) = Pxy(1,0) + Pxy(1,1) =0,5.

Marginal de Y:

Py (0) = P(Y=0) = Pxy(0,0) + Pxy(1,0) = 0,55.

Py(1) = P(Y=1) = Pxy(0,1) + Pxy(1,1) = 0,45.

¢) X iY no sén independents, ja que Pxy (0,0) = 0,45 # Px (0)Py (0) = 0,275.

8. Peraz,y >0, es té:

2
rrto) = B0 oy = D (B g )} = D (oo matriy - et
0xdy oy ox

Llavors,

ze~cW) g 4 >0
Ixy(z,y) =
0 altrament.

A continuacié es mostra la grafica de la funcié de densitat conjunta des de diferents perspec-
tives:
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9.

a) Si0 <z < 1llavors fx(z) = [y 2dy = 2x. Per tant,

2r O<zx<1
Ix(x) =

0 altrament.

Si0 <y < 1llavors fy (y) = fyl 2dxr = 2(1 —y). Per tant, fy(y) =

b) Si0 <y <z < 1llavors f(y|z) = Ixy(ey) 2 %.Pertant,f(y\ac)

fx (z) 2z

Si0 <y <z <1llavors f(z|y) = Ixy(zy) ﬁ.Pertant,f(m\y):

fy (y)

10.

O0<y<1

altrament.

8=

O<y<z<l1

0 altrament.

O<y<z<l1

altrament.

a) Calculem la probabilitat que el temps d’espera total no superi 1 hora, és a dir, X1+ X2 > 1.

1 1—zq
P(X1+X2>1)=1—-P(X; + X2 < 1):17/ (/ e_(””1+‘"”2)dx2) day
0 0

1 1
1— / e 1 (1—e (=21))dpy =1 — / (e®1 — e Nday
0 0

1—[—e 1 —e lgy)d =271,

b) Les funcions de densitat marginals sén les segiients:

oo oo
fx,(z1) = / 67(11+12)dx2 =e 71 / e P2dro =e "1, x1>0.
0 0

Analogament, per a x2:

oo oo}
fx,(x2) = / e~ (T1tT2) gy, — o2 / e Pldrg =e %2, 22 >0.
0 0

c) X1 i X sén independents, ja que, per a 1 > 0,22 > 0,

fx, x5 (@1, m2) = e (@1te2) - fx,(@1) fx,(x2) =€ Fle™ 2,

d) La probabilitat que el temps d’espera a la cua sigui més gran que una hora és:

(oo}
P(Xy1>1) :/ e Tldz) = e L.
1
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