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Introduccioé

Com hem vist en moduls anteriors, les variables aleatories es descriuen per Vegeu també

mitja d’una funcié de probabilitat (cas discret) o d’una funcié de densitat (cas
Recordeu que els conceptes

continu) que conté tota la informacié sobre la distribucié estadistica de la va- de funcié de probabilitat i de
densitat de variables
aleatories discretes i

(valor mitja) o la variancia. En el cas dels processos estocastics es defineixen continues s’estudien el modul
“Variables aleatories” .

riable. Després, per mitja de mitjanes es defineixen parametres com ’esperanca

magnituds similars, que tenen importancia especial perque la caracteritzacié

estadistica completa pot ser molt dificil de conéixer en alguns casos practics.

En aquest modul, definirem les funcions que caracteritzen tota 'estadistica d’un
procés estocastic. Comengarem definint les funcions de distribucié i de densitat
d’ordre n en Papartat 1. A continuacié, en l'apartat 2, definirem una serie
de parametres caracteristics dels processos estocastics com sén les funcions de
valor mitja, 'autocorrelacié, la covariancia i la potencia. En ’apartat 3 veurem
alguns exemples de calcul de parametres. En la practica, hi sol haver metodes
més o menys directes per a obtenir aquests parametres. Aqui, a més d’utilitzar
els metodes directes, farem servir també les funcions de densitat del procés
per a donar una visié completa del tema. En I'apartat 4 veurem que son els
parametres creuats que apareixen quan comparem dos processos estocastics

entre si.
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Objectius

Els objectius que ha d’assolir I’estudiant un cop treballats els materials didactics

d’aquest modul son:

1. Entendre com es caracteritza estadisticament un procés estocastic.
2. Coneixer els parametres d’un procés estocastic.
3. Calcular aquests parametres per a certs tipus de procés.

4. Caracteritzar la relacié entre dos processos estocastics i obtenir-ne els para-

metres creuats.
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1. Funcions de densitat i distribucié d’ordre n

En aquest apartat considerarem processos a temps continu X (¢). Tingueu en
compte que els processos a temps discret tenen un tractament formalment
similar. A diferencia del que passa amb variables o vectors aleatoris, no hi ha
una funcié de densitat del procés en conjunt. La caracteritzacié es fa per mitja

de la idea segiient.

Fixats n instants diferents t1, o, ..., t,, €ls valors que hi pren el procés, X (t1),
X(t2),...,X(tn), constitueixen un vector aleatori n-dimensional. Com que ja
sabem descriure de manera completa 'estadistica dels vectors aleatoris, carac-

teritzarem ’estadistica d’un procés estocastic de la manera segiient.

Proposicié 1.1. La distribucié probabilistica d’un procés estocastic
X (t) queda completament determinada si, per a tot n > 1 i per a tota
eleccio dels instants tq, ta, ..., t,, coneixem la distribucié probabilistica
del vector aleatori (X (1), X (t2), ..., X (tn))-

Es a dir, podem coneixer la distribucié probabilistica d’un procés estocastic,

X (t), a partir de la caracteritzaci6 de les variables aleatories en certs instants ¢;.

En rigor, hi pot haver processos que no verifiquin aquest resultat. Fora d’aquests

casos patologics, els processos d’interes en les aplicacions practiques compleixen

I’enunciat anterior.

La proposicié 1.1 ens suggereix parlar de mostra de n instants per a referir-nos

a la seleccié de n valors diferents de ¢ i els valors que hi pren el procés X ().

Definicié 1.1. Una mostra de mida n (n = 1,2,3,...) consisteix en
I’elecci6 de n instants diferents ¢4, ts, . .., t, i en el vector aleatori associat
a aquests instants (X (¢1), X (t2),..., X (tn))-

La distribucié estadistica d’un procés estocastic queda determinada si conei-

xem la distribucié de totes les mostres possibles. Aixd dona lloc als conceptes

segiients.

Vegeu també

L’'estadistica dels vectors
aleatoris s'estudia al modul
“Vectors aleatoris” d'aquesta
assignatura.

Processos estocastics i
vectors aleatoris

Per a avaluar un procés
estocastic fixarem una série
d'instants diferents i
considerarem que a cada
instant de temps tenim una
variable aleatoria ordinaria.
El nombre n d'instants que
fixem ens dira quina és la
dimensié del vector aleatori.




CC-BY-NC-ND e PID_00253295 8

Caracteritzacié estadistica i parametres dels processos...

Definicié 1.2. Les funcions de distribucié d’ordre n d’un procés
estocastic X () a temps continu sén les funcions de distribucié dels
vectors aleatoris associats a les mostres de mida n. Les representem

F(zy,xa,...,xy; t1,ta,...,1,). Llavors

F(z1,22,. .., %05 t1,t2, ... ty) =

P(X(t1) <21, X(t2) < x2,..., X(tn) < Tp).

Segons aquesta definicid, la funcié de distribucié d’ordre n del procés estocastic
X (t) es defineix com la probabilitat que el procés mostrejat en aquests instants
de temps, és a dir, X(¢;), sigui igual o més petit que un cert valor z; per a
i = 1,...,n. Fixeu-vos que aquesta és la definicié de funcié de distribucié que
haviem considerat per a variables aleatories ordinaries unidimensionals. Aqui

hem estes aquesta definicié al cas n-dimensional.

Un cop definides les funcions de distribucid, anem ara amb les funcions de

densitat.

Definicié 1.3. Les funcions de densitat d’ordre n d’un procés
estocastic X (t) d’estat continu sén les funcions de densitat dels
vectors aleatoris associats a les mostres de mida n. Les representem

f(x1,@9,...,xy; t1,ta,. .., t,). Llavors

F(xl,mz,...,:cn; tl,tg,...,tn) =

S ST F(yn Y2, Yns b, ) dyrdys - dyy. (2)

—0o0 J—00

Observeu que en aquesta definicié especifiquem que el procés estocastic X (¢)
és d’estat continu, ja que si recordeu el modul “Variables aleatories”, haviem
definit la funcié de distribucié per a variables discretes i continues, mentre que

la funci6é de densitat '’haviem definida tnicament per a variables continues.

La caracteristica que si que haviem definit per a les variables aleatories discretes
era la funcié de probabilitat. Anem ara a estendre aquesta definicié al cas
n-dimensional, és a dir, al cas d’un procés estocastic X (¢) d’estat discret i

mostrejat per a certs instants de temps t;.

Vegeu també

Les variables aleatories
ordinaries unidimensionals
s'estudien en el modul
“Variables aleatories” .

Observacio

Fixeu-vos que la definicié 1.2
de funcié de distribucié la
podem aplicar a processos

X (t) d’estat tant discret com
continu. En la definicié 1.3,
quan parlem de funcions de
densitat, s'especifica que el
procés estocastic X (¢) ha de
ser d'estat continu.




CC-BY-NC-ND e PID_00253295 9 Caracteritzacié estadistica i parametres dels processos...

Definicié 1.4. La funcié de probabilitat d’ordre n d'un procés
estocastic X (t) d’estat discret és la funcié de probabilitat del
vector aleatori associat a les mostres de mida n. La representem

P(zy,xa,...,Tn; t1,ta,...,1,). Llavors

P(z1,29,...,Zpn; t1,t2, ... tn) =

P(X(t1) = z1, X (t2) =22, ..., X(tn) = n).

Per tant, la caracteritzacié d’un procés estocastic depen de si el procés és d’estat

continu o d’estat discret, tal com s’enuncia a continuacio.

La distribucié estadistica d’un procés d’estat continu queda determinada
si coneixem les funcions de densitat f(z1,xa,...,2Zn; t1,t2,...,tn) DT &

tots els valors de tq,ts2,...,t, 1 per a tot n > 1.

La distribucié estadistica d’un procés d’estat discret queda determinada
si coneixem les funcions de probabilitat P(z1, 2, ..., Zn; t1,t2, ..., tn)

per a tots els valors de t1,%s,...,t, i per a tot n > 1.

Hi ha una série de vincles entre aquestes funcions. Si prenem la densitat d’ordre
n i calculem la funcié de densitat marginal de k < n de les seves variables, el
resultat ha de ser la densitat d’ordre k. Tenim, doncs, una jerarquia de funcions
vinculades. Per exemple, si considerem 'ordre igual a 1, estem prenent el nostre
procés estocastic i prenent una tnica mostra (fixant un valor de ¢t = ¢;). En
aquest cas tenim la densitat d’ordre 1 f(z1; t1) que ens descriu la variable

unidimensional X (¢1) (¢; fixat).

Si volem calcular la densitat d’ordre 2, hem de fixar dos instants de temps, t;
i t3, que donaran com a resultat dues variables aleatories, x1 i x2. La densitat
d’ordre 2, f(z1,x2; t1,t2), ens descriu el vector bidimensional (X (¢1), X (¢2)).
Si ara en aquest vector calculem la densitat marginal de X (¢1), el resultat ha

de ser la densitat corresponent de primer ordre. Es a dir:

f(l‘l; tl) = /OO f(l‘l,xz; tl,tg)dl‘g. (4)

Fixeu-vos que per a calcular la densitat marginal de la variable X (¢1) fem la

integral respecte a la variable, 5.

Observacio

Recordeu que en el modul
“Variables aleatories” haviem
definit la funcié de
probabilitat tnicament per a
les variables aleatories
discretes, ja que en aquest
cas podiem associar una
probabilitat a un resultat
concret. La definicié 1.4, per
tant, la podrem aplicar a
processos estocastics X (t) a
temps continu i d’estat
discret.

Probabilitat i densitat
marginal

En el modul “Vectors
aleatoris” vam veure que la
funcié de probabilitat
marginal i densitat marginal
d'un vector consistia a sumar
(per variables discretes) o
integrar (per variables
continues) respecte a tots els
valors possibles de la resta de
variables. Per al casn =2 i
per a variables discretes, per
exemple, teniem: P(X =

a;) =» _ P(X=a;,Y =b;).
j=1
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Els valors tq,ts,...,t, figuren en aquestes funcions per a recordar-nos en quins
instants prenem les variables, és a dir, en quins instants estem prenent mostres
del procés estocastic X (t). El que ens interessa en tant que funcions de densitat
és la dependéncia de les x;. Les funcions de densitat (o de probabilitat) d’ordre n
es tracten com les d’un vector n-dimensional qualsevol. Per exemple, la condicié

de normalitzacié de la densitat de primer ordre és

/_OO f(z; t)de = 1. (5)

L’obtenci6é d’aquest conjunt de funcions és, en general, una tasca complicada.
Afortunadament, en les aplicacions no sempre necessitem tota aquesta infor-
macid, sindé que normalment en tenim prou amb les funcions d’ordre baix, com
per exemple, les de primer i segon ordre. En el cas de processos que depenen
explicitament d’una o poques variables aleatories sol ser facil obtenir-les, com

mostren els exemples segiients.

Exemple 1.1

Donada la variable aleatoria unidimensional A, uniforme en l'interval [0,1], definim el
procés X (t) = eAt, t > 0.

Figura 1. Realitzacié del procés X (¢)

X

Com que A varia sobre tot un interval real, e4? per a t fixat, també pot prendre valors
sobre tot un interval. Per tant, X (¢) és un procés d’estat continu. En calculem la densitat
de primer ordre per a illustrar les idees anteriors. Farem el calcul per mitja de la funcié
de distribucié.

La funcié de densitat de la variable A (variable aleatoria continua i de tipus uniforme)
és:

1, 0<a<l,

0, altrament

Condicié de normalitzacio

Com vam veure en la
proposicié 2.3 del modul
“Variables aleatories”, I'area
total sota la corba que
descriu la funcié de densitat
és igual a 1.

Figura 1

Aquest procés estocastic és
una funcié exponencial en
qué el parametre A és una
variable aleatoria uniforme
dins de l'interval [0, 1].

Vegeu també

Recordeu la definicié de la

variable aleatoria uniforme

que es veu en el subapartat
3.2.1 del modul “Variables

aleatories”.
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i la seva funcié de distribucié val:

0, a <0,
Fa(@)=9{ o, 0<a<l,
1, a>1.

Recordem també que F4(a) = P(A < a). Es a dir, la funcié de distribucié de la variable
aleatoria A avaluada en el punt a és la probabilitat que la variable aleatoria A prengui
un valor més petit o igual que a. Ara, si fixem t, el procés estocastic X (t) pot prendre
qualsevol valor en linterval [1,e!]. Si = es troba dins d’aquest interval, la funcié de
distribucié de primer ordre és:

F(z; t)=P(X(t)<z)= Pt <z)=P (A < me) =Fy (m—x) _ Iz

Fixeu-vos que en la tercera igualtat de l’expressié anterior el que hem fet és aillar la
variable aleatdria A de manera que puguem caracteritzar el procés estocastic X () en
funcié de les caracteristiques de la variable A.

En la darrera igualtat de ’expressié anterior hem substituit el valor de a per I’argument
que apareix en la funcié de distribucié.

Diem que la funcié de distribucié és de primer ordre perqué tinicament hem fixat un tnic
valor de t i, per tant, tenim una unica variable aleatoria. Si volem calcular la funcié de

. . . .z . . . * it 1
densitat de primer ordre hem de derivar la funcié de distribucié*, el @oim Lt vist o &

modul “Variables aleatories” .

d 1
flz; t) = —F(x; t) = —, 1<z <el.
dx tx

Comprovem la condicié de normalitzacio:

oo et 1 1 I:Et
/ f(z; t)dx:/ —dz = [7 lnx} =1
— 00 1 tx t z=1

En aquest tipus de problemes és important manipular amb cura els valors limit
i la dependeéncia en els parametres temporals. Vegem-ne un exemple numeric

partint del procés X (t) que hem vist en I'exemple 1.1.

Exemple 1.2

Partint de I’exemple anterior, considerem que un dispositiu electronic s’activa quan X (t)
sobrepassa el valor 2. Quina és la probabilitat p(t) que en U'instant ¢ estigui activat?

Es tracta de calcular P(X(¢) > 2). El primer que hem de tenir en compte és que el
conjunt de valors possibles per a X(t) és l'interval [1,e!], que varia amb t. Perque la
probabilitat anterior no sigui nulla, cal que aquest interval contingui valors més grans
que 2. Per tant, p(t) és diferent de zero a partir del moment en que 2 < e. Si aixd passa,
P(X(t)>2)=1-P(X(t)<2)=1—-F(2 t)=1—- 22 Fs a din:

0, 0<t<In2,

p(X(t) >2) =
In2
1——t , t>In2.
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Figura 2. La funcié p(t)

1
Figura 2
oo La probabilitat p(t) és la
8 probabilitat que el procés
X (t) prengui un valor més
gran que 2.
0,6
h <t
0,4
0,21
0 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10
t
Exemple 1.3
Modelitzem l'arribada de certs paquets critics d’informacié en una xarxa amb la variable
aleatoria A. Aquesta variable és uniforme en [0, 1]. Volem que quan arribi un d’aquests
paquets d’informacié es generi un senyal de sincronitzacié que ens avisi que aquest esde-
veniment s’ha produit. A partir d’aquests requisits definim un nou procés de la forma:
0, 0<t<A,
X(t) = -
1, A<t<1
Es a dir, X (t) passa bruscament de 0 a 1 en Dinstant ¢ = A.
Figura 3. Realitzacié del procés X (¢) Figura 3
2 Una possible realitzacié del
procés estocastic a temps
continu i d’estat discret X (¢).
1,5F
A=0,3
S it
<
0,5
O 1 1 1 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
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El procés X (t) és d’estat discret, ja que en qualsevol instant només pot prendre els valors
0 o 1. La funcié de probabilitat de primer ordre P(n;t) = P(X(t) = n) ens ddna la
probabilitat que X (¢) valgui n, en qué n només pot ser 0 o 1. Aixi, hem de determinar

P(0;t) =P(X(t)=0)=Pt<A) =1—-PA<t)=1—-F4(t)=1-t,
P(L;t) = P(X(t)=1)=P(A<t)=Fa(t)=t.
Es immediat verificar que aquesta funcié esta normalitzada: P(0;t)+P(1;t) = (1—t)+t =
1. En molts casos practics no és possible fer un estudi tan detallat com en els exemples

anteriors. Molts processos s’analitzen mitjangant alguns parametres que els caracteritzen.
En Papartat segiient definim aquests parametres.

Vegeu també

En I'apartat 2 d’aquest modul
definirem, de la mateixa
manera com ho vam fer per a
les variables aleatories
ordinaries, els parametres
més rellevants d'un procés
estocastic: el valor mitja, la
funcié d’autocorrelacié i
I'autocovariancia. Introduim
també un nou concepte: la
funcié potencia.
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2. Parametres d’un procés estocastic. Funcions
de valor mitja, autocorrelacié i autocovariancia. Poténcia

De manera analoga al que fem amb les variables aleatories ordinaries, es defi-
neixen parametres estadistics per als processos estocastics. Ates que un procés
és una variable aleatoria dependent d’un index ¢, ara tindrem, en lloc de

parametres numerics, funcions amb dependencia temporal.

En l'exemple 1.1 de linversor amb que comenca el modul “Introduccié als processos
estocastics”, una estimacié dels beneficis que haura obtingut el dia i és determinada pel
valor mitja de la variable aleatoria X;. Com que aquest valor mitja depen, en principi,
de i, resulta també una funcié dependent d’aquesta variable independent.

En aquest exemple particular no és dificil d’avaluar, perqué X; és la suma dels guanys
obtinguts els primers i dies. El guany obtingut en un dia qualsevol té com a valor mitja
pa+ (1 —p)(—B) =3p—2(1 —p) = 5p — 2. Com que el guany en ¢ dies és la suma dels
guanys en cadascun dels dies, resulta que E(X;) = (5p — 2)i i, de mitjana, el guany té
comportament lineal. De fet, amb aquest resultat ja veiem que la inversié funcionara bé
quan p > %

Definicié 2.1. La funcié de valor mitja d’un procés estocastic X (t)

és

La funcié m(t) és simplement el valor mitja de la variable X (¢) a ¢ fixat. La
manera de calcular-lo depen de com es defineixi el procés i de si aquest és
d’estat continu o discret. Per a un procés d’estat continu del qual coneixem la

densitat de primer ordre resulta:

m(t) = /00 xf(z; t) de. (7)

— 00

Si el procés és d’estat discret ’expressio és:
m(t) = xP(z; 1), (8)
xr

en que la suma recorre els possibles valors de X (t). Fixeu-vos que el sumatori
i la integral estan fets sobre la variable x; per tant, ens queda la dependéncia

sobre la variable independent .

Exemple de I'inversor

Recordeu que en I'exemple de
I"inversor del modul
“Introduccié als processos
estocastics”, « era el benefici
aconseguit que es donava
amb una probabilitat p, i li
vam donar el valor de @ = 3.
El valor 3 eren les pérdues
que es donaven amb una
probabilitat (1 — p), i li vam
assignar un valor de 5 = 2.

Vegeu també

Recordeu les definicions de
valor mitja, esperanga o
moment d'ordre 1 per a
variables aleatories discretes i
continues dels subapartats
2.2 i 3.3 del modul “Variables
aleatories”.
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Ja veurem en els exemples que a vegades no cal coneixer les funcions de primer

ordre per a determinar els parametres.

La funcié de valor mitja déna una idea del comportament mitja de les diverses
realitzacions, pero a vegades no en tenim prou amb aquesta informacié. La
funcié m(t) no mesura res de la relacié entre els valors de la funcié en instants

diferents.

En lexemple de linversor, hem determinat que el valor mitja val (5p — 2)i. Posem
que p = 0,7. L’estimacié del guany passats 10 dies (X1¢) seria aquest valor mitja,
(50,7 —2)10 = 15.

Pero suposem que ens plantegem ’estimacié de X1¢ el vuite dia i que aquest dia ja sabem
que el guany val Xg = 14. Ara l'estimacié de X109 =~ 15 sembla baixa, ja que els dos dies
segiients podem guanyar 3+3 = 6 amb probabilitat 0,72 = 0,49, podem guanyar 3—2 = 1
amb probabilitat 2 - 0,7 - 0,3 = 0,42 i podem “guanyar” —2 — 2 = —4 amb probabilitat
0,32 = 0,09. El valor mitja del guany d’aquests dos dies és 6-0,49+1-0,42+ (—2)-0,09 =
3,18. Aixi és més correcte prendre com a estimacié de Xig el valor 14 4 3,18 = 17,18.
El que passa és que les variables Xg i X0 tenen una certa correlacié, de manera que
coneixer el valor d’una afecta la distribucié de probabilitat de I’altra.

En el cas de processos estocastics és habitual haver de fer alguna prediccié de
I'evolucié futura a partir dels resultats del present o del passat. Per a poder
fer aixd necessitem alguna informacié de la correlacié entre les variables X (¢)
en instants diferents. La correlacié ens dona una idea de la relacié entre les
variables X (t) en instants diferents i, per tant, ens permetra fer algun tipus de
prediccié de valors futurs a partir de valors que ja hem obtingut. Aixo motiva

els conceptes segiients.

Definicié 2.2. La funcié d’autocorrelacié d'un procés estocastic
X(t) és

R(t1,t2) = E[X (t1) X (t2)], 9)

en que t; ity sén dos instants de temps fixats.

Es a dir, la funcié d’autocorrelacié és ’esperanca del producte del procés es-
tocastic avaluat en dos instants de temps diferents. Fixeu-vos que és una propi-
etat de segon ordre, ja que queda determinada per la densitat de segon ordre, és
a dir, depen de dos instants temporals diferents. Si apliquem aquesta definicié

al cas d’un procés estocastic d’estat continu, obtenim el segiient.

Funcié d’autocorrelacié per a un procés estocastic d’estat continu:

R(tl,tg) I/ / :1?1!132f(£171,£272; tl,tg) d$1d$2. (10)

Funcié d’autocorrelacié

En els subapartats 1.3 i 2.4
del modul “Vectors aleatoris”
es defineix I'esperan¢a del
producte de dues variables
aleatories d'un vector
bidimensional. En aquest cas
anomenem funcié
d’autocorrelacic |'esperanca
del producte del procés X (t)
avaluat en dos instants de
temps t1 i to.
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De la definicié s’obté immediatament que R(t1,t2) = R(ta,t1). Aixd és util de

vegades, ja que implica que és suficient calcular-la per a t; < to.

El parametre segiient s’anomena autocovariancia, i es pot obtenir a partir de

I’autocorrelacid, tal com s’indica a continuacio.

Covariancia

Definicié 2.3. La funcié d’autocovariancia d’un procés estocastic Recordeu la definicié de

X(t) s covariancia que es fa en el
modul “Vectors aleatoris” en
els subapartats 1.3 (per a
variables discretes) i 2.4 (per
C(t1,t2) = R(t1,t2) — m(t1)m(ta), (11) a variables continues). Es
defineix com: Cov(X,Y) =
E[(X —EX) (Y —E(Y))] =
<, . , . E(XY) — E(X)E(Y).

en que t; ity sén dos instants de temps fixats. Fixeu-vos com ara
considerem les variables

X (t1) i X(t2) en comptes de
XiY.

Es a dir, la funcié d’autocovariancia és la funcié d’autocorrelacié menys el
producte de les funcions valor mitja. Es precisament la covariancia de les
variables X (t1) 1 X(t2). En efecte, Cov(X (1), X (t2)) = E(X(t1)X(t2)) —
E(X(t1))E(X(t2)) i el primer terme és R(t1,t2), mentre que el segon és
m(t;)m(ta). Aixi,

COV(X(tl),X(tQ)) = C(tl,tg). (12)

Per tant, el que haviem anomenat covariancia en un vector aleatori n-dimensio-
nal ho podem traslladar aqui al cas d’un procés estocastic i ho anomenem funcid

d’autocovariancia.

A continuaci6 definim la poteéncia mitjana d’un procés estocastic.

Potencia i funcio
Definicié 2.4. La poténcia mitjana d’un procés estocastic X (t) és d’autocorrelacié

Observeu que la potencia

9 d’'un procés estocastic X (t),
Pot(t) = E(X(t> Ji (13) Pot(t), és la funcié
d'autocorrelacié R(t1,t2)
avaluada per a un dnic
instant temporal, és a dir,
R(t,t).

Notem que E(X(t)?) = E[X (t)X(t)] = R(t,t). Per tant:

Relacié entre la potencia i ’autocorrelacié:

Pot(t) = R(t, t). (14)
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El terme poténcia té el seu origen en el fet que si X () representa un voltatge
o un corrent electric, X (¢)? ens déna la poteéncia absorbida per una resisténcia
unitat. Com que la funcié de valor mitja només involucra la densitat de pri-
mer ordre (depén d’un tnic instant temporal, t), diem que és un parametre
de primer ordre. De manera similar, diem que les funcions d’autocorrelacio i
d’autocovariancia sén parametres de segon ordre (depenen dels dos instants

temporals t1 1 t2).

També podem definir moments d’ordre arbitrari n com:

R™(ty,tg, ... ty) = B[X(t1) X (t2) - - X (t,)], (15)

encara que no els utilitzarem. Fixeu-vos que parlem de moment d’ordre n per-

que sén funcions que depenen de n instants temporals.

Si tenim més d'un procés estocastic, X (t), Y (¢), etc, podem aclarir de quin
procés son els parametres etiquetant-los amb el nom del procés: mx (t), my (t),
Rx (tl, tg), Cy(tl, tg), Pot x (t), etc.

Poténcia i llei d’Ohm

La poténcia absorbida per
una resisténcia és
P=vIi=Y - R Si
fem aquesta resistencia igual
a la unitat, llavors

P=Vv2Z=12
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3. Exemples de calcul de parametres

En aquest apartat veurem alguns exemples en que calcularem els parametres de
diferent ordre que hem definit en els dos apartats anteriors. Es a dir, calcularem
la funcié de valor mitja, la funcié d’autocorrelacio, la funcié d’autocovariancia

i la potencia.

Exemple 3.1

Calculem els parametres de primer i segon ordre per al procés de ’exemple 1.1. Recordeu
que Pexemple 1.1 d’aquest modul consistia en el procés estocastic X (t) = e4t, amb t > 0
i A una variable aleatoria uniforme en interval [0, 1].

Com que ja coneixem la densitat de primer ordre, és facil obtenir la funcié de valor mitja:

t

m(t):/.Oo zf(x; t)dz:/;e widm: etil.

—o0

Hi ha, per0d, una manera més directa d’obtenir el resultat anterior. Quan un procés
s’expressa explicitament en termes d’algunes variables aleatories, en podem calcular di-
rectament els parametres utilitzant el teorema de ’esperanca:

[eS) 1 eat a=1 et -1
m(t) = B(e4t) = / e fa(a)da = / e 1da= — =
oo 0 t |a—0 t
De manera similar obtenim ’autocorrelacié
etitta _q

R(t1,t2) = B[X (t1) X (t2)] = E(e4t1e4t2) = B(eA(t1Ft2)) =
t1 + to

Exemple 3.2
Calculem la funcié de valor mitja del procés de I’exemple 1.3. Fent servir la funcié de
probabilitat de primer ordre:

m(t)=0-P(0; t)+1-P(1; t) =t.

Amb el teorema de l’esperanga, explicitem la dependéncia de A posant X(t) = ®(¢, A),
que val 0 o 1 segons si t < A ot > A, respectivament:

m(t):/()lq)(t,a)fA(a)da:/t10~1da+/0t1~1da:t.

Funcié de densitat de primer
ordre

Recordeu que per a aquest
procés estocastic haviem
calculat la funcié de densitat
de primer ordre com:

Fla; ) = 2 pera

1<z <el.

Teorema de I'esperanca

El teorema de I'esperanca ens
permet calcular la funcié de
valor mitja del procés X (¢)
en funcié de la funcié de
densitat de la variable
aleatdria A sense haver de
coneixer la funcié de densitat
del procés estocastic.

Exemple 1.3

L'exemple 1.3 d’'aquest
modul consisteix en una
funcié esglad que canvia del
valor 0 al valor 1 en un valor
x que depeén de la variable
aleatoria uniforme A,
definida en l'interval [0, 1].
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La funcié d’autocorrelacié es pot calcular seguint el procediment anterior:

min(ty,t2)

1
R(t1,t2) :/ D(t1,a)P(t2,a)fa(a) da:/ 1-1da = min(t1,t2).
0 0

Ates que P(t1,a)P(t2,a) val zero excepte quan a < t1 i a < t2, és a dir, quan
a < min(¢1,t2).

Exemple 3.3
Un generador de senyal produeix un to en freqiiéncia perd a causa de les condicions

ambientals presenta algunes derives en I’amplitud i la fase que genera. Calculem els
parametres de ’oscillacié aleatoria seglient:

X (t) = Acos(wt + B),
en qué w és una constant, A és una variable aleatoria exponencial de valor mitja K, B

és una variable aleatoria uniforme en [0,27] i A i B sén independents.

Notem que tenim tota la informacié sobre la variable bidimensional (A, B), de manera
que el procés esta ben especificat. El seu valor mitja val

m(t) = E(Acos(wt + B)) = E(A) E(cos(wt + B)),

ja que A i B sé6n variables independents (i per tant, també ho sén A i cos(wt + B)). Ara,
ens diuen que E(A) = K i podem calcular, pel teorema de ’esperanca,

o) 27 1
E(cos(wt + B)) = / cos(wt +b) fp(b)db = / cos(wt + b)gdb =0.
[eS) 0

Aixi, concloem que m(t) = 0.

Com passava en ’exemple 4.2 del modul “Introduccié als processos estocastics”, el valor
mitja és nul. Aixo és deu novament al fet que en qualsevol instant determinat les diferents
realitzacions difereixen en una fase que pren valors sobre un periode, de manera que tenim
contribucions positives i negatives amb el mateix pes.

La funcié d’autocorrelacié es calcula de manera analoga:
R(t1,t2) = E(Acos(wt1 + B)Acos(wta + B)) = E(A%) E(cos(wt1 + B) cos(wta + B)).
El primer factor és, si recordem la propietat de la variancia Var(A) = E(A2) — E(A)?,

E(A2) = Var(A) + E(4)? = K2 + K? = 2K2.

Per al segon factor transformem el producte de cosinus mitjancant la férmula trigo-
nometrica

cosacosff = %(cos(a + B) + cos(a — B))

X(t) = ®(t, A, B)

Noteu que ara el nostre
procés estocastic X (t) conté
la variable independent ¢ i
depén també de les variables
aleatories A i B. D'aquesta
manera podem escriure:
X(t)=®(t, A, B).

Oscil'lacions aleatories

En I'exemple 4.2 del modul
“Introduccié als processos
estocastics” vam veure una
funcié sinusoidal en qué
I"amplitud i la fase eren dues
variables aleatories
exponencial i uniforme,
respectivament.

Variable exponencial

Una variable exponencial
X ~ Exp(\) té

E(X) = A"1, i llavors el
parametre A = E(X) 71, i
Var(A) = A\72 = E(X)2.
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i obtenim

E(cos(wt1 + B) cos(wta + B)) = E (%[Gos(w(tl + t2) + 2B) + cos(w(t1 — t2))]) =

% /OZW(COS(W(IH +t2) + 2b) + cos(w(t1 — t2)))%db - % cos(w(ta ~12)).

Aixi, arribem al resultat:

R(tl,tz) = K2 cosw(t1 — tg).
Noteu que, en aquest cas, C(t1,t2) = R(t1,t2), ja que m(t) = 0. La poténcia val
Pot(t) = K2.
Notem que 'autocorrelacié, en aquest exemple, només depen de la distancia entre els
instants ¢1 i t2. A més, quan t2 = t; és maxima. Aixod és un comportament tipic, ja que
quan t2 = t1 les variables X (¢1) i X(t2) sén la mateixa i, per tant, tenim la maxima
correlacié.
Exemple 3.4

Sigui B una variable aleatoria exponencial d’esperanga 1. Definim un procés estocastic
de la manera segiient:

Com s6n les seves realitzacions? En la figura 4 en mostrem una.

Figura 4. Realitzacié de X (t). (B = 1,5) Figura 4
4,0 En la figura es mostra una
b realitzacié possible del procés
3,51 estocastic de |'exemple 3.4.
b X (t) pren el valor de t fins
3,01 arribar a un valor B. B és
b una variable aleatoria
2,57 exponencial de valor mitja
> b igual a 1.
< 2,0 1
1,5 1
1,04
0,5 -
O[O T T T T T T T T T T T T T T T

Calculem la funcié de valor mitja del procés X(t). Es tracta de m(t) = E(X(¢)). Com
X (t) depen d’una variable B, farem servir el teorema de I’esperanga. X (¢t) és una funcié
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de B. Noteu que la funcié de densitat de B és fg(b) = e~?, b > 0. En la definici6 de
X (t) veiem que X (t) = B si 0 < B <t mentre que X (t) =t si B > t. Aix{ separarem la
integraci6 sobre b segons aquests dos casos:

m(t):/j; X(t)fB(b)db:/Otbe_bdb—l-/;oote_bdb

=(—(t+De T+ )+ (teH)=1—e"t.

La funcié m(t) es mostra en la figura 5. Encara que les realitzacions mostren un punt en
que la funcié no és derivable, el valor mitja no mostra cap irregularitat.

Figura 5. Valor mitja de X (¢) Figura 5

2,0 La grafica mostra el valor
18 - mitja del procés X (t).

1,6 1
1,4 1
1,2 1

0,8
0,6 1
0,4
0,2

o0
00 05 1,0 1,5 20 25 30 35 40

En aquest punt podem anar un pas més enlla i preguntar-nos si, de la mateixa
manera que hem relacionat els valors d’un procés estocastic definits en diferents
instants temporals, podem relacionar processos estocastics diferents entre si.

Aix0 és el que farem en I'apartat 4 d’aquest modul.
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4. Parametres creuats. Processos independents

Un procés estocastic X (¢) implica lexisténcia d’una variable aleatoria diferent
per a cada instant ¢t. Els parametres que hem definit anteriorment mesuren
propietats d’aquest conjunt de variables. Es pot donar el cas, també, d’haver
de considerar més d’un procés estocastic. Si X (¢) i Y(¢) sén dos processos
estocastics, en podem estudiar 'estadistica conjunta. Aixo doéna lloc a nous

parametres. Vegem-los a continuacié.

Definicié 4.1. La funcié de correlacié creuada de dos processos

estocastics X (t) i Y () és

Rxy (t1,t2) = B[X (t1)Y (t2)], (16)

en que t; ity sén dos instants de temps fixats.

Fixeu-vos que la definicié matematica és la mateixa que la que haviem fet
en l'apartat anterior pero ara avaluem el procés X en l'instant de temps ¢ i
el procés Y en t. Per tant, podem dir que autocorrelacié de X (t) seria la

correlaci6 creuada de X (t) amb ell mateix.

Definici6 4.2. La funcié de covariancia de dos processos estocastics
X(t)1Y(¢t) és

Cxy(t1,t2) = Rxy (t1,t2) — mx (t1)my (t2), (17)

en que t; ity sén dos instants de temps fixats.

Observeu que la funcié de covariancia de les variables X (¢1) 1Y (¢2), Cxy (t1,t2)
té la mateixa forma que la funcié d’autocovariancia que hem vist en la definicié

2.3 d’aquest modul. Alla haviem comparat el procés X (t) en dos instants de
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temps diferents. Ara el que comparem sén dos processos estocastics, X (t) i

Y (t), en dos instants de temps diferents.

Definicié 4.3. Dos processos estocastics X (¢) i Y (¢) sén independents

si qualsevol mostra de X (t) és independent de qualsevol mostra de Y (¢).

En particular, les variables X (¢1), Y (¢2) sén independents per a tot ¢, ta.

Si X(t), Y(t) sén processos independents, llavors Cxy (t1,t2) = 0, ja que per
independéncia E[X (t1)Y (t2)] = E(X(¢t1))E(Y (t2)), és a dir, Rxy(t1,t2) =
mx(tl)my(tg).

Exemple 4.1

Modelitzem el nivell d’ocupacié d’una linia de comunicacié mitjangant un procés es-

tocastic que anomenem Z(t). Sabem que el nivell d’ocupacié de la linia és degut a un

procés estocastic d’entrada que anomenem X (¢) i a un senyal de soroll que anomenem
Y (t). Per tant, podem expressar el procés Z(¢) com a suma dels processos X (t) i Y (¢):

Z(t)=X(@)+Y(?). (18)
Suposem que X (t) té valor mitja mx (¢t) i autocorrelacié Rx (¢1,t2), 1 Y (t) té valor mitja
my (t) i autocorrelacié Ry (t1,t2).

Usant les propietats de I’esperanga trobem els parametres estadistics segiients:

Valor mitja de Z(¢):

mz(t) = mx (t) +my (t). (19)

Autocorrelacié de Z(t):

Rz(t1,t2) = Rx(t1,t2) + Ry (t1,t2) + Rxy (t1,t2) + Rxvy (t2,t1). (20)

Notem que si X (t) i Y (¢) sén independents,

Rz (t1,t2) = Rx (t1,t2) + Ry (t1,t2) + mx (t1)my (t2) + mx (t2)my (t1). (21)

Fent t; = to2 = t trobem la poténcia de la suma de processos independents:

Potz(t) = Potx (t) + Poty(t) + 2mx (t)my(t). (22)
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Resum

En aquest modul hem estudiat com podem caracteritzar estadisticament els

processos estocastics i els seus parametres.

Els processos estocastics es poden tractar fixant uns certs moments de temps,
és a dir, mostrejant el procés i estudiant com es comporta la variable aleatoria
resultant per a cada t fixat. El nombre de mostres que prenem ens permet
crear un vector de variables aleatories de dimensié n, (X (t1),..., X (t,)). Aixo
permet definir per als processos estocastics una funcié de distribucié que ca-
racteritza el procés. Recordeu que ja haviem estudiat aquesta nocié per a les
variables aleatories. Les funcions de distribucié d’un procés estocastic d’ordre n
(de n mostres) ens diuen quina és la probabilitat que cadascuna de les mostres

X (t;) sigui igual o més petita que un cert valor x;.

A partir d’aixo cal diferenciar entre els processos estocastics d’estat continu
i d’estat discret. Per als processos d’estat continu hem definit les funcions de
densitat d’ordre n. En el cas dels processos estocastics d’estat discret hem de

treballar amb les funcions de probabilitat.

Aixi doncs, amb alguns matisos, podem tractar un procés estocastic a temps
continu, X (¢), mitjancant vectors n-dimensionals si prenem n mostres del procés,
(X(t1), X(t2),...,X(tn)). Aix0 ens permet caracteritzar aquest tipus de pro-

cessos estocastics a partir dels parametres segiients:

e Funcié de valor mitja: m(t) = E(X(t))
e Funcié d’autocorrelacié: R(t1,t2) = E[X (t1)X (t2)]
e Funcié d’autocovariancia: C(t1,t2) = R(t1,t2) — m(t1)m(t2)

e Poténcia: Pot(t) = E(X(¢)?) = R(t,t)

Finalment, també podem comparar diferents processos estocastics entre si,
estudiant-ne P'estadistica conjunta. En particular, si X (¢) i Y (¢) sén dos pro-

cessos estocastics, 1 t1 1 t2 son dos instants de temps fixats, podem definir:

e Funcié de correlacié creuada: Rxy (t1,t2) = E[X (¢1)Y (t2)]

e Funcié de covariancia: Cxy (t1,t2) = Rxy (t1,t2) — mx(t1)my (t2)

Aix0 ens permet definir la nocié de processos estocastics independents.
Formalment, X (¢) i Y(¢) sén independents si qualsevol mostra de X (¢) és inde-
pendent de qualsevol mostra de Y (t). En particular, les variables X (1), Y (¢2)

sén independents per a tot tq,to.
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Activitats

1. Llegiu amb atencié I’exemple 1.1. Ara, amb la mateixa variable A considereu el procés
X(t) = At. Calculeu-ne la funcié de densitat de primer ordre i mostreu que, amb ¢ fixat,
X (t) és una variable aleatoria uniforme en 'interval [0, t].

2. Llegiu amb atencié I’exemple 3.1 d’aquest modul. Per al procés de ’exercici anterior:

a) Calculeu-ne el valor mitja. Feu-ho de dues maneres, tal com es fa en I’exemple 3.1.

b) Calculeu-ne la funcié d’autocorrelacid, la funcié d’autocovariancia i la poténcia. Feu-ho
aplicant el teorema de ’esperanga, tal com es fa en I'exemple 3.1.

c) Quina és l'esperanca de les variables aleatories seglients: X (1), X (3) — X (2), X(1)X(2),
X(3)%?

3. Mostreu que si C(t1,t2) és la funcié d’autocovariancia d’un procés, llavors la variancia de
la variable X (¢) amb ¢ fixat estd determinada per C(t,¢).

Per al procés X (t) del primer exercici:

a) Que valen les variancies de les variables X (2) i X (3)?
b) Que val la covariancia de la variable bidimensional (X (2), X (3))?

c) Per a la variable bidimensional (X (2), X (3)), quin és el coeficient de correlacié p? A que
es deu el resultat?

4. B és una variable aleatoria d’esperanca 0 i variancia 1. Obtenim tres valors independents
d’aquesta variable, Bi, Ba, Bs, i considerem el procés:

Y (t) = B1 + B2 cost + B3z sint.

Calculeu el valor mitja m(t) i 'autocorrelacié R(t1,t2) d’aquest procés.
5. Repetiu ’exemple 3.4 per al cas en qué B és una variable uniforme en [0, 2].

6. Repetiu 'exemple 3.4 per al cas:

en qué A és una variable uniforme en [0, 1].
Compareu la forma de les realitzacions amb la forma del valor mitja.

7. Considereu dues variables aleatories A i B tals que A és uniforme en interval [—1,1], B
és uniforme en l'interval [0, 2], i sén independents. Considereu també el procés estocastic:

X(t) = At + B.

a) Calculeu les esperances segiients: E(A), E(B), E(A2),E(B?), E(AB).
b) Calculeu la funcié de valor mitja del procés X (¢).

c) Calculeu la funcié d’autocorrelacié, la funcié d’autocovariancia i la poténcia del procés
X(¢).

d) Si fixem els instants ¢ = 11 t¢ = 2 s’obté una variable aleatoria bidimensional (X (1), X (2)).
Utilitzant les funcions calculades en els dos apartats anteriors, calculeu: I’esperanca i la
variancia d’aquestes dues variables, la seva covariancia, Cov(X (1), X(2)), i el seu coeficient
de correlacié p.

8. Donada A, variable aleatoria exponencial d’esperanca 1, es defineix el procés:
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a) Calculeu-ne la funcié de valor mitja, m(t), utilitzant el teorema de I’esperanca.

b) Calculeu la funcié de probabilitat de primer ordre P(z; t). (Es a dir, fixat ¢, quins valors
pot prendre X (t) i quines sén les seves probabilitats.)

c) Torneu a calcular la funcié de valor mitja del procés, ara a partir de la funcié anterior
P(z; t).
Indicacié: per als dos 1ltims apartats tingueu present I’exemple 1.3.

9. Considereu dues variables aleatories U i V', independents, amb funcions de densitat:
T8 —
u, 0<u<2, Z0°, 1<v <1,

0, altrament, 0, altrament.

Considereu també el procés estocastic:

X(t) =U + Vsint.

a) Calculeu les esperances segiients: E(U), E(V), E(U?),E(V?),E(UV).

b) Calculeu la funcié de valor mitja, la funcié d’autocorrelacié i la funcié d’autocovariancia
del procés X (t).

c) En quins instants és maxima la poténcia del procés X (¢)?

d) Sifixem els instantst = & it = 5 s’obté una variable aleatoria bidimensional (X (§), X(5))-

Utilitzant les funcions calculades en els dos apartats anteriors, calculeu: ’esperancga i la va-
riancia d’aquestes dues variables, la covariancia Cov(X (%), X (7)) i el coeficient de correla-
cié p.

10. Calculeu la funcié de valor mitja, m(t), dels processos segiients (utilitzant el teorema de
Pesperanga).

en qué B és una variable aleatoria uniforme en [0, 2].

A—t, 0<t<A
t— A, t>A,

b) Y (t) =

en qué A és una variable aleatoria exponencial d’esperanca 1.

11. Considereu el procés estocastic:

X (t) = Ae! + B.

en qué A i B sén dues variables aleatories independents, exponencials de parametre A = 1.

a) Que valen les esperances segiients: E(A), E(B), E(A?),E(B?),E(AB)?

b) Calculeu la funcié de valor mitja, la funcié d’autocorrelacié i la funcié d’autocovariancia
del procés X (t).

c) En quin instant la poténcia del procés X (t) val 267

d) Sifixem els instants t = 01t = In 2 s’obté una variable aleatoria bidimensional (X (0), X (In 2)).
Utilitzant les funcions calculades en els apartats anteriors, calculeu: ’esperanca i la variancia
d’aquestes dues variables, la covariancia Cov(X (0), X(In2)) i el coeficient de correlacié p.

1
To+1)2° v > 07
12. Considereu una variable aleatoria V amb funcié de densitat: fy (v) = (w+1)? -

0, v < 0.

Calculeu la funcié de valor mitja, m(t), dels processos segiients (utilitzant el teorema de
Pesperanca).
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2+t <t<
ayvm=4 " Th 0stsV

0, t>V

<t<
b) Z(t) = 0, 0<t<LV,

V+1, t>V.

13. Considereu el procés estocastic:

X(t) = (t - At - 24),

en qué A és una variable aleatoria uniforme en l'interval [0, 6].

a) Calculeu la funcié de valor mitja del procés X (). (Indicacié: calculeu primer les esperances
de Aide A2)

b) Si fixem linstant t=0 s’obté una variable aleatoria X (0). Que val la seva variancia?

c) Sigui M el valor minim que pren X (¢). Calculeu la probabilitat que M sigui més gran

que —1.

14. Considereu el procés estocastic:

en qué A i B sén dues variables aleatories independents, exponencials de parametre A = 1.

a) Calculeu la funcié de valor mitja, la funcié d’autocorrelacié i la funcié d’autocovariancia
del procés X (t).

b) Si fixem els instants t=0 i t=1 s’obté una variable aleatoria bidimensional (X (0), X (1)).
Utilitzant les funcions calculades en els apartats anteriors, calculeu: ’esperanga i la variancia
d’aquestes dues variables, la covariancia Cov(X (0), X (1)) i el coeficient de correlacié p.

15. Considereu una variable aleatoria V uniforme en l'interval [0, 1]. Calculeu la funcié de
valor mitja, m(t), del procés segiient (utilitzant el teorema de I’esperanga).

2 -Vt i0<t<
X(t) = Vi, si0<t<V,

- (V+Dt+V, siV<t<l.

16. Si X (t) és un procés estocastic que representa cert senyal, podem considerar la preséncia
de soroll representant-lo amb un procés N(t) i considerant que mesurem el procés Z(t) =
X (t)+ N(t). En el que segueix suposem que X (t) i N(¢) sén independents i que N(t) té valor
mitja zero (mpy(t) = 0).

a) Demostreu que la funcié d’autocorrelacié de Z(t) és la suma de les autocorrelacions de
X(t) ide N(¢):

Rz(t1,t2) = Rx(t1,t2) + Ry (t1, t2).

b) Si X (¢) té poténcia constant igual a 2, i N(¢) = sin(¢ — B) en qué B és una variable
aleatoria uniforme en l'interval [0, 7], quina és la poténcia de Z(t)?

17. En activar un circuit apareix un corrent X (¢) per a ¢t > 0 que podem representar com un
procés estocastic:

X (t) = (14 Acos(10mt))e™t,

en qué A és una variable aleatoria uniforme en l'interval [—3, 3].
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a) Calculeu la funcié de valor mitja del procés X(t).

b) Considereu la variable aleatoria donada pel corrent en 'instant ¢ = %: X(%) Que val la
seva variancia?

c) Un component del circuit envia un senyal si el corrent X () es fa negatiu en algun instant.

Quina és la probabilitat que aixo arribi a passar?

18. Considereu el procés estocastic:

X(t)=A+-—,

en que A i B sén dues variables aleatories independents, gaussianes de parametres m4 = 1,
oca=1,mp=0,0p =1.

a) Calculeu la funcié de valor mitja, la funcié d’autocorrelacié i la funcié d’autocovariancia
del procés X (t).

b) Si fixem els instants t=0 i1 t=1 s’obté una variable aleatoria bidimensional (X (0), X (1)).
Utilitzant les funcions calculades en els apartats anteriors, calculeu: I’esperanca i la variancia
d’aquestes dues variables, la covariancia Cov(X(0), X (1)), i el coeficient de correlacié p.

19. Considereu una variable aleatoria Z uniforme en l'interval [1,2]. Calculeu la funcié de
valor mitja, m(t), del procés segiient (utilitzant el teorema de I’esperanga).

1, 0<t<Z,
X(t) =
Z+1
N
t+1

(Indicacié: vegeu graficament com sén les realitzacions del procés. Noteu que per a 0 < ¢ < 1
sempre és X (t) = 1, amb la qual cosa m(t) = 1 per a 0 < ¢t < 1. També tenim que per a
t>26és X(t) = ?1117 amb la qual cosa podeu demostrar que m(t) = ﬁ per a t > 2. Feu
finalment I’analisi per a 1 < t < 2, que requereix tenir en comptes els dos comportaments de

la definicié de X (t). Podeu utilitzar programari matematic per a calcular les integrals.)

20. El senyal que transmet missatges en un canal de comunicacié és un procés X (t) amb
valor mitja mx (t) = 10 i poténcia Pot x (t) = 150. A la sortida mesurem Y (t) = X (¢) + Q(¢),
en qué Q(t) és el soroll introduit pel canal, independent de X (t), amb valor mitja mg(t) = 2
i poténcia Potg(t) = 6.

a) Calculeu la poteéncia de Y ().

b) Trobeu el valor de la constant a tal que el procés Z(t) = aY(t) tingui el mateix valor

mitja que X (¢). Que val, en aquest cas, la poténcia de Z(t)?

21. La demanda que té un centre de subministrament d’energia al llarg d’un dia esta deter-
minada pel procés estocastic:

X (t) = 100 + Bt(24 — t),

en qué 0 <t < 24 és el temps en hores i B és una variable aleatoria uniforme en 'interval
[1,3].
a) Calculeu la funcié de valor mitja del procés X (t).

b) Considereu la variable aleatoria donada per la demanda en I'instant t=3, X (3). Que val
la seva variancia?

c) Al centre s’ha d’activar un procediment especial si en algun moment X (¢) > 500. Quina
és la probabilitat que aixo arribi a passar en un dia?

22. El camp electric creat en un punt per una linia d’alta tensié esta determinat pel procés
estocastic:

X(t) =Usint + V sin 2t,

en que U i V sén dues variables aleatories independents, d’esperanga 0 i desviacié 1.
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a) Calculeu la funcié de valor mitja, la funcié d’autocorrelacié i la funcié d’autocovariancia
del procés X (t).

b) Sifixem els instants t= % it= 7 s’obté una variable aleatoria bidimensional (X (§), X (5)).
Utilitzant les funcions calculades en l'apartat anterior, calculeu: ’esperanca i la variancia
d’aquestes dues variables, la seva covariancia Cov(X(5), X (%)), i el seu coeficient de corre-
lacié p.

23. L’activacié d’un circuit produeix un corrent descrit pel procés:

1
2, 0<t<2Z,
X(t) = Z
0, t>Z
2
en qué Z és una variable aleatoria amb funcié de densitat fz(2) = %-e™% pera z > 0 (i

fz(z) =0 en cas contrari). Calculeu la funcié de valor mitja, m(t), del procés X (t).

24. La poteéncia d’un procés esta determinada per Pot(t) = R(¢,t) o, sense haver calculat la
funcié d’autocorrelacié, es pot calcular directament per mitja de Pot(t) = E(X(t)?).

Calculeu la potencia dels processos dels dos problemes anteriors aplicant el métode que us
sembli més apropiat.

25. L’ocupacié d’amplada de banda en una xarxa en funcié del temps esta determinada pel
procés estocastic:

1
X(t)=Ae t+ —
(t) e +A,

en que t > 0 és el temps en hores i A és una variable aleatoria amb funcié de densitat:

s}

fala) = 5 si0<a<2ifala) =0 en cas contrari.

a) Calculeu la funcié de valor mitja del procés X (¢).

b) Considereu la variable aleatoria donada pel decrement de X (¢) entre els instants t =0 i
t=1, V = X(0) — X(1). Que val la seva variancia?
c) Calculeu la probabilitat que en l'instant ¢ = 2 I'ocupacié d’amplada de banda sigui supe-

rior a 2.

26. La carrega acumulada per una placa solar estad determinada pel procés estocastic:

X (t) = Rt + Scost,

en qué R és una variable uniforme en [1, 3], S és una variable uniforme en [—1,1],i Ri S s6n
independents.

a) Calculeu la funcié de valor mitja, la funcié d’autocorrelacié i la funcié d’autocovariancia
del procés X (t).

b) Si fixem els instants t=0 i t=1 s’obté una variable aleatoria bidimensional (X (0), X (1)).
Utilitzant les funcions calculades en l'apartat anterior, calculeu: I'esperanga i la variancia
d’aquestes dues variables, la seva covariancia Cov (X (0), X (1)), i el seu coeficient de correla-
cié p.

c) el terme S cos 7t és una correccié deguda a factors interns de la placa. Calculeu la poténcia
del procés, primer sense aquesta correccié i després tenint-la en compte.

Quin significat té la diferéencia entre els dos valors obtinguts?

27. La carrega i descarrega d’un component electronic esta descrita pel procés:

Be—(t=B) t> B.

en que B és una variable aleatoria exponencial de valor mitja 1.
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a) Calculeu la funcié de valor mitja, m(t), del procés X (¢).

b) Dibuixeu un parell de realitzacions de X (t) i la funcié m(¢). Quines similituds i diferéncies
trobeu entre m(t) i les realitzacions?

c) Calculeu el valor maxim de m(t). Compareu-lo amb el valor mitja del maxim de les
realitzacions (calculeu el valor maxim de X () i feu 'esperanca del resultat). Valen el mateix?
Per que?

28. Un tipus de particula produeix radiacié d’intensitat descrita pel procés estocastic:

X(t) = Jcost+ (1 — J)sint,

en que t és el temps i J és una variable aleatoria de Bernoulli amb parametre p = %
a) Calculeu la funcié de valor mitja m(t) i la funcié d’autocorrelacié R(t1,t2) del procés
X(t).

b) En lestat coherent tenim dues particules produint radiacié de manera independent. Cal-
culeu la poteéncia total radiada.

c) En un estat supercoherent, les particules anteriors deixen de ser independents i tenen totes
el mateix valor de la variable J. Quina és ara la poténcia total radiada?

d) L’energia radiada en un perfode és U = fOQﬁ Pot(t)dt. Compareu-la en els dos casos ante-
riors.

e) Generalitzeu a N particules els tres apartats anteriors. Demostreu que

Usupercoherent . 2
Ucoherent L+ N—t

(Indicacié: noteu que les variables de Bernoulli verifiquen J2 = J.)

29.

a) Demostreu que si un procés té la forma X (t) = e~“4* en qué A és una variable aleatdria, es
pot expressar R(t1,t2) a partir de m(t). Es a dir, havent calculat m(t) ja podem determinar
R(t1,t2) sense calculs addicionals.

b) Una variable aleatoria de Simpson és la que pren valors en interval [0, 2] amb funcié de
densitat:

B
o
IN
Q

o
I
RS
—
IN
IS
IN A
o

Calculeu les funcions de valor mitja, d’autocorrelacié i d’autocovariancia del procés X (t) =
—At
e 4

¢) Quins valors pot prendre la variable X (1)? Es X(t) un procés d’estat discret o continu.

d) Utilitzant els parametres de apartat b, calculeu ’esperanca i la variancia de la variable
X(1).

e) La variable de Simpson s’obté fent A = Uy + Uz en qué U; i Uz sén variables uniformes
en [0, 1], independents. Utilitzeu aquest fet per a deduir de manera més simple m(t).

(Indicacié: utilitzeu el resultat de lapartat a en el b.)

30. El nivell de carrega en un acumulador d’energia, per a ¢t > 0, es descriu amb el procés:

X(t) = A2 — B2t + 12,

en qué A i B sén variables uniformes en [1, 2], independents.

a) Calculeu la funcié de valor mitja del procés X(t).

b) Quina és la probabilitat que la diferéncia entre la carrega inicial i la carrega minima sigui
superior a 37
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c) Calculeu el coeficient de correlacié p entre la carrega inicial, X (0), i la carrega en t = 1,
X(1).

(Indicacié: en Papartat ¢ feu el calcul expressant les variables en funcié de A i B.)

31. L’us d’amplada de banda de certa connexié correspon al procés:

en queé V és una variable aleatoria amb densitat fy (v) = ve™?,v > 0.

a) Calculeu la funcié de valor mitja, m(t), del procés X (¢).

b) Dibuixeu un parell de realitzacions de X (t) i la funcié m(¢). Quines similituds i diferéncies
trobeu entre m(t) i les realitzacions?

c) Calculeu, en funcié de ¢, P(X(t) = 1).

d) Quins valors pot prendre X (1)? A partir d’aixd i de lapartat anterior, qué podem dir
sobre si el procés és d’estat continu o discret?
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Solucionari

1. Tenfem que A és uniforme en l'interval [0, 1]. Recordem que la seva funcié de distribucié
val Fy(a) =a,0<a<1.

Fixat ¢ > 0, com que A varia entre 0 i 1, X (¢) = At varia entre 0 i t. Ara podem calcular:

Fa; t) = P(X(t) < z) = P(At < z) = P (A < %) = Fy (%) = %

La funcié de densitat de primer ordre s’obté derivant la funcié anterior:

1
f(x; t):iF(ac; t)= -, 0<xz<t.
dx t

Com que aquesta densitat no depén de z, tenim que amb ¢ fixat la densitat de X(¢) és
constant. Per tant, X (¢) és una variable uniforme en I'interval [0, ¢].

2. a) A partir de la densitat de primer ordre:

A partir del teorema de l’esperanca:
1
m(t) = E(At) =tE(A) = ti.

Noteu que en el calcul anterior ¢ és una constant i, per tant, surt multiplicant ’esperanga.

Igualment no ha calgut calcular la integral, ja que ja sabem que l’esperanca d’una uniforme

val el punt mitja de l'interval. Llavors, E(A) = Ozj = %

b) Autocorrelacié:

R(t1,t2) = E[X(11)X (t2)] = E(At1 Ata) = t1t2 B(A?) = t1t2 /01 a2 1da = 212

Autocovariancia: C(t1,t2) = R(t1,t2) — m(t1)m(te) = t1;2 _ % ) %2 = a2,
Poteéncia: Pot(t) = R(t,t) = %

¢) B(X(1) = m(1) = 1, B(X(3) — X(2)) = B(X(3)) ~E(X(2)) = m(3) ~m(2) = § —1 =
E[X(1)X(2)] = R(1,2) = %, E(X(3)2) = R(3,3) =3.

)

N

ig(Vag(X(t)) = E(X()*)-E(X(1))? = E[X ()X (1) -E(X (1)) E(X (1)) = R(t, t)—m(t)m(t) =
t,t).
a) Utilitzant C(t1,t2) = 1L2: Var(X(2)) = C(2,2) = 3, Var(X(3)) = C(3,3) = 3.

b) Cov(X(2),X(3)) = C(2,3) = %

Cov(X(2), X (3 1
c) p:M.Comque ox =+/Var(X): p= —2— =1.
Tx(2) TX(3) \/g 3
Resulta que la correlacié és maxima. Aixo es deu al fet que X (2) = 241 X(3) = 3A. Llavors,
una variable determina exactament l’altra, de manera lineal, ja que X (3) = %X(Z).
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4. Segons enunciat: E(B1) = E(B2) = E(B3) = 0. E(B%) = Var(B1) + E(B1)? = 1.
Igualment, E(B3) = E(B2) = 1. Com que sén independents, E(B1B2) = E(B1) E(B2) = 0.
Igualment, E(B2B3) = E(B1B3) = 0.

m(t) = E[Y (¢t)] = E(B1 + Bacost+ Bssint) = E(B1) + E(B2) cost + E(B3)sint = 0.

R(tl,tg) = E[Y(tl)Y(tg)] = E[(Bl + Bacosty + Bs Sintl)(Bl + By costg + Bssin tg)]
= E(B?) + E(B1B2) costz + E(B1 B3) sints + E(B2B1) cost1 + E(B2) costq costa
+ E(B2B3) costy sints + E(B3Bi) sint + E(B3Ba)sint; costa + E(B2)sint; sints

=1+ costycosta +sinty sinta = 1+ cos(ta — t1).

Per tant, m(t) = 01 R(t1,t2) =1 + cos(t2 — t1).

5.

t, 0<t<B
xwp=4¢ " U=

B, t> B,
en qué B és una variable uniforme en [0, 2].

Les realitzacions tenen la mateixa forma que en l'exemple (figura 4). El que varia és la
freqiiencia d’aparicié dels diferents valors de B. De fet, abans es podia donar qualsevol B
positiu, mentre que ara esta limitat entre 0 i 2.

Funcié de valor mitja del procés X (¢):

Hem de calcular m(t) = E(X(¢)). Com que X(t) depén d’una variable B, farem servir el
teorema de ’esperanga. La funcié de densitat de B és fp(b) = %, 0 < b < 2. En la definici6é
de X (¢) veiem que X (t) = B si 0 < B < t, mentre que X (t) =t si B > t. Aix{ separarem la
integraci6 sobre b segons aquests dos casos:

[e%) t 2
m(t)=[ X(t)fB(b)db:/O b%db+/; t%db

b2 |t

4

bt

202 (2-)t t2
=—+ =t— .
0 2

t —
., 4 2 4

Pero el segon cas no es pot donar quan t > 2. Per a aquests valors de ¢

2 q b2 |2
m(t):/ biab— | —1.
0o 2 4o
Aixi,
12
t——, 0<t<2
m(t) =
1,  t>2

La funcié m(t) es mostra en la figura 6.
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Figura 6. Valor mitja de X (¢)

1,5

m(t)

00 05 1,0 1,5 20 25 30 35 40

6. Les realitzacions tenen forma de triangle, tal com es veu en la figura 7.

Figura 7. Realitzacié de X (¢). (A =0,3)

1,5

1,0 1

m(t)

0,5 1

0,0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
00 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1,0

Per a calcular la funcié de valor mitja del procés X (t) farem servir el teorema de I’esperanga.
La funcié de densitat de A és fa(a) = 1,0 < a < 1. En la definicié de X (t) veiem que
X(t) = 11_;2 si 0 < A < t, mentre que X(t) = % sit < A < 1. Aix{ separarem la integracié
sobre a segons aquests dos casos:

m(t):/j:oX(t)fA(a)da:/Ot ;:;da+/tl éda

=—(1—-t)In(1 —a)l§+tnalf = —(1 —)In(1 — ) — tInt.

La funcié m(t) es mostra en la figura 8. Noteu que mentre que les realitzacions tenen un punt
on no sén derivables (una “punxa”), la funcié de valor mitja és “suau”. Moltes vegades les
irregularitats de les realitzacions se suavitzen en fer la mitjana.
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Figura 8. Valor mitja de X (¢)
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t

0+2

1.

7. a) B(4) = 1%(_1)

=0.E(B) =

1
Densitats: fa(a) = 5,—1 <a<l fpb)==,0<b< 2.

1

2
1o 371 1 2 1 1t 4

E(AQ):/ a?=da = [a—} :7,E(32):/ b2 db = {i} ——
12 6] , 3 0 2 61,

Com sén independents, E(AB) = E(A)E(B) =0-1=0.
b) m(t) = E(X(t)) =E(At+ B)=E(A)t+E(B)=0-t+1=1.
c) R(t1,t2) = E[X (t1) X (t2)] = E[(At1 + B)(At2 + B)] = E(A%t1ta + AB(t1 + t2) + B?)

1 4 tita +4
= E(A?)t1ts + E(AB)(t1 +t2) + E(B?) = Fht2 +0- (i +t2) + 5 = %

. tito +1
= 3 .

1-1

tito + 4
C(ty,t2) = R(t1,t2) — m(t1)m(tz) = % -

Pot(t) = B(X(1)%) = R(t,6) = - 3* 1

d) Ates que E(X(t)) = m(t), Var(X(t)) = E(X(t)?) — E(X(t))? = R(t,t) — m(t)? = C(t,t)
i Cov(X (t1), X (t2)) = C(t1,t2):

E(X(1)) = m(1) = 1, E(X(2)) = m(2) = 1, Var(X (1)) = C(1,1) = g

Var(X(2)) = C(2,2) = g,Cov(X(l),X(Q)) =0(1,2) =1,
_ Cov(X(1),X(2)) 1 3

= = —— = 0,9487.
0X(1)0X(2) \/g\/g V10
8.
oo
a) m(t) = B(X(®) = [ X(0fa(a)da.
— 00
La variable exponencial A té parametre A = E(lA) = 1 i llavors la densitat val fa(a) =

e % a>0.

També tenim que X (¢) =0si A<tiX(t)=tsi A>t Llavors

t oo o) e—a®
m(t) = / 0-e %da+ / t-e “da = t/ e %da=t |: :| =te L.
0 t t -11
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b) X (t) només pot prendre dos valors: 0 i ¢. La seva funcié de probabilitat de primer ordre
val:

t
P(x=0;t)=P(X(t)=0)=P(A<t)= / e %a=1—e""t.
0

Plx=t;t)=P(X(t)=t)=PA>1t)= /oo e %a = e t.
t

(Noteu que les dues probabilitats estan entre 01 1 i la seva suma val 1.)

c) m(t):Za}kP(xk; )=0-Plzx=0;t)+t-Pla=t;t)=0-(1—e t)+t-et =tet.
k

9. a) B(U) = /OQ”LL-gdb = ["j}z — 2 g = /02u2 : %db = [“:K =2 E(V) =

6 3
1 7 8|1
/ v —v8db = 7L
1 2

1 7
=0. E(VQ):/ v? . —8db= —
16

—1 2 18

—1

Com sén independents, E(UV) = E(U)E(V) = 0.

b) m(t) = E(X(t)) = E(U 4 Vsint) = E(U) + E(V)sint = % +0-sint = %.
R(tl, tQ) = E(X(t1)X(t2)) = E((U + Vsin tl)(U + Vsin tg)) = E(U2 + UV(Sin t1 + sin t2) +
V2sint; sintg) = E(U?) + BE(UV)(sint; + sintz) + E(V?)sint; sinty = 2 + 3 sin 1 sin ta.

7
C(tl,tz) = R(tl,tg) — m(tl)m(tz) =2+ 5 sinty sinto —

[SCRRrE
[SCRIrEN

1
= §(2 + Tsinty sintg).

c) Pot(t) = B(X(t)?) = R(t,t) =2 + g sin? t.

_ (2k+D)w
t= —

Es maxima quan sint = *+1, és a dir, quan amb k enter.

d) Ates que E(X(t)) = m(t), Var(X(t)) = E(X(t)?) — E(X(t))? = R(t,t) — m(t)? = C(t,t)
i Cov(X(t1), X (t2)) = C(t1,t2):

_ Cov(X(§),X(3)) _ 5 00467
Ux<%)o'x(%) \/g\/{ \/17 )
10. a) m(t) = E(X(t)) = jo X(t)fp(b)db

La variable uniforme B té densitat fp(b) =1/2,0<b < 2.

També tenim que X (t) =0si B>ti X(t) =2 —¢si B < t. Llavors

Pera 0 <t <2:

¢ 1 2 1 t1 b1 t2
t) = 2—t)- =db 0-—db=(2—-t¢ —db=(2-¢t)|=| =t——.
mo)= [[@=n)- g+ [C0-sa=n [ Ta=@on|f] -
Per a t > 2, qualsevol valor de B déna X (t) = 2 — ¢. Per tant:
m(t) =2 —t.
b) m(t) =B(Y(1) = [ Y()fala)da.
La variable exponencial A té parametre A = ﬁ = 1 i llavors la densitat val fa(a) =

e % a>0.
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També tenim que Y (¢t) =t —Asi A<ty Y(t)=A—tsi A>t. Llavors

t o]
m(t) = / (t—a)~e_“da+/ (a—t)-e"%da = (a—t+1)e”*|§ —(a—t+1)e™|$° = 2e 4t —1.
0 t

11. a) E(A) = E(B) = § = 1. E(A?) = Var(A) + E(A)? = {5 +1 = 2. E(B?) = 2. Com sén

independents, E(AB) = E(A)E(B) = 1.
b) m(t) = E(X(t)) = E(Ae’ + B) = E(A)e! + E(B) = e + 1.

R(t1,t2) = E[X(t1)X (t2)] = E[(Aett + B)(Aett + B)] = E(A2et11t2 + AB(et1 +ef2) + B?) =
E(A2)el1tt2 L E(AB) (et +e'2) + E(B?) = 2112 4 et1 fet2 4 2.

C(t1,t2) = R(t1,t2) —m(t1)m(t2) = 2ef11%2 fefl fef2 12— (ef1 +1)(ef2 +1) = efrHt2 1.
c) Pot(t) = E(X(t)?) = R(t,t) = 22 + 2et + 2.

Pot(t) = 26 = 2e2* + 2t +2 =26 = €2t + et —12=0.

Anomenant z = et ens queda l’equacié de segon grau z2 + z — 12 = 0, que té les solucions
z=31i2z=—4. Com que e ha de ser positiu, tenim finalment que ¢t = In 3 = 1,098.

d) Ates que E(X(t)) = m(t), Var(X(t)) = E(X(t)?) — E(X(t))? = R(t,t) — m(t)? = C(t,t)
i COV(X(tl),X(tQ)) = C(tl,tz):

E(X(0)) = m(0) = 2, E(X(In2)) = m(In2) = 3.

Var(X(0)) = C(0,0) = 2, Var(X(In2)) = C(In2,In2) = 5.

Cov(X ,X (In
Cov(X(0),X(In2)) = C(0,In2) = 3,p = a;m()och(l(n;)) = 2= A5 = 09486

12. my (t) = B(Y (1)) = /_oo Y (t) fv (v)dv.

Ara tenim que Y(¢) =t2 +tsi V> 1iY(t) =0si V < t. Llavors

_ t . 1 [e’e} 5 . 1 _ N [ee) 1 B
my(t) = /00 (@+21)2dv+/t (t° + 1) 7(U+1)2dv = (¢ +t)/t 7(@+1)2dv =
1 e t“ 4+t
2=t {_v+1L “ir1 !

De la mateixa manera, Z(t) =0siV >¢i Z(t) =V + 1si V < t. Llavors

t 1 o0 1 to1
mz(t) = v+1-7dv+/ 0-7dv:/ dv =1In(t+1).
20 = [0 et [0 GrgEt= [ gt =y

13. a) E(A) = %8 =3, E(A?) = [Ja®lda = 12.

m(t) = E[X(t)] = E(t*> — 3At +24%) = 1% — 3t E(A) + 2E(A%) =% — 9t + 24.

b) E[X(0)] = m(0) = 24. Com X(0) = 242, E(X(0)%) = 4E(A*) = 4 [{ a*Lda = 5184,
Llavors,

Var[X (0)] = E[X(0)?] — E[X(0)]? = % = 460,8.

dX (t)
at

c) Calculem primer M en funcié de A:

tm = 32, Aixd, M = X (tm) = — 42,

= 2t — 3A, i llavors el minim es déna en

A? 1
PM>-1)=P _T>_1 :P(0<A<2):§.



CC-BY-NC-ND e PID_00253295 38 Caracteritzacié estadistica i parametres dels processos...

14. a) Notem que E(A) = % =1, E(A?) = Var(A) +E(A)? = A% +12 = 2. La densitat de B

val fp(b) = e~? perab>0.

m(t) = B(X(£)) = E(Ae~BY) = B(A)B(e~Bt) = 1. /Ooo ebtebah — %t

R(t1,t2) = B[X(t1)X (t2)] = E(Ae~Bh1 Ae=Bt2) = E(A2e~ Bti+t2))

2

= E(A?) E(e"Btitt2)) = .
1+t + 12

Ot t2) = R(tr, t2) — m(ta)m(t2) = 1+t?+t2 T +t1)1(1 +12)°

b) Ates que E(X(t)) = m(t), Var(X(¢)) = E(X(#)?) — E(X(t))? = R(t,t) — m(t)? = C(t,t)
i COV(X(tl),X(tQ)) = C(tl,tg):

Cov(X(0), X(1)) = C(0,1) = %

,_ Cov(X(0), X(1)) _

1
5 3
2 = \/j = 0,7745.
IX(0)9X(1) V1 /% 5

15. m(t) = B(X (1)) = /jo X () (v) do.

Ara tenim que X(t) =2 —VtsiV >ti X(t) =t> — (V+ 1)t +V si V < t. Llavors,

m(t):/Ot(tQ—(v+1)t+v).1dv+/t1(t2—vt).ldv

.2 v? " t+v2 ¢ 1 vzt Loy
=|tv—|—+v — V= — = .
2 2 Jo 2 1y 2

16. a) Vegem quina és la funcié d’autocorrelacié.

Rz(t1,t2) = E(Z(t1)Z(t2)) = E((X(t1) + N(t1))(X(t2) + N(t2)))

= E(X(t1) X (t2) + X (t1)N(t2) + N(t1) X (t2) + N(t1)N(t2))

= E(X(t1)X(t2)) + E(X(t1)N(t2)) + E(N(t1) X (t2)) + E(N(t1)N(t2))

= B(X(t1)X(t2)) + E(X(t1)) E(N(t2)) + E(N (t1)) E(X (2)) + E(N (t1) N (t2))

= Rx (t1,t2) + Rn(t1,t2).
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b) Potz(t) = Rz(t, t) = Rx(t, t) +RN(t,t) = Potx(t) + POtN(t). Potx(t) =21

PotN(t)zE(N(t)Q)=/0Wsin2(t—b)%db:/o’TW%db: %

1 5
Per tant, Potz(t) =2+ = = —.

2 2
17.

a) Calculem primer E(A) = # = 0. Llavors,

m(t) = E(X(t)) = E((1 + Acos(107t))e™ %) = et + e cos(107nt) E(A) = e~ ¢.

b) E(X(%)) = m(%) = ¢~ 2. Notem també que E(A2%) = V(A?) = w = 3. Com

X(3) = e~ 2(1— A), E(X(3)) =e 'E(1—-24+ A?) =e (1 -2-0+3) =4e~!. Llavors,

Var(X(0)) = E(X(0)2) — E(X(0))2 =4e™! —e"t =3e7! =0,367.
c) Perqueé X (t) no es faci mai negatiu cal que |A| < 1. Aix{, la probabilitat que ens demanen és

P(—1§A§1):%.

18. a) Notem que E(A) = 1, E(4%) = Var(A) + E(A)?2 =1+ 12 = 2, E(B) = 0, E(B?) =
Var(B) + E(B)2 = 1 i E(AB) = E(A) E(B) = 0. Amb aquestes dades podem calcular:

m(t) = BX(0) = B (A4+ 1 ) =BGy + 1)~ 1.

R(t1,t2) = B[X(1)X (t2)] = E ((A+ : ft1> (A+ ) ft2)> _

1 1 E(B?) B 1
E(A%) + E(AB) (1+t1 * 1+t2) TUrmare U rmire)
C(tl,tz)=R(t1,t2)*m(t1)m(t2)=2+m*1'1:1+m'

b) Ates que E(X(t)) = m(t), Var(X(t)) = E(X(t)?) — E(X(t))? = R(t,t) — m(t)? = C(t,t)
i COV(X(tl),X(tQ)) = C(tl,tQ):

E(X(0)) = m(0) = 1, E(X(1)) = m(1) = 1.
Var(X(0)) = C(0,0) = 2, Var(X(1)) = C(1,1) = g
Cov(X(0), X (1)) = C(0,1) = g

o CovX©O, X)) _ 5 _ 3
TX(0)7X (1) \/5\/% V10

= 0,9486.
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19. m(t) = B(X(t)) = /_OO X(t)f2(z) dz.

Ara tenim que X (t) = % siZ<tiX(t)=1siZ >t Llavors,si 1 <t <2:

PR

vaf=
1 g 2(t+1)

t 1 2 2 2
m(t):/ zt -1dz+/ 1-1de= = 2z
1 t+1 t 2(t+1)

Sit>2:

2 5

L 2t+1)

tr1 T 20t

/22-1—1 22 42z
1

Vegeu la figura 9.

Figura 9. m(t)

m(t)

o
N

=
N

o

20. a) Tenim E(X(¢)) = 10, E(X(¢)2) = 150, E(Q(t)) = 2 i E(Q(t)?) = 6. Llavors:

Poty (t) = E(Y (t)%) = E[(X(t) + Q(1))*] = E(X(1)> + 2X(1)Q(t) + Q(t)?) =
E(X#)2)2E(X(1)E(Q®) + E(Q(t)?) =150 +2-10-2 + 6 = 196.
b) E(Z(t)) = aE(Y (t)) = a(E(X (1)) + E(Q(t))) = 12a i Potz(t) = E(Z(t)?) = 196a2. Ha de
ser, per tant, a = % i Potz(t) = 136,1.

21. a) Calculem primer E(B) = % = 2. Llavors,

m(t) = B(X (t)) = E[100 + Bt(24 — t)] = 100 + E(B)t(24 — t) = 100 + 48t — 2t2.
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b) Es X (3) = 100 + 63B. Fent servir les propietats de la variancia:
2 2 (3-1)°
Var(X(3)) = Var(100 + 63B) = 63 Var(B) = 63>~ = 1.323.

(Alternativament, E(X(3)) = m(3) = 226. Notem també que E(B?) = f13 bQ%db = 13—3
i llavors E(X(3)2) = E(10.000 + 12.600B + 3.969B82) = 52.399. Llavors, Var(X(3)) =
E(X(3)?) — E(X(3))2 = 52.399 — 2262 = 1.323.)

c) Perqué X (t) arribi a superar en algun moment el valor 500 cal que el maxim de la parabola,
X (12) = 100 + 144B, sigui superior a 500. Aix{, la probabilitat que ens demanen és

25
P(100 + 144B > 500) = P (B > 3) - o _

22. a) Notem que E(U) = E(V) = 0, E(U?) = E(V2) = Var(V) + E(V)2 =12 +02 =1 i
E(UV)=E(U)E(V) = 0. Amb aquestes dades podem calcular:

m(t) = E(X(¢t)) = E(Usint + Vsin2t) = E(U) sint + E(V)sin 2t = 0.

R(t1,t2) = E[X (t1)X (¢2)] = E[(Usinty 4+ V sin 2t1)(U sinty + V sin 2t2)]
= E(U?)sint; sinta + E(V?) sin 2t sin 2to + E(U) E(V)(sin t; sin 2t5 + sin 21 sin t3)

= sin t1 sintg + sin 2t7 sin 2ty

C(tl, t2) = R(tl, t2) - m(tl)m(tg) = sin t1 sintg + sin 2t7 sin 2¢s.

b) Ates que E(X(t)) = m(t), Var(X(t)) = E(X(t)?) — E(X(t))? = R(t,t) — m(t)? = C(t,t)
i Cov[X (¢1), X (t2)] = C(t1,t2):

_Cov(X(D)X(5) _ P _ 1 _ymom
TX(E)TX(F) VEvioov2 o

23.

() =Bx@) = [~ XO52(2)d=

1
Ara tenim que X(¢) =0si Z <tiX(t) = Z si Z > t. Llavors:

t 2 oo 1 2 1 o t 1
m(t) = / O-Z—e_zdz—l-/ S erdr = 7/ ze Fdz == [-(z+ l)e_’z}OQ _ It e t.
0 2 t z 2 2 t

t 2

N | =



CC-BY-NC-ND e PID_00253295 42 Caracteritzacié estadistica i parametres dels processos...
24. Per al primer procés: Pot(t) = R(t,t) = sin? t + sin? 2¢.
Per al segon procés:
2 oo —t
z 1 e
—e *dz = 7/ e Fdz = —
2/

Po(t) = BX () = [~ X@Pfa()dz= [ 5

25. a) Calculem primer:
oo 2 4 1 o 1 2 1
o= [_esaean= [Lagaa= B () = [ Gm@aan 13500
Llavors,
4
== 1.
3¢ F

m(t) =E(X(t)) = E (Ae’t +3

b) A partir de la forma explicita de X (t), V = X(0) — X(1) = (A+ 1) — (Ae 1 + 1) =
A(1 — e 1). Fent servir les propietats de la variancia:

2
§(1 — e 12 =0,08879,

Var(V) = Var(A(1 —e™ 1)) = (1 — e~ 1)2 Var(A)

ja que B(A?) = [?a?%da = 2, Var(A) = B(A?) — E(A)? = 2.
c) La probabilitat que ens demanen és

P(X(2)>2)=P (Ae*2 + % > 2) =P(e 2A2 —24+1>0).

Els zeros del polinomi de segon grau sén e? 4+ ve% — €2, aproximadament 14,26 i 0,52. El
polinomi és positiu fora de 'interval [0,52,14,26]. Tenint en compte que A es troba entre 0

i2:

62—\/54—52
P(X(2)>2):P(O<A<62—\/64—62):/ gda
0
4 2 3
c e %\/e2 —1=0,0671.

_1)2
G7 = 1 Var(S) =
L i B(RS) =

5P =2, E(5) = =5 =0, Var(R) =
18 E(S?) = Var(S) + E(5)?

26. a) Notem que E(R) = =5
2
A=C)” — 1 E(R?) = Var(R) + E(R)?

12 =
E(R)E(S) = 0. Amb aquestes dades podem calcular:

m(t) = E(X(t)) = E(Rt + S cosnt) = E(R)t + E(S) cos it = 2t.

R(t1,t2) = E[X (t1)X (t2)] = E[(Rt1 + S cosmt1) (Rt + S cos wta)]
= E(Rz)tltz + E(S2) cos mty cos wta + E(R) E(S)(t1 cos mta + to cos i)
t1to + é cos mt1 cos Tto.

13

=3

C(t1,t2) = R(t1,t2) — m(t1)m(t2) = g(tltg + cos mty cosmta).
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b) Atés que E(X (t)) = m(t), Var(X(t)) = E(X(t)?) — E(X(¢))? = R(t,t) — m(t)2 = C(t,1)
i COV(X(tl),X(tg)) = C(tl,tz):

E(X(0)) =m(0) =0, E(X(1)) = m(1) = 2.
Var(X(0)) = C(0,0) = 3, Var(X (1)) = C(1,1) = 2.

Cov(X(0),X(1)) = C(0,1) = —3.

1

— Cov[X(0),X()] _ _—3 _ _ 1 _ _
4 o X (0)9X(1) \/g z V2 0,7071.

c) Per al procés complet, Pot(¢t) = R(t,t) = %(13t2 + cos? t).
Per al procés sense el terme amb S, Pot(t) = E(X (t)?) = E((Rt)?) = E(R?)t? = %t?
cos? 7t, i correspon a la poténcia del terme de correccié: E((S cos mt)?2).

La diferencia és %

21@m@=mmm=[fxmm@@.

Ara tenim que X (t) = Be=(t=B) si B < ti X(t) =t si B > t. Llavors:

t oo t =] 12
m(t) = / be= (=0 . c~bqp +/ t-ebdb = e_t/ bdb+ t/ e~bdb = <t + 5) et
0 t 0 t

b) m(t) segueix el comportament de pujada i baixada de les realitzacions, si bé la mitjana
estadistica ha fet desaparéixer la irregularitat (punxa).

Figura 10. Realitzacions comparades amb m(t) Fi 10
igura

Realitzacions pera B=11
B = 2 comparades amb
m(t).
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c) Fent dr;ét) = (1 - g) et = 0 trobem el maxim M de m(t) en t = /2, que és M =

V2 + 1)67\/5 = 0,587. En canvi, el valor maxim d’una realitzaci6é val B (correspon al pic) i
el valor mitja és 1.

En efecte, no coincideixen, ja que un és el maxim del valor mitja i I’altre el valor mitja del
maxim (per exemple, per a qualsevol variable, en general és diferent el valor mitja del quadrat
que el quadrat del valor mitja).

28. a) Notem que E(J) =p = % Llavors,
m(t) = E[X(¢)] = E(Jcost + (1 — J)sint)
=E(J)cost+ (1 — E(J))sint = %(Cost + sint).
R(t1,t2) = E[X(t1)X (t2)] = E[(J cost1 + (1 — J)sint1)(J costa + (1 — J) sinta)]
= E[J?costy costa + (1 — J)J(sinty + costa) + (1 — J)? sint sinta)]
= E[J costy costa + (1 — J)sinty sinta)] = E(J) costy costa + (1 — E[J]) sint sinta

= %(cos t1 costa + sinty sinty) = % cos(ta — t1).

(Hem utilitzat J2=J, (1 - J)J=J—-J?2=0i(1-J)2=1-2J+J2=1-J.)

Alternativament, es poden calcular les esperances sumant sobre els valors de J (X (¢) = cost
o X(t) = sint amb probabilitat % cada valor). En aquest cas hauria estat més directe fer-ho
aixi, pero el metode utilitzat és més general.

b) Representem per X1(t) i X2(t) les intensitats radiades per cada particula. Sén dos pro-
cessos amb la mateixa distribucié probabilistica, independents. La intensitat total és Y. (t) =
X1 (t) + X2(t). La poténcia total és:

Poty, = E(Y.(t)2) = E[(X1(t) + X2(t))?]
=E[X1()? + X2(t)% + 2X1(t)X2(t)] = Potx, + Potx, + 2mx, (t)mx, (t)
= % + % + Qi(cost—&—sint)2
=1+ %(1 + 2costsint) = % + costsint.

c) Ara la intensitat total val Ysc(t) = 2X(t). La poténcia total és:

Poty,, = E(Ysc(t)?) = 4E(X(¢)?) = 4Potx = 2.

d)

Ue = [27 Poty, (t)dt = [7™ (3 + costsint) dt = 3.

Use = [J™ Poty, (t)dt = [;™ 2dt = 4m.

L’energia en ’estat supercoherent és 1,3 vegades superior.

e) Si tenim N particules, Ysc(t) = NX(t), Poty,, = N?Potx = NTZ i Use = N27.
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N
En lestat coherent, Y.(t) = ZXi(t)~

N 2 N
Poty, = E (Z Xi(t)> =B (> Xi()?+2) Xi(t)X;(t)

=1 1<J

N
1 Ny 1
:EPt.2§ (t (t)=N=+2 —(cost +sint)?
2 ot x, + i<jmxl()mxl() 2+ (2>4(cos + sint)

N+N27N(1+2 tsint) N2+N+N27N tsint
= — —_— COS T S1in = costsint.
2 4 4 2
N24 N
Uc=7+7r.
2
Use N2x 2

Ue N227+N,r:1+1v71'

29. a) R(t1,t2) = E[X(tl)X(tg)] = E(G_Atle_AQ) = E(E_A<t1+t2)) = m(t1 =+ t2).
b)

Utilitzant el resultat de a:

1 — e—(t1+t2) 2
t1 +to '

R(t17 t2) = <

1 e—<t1+t2>>2 - ((1 —et)(1— e_t2)>2.

C(tl,tz) = R(tl,tz) — m(tl)m(tg) = < P P

c) X(1) = e~ pren tots les valors dins de I'interval [e=2,1]. El procés és d’estat continu, ja
que la variable resultant en fixar ¢ és continua.

d) Atés que E(X(t)) = m(t) i Var(X(t)) = E(X(¢)?) — E(X(2))? = R(t,t) — m(t)? = C(t,t):

E(X(1)) =m(1) = (1 —e 12 = 0,3996.

_ 2
Var(X (1)) = C(1,1) = (%) —(1—e1)* =0,0272.
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e)

m(t) = E (ef(U“LU?)t) =E (€7U1t67U2t> =E (erlt) E (e’U2t> =

(f ) = (5)

30. a) Com A i B sén del mateix tipus, tenen els mateixos parametres. En particular,
E(A%) = E(B?) = [{a?da=T.

m(t) = E(A2 — B2t +12) = E(A%) - E(BY)t + 2 = §(1 —t) + 2.

b) La carrega inicial és X (0) = A2. La carrega minima es déna quan 0 = d)éiit) =-B2+2t,
4 2
= A2 — BT i la diferéncia entre els dos valors és Z-.

. s _ B2 e .
és a dir, per a t = S-. Aix{, X ip 7

B4
P (T > 3) =P(V12< B<2)=2- v12=0,1388.

c) X(0)=A%iX(1)=A2-B2+1.

Cov(X(0), X (1)) = Cov(A2,A%2 — B2 +1) = Cov(A?, A%) — Cov(A?, B?) + Cov(42,1) =
Var(AZ2).

Var(X(0)) = Var(A2). Var(X (1)) = Var(42 — B2 + 1) = Var(A4?) + Var(B2) = 2 Var(42).

_ Cov[X(0), X(1)] _ Var(A2) 1
p= ox(0)ox(1)  /Var(A2)\/2Var(A2) 2 =0,7071.

Encara que no ha estat necessari, notem que Var(A4?) = E(4%) —E(A42)2 = ff a*da — (%)2 =
34

I

31.

&) m(t) = B (@] = [~ X (o).

— 00

Ara tenim que X(t) =e~(t=V) si V < ti X(t) = 1 si V > t. Llavors:
m(t) = [Le= (=) yevdv + S 1 vevd

0

=et fotvdv—i-ftoove_“dv: (1+t+§) e t.

b) m(t) segueix el comportament decreixent de les realitzacions, si bé la mitjana estadistica
ha fet desapareixer la irregularitat (punxa).

Figura 11

Dues realitzacions del procés
X (t), as de I'amplada de
banda d’'una connexié.

Figura 12

Valor mitja de X (¢).
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Figura 11. Dues realitzacions del procés X (t)

Figura 12. Valor mitja de X (t)

c) P(X(t)=1)=P(V >t)= [P ve Vdv = (1+t)e "

d) El valor minim es déna quan V = 01i X (1) = e~'. El valor maxim és 1, i es poden agafar
tots els valors intermedis.

El fet de prendre valors sobre un interval real indica caracter continu, mentre que el fet que el
valor 1 tingui probabilitat no nulla indica aspectes discrets. Es tracta d’una variable mixta.
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