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Introduccio

Partint del teorema de les autofuncions dels sistemes LIT digitals, en aquesta
assignatura es presenta l'eina matematica coneguda com a transformada z, que
permet caracteritzar senyals digitals i sistemes LIT digitals fora del domini del

temps.

En general, aquesta assignatura se centra en l'aplicacié6 més rellevant de la
transformada z en la teoria de senyals i sistemes: proporcionar un metode de
caracteritzaci6 dels sistemes LIT digitals més senzill, tant en termes conceptu-
als com matematics, que el basat en la caracteritzacié temporal corresponent.
Per aquesta ra0, la teoria que es desenvolupa en aquesta assignatura esta desti-
nada exclusivament a poder resoldre aquelles qiiestions que la caracteritzacio
temporal d'aquests sistemes deixa obertes.

La teoria sobre la transformada z és molt més amplia que la que veurem aqui i,
en tot cas, els estudiants que estiguin interessats a ampliar aquests continguts
tenen a l'abast literatura especialitzada sobre el tema molt extensa i ben do-
cumentada, amb desenvolupaments teorics molt complets i exercicis practics
variats (Oppenheim, Willsky, Nawab, 1996, pag. 741-815; Oppenheim, Scha-
fer, Buck, 1999, pag. 94-139; Proakis, Manolakis, 2007, pag. 147-223; Ogata,
1996).

A continuaci6 introduirem les eines conceptuals i matematiques necessaries

per poder fer les dues coses segiients:

e [Evitar la caracteritzacié temporal dels sistemes LIT digitals sempre que
sigui insuficient o, sobretot, complicada, tal com veurem en l'apartat 5
d'aquest modul.

e Introduir la transformada de Fourier de senyals digitals, que, tot i que no-
més és una particularitzacio6 de la transformada z, té una gran importancia

i utilitat en la teoria de senyals i sistemes.

Amb aquest objectiu, l'apartat 1 introdueix la transformada z com a eina de
caracteritzacié de senyals digitals; en l'apartat 2, es presenten les transforma-
des z de tot un conjunt de senyals basics; en l'apartat 3, es descriuen les prin-
cipals propietats de la transformada z, i en l'apartat 4, es tracta el problema
del calcul de la transformada z inversa. Combinant les eines presentades en
aquests quatre primers apartats ja podrem veure, en l'apartat 5, com es carac-
teritzen els sistemes LIT digitals mitjancant 1'Gs de la transformada z.



© FUOC « PID_00262127 6 La transformada z

A més, amb la intencié que aquesta assignatura tingui la minima carrega ma-
tematica possible, s'hi aniran introduint algunes eines de MATLAB que sén
molt Gtils a 'hora de fer els calculs que requereix 11s de la transformada Z.
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Objectius

Els objectius principals d'aquest modul son els segiients:

1. Coneixer les equacions d'analisi i de sintesi de la transformada z i

entendre'n el significat.

2. Entendre que la transformada z d'un senyal digital és un senyal analogic
(de variable complexa).

3. Reconeixer la regi6 de convergencia de la transformada z, coneixer-ne les
propietats i saber aplicar-les tant en el calcul de la transformada directa

com en el de la transformada inversa.

4. Entendre que és el diagrama de pols i zeros d'una transformada z, inter-

pretar-ne el significat i saber representar-lo graficament.

5. Comprendre com la transformada z esta intimament relacionada amb la
transformada de Laplace mitjancant el mostratge amb tren de deltes del

senyal temporal analogic.
6. Coneixer les transformades z dels senyals més tipics en la practica.

7. Reconeixer les propietats de la transformada z i saber aplicar-les en com-
binaci6 amb les transformades conegudes de senyals basics per calcular
les transformades de senyals més complexos.

8. Coneixer i saber aplicar estratégies que permeten resoldre facilment pro-
blemes de calcul de la transformada z inversa.

9. Saber que ésla funcio de transferencia d'un sistema LIT digital i entendre'n
el significat i la utilitat practica.

10. Saber caracteritzar sistemes LIT digitals mitjancant la seva funci6 de trans-
feréncia, com també les associacions entre sistemes LIT digitals.

11. Saber com solucionar equacions en diferéncies lineals de coeficients cons-
tants mitjancant la transformada z i saber com aplicar aquesta soluci6 per
obtenir la resposta impulsional de sistemes LIT digitals a partir de la seva

relacié entrada-sortida.
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12. Coneixer i saber aplicar les eines que proporciona MATLAB per tal de sim-
plificar els calculs requerits en la caracteritzacié de sistemes LIT digitals
mitjancant la transformada z.
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1. Caracteritzacio de senyals digitals en el domini z

En aquest primer apartat, es presenten i s'interpreten les equacions que per-
meten calcular la transformada de z d'un senyal digital i, en sentit oposat, ob-
tenir l'expressié temporal d'un senyal digital a partir de la seva transformada
Z (subapartat 1.1).

A continuaci6 s'introdueix el concepte de regio de convergencia d'una transfor-
mada z, de gran importancia a I'hora de passar del domini temporal al domini
transformat z i viceversa (subapartat 1.2). I, tot seguit, s'introdueix també el
concepte de diagrama de pols i zeros d'una transformada z, que és molt Gtil en
aplicacions tant d'analisi com de disseny de sistemes LIT digitals i que consti-
tueix I'aGnica representacio grafica de senyals que ens interessara fer en el do-
mini transformat z (subapartat 1.3).

Finalment, l'apartat acaba amb la demostraci6 de la relaci6 que hi ha entre la

transformada z i la transformada de Laplace (subapartat 1.4).
1.1. La transformada z de senyals digitals
x[n] és un senyal digital qualsevol. La transformada de z de x[n] és un senyal

que denotarem com a X(z). La notacié més utilitzada per expressar la relacio
entre tots dos senyals és la segiient:

z
X <=— X(2) 1)
en que la lletra Z simbolitza la transformada de z.
L'equaci6 d'analisi de la transformada z és 1'operaci6é que permet cal-

cular la transformada z directa, és a dir, és 'operacié que permet ob-
tenir X(z) a partir de x[n]:

X(2)=Z{x[nl} £ Z Az )

en que z és la variable complexa (z € () i en que X(z) és un senyal com-

plex de variable complexa (X(z)€C, Vz;€C0).
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En primer lloc, cal destacar una cosa que, d'entrada, pot semblar estranya o,
en el millor dels casos, pot no ser gaire intuitiva: X(z) és un senyal analogic;
és a dir, el senyal x[n], que és digital (o sigui, de variable entera: n€/Z), es
converteix, en ser transformada en X(z), en un senyal analogic de variable

complexa.

En segon lloc, és molt important tenir sempre present que, com que és com-
plexa, la variable z pot ser descomposta en dues variables més, corresponents
al seu modul i a la seva fase:

7 = |zIeJArd2) = rejo

Arg(z) = o, )
en que r i w sén dues variables reals (r, ® € R).

Aleshores observem (2) que la transformada z directa implica el calcul de pro-
ductes escalars infinits entre x[rn] i cadascun dels senyals exponencials comple-
xos de la familia z". Aixi, doncs, X(z) esta constituida pels resultats d'aquests
productes escalars infinits:

X(z)= Z MnlZ" ()
+00

en que X(zi) és el resultat del producte escalar entre x[n] i z].

Per tant, X(zi) ens dona una mesura de la semblanga de x[n], i z ens diu la
quantitat de z{ que hi ha en x[n]. I ho fa de la mateixa manera que el producte
escalar entre dos vectors ens diu quant hi ha d'un en l'altre, ja que, interpretat
en termes geomeétrics, ens dona una mesura de la magnitud de la projeccio

d'un vector sobre 1'altre.

Si ens fixem, per exemple, en el producte escalar entre x[n] i un senyal delta:

Anl= 2 dold-n] )

veiem que el significat de 'operaci6 és exactament el mateix: x[ni] és I'amplitud
de x[n] a n=n;, i precisament aquesta és la mesura de la quantitat de 6[11— ni]

que hi ha en x[n], ja que tota la informacié continguda en 6[n—nj] esta con-
centrada a l'instant n=n,.
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Aixi, doncs, com que la familia dels senyals delta forma una base generadora de
I'espai dels senyals digitals, els productes escalars infinits entre x[n] i cadascun
dels membres d'aquesta familia de senyals ens permeten, com ja sabem, ex-
pressar el senyal x[n] com el resultat d'una combinacié lineal de senyals delta:

+00

A= ) Adnbla-n] @

m=—oo

En aquest cas, la familia de senyals delta és la base canonica de 1'espai dels
senyals digitals, ja que els coeficients de x[n] expressada en aquesta base coin-
cideixen directament amb els seus valors d'amplitud; és a dir, que x[m] = x[n].

Com ja sabem pel teorema de les autofuncions, els senyals exponencials com-
plexos també formen una base generadora de l'espai dels senyals digitals. Per
tant, també és possible expressar x[n] com el resultat d'una combinaci6 lineal
de senyals exponencials complexos, ja que en cada cas sén multiplicats en
aquesta combinacio6 lineal pel valor corresponent del senyal X(z):

L'equacié de sintesi de la transformada z és 1'operaci6 que permet
calcular la transformada z inversa, és a dir, és l'operacié que permet
obtenir x[n] a partir de X(z):

A=z {x(2)} & 55 515 X(z)zm-1dz %)

|Zf=1‘0

en que Z ! denota la transformada z inversa.

Respecte d'aquesta equaci6 de sintesi de la transformada z, només ens interes-
sa saber interpretar el seu significat: permet expressar un senyal digital (x[r])
com el resultat d'una combinacio lineal d'exponencials complexos (z") pon-
derats pels valors de la transformada z d'aquest senyal (X(z)). Es facil veure
que, en la seva interpretacié algebraica, el significat de les equacions (6) i (7)
és exactament el mateix, amb l'Gnica alteracié de la base de senyals utilitzada
en cada cas: senyals delta a (6) i senyals exponencials complexos a (7).

A més, aquesta equaci6 (7) també ens mostra que la transformada z és una
operacio reversible, és a dir, que no es perd informaci6 en passar de x[n] a
X(2), ja que, si es perdés, no seria possible reconstruir x[n] a partir de X(z), que

és justament el que es fa a (7). Per tant, aix0 ens permet concloure el segiient:
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Un senyal x[n] i la seva transformada z X(z) soén representats com dos
senyals diferents, pero, en realitat, n'és un i la mateixa cosa. Es podria
dir, fins i tot, que els dos senyals son el mateix senyal, en la mesura que
tots dos contenen exactament la mateixa informaci6, pero representada
en dominis diferents.

En aquest sentit, calcular la transformada d'un senyal és el mateix que
aplicar un canvi de base a un vector: canvia la base de representacio i,
per tant, els coeficients del vector, pero la informacié que contenen és

la mateixa (és a dir, el vector continua essent el mateix).

Es tracta d'una cosa semblant -si es vol dir aixi- al que passa entre la
relaci6 entrada-sortida d'un sistema LIT i la seva resposta impulsional;
en certa manera, son una unica i mateixa cosa, ja que contenen la ma-

teixa informaci6 representada d'una manera diferent.

Dit aix0, el nostre interés per l'equacio (7) acaba aqui. Ens estalviarem els de-
talls de saber per queé la integral és una integral de linia al llarg d'una circum-

feréncia de radi ry, quin és l'origen del factor 1 / 2z j que multiplica la integral
o per quin motiu l'exponent del senyal exponencial és al lloc de n. En tenim
prou de saber que es tracta d'una integral que permet calcular una suma al
llarg de la variable z, que és el que es requereix per construir una combinaci6
lineal de senyals pertanyents a la familia dels exponencials complexos de la

forma zm: 71, 75, 75, etc.

Com veurem en els subapartats i apartats segiients, en la practica no farem
servir mai l'equacio (7) per fer cap calcul. En aquest sentit, la nostra estratégia
consistira a agafar resultats coneguts de transformades z de senyals basics (ve-
geu l'apartat 2 d'aquest modul) i, mitjangant l'aplicaci6 de les propietats de la
transformada z (vegeu l'apartat 3 d'aquest modul), calcular les transformades

directes i inverses de senyals més complexos.
1.2. Regio de convergeéncia de la transformada z

Analogament al que succeeix en el cas dels senyals analogics i la transformada
de Laplace, no tots els senyals digitals tenen transformada z. Aixo és degut
al fet que en l'equaci6é d'analisi de la transformada z es calcula un sumatori
definit entre n— — c0o i n— + o0 que no ha de convergir necessariament. Per
tant, hi ha senyals x[n] per als quals aquest sumatori no convergeix. Aquests
senyals no tenen transformada z, és a dir, no s6n expressables com el resultat
d'una combinacio lineal d'exponencials complexos de la forma z”. Certament,
en aquest sentit la base formada pels senyals delta té més poténcia expressiva
que la formada per senyals exponencials complexos.
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Pero si parlem dels senyals que tenen transformada z ens adonarem que, en
realitat, la convergéncia del sumatori de l'equaci6 (2) no és «binaria». Es a dir,
no es tracta de si la suma convergeix o no (o sigui, de si la transformada z
del senyal existeix o no), siné de saber per a quins valors de z convergeix
la suma (és a dir, per a quins valors de z és definida la transformada z del
senyal):

Partim d'un senyal digital x[#] i la seva transformada z X(z). S'anomena
regié de convergencia (ROC, de l'angles region of convergence) de la
transformada z de x[n] els valors de z per als quals X(z) és definida;
és a dir, el conjunt de valors de z per als quals convergeix la suma de
l'equaci6 d'analisi de la transformada z aplicada a x[n].

Per tant, en primer lloc, mai és correcte afirmar que «la transformada z de x[n]

és X(z)», sin6 que «la transformada z de x[n] és X(z) amb una ROC R»:

Al <Z> x(2, R ®
en que R és la ROC de X(2).

En segon lloc, i molt important, la convergencia de 1'equaci6 d'analisi de la

transformada z depén sempre de x[n] i de |2, perd mai de Ard(z), ja que és el
modul dels senyals implicats en la suma allo que determina si aquesta suma
(que, com sabem, és una suma al llarg de n) convergeix o no i, com també
sabem, el modul d'un exponencial complex de la forma e/®n és sempre igual
al.

Per veure aix0 amb més detalls, recuperem la notacié establerta a (3), per la

qual z=rel®, i 'apliquem a I'equacio (2):

X(z)= ﬁ Anlzn= 2 x[n](ref“’)_n = 2.: x| njr—ne—jon 9)

en qué r=I41i o =Argz2).

Aixi doncs, el fet d'avaluar si la suma convergeix consisteix a determinar si el
modul de X(z) és o no és acotat en amplitud. Per establir una cota d'aquest,
només cal aplicar la desigualtat triangular:

xeol= ), xalreiots ) Wapene-iof= ) ke (10
+oo +00 +o0

ja que r=I71 que, com ja hem comentat abans, le=jon= 1.
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Veiem, per tant, que la ROC de X(z) sera sempre determinada per r; és a dir,
per |zl Per tant, X(z) existira per a alguns valors delz i no per a d'altres. Aquests
valors dependran de x[n]. En concret, en funci6 de la naturalesa de x[n], la
ROC de X(z) sera d'un tipus o d'un altre.

Per exemple, si considerem el cas en que x[#n] és un senyal de longitud finita
(que comenca per n=n, i acaba en n= n,; per tant, amb n; < n,) i absolutament
sumable, la ROC de X(z) abastara qualsevol valor possible de z (és a dir, X(z)
sera definida per a qualsevol valor de z), ja que, en aplicar aixo a (10):

H2 II2
z o)< o= IX(z)< Z Ix{n)r—n (11)

H=I]1 H:HI

1) Si r> 1, llavors:

X(z)< i Ix[n)r—n< i Ix[n)r ™= r_nli Ix[n) < 0o (12)

H=H1 H=H1 H=H1
2) Sir< 1, llavors:
m m m
X< ) Wars Y W= Mil<wo  a3)
n:nl H:H1 H=I]1

Per tant, si x[n] és un senyal de longitud finita i absolutament sumable:

Anl <Z= X(z, vz (14)

En general, la ROC es representa graficament sobre el pla complex (el pla
z). Aixi doncs, si x[n] és de longitud finita i absolutament sumable, la ROC
de X(z) és tot el pla z:
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Figura 1. Representacié grafica de la ROC de X(2): x[n] és de longitud finita i absolutament
sumable.

ROC de X(z): Vz
/2

-57/6 -7/6

-2x/3 -7/3

Alguns comentaris sobre la representacié grafica de la ROC, il-lustrada a la

figura 1:

La ROC és la regio representada en verd, que compren tot el pla z.

Les circumferéncies concentriques centrades en l'origen del pla z (el punt
z = 0) son el lloc geométric dels valors de z amb modul constant: lz=1,
lZ=2, 124=3, etc.

Les rectes que neixen a z = O i s'estenen cap a l'infinit soén el lloc geo-
meétric dels valors de z amb fase constant: Arf(z)=0 rad, Arg(z)=7/6 rad,

Ardz)=2x/6 rad, etc.

Per la periodicitat 2z de la fase d'un nombre complex, qualsevol valor
de fase es pot indicar tant amb signe positiu com amb signe negatiu:
—5x/6 rad=7rn/6rad, —2n/3 rad=4xn/3 rad, etc. Per aix0 també és indi-

ferent indicar # rad o —x rad, jaque x rad= —x rad.

Amb tot, en el cas en queé x[#] no sigui un senyal de longitud finita, la definicio
de la ROC de X(z) ja no és tan senzilla. A continuaci6, a manera d'exemple,
proposem un breu exercici perque us ajudi a entendre millor quina relacié hi
ha entre la ROC i la naturalesa de x[n].

Exemple 1

Cal calcular la transformada z d'aquests senyals digitals:
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x{[n]= amn] (15)
Xz[n] = a—"u[ —-n— 1] (16)
x4n]= an (17)

en qué a és una constant, en general, complexa (a € C).

Solucio

a) D'entrada, veiem que X l[n] és un senyal infinit orientat a la dreta. En calculem la
transformada z aplicant directament 'equacié d'analisi i resolent la série geometrica re-

sultant:
+00 +00
X(0= ) andaro= Y ) ()
n=—co y 1["] =0

S'observa que es tracta d'una série geometrica infinita (fins a n= + 00), la convergencia
de la qual només queda garantida si la ra6 de la série (az—1) és de modul inferior a 1; és
a dir, silaz—1< 1; o sigui, silal/l2 < 1.

D'aquesta manera passa el segiient:

* Sild>ld, lavorslaz—1 < 1i la série convergeix.
* Sild < |a|, llavors laz—1 > 1i la série divergeix.

Per tant, si |4 > lal:

+00
n 1- (az—l)oo(az—l) 1

XI(Z)=Z(3Z'1) = 1—az-1 T 1—az1 (19)

=0

oo
ja que, com que laz—11< 1, aleshores (az—l) =0.

Per tant, la ROC de X 1(2) ésld>ldi podem concloure que:

au[n] <z %, [zl > lal (20)

1—a

Aixi doncs, tal com il-lustra la figura 2, la ROC de X I(Z) pot representar-se graficament
en el pla complex (el pla z): és la regi6 del pla z que queda fora de la circumferencia
de radi | centrada en 1'origen; o sigui, és I'exterior de la circumferéncia |z =al.
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Figura 2. Representacié grafica de la ROC de Xl(z): Xl[H] és un senyal infinit orientat a
la dreta.

ROC de X(z): |z|>|a]

/2
27/3 7/3
5x/6 /6
7T TN
/ N
/ N
{ !
- | I 0
\ 0 |a|/
A /
\ e
S~
57/6 /6
2x/3 /3
/2

b) Ara, veiem que X2[n] és un senyal infinit orientat a I'esquerra. Analogament, calcu-
lem la seva transformada z:

+co —1
Xf)= Y and-n-tbr= ) @) @
n=—00 xz[n] n=—o0

S'observa que, en aquest cas, la ra6 de la série geométrica és a~1z—1. No obstant aixo, com
que n= — oo és l'exponent critic, la condici6 de convergeéncia és que la ra6 de la serie

sigui de modul superior a 1; és a dir, que la=1z=1> 1; o sigui, que ld |4 < 1.
Aixi doncs:

SilZ < 1/lal, lavors la—1z—1> 11 la seérie convergeix.
*  Sild>1/la, Navors la~1z-1< 11 la série divergeix.

Per tant, silz < 1/lal
-1

—co -
X2(Z) = z (a—lz—l)" — (a1z-1) — —(a-1z-1) (a-1z-1) 1 o2

1—alz-1 Tl—alz1

n=—0c0

—00
ja que, com que la~1z=1> 1, aleshores (a-1z-1) ~ =0.

Per tant, la ROC de XZ(Z) ésld < 1/lali podem concloure que:

et -n-1] ‘> ——. |z|<ﬁ (23)

Aixi, tal com mostra la figura 3, veiem que la ROC de X Z(Z) és la regi6 del pla z que
queda dins la circumferéncia de radi 1/lal centrada en 1'origen; o sigui, és l'interior
de la circumferéncia |zl = 1/lal.
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Figura 3. Representacié grafica de la ROC de XZ(Z): XQIH] és un senyal infinit orientat a
I'esquerra.

ROC de X(z): |z|<1/a]

w2
2x/3 x/3
/ - - T — ~ \
57/6 p \ %6
/ N\
/ N\
/ \
{ )
_ | | 0
! 0 1/al
! !
\ /
\ /
N\ /
57/6 N _ e 716
2713 73
w2

c) En aquest cas, s'observa que X3[n] és un senyal infinit orientat a banda i banda. A
més, podem aprofitar habilment els resultats de X 1(2) i Xz(z) per simplificar el calcul
de X 3(Z)Z

+00 —1 +00

Xyz)= Z a7 = Z a‘“z—“+z az =
D:—DOX3[H] n=—00 n=0
—1 +00
n n 1 1
Z (a1z-) + z (az) =X {(2)+ X(2)= T Tl = (24)
n=—o00 n=0
XZ(Z) Xl(Z)
l—a—lz—1-14az—1 (a2-1)a=l1z-1

lraz—l-a—1z=1472 = 124 )a—1z-142-2

Amb tot, en aquest calcul de X 3(2) s'han aprofitat els resultats préeviament coneguts de
X I(Z) iX 2(2), de manera que la ROC de X 3(2) ha d'incloure la interseccié de les ROC
de X 1(2) iX Z(Z).

Dit d'una altra manera: X 3(2) és definida per a aquells valors de z per als quals s6n
definides simultaniament X l(z)i X 2(2). Aixi dongs, si Ry, Ry i Ry, respectivament, sén

les ROC de X l(Z), X 2(2) iX 3(2), ens adonarem que:

Ry=R N Ry={d>kl N{d<f}=li<ld<y  (@5)

Per tant, com a conclusi6, tenim dos escenaris possibles:

1) Silal < 1, aleshores X3(Z) existeix i la seva ROC és lal <12 < 1/al:

z (a2 = 1)a1z-1
1-(a24 Da-lz-14 22’

Al Vid<1 |a|<|z|<é (26)
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En aquest escenari, la ROC de X 3(2) és la regi6 del pla z que queda compresa entre
les circumferéncies |z =laild=1/ |a|; o sigui, és l'interior d'un anell de radi interior

lal i radi exterior 1/ |a|, tal com mostra la figura 4.
2) Sild> 1, aleshores X3(Z) no existeix, jaque Ry N Ry= @.

Figura 4. Representacié grafica de la ROC de X3(Z): X3[H] és un senyal infinit orientat a
banda i banda.

ROC de X(z): |a|<|z|<1/|a|

w2
2x/3 x/3
/ - —— —_1 — ~ \
57/6 y \ x/6
/ ——— \
/ ya N \
{ / \ A
i / \ }
. ' | { | 0
( \ 0 fal, al
! \ !
\ \ I~/
/
\ N~ /
\ l /
57/6 N < 7 -x/6
273 -7/3
xl2

En realitat, els resultats obtinguts en I'exemple 1 ja permeten abracar, juntament amb la
transformada z del senyal finit calculat abans, tota la casuistica de possibles tipus de ROC
i, per tant, il-lustren molt bé les conclusions generals segiients sobre la relaci6 entre la
naturalesa de x[n] i el tipus de ROC de X(2):
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Suposem que x[n] és un senyal digital; si existeix, X(z) és la transformada
zde x[n], isiaib sén dues constants complexes arbitraries (a, b e C) tals

que la </Ibl.
Nomeés pot produir-se un d'aquests casos:

1) El senyal x[n] no té transformada z; és a dir, X(z) no existeix per a
cap valor de z.

2) El senyal x[n] és finit i la ROC de X(z) és tot el pla z:
) <= Xz vz @7

3) El senyal x[n] és infinit orientat a la dreta i la ROC de X(z) és

I'exterior d'una circumferéncia centrada en l'origen del pla z:
A <Z> X(2), ld>ld (28)

4) El senyal x[n] és infinit orientat a 1'esquerra i la ROC de X(z) és

l'interior d'una circumferéncia centrada en 1'origen del pla z:
A <Z> Xx(s) ld<ld (29)

5) El senyal x[n] és infinit orientat a banda i banda i la ROC de X(z)
és l'interior d'un anell centrat en 1'origen del pla z:

A <Z> x(2), ld<ld<l (30)

1.3. Diagrama de pols i zeros de la transformada z

En general, no ens aturarem a comentar com cal representar graticament se-
nyals en el domini transformat z, perqué no ho necessitarem en cap cas. En
tenim prou de tenir clar que X(z) és un senyal complex de variable complexa i
que, per tant, la seva representaci6 grafica donaria lloc a dues grafiques tridi-
mensionals de dos senyals reals representats sobre el pla complex, el pla z:

® Una grafica per al seu senyal modul IX(z), que és un senyal real de variable

complexa: IX(z) R,V z;eC.

® I una altra grafica per al seu senyal fase Arg(X(z)), que també és un senyal

real de variable complexa: Arg(X(z))€ R, V z; € C.
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Amb tot, ja hem vist que la representaci6 grafica de la ROC de X(z) té el seu
interes. En aquest sentit, hi ha un altre aspecte de la naturalesa de X(z) que
esta molt relacionat amb la ROC i la representaci6 grafica del qual és molt ttil:
el diagrama de pols i zeros de X(z).

Suposem que x[n] és un senyal analogic i X(z) és la seva transformada z.

Un zero de X(z) és qualsevol valor de z per al qual l'expressi6 de X(z)
és igual que O:

Zeros de X(z)={c~: Vc;eC, X(cj)=0} (31)

1
en que ¢; és el zero i—esim de X(z2).

Un pol de X(z) és qualsevol valor de z per al qual 1'expressié de X(z)

tendeix a infinit:
Pols de X(2)= [pl_: Vp.e C, X(pl_)—> oo} (32)

en que p; és el pol i-esim de X(z).

El diagrama de pols i zeros de X(z) és una representacio grafica sobre
el pla z dels pols i dels zeros de X(z), en la qual:

e Laubicaci6 d'un zero en el pla z se simbolitza amb un cercle (O).

* La coincidencia de dos o més zeros a la mateixa ubicacio (c;=c;,

amb i# j) se simbolitza mitjancant un superindex afegit al cercle

(0% O ..., oM.

e La ubicacié d'un pol en el pla z se simbolitza mitjancant una
creu (X).

e La coincidéncia de dos o més zeros a la mateixa ubicacio (pi= pj

amb i# j) se simbolitza mitjancant un superindex afegit a la creu
(%2, X3, ..., xN).

Per il-lustrar més adequadament aquesta qiiesti6, agafem, per exemple, la
transformada z obtinguda en l'equacié (20) de l'exemple 1, en calculem els
zeros i els pols i representem graficament el seu diagrama de pols i zeros:

adn] <f> ==, W>ld (33)
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Com que es tracta d'un senyal racional (és a dir, constituit pel quocient entre
un numerador i un denominador), el calcul dels pols i zeros de X(z) inclou
avaluar els valors de z que anul-len o fan tendir a infinit el numerador, d'una
banda, i el denominador, de l'altra (vegeu més detalls sobre aquesta qiiestio
en l'apartat 4 d'aquest modul).

Aixi doncs:

¢ Un zero d'una X(z) racional es correspon amb un zero del numerador o bé

amb un valor de z per al qual el denominador tendeixi a infinit.

e Un pol d'una X(z) racional es correspon amb un zero del denominador o

bé amb un valor de z per al qual el numerador tendeixi a infinit.

Llavors, en el cas de la transformada z de l'equaci6 (33), tot i que no hi ha
cap valor de z que anul-li el numerador, X(z) si que presenta un zero i és ubi-

cat l'origen (si z = 0, aleshores el denominador tendeix a infinit i, per tant,

X(0)=0):

L__o = ¢=0 (34)

z=0 = z1lo00 = T=a 1

I, respecte dels pols, veiem que X(z) presenta un tnic pol a z = a (per a aquest

valor, el denominador s'anul-la i, per tant, X(a)—> 0), el qual esta justament
situat sobre la circumferéncia frontera que delimita la ROC de X(2):

z=a = azl=1 > l-az1=0 > I—;zlz—l_)oo > p,=a 35)
Per tant, el diagrama de pols i zeros de X(z) inclou un zeroaz=0iun pola z =

a (per a la representacio grafica, s'assumeix arbitrariament que a€ R amb a > 0;

o sigui, s'assumeix una constant real positiva, de manera queld=ai Arg(a) =0):
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Figura 5. Diagrama de pols i zeros amb un zeroa z=0iun pol a z= a (en qué a€E€ R, amb
a>0)

/2
2x/13 /3
5x/6 ©/6
x © X 0
0 la|
-5x/6 -7/6
-2x/3 -7/3
-wl2

Calculem ara, també a tall d'exemple, la transformada z del senyal resultant
del producte d'un senyal cosinus per un esgla6 unitat:

+00 +00 +00

X(z) = Z cos(a)on)u{n]r“ = Z cos(a)on)z—ﬂ = z eijze—jwon 7N

n=—00 =0 =0
+00 —+00

1 T —j@ _1)H _ 1 1 1 —
2§(e10z)+§(e 0z = 7|l— =
2-{eJ@0+e~J00)2-1
1{eJO0+e=J00)z—142-2 ~

1 l—e—JP0z=141-ei®0z—1
2 (1—eJ®0z— 1) 1—e—J®0z—1)

_1

-2
I—c 05(@0)2—1

1-2¢ os(wo)z— 1422

Per tant, la ROC de X,(z) ésl4> 1i podem concloure que:

1- cos(wo)rl
1- ZCos(wO)z—l +z2

cos(u)on)u{n] z 1> 1 (37)

En aquest cas, veiem que X(z) presenta un zero a z= cos(coo), que és 1anic valor
de z que anul-la el numerador:

1- cos(a)o)z—l

z= cos(wo) > cos(a)o)z—l =0=> =0=>¢= COS(COO) (38)

1- 2cos(co0)r1 +2z2

A més, X(z) presenta un altre zero ubicat a l'origen. S'observa que, pera z=0,
tendeixen a infinit tant el numerador com el denominador:
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1- cos(a)o)z—l =0
z=0 = zloo00 = 39)
1- Zcos(a)o)rl +2z2=0

No obstant aix0, el numerador (com que és un polinomi d'ordre 1) provocaria
un pol de X(z) a z = 0, mentre que el denominador (com que és un polinomi
d'ordre 2) provocaria dos zeros de X(z) a z = 0 (ja que tant el factor 1— e/®0z-1
com el factor 1—eJ?0z-1 tendeixen a infinit per a z = 0). D'aquesta manera, el
pol provocat pel numerador a z = 0 s'anul-la amb un dels dos zeros provocats

pel denominador també a z = 0. I aixi, com a conclusi6, queda un Gnic zero
de X(z)az=0:

1- cos(wo)rl
1- ZCos(wO)z—l +2z2

z=0 = zlooo> =0 = ¢,=0 (40)

I, respecte als pols, veiem que X(z) presenta dos pols ubicats a z= e/?0i z = ¢/©0
(que s6n els valors de z per als quals s'anul-la el denominador), els quals, de
nou, s6n justament situats sobre la recta frontera que delimita la ROC:

1—ei®0z-1=0 1— cos(w)z-1 p=el%0
- 00=

z=cetjo0= (41)

. = .
l—eJ%z-1=0 - ZCos(wO)Z—l +2z2 p,=¢7%

Per tant, el diagrama de pols i zeros de X(z) és el segiient (per a la representacio

grafica s'assumeix arbitrariament que wy=x/3):

Figura 6. Diagrama de pols i zeros amb dos zerosa z=0iz=1/2idos polsa z = einf3

z=-eJjn/3
/2
2x/13 w/3
5x/6 X x/6
x © O 0
0 05 1
-57/6 X -7/6
-27/3 -7/3



© FUOC » PID_00262127 25

La transformada z

Aixi doncs, és important tenir sempre molt present que la ROC d'una trans-
formada z i els zeros i els pols corresponents sén dues coses molt relacionades
entre si, ja que, en general, allo veritablement interessant és elaborar la repre-
sentaci6 grafica conjunta del diagrama de pols i zeros i la ROC. D'aquesta
manera, tota la informaci6 rellevant sobre les condicions d'existéncia de la
transformada i dels seus valors singulars de l'expressi6 queda representada de
manera compacta i en una sola grafica.

En aquest sentit, les figures 7 i 8 mostren les ROC de les transformades z que
acabem de calcular a (33) i (37), juntament amb els seus zeros i els seus pols,

respectivament.

Figura 7. ROC de la transformada z d'un senyal infinit orientat a la dreta que presenta un zero a
z=0iunpolaz=a (enqué a€R, amb a>0)

ROC de X(2): |z|>]a|

/2
2x/3 /3
5x/6 /6
AT TN
/ N
/ N
{ !
. | o} X 0
\ 0 |a|j
\
/
N ~
S —
-57/6 -7/6
-2x/3 -7/3
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Figura 8. ROC de la transformada z d'un senyal infinit orientat a la dreta que presenta dos zeros
az=0iz=1/2idos polsaZ=ej7f/3iZ=e—jﬂ/3

ROC de X(2): |z|>1

/2
2x/3 ©/3
5716 /6
p ] \><\
e AN
/ A\
/ \
- | 0] O | 0
1 o 05 1
\ /
\ /
N /
~ X
-5x/6 -7/6
-27/3 -7/3
-7/2

Aquests dos exemples que acabem de veure il-lustren bé alguns conceptes que

cal tenir en compte sempre que es calcula una transformada z:

¢ Que un zero sigui un punt en que l'expressid de la transformada sigui
igual a 0 no vol dir que els zeros d'una transformada pertanyin a la

seva ROC (com es pot veure clarament a la figura 8).

e Molt possiblement, hi haura un o més pols situats a les circumferéncies
frontera que delimiten la ROC. En tot cas, segur que no hi haura mai
pols a l'interior de la ROC, ja que, per definicid, un pol és un punt en
que l'expressio de la transformada tendeix a infinit (és a dir, en que la
transformada no convergeix).

¢ En general, un cop calculada la transformada, sempre cal comprovar si
els valors particulars z = 0 i z— co pertanyen o no (tipicament, com a
pols) a la ROC.
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1.4. Relacio entre la transformada z i l1a transformada de
Laplace

Si x[n] és un senyal digital arbitrari resultant del mostratge uniforme
d'un senyal analogic x():
n=xnTw)  (42)

en que T,, és el periode de mostratge expressat en segons.

La transformada z de x[n] no és res més que la transformada de
Laplace del senyal resultant del mostratge de x(f) mitjancant un

tren de deltes de periode T,, (vegeu la demostraci6 1):

x(t)- Z 8(t—mTpy)
+oo

en que la relaci6 entre les variables s i z és també determinada pel peri-

(43)

Z{x[n] =L

ode de mostratge:

z=eTm (44)

Aixi doncs, la ROC de Z{x[n]} deriva també de la ROC de

Lix(o)- Z 8(t—mTp), a partir d'un mapatge entre els plans s i z regit
—00

per la relaci6 establerta entre les dues variables a (44).

Demostracio 1
Calculem directament la transformada de Laplace del mostratge de x(f) pel tren de deltes

i, en desenvolupar la integral resultant i en identificar termes aplicant les equacions (42)
i (44), veiem que ja és directament igual a la transformada z de x[n]:

(c)ﬁ 8(t— mT)j=L ﬁ x(0)8(t = nT ) =

+09/ +00
ZX(HT t—nT f ZX(HT t—nT )e—Stdt—
Zoo\l=—00
+o0 +o00 +00 +o0
Z x(nTm)fe—SfS(t— nTm)dt = Z x(nTm)fe—S”Tmé(t — nTm)dtz
n=——oo —00 n=—oo —00

+00 +o9

Y satgestn 6(t—nTm)dt=nZiox[n]z—"=Z{x[nﬂ

=00 x{n] zn 2y
1

(45)
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2. Transformades z de senyals analogics tipics

En aquest apartat proporcionem les transformades z de tot un conjunt de se-
nyals tipics, molt basics i, en general, d'as molt habitual en la practica. A més
de servir per conéixer tot un seguit de senyals transformats elementals, en re-
alitat es tracta de poder fer servir, sense més ni més, sense haver de tornar a
calcular-les, totes aquestes transformades basiques per calcular transformades
z, tant directes com inverses, de senyals de més complexitat que puguin ser
descompostos combinant aquests senyals més basics que aqui es presenten
(vegeu els apartats 4 i 5 d'aquest modul).

Amb aquest objectiu, al final d'aquest apartat (en el subapartat 2.7), es propor-
ciona una taula que resumeix totes aquestes transformades, per poder consul-
tar-la rapidament quan calgui.

2.1. Delta discreta

La delta discreta és un senyal finit, de manera que la ROC de la seva transfor-

mada z sera tot el pla z (V z). A partir de 'equaci6 d'analisi definida a (2), ens

adonarem que:
+00 +00 +00
Adll= Y, dolrn= Y ddo= Y ddd=1
i=—oco0 n=—co =—00
Per tant:

La transformada z de la delta discreta és un senyal constant
d'amplitud 1, la ROC del qual compren tot el pla z:

|6[n] <Z—> 1, Vzl 47)
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Figura 9. ROC de Z{5[HH
ROC: vz

-57/6 -7/6
-27/3 -7/3

Es interessant afegir a aquest resultat el de la transformada z de la delta discre-

ta desplacada ny mostres, que, de fet, és com una generalitzacié del resultat

anterior, ja que 6[11 - no] = 8[n| per a np=0:

~+00 ~+00
Z{e[n—no) = Z &n—nolzn= z_”()z &n—ng|=z7"0 (48)

1

en que nyE”Z.

S'observa que, com que 6[n— no] és un senyal finit, la ROC de la seva transfor-
mada z inclou tot el pla z, llevat d'una excepci6é important:

* Siny=0, aleshores z"0=11i, com ja s'ha vist a (47), la ROC és tot el pla z.

* Sing>0, aleshores z7"0 tendeix a infinit per a z = 0, de manera que z = 0
queda fora de la ROC: la transformada presenta n, pols a z = 0 (i ny zeros
az— 00).

* Siny<0, aleshores z "0 tendeix a infinit per a z— co, de manera que z— oo
queda fora de la ROC: la transformada presenta n pols a z — oo (i 1y zeros

az=0).

Per tant:
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La transformada z de la delta discreta desplacada m mostres és 20,
la ROC de la qual compreén tot el pla z, llevat de z= 0 0 z — oo, segons
si el valor de ng és positiu (delta discreta endarrerida 1y mostres) o ne-

gatiu (delta discreta avancada ny mostres), respectivament:

z=0 si ny>0

_ Z . _
5[11 HO] 2 W z—oo si ny<0 (49)

en que me”Z.

Figura 10. (a) ROC de Z{5[n - ”O]}: si ng> 0. (b) ROC de Z{(S[n - no]}, si 1 < 0. La primera
transformada té ng pols a z= 0 (i ng zeros a Z — 00) i la segona té ny zeros a z=0 (i ng pols a

Z— 00).
(a) ROC: vz - {z=0} (b) ROC: Vz - {z— 00}
w2 /2
27/3 ©/3 27/3 x/3
57/6 /6 57/6 /6
n n
- x 0 0 : o° 0
0 0
-5x/6 -7/6 -5x/6 -7/6
-27/3 -7/3 -27/3 /3
-x/2 -x/2

2.2. Esglad unitat

L'esglad unitat és un senyal infinit orientat a la dreta, de manera que la ROC

de la seva transformada z és l'exterior de la circumferéncia lZ= 1

Z{un} = Z ulnz =Z(z—l)" = E‘;‘L = (50)

A continuacio, s'observa el segilient: 'expressié del senyal resultant de la trans-

formada z de u[n] és la mateixa que la de — u — n—1]. La diferéncia entre to-

tes dues es troba a la ROC, ja que, com que és un senyal infinit orientat a
I'esquerra, la ROC de la transformada z de — u[—n— 1] és l'interior de la cir-

cumferéncia l4=1:

—1 silz<1

A-don-)=- ) = -Lzsl L sy
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Per tant:

La transformada z de l'esglad unitat és l'invers de 1—z-11i la seva

ROC inclou els valors de z de modul superior a 1:

l—z—1°

uln] <z, L 4> 1

La transformada z de l'esglad unitat reflectit horitzontalment, avan-

cat una mostra i canviat de signe, és l'invers de 1— z-1i la seva ROC

inclou els valors de z de modul inferior a 1:

Z 1
—u[—n—l] -~ T

A<1

(53)

Figura 11. (a) ROC de Z{U[HB. (b) ROC de Z{— u[ —n-— 1]}. Totes dues tenenun pola z=1i

un zeroa z=0.

(a) ROC: |z|>1
/2
2x/3 /3
5716 /6
T .
7 ~
/ \
/ 3
- | O] 0
4 0 1*
/
A /
\
~ — e
-57/6 -x/6
273 /3
-7/2

(b) ROC: |z|<1
/2
2x7/3 w/3
5x/6 /6
— T~
Vi N
/ N
{ !
- | O 0
\ /
N /
s <
-5x/6 /6
-27/3 -7/3
w2

2.3. Producte de senyal exponencial per esglaé unitat

Partim ara d'un senyal de la forma esglaé unitat multiplicat per un exponen-

cial:

An]= andn]

en que a és una constant, en general, complexa (a € ().

(54)

De fet, la transformada z d'aquest senyal ja la coneixem; en concret, la tenim

calculada en les equacions (18)-(20) de I'exemple 1 del subapartat 1.2 d'aquest

modul:

1—az-

Z{a"u[n]} = ;1
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en que la ROC del senyal transformat és lz1>la.

I ara, com en l'apartat anterior, considerem també la versi6 orientada a

I'esquerra, desplacada una mostra i canviada de signe del senyal definit a (54):

xn]= —amf{—n-1] (56)

De nou veiem que l'expressié de la transformada z resultant és la mateixa i

que l'inica diferéncia entre totes dues rau en la ROC:

Z{—am] —n—1]}= -

+00 —1
D thrr= - Y ()=
=00 =00 (57)
si lzkddl
O—a—lzaz—1 1
T lazl T leazl

Per tant:

La transformada z del producte de a” per un esgla6 unitat és I'invers

de 1—az-1ila seva ROC inclou els valors de z de modul superior a la:

an u{n] -

Z 21> lal (58)

—1
l—az—1°

en que a€R.

La transformada z del producte de a” per un esglaé unitat, reflectit

horitzontalment, avancat una mostra i canviat de signe, és l'invers

de 1— az-1i la seva ROC inclou els valors de z de modul inferior a ld:

—a“u[—n—l]

<~ A <ld (59)

1
l—az—1’

en que a€R.
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Figura 12. (a) ROC de L{a"u[n]}. (b) ROC de L{ - a”u[ —n-— 1]} Totes dues tenen un pol a
z=a (en representar el pol, s'ha assumit arbitrariament una constant real positiva: ld= a i

Arg(a): 0)iunzeroa z=0.

(a) ROC: |2>[a| (b) ROC: |z|<|a
/2 /2
27/3 /3 27/3 w/3
5x/6 ©/6 5x/6 ©/6
T - T T
/ N / ~
/ \ / \
{ A { \
7 | O 0 -z | O 0
\ 0 |a|* \ 0 >}|<3|
/ /
\ \
\ / . /
~ o < B ¢
5x/6 /6 5x/6 ©/6
-2x/3 -m/3 -2x/3 -m/3
/2 -wl2

2.4. Producte de polinomi per senyal exponencial per esglaé
unitat

Multipliquem ara els senyals definits a (54) i (56) per un polinomi en n d'ordre
p:

sol=("3PJardnl  (60)

sil= (" Plrd =011 61)

en qué a€ C i en queé p és una constant entera positiva (p€Z, amb p>1). Cal
destacar que el coeficient binomial de n + p sobre p origina un polinomi d'ordre

p:

€+ﬂ:@+ﬂ

p ——(n+p)(n+p—1)(n+p—1)~-(n+2)(n+1) (62)

1
pal ~ p!
de manera que els senyals definits a (60) i (61) queden aixi:
DSip=1:
X 1[17] = (n+ 1)3“1.1[11] (63)
XZ[H] = - (n + l)a"u{ —n—1] (64)

2)Sip=2:
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Xl[n] = %(n +2)n+ arun] = %(n2 +3n+2)a"dn] (65)

I~

XZ[H] = —5(n+2)n+ an —n—1]= - zl(n2 +3n+2)a"dn] (66)

[\e]

3)Sip=3:
Xl[n] = —é(n3 + 62+ 11n+ 6)a™dn] (67)

xolnl= — (s34 6m+ 11n+6)andn] (68)
i aixi successivament.

Aleshores, en comptes d'emprendre directament el calcul de l'expressio gene-
rica (és a dir, en funcio de z) de la transformada z dels senyals definits a (60) i
(61), el que farem sera demostrar-ho per induccié. Per fer-ho, seguirem aquests
tres passos:

1) Calculem la transformada z per al cas inicial p = 1.

2) Establim la hipotesi d'induccié per al cas generic en funcié de p, tot gene-

ralitzant el resultat obtingut al pas 1.

3) En acceptar la hipotesi d'inducci6é per a p establerta al pas 2, calculem la
transformada z per a p + 1: si el resultat obtingut encaixa amb la hipotesi
d'induccié, el resultat generic en funcié de p establert en el pas 2 quedara
demostrat.

Aixi doncs, en primer lloc, per al cas inicial (p = 1) del senyal definit a (60),
calculem la transformada z del senyal de l'equacio (63):

Znt D)= Y o+ Dandiln= ) (ot dar ) =5 (69)
f==co =0

A continuacid, a partir de (69), desenvolupem la série S i també la serie (az-1)S:

S=(ar1"+2(az=)" + (a1 + 4laz-1) + a1 + ...

5

(az-)S = (az-)' + 2az1 + Aaz1) + 4(az—)' + Saz-1) + ... 7o

I després restem les dues series, de manera que obtenim una férmula de calcul

de Z{(n+ l)a”u[nﬂ en funcio de les séries S i (az-1)S desenvolupades a (70):

S—(ar)s=(1-ar)s > s=S=9ZU_ o nfa) )
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I, per acabar el calcul, obtenim l'expressio final de la transformada:

0 1 2 3 4
Z{(n+ Dandn]} = (az=l) Haz—) Haz )" Haz—) " Haz= ) +..

l—az—1

2 3 4 <
Haz—Haz—1)"Haz—1)"Haz—1) +.. ( 1
_ E alz—n

l—az—1 l—az—1 — (72)
n=0
si lzblal
1 L1
l—az—11-az—1 — ( 1_32_1)2

Per tant, la transformada z per al cas inicial p = 1 és la segilient:

(n+ Danfn] <Z (1_312_1)2, 4>l (73)

En segon lloc, establim la hipotesi d'induccio, generalitzant aquest resultat
obtingut en el cas inicial per al cas generic en funci6 de p:

+
(npp)anu[n] z (1-alr 7 4> (74)

Finalment, en tercer lloc calculem la transformada z per a p + 1, assumint que

la hipotesi d'inducci6 establerta a (74) és certa:

A ot = =25 =

x (]
ﬁ(Z{HX {n}+Z{px [n]}+ Z{x[n])

(75)

Llavors, la transformada Z{xl[n]} és justament la hipotesi d'inducci6 definida
a (74):

Z{Xl[n]} = Z{(n ; p)anu[n]] = Q_Tl—l)wl (76)

la ROC associada de la qual és |Z> lal (condici6é de convergéncia de la hipotesi
d'inducci6).

La transformada Z{pxl[n]} s'obté trivialment aplicant també la hipotesi

d'induccio:

Apxlal= Y plabr=p Y, xlober= —Lm o

1—az-1
Z{x|[u])
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la ROC associada de la qual és |z >lal (condicié de convergéncia de la hipotesi

d'inducci6).

I la transformada Z{nxl[n]} s'obté una mica més laboriosament, aplicant també
la hipotesi d'induccié:

+00 +00 +oo
Z{nx[n]} = Z nx|[nlz "= -z Z x[nk - nzn-)= -z Z x|nE =
oo =00 n=oo n=—oo
d n d 1 —(p+1)ar2
-z n:ZooXI[H]Z_ = —ZE((I_aZ_l)pH)= _L(l—az—l)p+2 = (78)
Al
(p+l)az1
(l—az—l)p+2

la ROC associada de la qual és |2 > lal (condicié de convergencia de la hipotesi

d'inducci6).

Finalment, tornem a (75) i apliquem els resultats obtinguts a (76)-(78):

A ok = (Al + 2+ Z{xfol) =

p+1
1 [ (p+1)az—1 p |
L + - (79)
p+l((1—ar1)p+2 (maz )P (lmazt)PH!

az—1 " 1 _azrl4laz-l 1
2 1= 2 = 2
(leaz= )P (caz=DPT (lmam )P (maz)PH

la ROC associada de la qual éslz>ld, ja que és 1'inica condici6 de convergéncia
a la qual ens hem hagut de restringir durant tot el calcul.

S'observa, doncs, que el resultat obtingut per al cas p + 1 a (79) encaixa amb
la hipotesi d'inducci6 establerta a (74), la qual cosa demostra que aquesta hi-
potesi és certa i, per tant, ens permet afirmar que la transformada z definida
a (74) és correcta.

Ara, respecte del senyal definit a (61), veiem que, en la mateixa linia que en
apartats anteriors, només és la versio orientada a l'esquerra, desplacada una
mostra i canviada de signe del senyal definit a (60). Per tant, el calcul de la seva
transformada z és totalment analeg al que acabem de fer aqui per inducci6: el

resultat és el mateix, amb I'inica diferéncia que la ROC és |z </al. Per tant:
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n+
La transformada z del producte de ( p p) per a” i per un esglad unitat

1
és l'invers de (1 — az—l)p+ ila seva ROC inclou els valors de z de modul

superior a la:

T

[zl > lal (80)

1
(l—arl)p+1 ’

enqué acCipeZ, amb p> 1

n—+
La transformada z del producte de ( p) per a” i per un esglad unitat

p
reflectit horitzontalment, avancat una mostra i canviat de signe, és

1
l'invers de (1— az—l)p+ i la seva ROC inclou els valors de z de modul

inferior a la:

—(n+p)a”u{—n—1] Z

p Izl < lal (81)

1
(1—az— 1)p+ I

enqué acCipeZ, amb p> 1

n+p

p )a“u{ —n— l]} Totes dues

Figura 13. (a) ROC de L{(n;p)a“u[n]}. (b) ROC de L{ —(

(a) ROC: |z]>|a]
/2
2713 /3 2713
5x/6 ©/6 5x/6
~ T T~
7 ~
s \
/ !
: ' of X2 0 x
\ 0 la/
A /
N\ /
~_ -
-57/6 -7/6 -57/6
27/3 /3 27/3
-7/2

2.5. Producte de senyal sinusoidal per esglaé unitat

Considerem ara el producte d'un senyal sinusoidal per un esglad unitat:

xy[n]= cos(a)On)u{n] (82)

tenen p pols a z=a (en representar els pols, s'ha assumit arbitrariament que a € R, amb a > 0,
de manera que ld=ai Arg(a) =0)ipzerosaz=0.

(b) ROC: |z|<]a]

/2
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X2[n] = sin(a)on)u{n] (83)
en qué w és una constant real positiva (g€ R, amb wy> 0).
La transformada z del senyal definit a (82) ja esta calculada en les equacions

(36) i (37) del subapartat 1.3 d'aquest modul, en les quals ja hem vist que la
seva ROC és 2> 1:

1- cos(a)o)z—l
Z{cos(a)on)u{n]} - 1- 2cos(a)0)z-1 +2z2 (84)

Respecte del calcul de la transformada z del senyal definit a (83), veiem que és

analeg al que s'ha dut a terme a (36) i que la ROC resultant també és | > 1:

~+00 +00
Z{sin(won)u[n]} = Z sin(a)on)u[n]z—" = z sin(won)z—“ =
== n=0
+00 +00 +00
z eron_e—onn oot (el - Z (c-ioo1)'| =
=0 J =0 =0 silz>1 (85)
1 ( 1 1 )_ 1 1-e"JP0z—1-14ej®0z-1
2j\1—ei®0z—1 ~ 1=e=J907-1) = 27 (1—eJ @071 1—c—J@0z-1)
1 (eJ@0—e—J®p)z—1 _ sm(wO)z—

2J 1-{eJO0+emI00)z- 1422 1—2cos(w0)z—1+z—2

Per tant:

La transformada z del producte de cos(a)on) per un esglao unitat és el

quocient entre 1— cos(a)o)z—l il- ZCos(wO)z—1+z—2 i la seva ROC inclou
els valors de z de modul superior a 1:

7 1— cos(wp)z~!
cos(womun] = 2coNagz 1+ 22’ [zI>1 (86)

La transformada z del producte de sin(a)on) per un esglad unitat és el

quocient entre sin(wo)z—l il- 2cos(a)0)z—1 +2z-2ila seva ROC inclou els
valors de z de modul superior a 1:

7z sin(wp)z—!
1—2cos(wg)z—1+ z=2°

sin(wgmu(n] lzI> 1 (87)

en que wy € A, amb wy> 0.
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Figura 14. (a) ROC de L{COS(COOH)U[H]}. (b) ROC de L{Sin(won)u[n]}. Totes dues tenen dos pols
a z = e*J?0 (en representar els pols, s'ha assumit arbitrariament que Wy = n/3)iunzeroaz=

0; a més, la primera presenta un altre zero a z = COS(wO) (i la segona a z — 00).

(a) ROC: |z|>1 (b) ROC: |21
/2 w2
2x7/3 w/3 27/3 w/3
5x/6 /6 5x/6 /6
ST X ST K
/ \ / \
/ ! / A\
- [ ® O | 0 4 [ O ! 0
\ 0 05 1 \ 0 1/
A\ A /
\ / N\ /
> X e | X
-5x/6 -7/6 -5x/6 -7/6
-2x7/3 /3 -2xI3 -7/3
-7l2 /2

2.6. Producte de senyal exponencial per sinusoidal per esglaé
unitat

Finalment, considerarem el resultat de multiplicar els senyals definits a (82) i
(83) per un senyal exponencial:

xl[n] = a“cos(won)u[n] (88)

XZ[H] = a“sin(won)u[n] (89)

En aquest cas, el procediment de calcul és exactament el mateix que l'aplicat
a (36) i (85). L'inica diferéncia és que les exponencials a” i z s'uneixen per

n
generar l'exponencial (az-1), la qual cosa té conseqiiéncies tant en la forma

final del senyal transformat com en la definicio de la ROC.

Per a la transformada z del senyal definit a (88):

~+00 +00
Z{a“cos(won)u{n]} = Z a“cos(a)on)u{n]Z‘“ = z a"cos(a)on)z—“ =
=—co =0
+00 +00 +00
j0oNye—j®on . .
Z PRI LU Z (eiooazif'+ z i
l( _1 1 ) _1 l—e_.j ©D0az— 1+1—eJ: ©0az—1
2\1-e/®0az—1 " 1—e=J®0az—1) " 2 (1-eJ®0az—1)1-e~J®0az—1)

1 2—a(ef®0+e—J00) 21 _ l—acos(wo)z—l
2 1-aleJO0+eJ00)z-1+a27=2 1—2acos(wo>z—l+alr2
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Obviament, per a la transformada z del senyal definit a (89), el calcul és analeg
al desenvolupat a (90). L'inica diferéncia rau en el numerador del senyal re-

sultant, que en aquest cas és asin((uo)z—l. I, pel que fa ala ROC, no hi ha canvis,
ja que les dues séries geometriques que es calculen sén les mateixes que a (90),

les quals convergeixen si |2 > la.

Per tant:

La transformada z del producte de a" per cos(a)on) i per un esgla6

unitat és el quocient entre 1 — acos(wo)z—l il- Zacos(wo)z—l +z2ilaseva

ROC inclou els valors de z de modul superior a lal:

7z l—acos(wg)z—1
acos(wgn)uln] T ZacoNagzTraZz2" |z > lal (91)

en que acCiwy€R, amb wy>0.

La transformada z del producte de a" per sin(a)on) i per un esglad

unitat és el quocient entre asin((uo)z—l il- 2acos(w0)z—1+z—2 i la seva

ROC inclou els valors de z de modul superior a la:

. 7z asin(wg)z—1
asin(wyn)uln] T Zacosmg)—Lra2z2" |zI > lal (92)

en que acCiwy€ R, amb wy> 0.

Figura 15. (a) ROC de L{a”cos(a)on)u[n]}. (b) ROC de L{a”sin(a)on)u[n]}. Totes dues tenen dos
pols a z = ae*/?0 (en representar els pols, s'ha assumit arbitrariament que a € R, amb a> 0,

i que Wy = 7/3) i un zero a z=0; a més, la primera presenta un altre zero a z = acos(a)o) (ila
segona a Z —> 00).

(a) ROC: |z|>|a| (b) ROC: |z|>]a|
w2 w2
2x/3 /3 27/3 /3
57/6 /6 57/6 /6
/ N / \
/ A / \
_ | o o | 0 v | O ' 0
\ 0 a2 la| | 0 la|!
\ \ /
\ / \ /
~_ _ X >~ | X
-57/6 -7/6 -57/6 -7/6
273 -x/3 273 /3



© FUOC » PID_00262127

41

La transformada z

2.7. Taula resum de transformades z de senyals tipics

La taula 1 conté un resum de les transformades z tipiques més rellevants per

a la teoria de senyals i sistemes. En la notacié emprada a la taula s'assumeix

en tot moment que:

A

<Z25x(z, ROC

i que a, oy, 1y i p sé6n constants, en qué a€C; wy€R, amb wy>0; i ng, peZ,

amb p>1:

Taula 1. Transformades z de senyals tipics

An] X(2) ROC
5[11] 1 Vz
&n—ng z~"0 z=0 si ny>0
’ VZ-)l 15w si ny<0
uln] 1_;4 4> 1
—d—-n— 1
 —n—1] —L A<1
a"n] 1_224 4> ld
—anf —n—1] l—izz—l 4 <al
n+p 1 4> ld
( p )anu{n] (1 _ aZ_l)P+1
n+p 1 A <ld
_( p )allu[—n— 1] (1_ aZ_l)p+1
cos(won)u[n] 1— COS(COO) 71 lzZ1>1
1- 2cos(a)0)z—1 +2z2
sin((oon)u[n] sin(a)o)z—l 4> 1
1- Zcos(a)o)rl +2z2
a“cos(won)u[n] 1— acos(wo)z—l > lal
1- 2acos(w0)z—1 +a2z-2
ansin(wgn)uln] asin(wg)z-! 4> 1

1- 2acos(a)0)r1 +a2z2
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Cal destacar que aquests resultats il-lustren bé un fet singularment important:
els senyals temporals diferents poden tenir associats senyals transformats
l'expressio dels quals sigui la mateixa i que només es diferenciin per la
ROC. Es poden comparar, per exemple, les transformades zde u[n] i — f-n-1]
o les de a"u[n] i-— a”u[— n— 1].
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3. Propietats de la transformada z

En aquest apartat es proporcionen les propietats fonamentals de la transfor-
mada z. D'acord amb l'apartat anterior, 1'objectiu és poder aplicar aquestes
propietats, en combinaci6é amb les transformades conegudes de senyals basics,
per calcular transformades z, tant directes com inverses, de senyals de més

complexitat.

A més, diverses d'aquestes propietats desenvolupen un paper crucial en la ca-
racteritzacio dels sistemes LIT digitals en el domini transformat z, com veurem
en l'apartat 5 d'aquest modul. A causa d'aix0, en el subapartat 3.7 es proporci-
ona una taula resum de totes aquestes propietats per poder consultar-la rapi-

dament quan sigui necessari.

3.1. Linealitat

Suposem que x;[n] i x,[n] son dos senyals digitals tals que:
xl[n] <Z—> X l(z), R, (94)
xz[n] <Za x 2(2), R, (95)
La transformada z de qualsevol combinaci6 lineal de x,[n] i x;[n] és

igual que aquesta mateixa combinaci6 lineal de X;(z) i X;(z) (vegeu

la demostracio 2):

ox 1[11] + ﬁxz[n] . oaX l(z) +pX z(z), R (96)

en qué a i f son constants, en general, complexes («, f€ C) i en que la
ROC de aX 1(Z)+ ﬁXz(z) conté, almenys, la interseccio de R; i Ry; és a dir,
RN R,CR.

En tot cas, si Ri N Ry= @, aleshores R= @ i el senyal aX l(z)+ ﬁXz(z)

no existeix.

Demostracio 2

Calculem directament la transformada z de ax 1[H]+ ﬁxz[n]:
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+00
Z{(xxl[n] + ﬁxz[n]} = Z ((xxl[n] + ﬁxz[n])z—" =
~+00 +00 (9 7)
@ ) xflnep Y lalrn=ax (2)+ X0
X0 X

Pel que fa a la ROC del senyal aX l(z)+ pX Z(Z), necessariament ha de contenir la inter-
secci6 de les ROC dels senyals X 1(2) iX 2(2), ja que és necessari que hi hagi X;(2) i X»(2)
perqué hi hagi o X 1(2) +pX 2(2).

D'aixo s'infereix que, si R; M Ry= @, aleshores R= @ i el senyal X 1(Z)+ ﬁXz(Z)
no existeix, ja que, en aquest cas, no hi hauria cap valor de z per al qual estiguessin
simultaniament definides X;(z) i X,(z).

No obstant aixo, no és correcte afirmar que R=R; N R,, ja que pot succeir que R sigui
més gran que la intersecci6 de Ry i R,. Per demostrar-ho, considerem aquest cas particular:

xl[n] = - xz[n] + X3[n], en qué x3[n] ésun senyal de longitud finita, i « = = 1. En aquest
cas, ax l[n] + ﬂxz[n] = X3[n] i, pel fet que X3[n] és un senyal finit, la ROC abraca tot el pla

z; per tant, R=V z (amb l'excepcid, potser, de z=0 0 z— 00). Com que xl[n] i XQIH] no
necessariament han de ser senyals finits, la interseccié de R; i R, no ha d'incloure tot el
plaz (R; N Ry #V z); per tant, R#R| N R,.

Aixi, el maxim que es pot dir de la ROC de aX 1(Z)+ ﬁXz(Z) és que conté, almenys, les
ROC de X;(2) i X,(2); o sigui que R N Ry és un subconjunt de R (R; N R, € R).

En general, per a tota constant N entera més gran o igual que 2 (N€/Z, en

que N >2):

N N

Z ax/n] <L—>Z aX{z, R (98)
I i=1

=

en que totes les a; sén constants, en general, complexes (o;€C, Vi€ {1, . N})
ien qU.é Rl N R2ﬂ .. N RNQR
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3.2. Desplacament en el domini temporal

Suposem que x[n] és un senyal digital tal que:
x(n] <z X(z, R (99)

La transformada de Laplace de x[n] sotmesa a un desplacament ho-
ritzontal arbitrari de ny mostres és igual al producte de X(z) per

l'exponencial complexa z~"0 (vegeu la demostraci6 3):

x[n - HO] <z ;mx (2), R' (100)

en que 1y és una constant entera (ny € Z) i en qué R =R, excepte per la

possible addici6 o sostraccid dels valors z=0 o0 z— co.

Demostracioé 3

Calculem directament la transformada z de x{n - no]:

Aol 3ok =pmmen, _

n— t+too=>m-— +oo

oo oo too (101)
Z X[m]Z‘(m*'ﬂo} = Z xm]zmz 70 = 7710 Z m]zm= Z_HOX(Z)
——00 m=—0oo m=—oo ( )

Xz

Pel que fa a la ROC de Z_HOX(Z), s'observa que, com a minim, ha d'incloure a la ROC del
senyal X(z), com a conseqiiencia del fet que Z_"OX(Z) inclou X(z). No obstant aixo, si
ngy >0, el valor de 7 "0 tendeix a infinit per a z = 0; i, si ngy <0, el valor de 270 tendeix
a infinit per a Z — co. Per tant, podria ser que algun d'aquests dos valors de z (z=0 o

Z — 00) quedés exclos de la ROC de Z_HOX(Z) o que hi quedés inclos, o bé que succeissin
totes dues coses.

Aix0 es veu molt clar en I'exemple segiient: assumim que xnl=8n-1]i que ng= —2,

de manera que x[n - no] = 6[n+ 1]. Aqui, Z{X[nﬂ = z-lila seva ROC és tot el pla z (in-
cloent-hi Z— o0, on hi ha un zero), excepte z = 0, on hi ha un pol (valor exclos de la

ROC). No obstant aixo, Z{x[n — HO]} = 727-1= 7, de manera que la seva ROC és tot el
pla z (incloent-hi z = 0, on hi ha un zero), excepte Z — oo, on hi ha un pol (valor exclos
de la ROC). Per tant, en aplicar un desplacament temporal x[n], hem provocat que z =0
passi a ser inclos a la ROC i que z — oo deixi de ser-hi.

Per tant, la ROC de Z_HOX(Z) és igual a la ROC de X(z), excepte per la possible addicio
o sostracci6 dels valors z=0 0 z — oo.
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3.3. Escalat de la variable del domini transformat

Si x[n] és un senyal analogic tal que:

i <%= x(z, R (102)

Multiplicar x[n] per un senyal exponencial complex de la forma
a" implica escalar la variable independent de X(z) en un factor a-!
(vegeu la demostracio 4):

landn] <Z> X(c12), IaR| (103)

en qué a és una constant complexa (a€ () i en que la ROC de X(a1z)
és una versio escalada horitzontalment en un factor la de 1a ROC de
X(z) (és a dir, de R).

Pel que fa a la ROC de X(a-1z), fixeu-vos que si, per exemple, X(z) té un pol a
z =z, aleshores X(a-12) té un pola a-lz =z és adir, a z= azy: el modul d'aquest
pol és lal Iz i 1a seva fase és Arg(a)+Arg(zO). Aixi doncs, com que els limits de la
ROC s6n sempre circumferencies de radi igual al modul d'un pol, la ROC de

X(a-1z) és igual que la ROC de X(z) sotmesa a un escalat de magnitud ld
respecte dels radis de les circumferéncies que limiten la ROC:

*  Sild> 1, aleshores la ROC de X(a-1z) és una versié «comprimida» de la ROC

de X(z) en un factor lal.

* Sild> 1, aleshores la ROC de X(a-1z) és una versié «expandida» de la ROC

de X(z) en un factor ld.

Demostracio 4

Calculem directament la transformada z de a“X[n]:

Z{anx[n]} = Z anx[n]zn = Z x[nKa—lz)_n ={v=alz}=
e ) (104)
D lahr=x0)_= x(ato)

o v=a—1z
n=—c0

Observem que si la ROC de X(z), que anomenem R, és, en general, |Z1| <l <|Z2|, ales-
hores el conjunt de valors de v per al qual el calcul de X(v) convergeix és, en general,
|le << |Zz|. Aix{ doncs, en desfer el canvi de variable v = a1z el conjunt de valors de

z per al qual el calcul de X(a—lz) convergeix és:

) <lad<lz) = lz)<ld/ld<lzd = lolz)<ld <lelz) (105)
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Per tant, aquesta seria la ROC de X(a—lz), que anomenem R, de manera que R =ldR.

3.4. Conjugacidé complexa

Suposem que x[n] és un senyal digital tal que:
] <Z> x(2, R (106)

La transformada z del complex conjugat de x[n] és igual al complex
conjugat de X(z) després d'haver aplicat el complex conjugat a la
variable z (vegeu la demostracio6 5):

| x{n] <z Xz, R | (107)

Un corol-lari important d'aquesta propietat és que la transformada z de
qualsevol senyal real és igual que el complex conjugat de si mateix

després d'haver-hi aplicat el conjugat de z:

[xnleR = xinl=x{n = X(5)=X"(sY| (108)

Per tant, sempre que x[n] sigui un senyal real, qualsevol zero o pol no
reals de X(z) seran acompanyats, respectivament, d'un altre zero o pol
en el punt conjugat: si X(z) presenta un zero o un pol a z=z; també
presentara un zero o un pol a z= z;. Es a dir, si x[n] és real, tot zero o
pol de X(z) no situat en 1'eix d'abscisses del pla z (és a dir, tot zero
o pol no real) tindra una parella conjugada (les parelles de pols de la
figura 8, la figura 14 o la figura 15 en sén un bon exemple).

Demostracio 5

Recordem que el complex conjugat d'un nombre complex es calcula indistintament can-
viant el signe de la seva part imaginaria o canviant el signe de la seva fase:

o =Rela)+ j Ima) =lodeiArde) = o= Relar)— jIm(cr) =lode—jArd) (109)

En aquesta demostraci6é conjugarem tant la variable z com els senyals x[n] i X(z) canviant
el signe a la fase corresponent:

7" =|de—jArd2) (110)
x4 n] = x[nje—jArdx[n) (111)

X(2) =IX(z)e-irrdX(2) = X*(z%) = X(z)e—iArdX(2)) (112)

D'altra banda, el complex conjugat de la suma de dos 0 més nombres complexos es pot
obtenir directament conjugant cadascun dels sumands:
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(o + ay+ - +aN)*=Ialle—jArg(al)+|a2|e—jArg(a2)+ s +lorple—itrd o) (113)

Aix0 es demostra molt facilment comparant la suma de dos nombres complexos amb la
suma dels seus complexos conjugats:

ay+ay=(Relay) +Relar)) + i)+ nlaoy))= A+ jB

(a1+az)*=A—jB (114)
o+ o5 = (Re{ocy) + Relay))+ (- m@_ )= A~ jB=(ay + )

Un cop aclarit tot aixo, plantegem, primer, la transformada z de x*[n] aplicant (111):

+00 +00
Zxlnl= ) xlnlr= ) blnle-cblaldeshe) " =
e n=—co n=—oo oo ( 1 15)
Z [l "e-jArdxnDe—jArd(z)n = Z Ix[n)A ™" e~ /Ardxn)+Ard(2)n)

n
Fixeu-vos que a (115) esta separada la informacié de modul (|X[n1 |Zr ) de la informaci6
de fase (e—i(ArdA{n+Ard(2)n)) ja que |2~ " tan sols és 1/14".

Ara, analogament, plantejarem la transformada z de x[n]:

X(2)=Z{xnl} = z Knlzn= Z |x[n]ejArQ(X[n])(Iz|ejAr9(2))_n =

1o > (116)
Z [l " el jtrclzn = Z [l e relaln)-Arc o)

S'observa que les iniques diferéncies entre I'expressié obtinguda a (115) per a Z{X*{n]} i
I'expressi6é obtinguda a (116) per a X(z) es troben en la informaci6 sobre la fase (concre-
tament, en els signes de I'exponencial de base e).

Llavors, conjugar la variable z a (116) implica, en aplicar (110), canviar el signe a AI’Q(Z):
+00
X(z9= z I n) e Ardn)+Ardz)n) (117)
=—o00

Finalment, conjugar el senyal X(z*) a (117) implica, en aplicar (112) i (113), canviar el
signe de l'exponent de 1'exponencial de base e (i es conjuga, aixi, cadascun dels sumands
inclosos en el sumatori a n). En fer-ho, obtenim justament l'expressi6 de 1'equaci6 (115):

n=—oo

X'(z9= Z Il " e-shrotinbeAroam = 7 (o) (118)
+oo

Z{x{nl}

Pel que fa a la ROC de X*(z*), s'observen dues coses:

e Conjugar la variable z implica canviar el signe de la fase dels zeros i els pols de X(z),
de manera que els moduls dels zeros i els pols de X(z*) son els mateixos que els dels
zeros i els pols de X(z).
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e I, després, conjugar el senyal X(z*) implica canviar de nou el signe de la fase dels
zeros i els pols de X(z*), de manera que els zeros i els pols de X*(z*) son els mateixos
que els de X(z2).

Com que els pols de X*(z*) i X(z) s6n els mateixos, la ROC de X*(z*) i la de X(z) sén

la mateixa.

3.5. Convolucié en el domini temporal

Suposem que x;[n] i x,[n] sén dos senyals analogics tals que:
xln) <2= X(2. R, (119)
x| <Z> X, 2. R, (120)

La transformada z de la convolucié entre x;[n] i x,[n] és igual al

producte de X;(z) per X;(z) (vegeu la demostraci6 6):

ol xlnl <> X)X, R (121)

en qué la ROC de X;(2)X,(z) conté, almenys, la interseccié de R; i Ry;
ésa dir, Rl N RzgR

En tot cas, si R{N R,= @, aleshores R= @ i el senyal X;(2)X,(z) no

existeix.

Demostracio 6

Calculem directament el resultat de I'equaci6é d'analisi de la transformada z per al suma-
tori de convolucié entre x1[n] i x,[n]:

+00 [ +00

Z{X 1[“]*?‘2[“]} = Z z X l[m]xz[n — m] 7=

n=—o00\m=—00

+00 [ +00 +oo
Z z X2[H - m]z—“ Xl[m] = Z Z—sz(z)Xl[m] =
M= 00\ =00 n=—00 (122)
V4 {xz[n—m]}=z—mX 2(2)
+00
D fmlmlx)=x (x40)
X 1(2)

S'observa l'aplicacié de la propietat de desplacament temporal de la transformada z per

obtenir que Z{Xz[n — m]} =zmx Z(Z)-

Pel que fa a la ROC de X;(2)X,(2), i de la mateixa manera que en la demostraci6 2, aqui
també succeeix que si Rj N Ry = @, aleshores R= @ i el senyal X;(2)X»(z) no existeix.
I, a més, pot ser que en el producte X;(z)X,(z) es cancel-li algun pol de X;(z), X»(z) o tots
dos (per exemple, si X;(z) presenta un zero en qué X2(Z) presenta un pol, aquell zero
i aquell pol es cancel-len a X;(2)X»(z)) i que, per tant, la ROC de X;(2)X,(2) sigui més
amplia que el resultat de R{ N R,.
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Per tant, el maxim que podem dir és que Ry N R, CR.

En general, per a tota constant N entera més gran o igual que 2 (NeZ, en
queé N >2):

N
xi[n]* xo[n]* ... *xx[n] <Z—>H X{2)=X(2)X(2)...X\(2, R (123)
=1

enque RRNR,N ... NRyCR.

3.6. Derivacio en el domini transformat

Suposem que x[n] és un senyal analogic tal que:
Anl <%= x(z, R (124)

La transformada z del producte de z per x[n] és igual al producte de
-z per la derivada de X(z) respecte de z (vegeu la demostracio 7):

dXi
nln] <Z>—722 g (125)

en qué R =R, excepte per la possible addici6 o sostraccio dels valors

z=002z— o0.

Demostracio 7

Calculem directament la transformada z de nx[n]:

+0oo +00
Z{nx{n]} = Z nx{nlzn - zz A[n) = nz-n-1)=
A 7 +::—oo
(126)
_ZZ e = - 71, z Anlzn|= —Z%EZ)

X (z)

Atés que dX(z) / dz implica l'existéncia de X(z), la ROC de d X(z) / dz ésla mateixa que la
de X(z). No obstant aix0, derivar X(z) pot provocar que z=0 0 Z — 0o passin a ser inclosos

a la ROC o deixin de ser-hi: considereu, per exemple, la derivada de z—1. I es pot dir el
mateix de l'efecte de multiplicar dX(z) / dz per —z. Per tant, la ROC de — Z(dX(Z) / dz)

és igual que la ROC de X(z), excepte per la possible addici6é o sostracci6 dels valors z =
002z— co.
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3.7. Taula resum de les propietats de la transformada z

La taula 2 conté un resum de les propietats fonamentals de la transformada z
més rellevants per a la teoria de senyals i sistemes, més I'anomenat teorema del
valor inicial de la transformada z (que surten al final de la taula). En la notacio

emprada en la taula, @, $, a iny sén constants tals que a, p,a€C, i npe Z:

Taula 2. Propietats fonamentals de la transformada z

Propietat Senyal Transformada z ROC
temporal
[n] X(2) R
xi[n] X1(2) Ry
x2[n] X22) Ry
Linealitat (xxl[n]+ﬁx2[n] (XX](Z)+ﬁX2(Z) Almenys, R N R,
Desplacament temporal x[n _ HO] Z_HOX(Z) R, amb la possible addicié o sostraccié de z=00 z— co
Escalat de la variable z a"X{n] X(a—lz) laR
Conjugacié complexa x*[n] X*(z*) R
Convolucié temporal XI[II]*XZ[H] X1(D)X2(2) Almenys, Ry N R,
Derivacié en el domini z nx[n] dX(z) R, amb la possible addicié o sostraccié de z=00 z— co
g—
dz

Teorema del valor inicial

Si X[n] =0 peran<0, llavors:

A0]= Jim x(2)
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4. Calcul de la transformada z inversa

En aquest apartat analitzarem el problema del calcul de la transformada z in-
versa. En primer lloc, s'introdueix la forma genérica que, en general, adopta
tot senyal transformat en el domini z (senyal racional en forma de quocient
de polinomis) i se n'estudien les caracteristiques principals (subapartat 4.1).

A continuaci6, i treballant amb un exemple senzill per proporcionar un fil
narratiu que faciliti la comprensi6 dels conceptes importants, es plantegen
les diferents propietats de la ROC i la seva relaci6 amb la forma del senyal
temporal associat al senyal transformat (subapartat 4.2).

Finalment, l'apartat acaba amb l'exposicié d'una estratégia general de calcul
de la transformada z inversa que, a partir del que s'ha vist en els dos apartats
anteriors i basant-se en l'aplicacié d'algunes de les transformades tipiques i de
les propietats de la transformada z ja estudiades en els apartats 2 i 3, respecti-
vament, permet evitar haver de treballar directament amb 1'equaci6 de sintesi

de la transformada z (subapartat 4.3).
4.1. Factoritzacio de senyals racionals

D'entrada, per les propietats del senyal delta sabem que qualsevol senyal di-
gital x[n] pot expressar-se com el resultat d'una combinaci6 lineal de deltes
discretes (una expressié que, com també sabem, és equivalent a la suma de

convolucié entre x[n] i 6[11]):

xn]= m:ZOOX{m]S[H —m]= (127)

o +x = 2]8[n+ 2]+ [ m}s[n+ 1]+ x[0]8]n]+ x[1]8[n — 1]+ x[2]8[n - 2]+ -

de manera que el senyal delta z-ésim de la combinacio lineal (§ln— m)) és mul-
tiplicada per x[m], és a dir, el valor d'amplitud de x[rn] a la mostra n = m.

Si ara calculem la transformada z de x[n] a partir de la combinaci6 lineal de
senyals delta definida a (127), obtenim, aplicant les propietats de linealitat i
desplacament temporal de la transformada z juntament amb el resultat de la

transformada z de 6[11 - no] (vegeu els subapartats 3.11i 3.2 1 2.1 d'aquest mateix
modul, respectivament), la série de poténcies segiient:
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X()=Znl =2 Y Amlln—mly= Y smzln—m]) =

(128)

Z X[m]Z_m= +X[—2]22+X[m]Z+X[O]+x[1]2—1+x[2]2—2+

m=—oo

S'observa que aquesta serie de poténcies dona lloc a un polinomi a z, en gene-
ral, compost per infinits monomis (ja que, en general, la longitud de la serie
és infinita). De fet, si x[n1] és un senyal infinit, efectivament, el polinomi re-
sultant estara format per infinits monomis. I, només si x[n] és un senyal finit,

el polinomi resultant sera també de longitud finita.

En qualsevol cas, el que és rellevant és que (128) demostra el segiient:

Si x[n] és un senyal digital qualsevol. La transformada z de x[n] sempre
pot expressar-se com un senyal X(z) en forma de polinomi a z, en
que el coeficient del monomi de grau m és el valor d'amplitud de
x[n] a la mostra n = m.

No obstant aix0, en la practica, aquest fet nomeés té utilitat real si x[n] és un
senyal de longitud finita i acotada en amplitud, ja que, en aquest cas, el calcul
de la seva transformada z és immediat i dona lloc a un polinomi a z de longitud

finita:

Al { ) 3
n|=0Vné&\n, ...,m ;®X(z)=2x[m]z‘m=x[ﬂl]z_nl+ +X[112]Z_I12

Inl<AVneZz fe=n,

en que A és una cota d'amplitud finita arbitraria (A€ R, amb A < c0); en que
m,meZ, en queé ny<ny; i en que la ROC de X(z) inclou tot el pla z, amb les

possibles excepcions dels valors z=01 z— co:

z=0 si  x[n]#0 pera alguna n>0

z
Xn] X(2), VZI-l 4o si x(n]#0 vpera alguna n<O0

Si, en canvi, x[n] és un senyal de longitud infinita, el resultat obtingut a (128)
continua essent cert, perd poc Util en la practica, ja que el calcul de la seva
transformada z implicaria treballar amb una série infinita de poténcies de z
(és a dir, amb un polinomi a z compost d'infinits monomis). En aquest cas,
és interessant restringir I'ambit de treball a series infinites de poténcies de z
que puguin ser expressades de manera compacta en forma de quocient de
dos polinomis a z finits. I, en aquest punt, convé aclarir que tots els senyals
digitals en el domini del temps amb queé es treballa en la teoria de senyals i

(129)

(130)
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sistemes compleixen aquesta condici6 (la seva transformada z és expressable
en forma de quocient de dos polinomis finits), de manera que podem assu-
mir-la sense cap problema.

Per tant, i sense perdua de generalitat, podem afirmar que 1'as que farem de la
transformada z per caracteritzar senyals digitals i, sobretot, sistemes LIT digi-
tals quedara sempre restringit a senyals transformats racionals en que la for-
ma és la d'un quocient de polinomis (de fet, si ens hi fixem bé, tots els senyals
transformats calculats fins a aquest punt en els apartats anteriors d'aquest ma-

teix modul sén d'aquesta manera).

Es a dir, en el marc de la teoria de senyals i sistemes, qualsevol senyal X(z)

sera sempre aixi:

M ;
2,-=0b1'z_1 botbiz=l+by_1zAM=D+bp =M

ZN ai T agrajz—ltay_jz~(N-Dranz—N
i=0 !

X(z) =

vlv

(131)

2=
N OIN

en que el numerador B(z) és un polinomi d'ordre M amb coeficients b;
vielo,..., M}), i el denominador A(z), un polinomi d'ordre N amb coeficients

a;vielo,...,M}).
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A partir d'aquesta forma general observem que calcular els zeros i els
pols de X(z) sempre consistira a factoritzar B(z) i A(z), de manera que

I'expressio de X(z) es transformi en el segiient:

H]ZII(I—CI‘T l) (l—clz—l)(l—czz—l)-(l—c Mz—l)

X(z)=G=F - G(l—plrl)(l—pzrl)-(1—pNZ'1)

Hil(l—piz— 1)

(132)

en que:
1) G és un valor constant (independent de z) anomenat factor de guany

de X(z), tal que:

b
G=% (133)

2) Els coeficients ¢; (Vie {1,..., M}) son zeros de X(z) que coincideixen

amb els zeros del polinomi B(z).

3) Els coeficients p; (V i e{l,..., N}) son pols de X(z) que coincideixen

amb els zeros del polinomi X(z).

4) Es compleix sempre que:
M N

I I by . I I a9
C’:W i 12 2% (134)

i=1 i=1
5) Si M > N, aleshores X(z) presenta, a més, M — N pols a z = 0.

6) Si M < N, aleshores X(z) presenta, a més, N - M zeros a z = 0.

Podria succeir perfectament que algun zero de B(z) i algun zero de A(2)
coincidissin; és a dir, que ¢; = p;. En general, per a cada parella ¢; = p;, els

factors respectius (1 - ciz—l) i (1 — pjz—l) s'anul-larien i, per tant, els ordres

del numerador i el denominador de X(z) a (132) tindrien un decrement

en una unitat.

Per facilitar la comprensi6é de les particularitats d'aquesta expressié generica
en forma de senyal racional (quocient de polinomis), posem ara un exemple

arbitrari de senyal X(2):

% _%Z_l_%z_z—i_%r:;
l—_Z_l—_Z_2+_T3—_Z_
12 12 12 12
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Ara, per expressar aquesta X(z) segons la forma definida a (132), la factoritza-
rem. Per estalviar-nos els calculs, podem fer ts de la funcié t£2zpk de MAT-
LAB, la qual, precisament, calcula els valors dels ¢;, p; i G a partir dels coe-

ficients b; i a; (per a més detalls, consulteu l'apartat help de la funcid):

>> B = [1/2 -1/3 -1/2 1/3]; % Vector fila: coeficients del numerador
>> A = [1 -7/12 -11/12 7/12 -1/12]; % Vector fila: denominador
>> [c,p,G] = tf2zpk(B,A)

c =

-1.0000
1.0000
0.6667

-1.0000
1.0000
0.3333
0.2500

0.5000

Aixi, la factoritzacié de X(z) dona lloc a l'expressio segilient:

(14+2z-1(1- z—l)(l— %z—l)
(1+ 11— z-l)(l - %Z_1X1 - %z-l)

X(z)= (136)

If—

Observem que els valors z= +1s6n zeros tant del numerador com del deno-
minador de X(z). Per tant, els factors respectius sén simplificables, de manera
que:

1—%2—1
1- %z—l)(l— %Z‘l)

X(z):%( (137)

Un cop simplificada, si es vol tornar a recuperar l'expressié de X(s) en la forma
no factoritzada, tan sols cal desenvolupar els productes dels seus factors tant
en el numerador com en el denominador. Analogament, la funci6 zp2t£ de
MATLAB permet estalviar-se aquests calculs, ja que calcula els valors dels
coeficients b; i a; a partir dels zeros, els pols i el factor de guany (per a més

detalls, consulteu l'apartat help de la funcio):

> B = [1/2 -1/3 -1/2 1/3]1; % Vector fila: coeficients del numerador
> A = [1 -7/12 -11/12 7/12 -1/12]; % Vector fila: denominador
>> [c,p,G] = tf2zpk(B,A)

c =

-1.0000
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1.0000
0.6667

-1.0000
1.0000
0.3333
0.2500

0.5000

Per tant:

(138)

En qualsevol cas, si ens fixem en l'expressio factoritzada de (137), observem

que:
e FEl factor de guany de X(z) és igual a 1/2.

* FElszerosde X(z) sén: ¢;=2/3ic, =0 (aquest tltim és degut al fet que I'ordre

del denominador és superior en una unitat al del numerador).
® Els pols de X(z) sén: p,= 1/3i p,= 1/4.

Per tant, el diagrama de pols i zeros de X(z) és el segiient:

Figura 16. Diagrama de pols i zeros amb dos zerosa z=2/3iz=0idospolsaz=1/3iz=1/4

/2
2x/13 /3
5x/6 /6
= O] XX O 0
0 1/41/3 23
-5x/6 -7/6
-27/3 -7/3
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4.2. Propietats de la ROC

Si continuem observant l'exemple iniciat en I'equaci6 (135) de l'apartat ante-
rior, és interessant veure que hem partit directament d'una expressi¢é donada
per X(2). I d'aix0 deriva una cosa important: d'entrada, no sabem quina és
la ROC de X(z), ja que no hem partit de cap x[n] i, per tant, no hem hagut
de resoldre el sumatori de I'equaci6 d'analisi de la transformada z per obtenir
X(2). En no haver calculat el sumatori, desconeixem les seves condicions de
convergencia, que son precisament el que determina la ROC de X(z).

Aquest fet comporta, a més, una altra conseqiiéncia interessant: sense coneixer
la ROC de X(z) no és possible calcular la transformada inversa i obtenir x[n],
ja que, recordem-ho, la transformada z d'un senyal no consisteix només en
I'expressio de X(z), sind en l'expressio X(z) i la seva ROC. Aixi doncs, desconei-
xer la ROC de X(z) és desconeixer una part de la informaci6 continguda a x[n].

Com que els senyals exponencials complexos son base generadora de
I'espai dels senyals analogics, la transformada z és reversible: a partir
d'un senyal temporal x[n], la seva transformada z directa, si en té, dona
lloc de manera univoca al seu senyal X(z) associat; i, en sentit oposat,
a partir d'una X(z), la seva transformada z inversa dona lloc de manera
univoca al seu senyal x[n] associat. Es a dir, els senyals temporals dife-

rents donen lloc a senyals transformats diferents i viceversa.

Ara bé, un senyal transformat X(z) és la seva expressio algebraica
més la seva ROC. Per tant, les transformades z de dos senyals diferents

x|[n] i x)[n] sén sempre dos senyals transformats diferents, perod és per-
fectament possible que les expressions algebraiques de X l(z) i Xz(z) si-
guin exactament iguals (X 1(2) = Xz(z) = X(z)) ique I'tnica cosa en que es

diferenciin sigui en les ROC corresponents (R; # R,):

xln <%= x(2. R, (139)

xln] <%= X(z), R, (140)

Per tant, una mateixa expressidé algebraica de X(z) pot donar lloc a
diferents senyals temporals en funcié de quina en sigui la ROC.

Amb tot, la veritat és que el diagrama de pols i zeros de X(z) ja indica com
podria ser la ROC de X(z) i, per tant, quins senyals x[7n] podrien ser-ne la
transformada inversa. Aixi, si agafem de la figura 16 el diagrama de pols i
zeros del senyal X(z) expressat a (138) i ens preguntem quin podria ser el senyal

temporal x[n] resultant de la seva transformada z inversa, ens adonarem que:
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1) El senyal x[nn] no podria ser de longitud finita, ja que la ROC de la seva X(z)
seria tot el pla z i aix0 és impossible en aquest cas, ja que X(z) té dos pols i,
com sabem, no és possible que un pol sigui inclos a l'interior d'una ROC.

2) El senyal x[n] podria ser infinit orientat a la dreta, ja que la ROC de X(z)

podria ser l'exterior de la circumferéncia l4=1/3, tal com mostra la figura 17a:

xlnl <%= X(z). 14>1/3 (141)

3) El senyal x[n] podria ser infinit orientat a I'esquerra, ja que la ROC de X(z)

podria ser l'interior de la circumferéncia lz1= 1/4, tal com mostra la figura 17b:

x| <Z> X(z), ld<1/4 (142)

4) El senyal x[n] podria ser infinit orientat a banda i banda, ja que la ROC de
X(z) podria ser l'anell compreés entre les circumferéncies lZ1=1/4 i l4d=1/3, tal
com mostra la figura 17c:

xdn <Z> X(z), 1/4<ld<1/3 (143)

Figura 17. Possibles ROC d'una X(z) amb dos polsa z=1/3iz=1/4

(a) ROC de X(2): |2J>1/3 (b) ROC de X(2): |2]<1/4
/2 /2
27/3 /3 2x/3 /3
5x/6 ©/6 5x/6 ©/6 5x/6
7 TN iy
/ \ / N\
+ I O] Xj( Oo 7 I 0] j<>< Oo +x
\ 0 143 23 \ 0 113 23
\ / N
b S
5x/6 /6 57/6 /6 5x/6
27/3 x/3 -27/3 w/3
x/2 -7l2

(a) x[n] és infinita orientada a la dreta. (b) x[n1] és infinita orientada a I'esquerra. (c) x[n] és infinita orientada a banda i banda.

Aquestes consideracions, fetes a partir d'un exemple concret, serveixen per

il-lustrar aquests postulats generals:

Propietats generals de la ROC d'un senyal X(z) racional

Suposem que x[#] és un senyal digital la transformada z del qual, X(z),
és un senyal racional.

Ates que, per definici6, una ROC no pot contenir cap pol, la ROC de
X(2) esta limitada per pols de X(z) o compreén tot el pla z (amb les
possibles excepcions dels valors z =0 i z— o), per tant:

(b) ROC de X(2): 1/4<|z|<1/3

x/2
2x/3 x/3
/6
AL N
/7 NA
L o kk Oo
‘v 0 143 23
\N~_ 7/
- -
/6
2713 x/3
wl2
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Si x[n] és un senyal finit, X(z) no té pols i la seva ROC és tot el pla
z (amb les possibles excepcions dels valors z =01 z— o).

Si x[n] és un senyal infinit orientat a la dreta, la ROC de X(z) és
l'exterior de la circumferéncia de radi igual al modul del pol de
X(z) de modul més gran (un pol de X(z) el modul del qual és més
gran o igual que el modul de qualsevol altre pol); o sigui, un pol de
X(z) amb una distancia a l'origen de coordenades del pla z més gran
o igual que la de qualsevol altre pol.

Si x[n] és un senyal infinit orientat a 1'esquerra, la ROC de X(z)
és l'interior de la circumfereéncia de radi igual al modul del pol
de X(z) de modul més petit (un pol de X(z) el modul del qual és
meés petit o igual que el modul de qualsevol altre pol); o sigui, un
pol de X(z) amb una distancia a l'origen de coordenades del pla z
més petita o igual que la de qualsevol altre pol.

Si x[n] és un senyal infinit orientat a banda i banda, la ROC de
X(z) és l'anell compres entre dues circumferéncies de radis res-
pectivament iguals als moduls de dos pols consecutius de X(z)
(dos pols de X(z) amb uns moduls que sén simultaniament més
grans o simultaniament més petits que el modul de qualsevol altre
pol); o sigui, dos pols de X(z) en els quals cap dels pols té un modul
que sigui, alhora, més gran que el d'un d'aquests i més petit que el
de l'altre.

4.3. Estrategia de calcul de la transformada z inversa

Un cop hem arribat a aquest punt, ja podem concretar el procediment de calcul
de la transformada z inversa, de manera que ens eviti haver de resoldre la
integral de 'equaci6 de sintesi de la transformada z. Aixi doncs, per calcular
la transformada inversa d'una X(z) determinada, seguirem aquesta estrategia,

la qual és aplicable, en general, al calcul de qualsevol transformada z inversa

de qualsevol X(z) racional (quocient de polinomis):
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Estratégia de calcul de la transformada z inversa d'una X(z) racional

1) S'obté 1'expressio factoritzada simplificada de X(z):

M
(1 - Ciz_l)
11_ 1—cyz-)-- (1= cppz-1
X(z)= G+ _ gz ey (144)
(1—p.z—1) (l_plz_l)"'(l_pNz_l)
A A, 1
2) Es descompon aquesta expressio en L fraccions simples:
N
X(z)= le(z) =X+ X2+ ... +X;(2) (145)
i=0

3) Es determina una ROC per a cada fracci6 simple per separat, de

manera que la interseccid de totes no sigui el conjunt buit:

XI(Z)’ Rl
XZ(Z)’, Rl o R=RNR,N..NR %0 (146)
XL(Z)’ RL

en que, per la propietat de linealitat, R és la ROC de X(z).

4) Es calcula la transformada z inversa de cada fracci6 simple per

separat:

Xl[n] =7 l{X 1(Z)a Rl}
x)ln]= Z‘%{X A2, Ry} (147)

xifnl=Z7{X,(2). R,}

5) Finalment, per la propietat de linealitat, la transformada z inversa
de X(z) és el resultat de la suma de les transformades inverses de
cada fraccio simple:

x{n] = Z_I{X(z), R} = xl[n]+ xz[n]+ o+ XlI“] (148)

La clau d'aquesta estratégia és realment en el pas 2, ja que, com que X(z) és un
senyal racional de la forma expressada a (144), les fraccions simples X;(z),
X>(z), etc. s6n sempre transformades z conegudes de senyals basics, iden-
tificables, per tant, a la taula 1 que hi ha en el subapartat 2.7 d'aquest modul.

Gracies a aix0, no cal calcular les transformades inverses del pas 4, ja que

son transformades conegudes de senyals coneguts.
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L'anic punt critic es troba en el pas 3, a causa de la naturalesa de les ROC de
les fraccions simples de determinar la forma de x[n]. Tant és aixi que, si no
fos possible definir Rj, R,, etc. de manera que la seva interseccié no sigui un
conjunt buit, aleshores x[n] no existiria (no hi hauria cap senyal temporal x[n]
en que la transformada z fos X(z)).

Llavors, respecte del pas 2, és a dir, respecte de la descomposicié de X(z) en
fraccions simples, a continuacié assumirem l'escenari més senzill possible, en

el qual es produeixen aquestes dues circumstancies:

e L'ordre del polinomi del denominador de X(z) és més gran que l'ordre del
polinomi del numerador; és a dir, que N > M.

e Tots els pols de X(z) sén de multiplicitat 1; és a dir, que pl.;é p; Vi#j.

Si no es compleixen aquestes dues circumstancies, el calcul de la descomposi- Vegeu també

ci6 de X(z) en fraccions simples és més laborids, pero l'estratégia general que
, Al final d'aquest apartat, en el
plantegem aqui no queda afectada. subapartat 4.3.1, es detalla el
procediment de descomposi-

Ci6 en fraccions simples més

Aixi doncs, si N> M isi p.#p,Vi#j, succeeix que hi ha tantes fraccions general possible (és a dir, sen-
I J se assumir aquestes dues res-
simples com pols té X(z) (és a dir, que L = N), i cadascuna d'elles és de la triccions) i s'explica com és
. possible resoldre tot el calcul
manera segiient: de cop mitjancant la funcié

«residuez» de MATLAB.

A

X{2) :

Z:Tiz_l, Vie{l,...,L} (149)

en queé X;(z) és la fraccié simple i-esima en que es descompon X(z) i en que

la constant A; és el resultat d'avaluar a z= P el producte de X(z) pel factor

(1-p i)

A=1- piz—l)X(z)]Zzp., viell,... L} (150)

Per tant, en aplicar (149) a (145), la descomposici6é en fraccions simples de
X(2) és:

N

XG)=) A A A (151)
Z)= l-pz-1 7 1-pz 1" 1-p 71" " 1-p z-1
pr f 1 2 L

Finalment, la forma de la transformada z inversa de cadascuna de les fraccions
simples de (151) dependra de com es defineixi la seva ROC. Si atenem a les
transformades tipiques de la taula 1 (subapartat 2.7 d'aquest modul) i a les
propietats de la ROC de senyals racionals (al final del subapartat 4.2, en aquest
apartat), ens adonem que:
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Si R; és 4> |p1] (o sigui, l'exterior de la circumferencia de radi |p1b, ales-

hores:

x[nl=Z"{X{2) R} = A, pdn] (152)
SiR; ésld< |p1] (o sigui, l'interior de la circumferencia de radi |p1]), alesho-
res:

x[nl=Z"{Xx{(2). R} = - Al —n—1] (153)

Per tant, si tornem ara a l'equaci6 (137) i recuperem el senyal X(z) de 1'exemple
que hem fet servir en els dos apartats anteriors, veurem que podem descom-
pondre-la en dues fraccions simples, d'acord amb el que s'indica a (151):

(154)

A continuaci6, utilitzant 1'expressié de X(z) de I'equaci6é (137), calculem els
valors de A; i A, segons (150):

A= 1l _ 14
77 1—42— Z=_1
a 3 (155)
25
_1(_3)__1(—_1)_ 5
2 1.7 211 |—
1—23 7
( _)_1 l—%z—l 1 l—%z—l
Az— 1—4Z (1——1X1l_1) =35 1 =
37 N3 1 371
4 (156)

Per tant:

1 5 1
X(z)= -2 +5 157
2 1—%2—1 2 1—%2—1 (157)
XI(Z) X2(Z

Si Ry, Ry i R son les ROC de X1(z), X2(z) i X(z), respectivament, veiem que hi
ha tres possibilitats a I'hora de garantir que R=R;N Ry, # @ (és a dir, perque
existeixi la transformada z inversa de X(z)), les quals corresponen, respectiva-
ment, als tres escenaris plantejats en les equacions (141), (142) i (143).
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En primer lloc, podem determinar que R; sigui l4>1/3 i R, sigui l4>1/4; en

aquest cas, la ROC de X(z) seria la que recull la figura 17a:
R=R, N Ry={d>4 n >3} ={4> 1} (158)

Aixi, les transformades inverses de X;(z) i X,(z) serien, d'acord amb (152):

1
1—%2—1’

- —of)dal  as9)

1
|z|>3

Xl[H]=Z_‘{—2

XMJI[gII s Ho30Vd aco)

1 s
_Zrl

Per tant, d'acord amb (148), la transformada inversa de X(z) seria un senyal

infinit orientat a la dreta:

sinl= 2 (x| > =3y -2 utny (161)

En segon lloc, podem determinar que R; sigui l4<1/3 i R, sigui l4<1/4; en

aquest cas, la ROC de X(z) seria la que recull la figura 17b:
R=R, N Ry={d<3 nfd<1}={4<3 (162)

Aixi, les transformades inverses de X;(z) i X,(z) serien, d'acord amb (153):

xJn]:Z“{—Zl L oo —n-1]  (63)

1 s
—§Z_1

Xz[n]:Z_lgﬁ,lzk%}: 33 d-n-1 6

Per tant, la transformada inversa de X(z) seria un senyal infinit orientat a

l'esquerra:

Anj= 27X, d<4)=(2(8) ~3() )uln] (165)

I, en tercer lloc, podem determinar que R; sigui l2< 1/3 i R, sigui lZ1> 1/4; en

aquest cas, la ROC de X(z) seria la que recull la figura 17c:

R=RNRy={d<3nfd>4={F <a<d}] (66
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Aixi, les transformades inverses de X;(z) i X,(z) serien, segons (153) i (152),

respectivament:

xl[n]=Z_‘{—2 1Z_ JA<4

x2[n]=z-{§l ir ld> =%(%)nu[n] (168)
4

Per tant, la transformada inversa de X(z) seria un senyal infinit orientat a ban-
da i banda:

Anl=z7 x4 <td<d}=23)"d—n—1+3(F) (169)

4.3.1. Generalitzacio de la descomposicio en fraccions simples

La forma general de l'equaci6 (145), sense assumir cap restriccio respecte
dels valors de M i N, ni respecte de la multiplicitat dels pols de X(z), és

la segtient:
M=N
szJfZl pr1+zz N ErY)
i=0 Jj=s1 =1 1 P 7 )

El primer terme de (170) és el quocient de la divisio entre els polinomis B(z)
i A(2) (el numerador i el denominador de X(z)). Es tracta d'un polinomi a z

format per M — N + 1 monomis de coeficients d; (Vie {0, oo M}):

~—

Alz

()=£=()+% > D(z):Zdiz-i (171)

~—
~—

Aquest polinomi D(z) només existeix si M > N, és a dir, si 'ordre del deno-
minador de X(z) no és superior al del numerador. En aquest cas, es calcula
la divisi6 entre B(z) i A(z) fins a obtenir una resta R(z) que sigui d'ordre inferior
a A(z), la qual cosa garanteix que a R(z)/ A(z) es complira sempre la restriccio
que 'ordre del denominador sigui superior al del numerador. Aixi, doncs, D(z)
és el quocient resultant d'aquesta divisio i els coeficients d; del primer terme

de (170) son els coeficients del polinomi D(z), I'ordre del qual és M — N+ 1.

El segon terme de (170) conté les fraccions simples corresponents als pols
de X(z) de multiplicitat 1. S'observa que els indexs d'aquest sumatori estan
restringits a i ¢ S. El conjunt S conté els indexs (s}, ..., sx) dels K pols de X(z)
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amb una multiplicitat més gran que 1 (la multiplicitat indica quants pols de
X(2) coincideixen per a un mateix valor de z). Aixi, com que aquest sumatori
només indexa els pols de X(z) els indexs dels quals no pertanyen a S, cadascuna
d'aquestes fraccions simples es correspon amb un pol de X(z) de multiplicitat
1. A més, els coeficients A; es calculen sense més ni més, segons (150).

En general, el valor de K sempre estara compres entre K =0 (tots pols de X(z)
son de multiplicitat 1) i K= N (tots els pols de X(z) son de multiplicitat més
gran que 1), de manera que el segon terme de (170) sempre contindra N — K

fraccions simples.

I, finalment, el tercer terme de (170) conté les fraccions simples correspo-
nents als pols de X(z), la multiplicitat dels quals és més gran que 1. El su-
matori a j recorre els indexs d'aquests pols (o sigui, els indexs s, ..., s contin-
guts en el conjunt S) i, per a cada pol pj el sumatori a i incorpora mj fraccions

simples, en queém; és la multiplicitat del pol p; (mj>1V j€S). S'observa que

l'exponent al qual esta elevat el denominador de les fraccions simples associ-
ades a cada pol pjesva incrementant des d'1 fins a mj:

o
J
C. c C Com;
Z 1 i=1—p1‘z—1+ A — 172)
=l (1‘Pjrl) . (1‘1’12'1) (l‘pjz_l)

A més, els coeficients C; corresponents a les m; fraccions simples associades a

cada pol p;es calculen d'acord amb aquesta expressio:

mj—i

1 d mj
= — —(1-p.z7) "X(o-!
i (mj—I)!(—pj)m i | dom j—i @A-p | ) (0~1) a)=pj_.1 (173)

Es a dir, per calcular el coeficient C; del pol pj s'avalua X(z = w-1), es multiplica
mj

per (1— pjz—l) , es deriva m;— i vegades respecte de , es calcula el valor del

mj—i

senyal resultant per o = pJ—.1 i es divideix entre (m j— 1)'( - pj)

SK
Aixi doncs, el tercer terme de (170) inclou un total de I I mj fraccions simples.
=81

Llavors, un cop calculats els coeficients d;, A; i C; de 1'equaci6 (170), s’ha com-
pletat el pas 2 de l'estrategia de calcul de la transformada z inversa de X(z).
La resta dels passos (del 3 al 5) es porten a terme exactament igual que en el
cas simple (en qué es compleixen les restriccions que M > N i que tots els pols
son de multiplicitat 1):



© FUOC » PID_00262127 67

La transformada z

En primer lloc, la transformada z inversa de D(z) no presenta cap dificultat,
ja que es tracta d'un polinomi finit com el que s'especifica a (129). Aixi, en
aplicar (128):

M-N M-N
dn]=zD(2)} =7z z d;z-iy = z d.8[n— i (174)
i=0 i=0

En segon lloc, la transformada z inversa de cada fracci6 simple del segon terme
de (170) es calcula segons el que estableixen (152) i (153).

I, en tercer lloc, la transformada z inversa de cada fraccié simple del tercer
terme de (170) es calcula de manera analoga al que estableixen (152) i (153),
és a dir, a partir de cada fracci6é simple de la forma:

1‘( )=—1i
X{z (1_pjrl) (175)

a la qual s'associa una ROC R; i la seva transformada z inversa s'obté segons

el criteri seglient:

Si R; és |z|>|pll (o sigui, l'exterior de la circumferéncia de radi [pll), ales-
hores:
_ Tr
sl=z XL RY=c{"pndnl  (76)

Si R; és | <|pll (o sigui, l'interior de la circumferéncia de radi [plb, ales-

hores:

xlnl=z X2 R} = — cl(“ i 1)p;?u[ —n—1] (177)

I fins aqui arriba l'explicacié completa de la generalitzacié del procés de des-
composicio en fraccions simples de X(z). Un cop sabem tot aix0, obtenir la
transformada z inversa de qualsevol senyal racional X(z) consisteix a aplicar
I'estrategia que hem descrit i fer els calculs que corresponguin. Certament, fer
tots aquests calculs a ma pot ser molt laboriés —sobretot els relacionats amb
els coeficients de les fraccions simples que es calculen en el pas 2.
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En aquest sentit, té molta utilitat la funci6 residuez de MATLAB,
la qual, a partir dels coeficients b; i a; dels polinomis del numerador i

denominador de X(z), respectivament, calcula d'un sol cop:

e Els valors dels pols de X(z2): p;.

e Els valors dels coeficients d;, A; i C; de I'equacio (170).

Es a dir, la funci6é residuez implementa en un tnic comandament els pas-
sos 1 (factoritzaci6 de X(z)) i 2 (descomposicio en fraccions simples) de la nos-
tra estrategia de calcul de la transformada z inversa. Després d'aplicar aquesta
funcio, només cal assignar la ROC de cada fracci6 simple (pas 3), obtenir la
transformada z inversa de cada fracci6 simple (pas 4) i construir x[n] sumant

els senyals individuals obtinguts en el pas anterior (pas 5).

A continuaci6 plantegem un petit exercici com a exemple per il-lustrar tant
el cas general de descomposicié en fraccions simples de X(z) com l'as de la
funcid residuez per facilitar el calcul de la transformada z inversa (en tot cas,
es recomana consultar l'apartat help de la funcié per a una explicacié més
detallada).

Exemple 2

A partir del senyal:

1 1 1
1-22-1-522+4+ 723+ qp 24— 3275
X(z)= 1—z-1—7z2+2773 (178)

Sabem que X(z) = Z{x{nﬂ i que x{n] =0, V n<O0.Esdemana obtenir x[n].
Solucioé

Com que x[n]=0, V n<0, queda clar que x[n] no pot ser ni un senyal infinit orientat
a l'esquerra ni un senyal infinit orientat a banda i banda. Aixi doncs, pot ser un senyal
finit o un senyal infinit orientat a la dreta. Aprofitarem aquesta informacié quan calgui
en el procés de calcul de la transformada z inversa de X(z), ja que:

xn]=Z"Y{x(z), ROC} (179)

Llavors, com que X(z) és un senyal racional amb la forma d'un quocient de polinomis,
el calcul de (179) consisteix a aplicar l'estratégia descrita en el subapartat 4.3 d'aquest
apartat. A més, s'observa que el numerador de X(z) és d'ordre M =5, mentre que el nu-
merador és d'ordre N = 3. Per tant, caldra aplicar la versié general de la descomposici6
en fraccions simples de X(z) (no sabem encara si hi haura algun pol de multiplicitat més
gran que 1, pero si que M > N).

Aixi doncs, apliquem la funcié residuez per factoritzar X(z) i descompondre-la en frac-
cions simples:

> B = [1 -2 -1/2 1 1/16 -1/8]; % Vector fila: numerador de X(z)
> A = [1 -1 -1 1]; % Vector fila: denominador de X(z)
>> [AC,p,d] = residuez (B,A)
AC =
0.0469
-0.2813

0.4219



© FUOC e PID_00262127 69 La transformada z

p =
1.0000
1.0000

-1.0000

d =

0.8125 -0.0625 -0.1250
S'observa el segtient:

e Els valors dels pols de X(z) sén els indicats en el vector p. Per tant, hi ha un pol amb
multiplicitat 1 a z= — 1i un pol amb multiplicitat 2 (o sigui, dos pols) a z= 1.

e Els valors dels coeficients d; sén els indicats en el vector d. Per tant,

d;=0.8125=13/16,d,= —0.0625= — 1/16id;= —0.125= - 1/8.

e Els valors dels coeficients A; i C; son els indicats en el vector AC, en correspondencia
amb I'ordre dels pols a p. Per tant, C; =0.0469 = 3/64, Cy=-0.2813= — 9/32
iA;=0.4219=27/64.

Aixi doncs, la descomposici6 en fraccions simples de X(z) és la segiient:

13 1 1,271 31 9 1
X@=15-167 -2+ AT At AT T - 320 1)

> (180)

I ara és el moment d'assignar la ROC de cadascuna de les tres fraccions simples obtingu-
des. Com hem comentat al principi, sabem que x[n] és un senyal finit o un senyal infinit
orientat a la dreta, de manera que, atés que X(z) presenta tres pols en llocs diferents a
z=00 z— o0, ja veiem que x[n] no pot ser finit, ja que aixod implicaria que la ROC de
X(z) abracés tot el pla z, cosa impossible amb aquests tres pols.

Per tant, x[n] és un senyal infinit orientat a la dreta i la ROC de X(z) és 1'exterior de
la circumferéncia de radi igual al pol de X(z) de modul més gran; o sigui, la ROC de

X(2) és lZ> 1. D'aquesta manera, les ROC de les tres fraccions simples en les quals esta
descomposta X(z) seran totes 2> 1:

z [%471 1+IZ—1’ 4> 1}=%(— 1) dn] (181)
Z_1[634 Z-l,|z|>1} 2] (182)
Z_l[—3—92—(1_lz_1)2,|z|>1 = —3—92(n+1)u[n] (183)

Aixi, finalment, completem la transformada z inversa de X(z) i obtenim x[n]:

Anl=ZYX(2) 4> 1} =
£ (138[n] - 8ln - 1]— 28n— 2D +75(2 + & (= 1)" = (n+ 1)uln]

(184)
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5. Caracteritzacio de sistemes LIT digitals mitjancant
la transformada z

Un cop presentades totes les eines de calcul i de representaci6 grafica necessa-
ries per a la caracteritzaci6 de senyals analogics en el domini transformat z,
en aquest ultim apartat del modul estudiarem com cal aplicar totes aquestes
eines per caracteritzar els sistemes LIT digitals en aquest domini.

Com sabem, tot sistema LIT és completament definit en la seva resposta im-
pulsional. Aixi, la caracteritzaci6 d'un sistema LIT digital en el domini z estara
sempre basada en la funcid de transferéncia del sistema, la qual definirem en
el subapartat 5.1 com la transformada z de la seva resposta impulsional.

A partir d'aqui, la funci6 de transferencia servira per calcular, en el subapartat
5.2, la sortida del sistema davant de qualsevol entrada, coneixer les propietats
del sistema i caracteritzar els sistemes globals resultants de l'associacio de di-

versos sistemes LIT digitals.

Finalment, en el subapartat 5.3, s'estudia la caracteritzaci6 en el domini trans-
format z dels sistemes LIT digitals regits per una relaci6 entrada-sortida amb la
forma d'equaci6 en diferéncies lineals de coeficients constants, la seva relacio
amb la funcié de transferéncia del sistema i, sobretot, com aquesta relacio ser-
veix per obtenir la resposta impulsional del sistema a partir de la seva relacié
entrada-sortida.

5.1. Funcio de transferéncia d'un sistema LIT digital
§ correspon a un sistema LIT digital; x[n], al seu senyal d'entrada; y[n], al seu

senyal de sortida, i k[n], a la seva resposta impulsional. Com sabem, aquests

tres senyals estan relacionats mitjangant 1'operacié convoluci6:

ylnl= x{n]*Hn (185)

Si apliquem la transformada z a cada costat de la igualtat en I'equaci6 (185),
obtindrem el segiient:

Zylnl) = Z{x[n]* Hn] (186)

Per la propietat de la convolucié temporal de la transformada z definida en

I'equaci6 (121), de (186) es despren que:
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Zlylnl) = Z{x[n] z{Hn]} (187)
Y(z) X (z) H (Z)

Y(2)=X(2)H(2) (188)

en que X(z), Y(z) i H(z) sOn les transformades z de, respectivament, x[n], y[n]
i hin].

La transformada z de la resposta impulsional h[n] d'un sistema LIT
digital S és l'anomenada funci6 de transferéncia del sistema S i se
simbolitza com a H(z):

H(z)2 Z{Hn]} = z Hnzn (189)

Com que h[n] caracteritza totalment S i la transformada z és una opera-
ci6 reversible, tota la informacié continguda en h[n] també és en H(z),
de manera que la funci6 de transferéncia d'un sistema LIT digital és
un senyal que caracteritza completament el sistema, de la mateixa
manera que ho fa la seva resposta impulsional.

S'observa que de l'equaci6 (188) ja es poden extreure algunes conclusions in-
teressants. D'entrada, veiem que el que en el domini temporal és una opera-
ci6 més o menys complicada (la convolucié entre dos senyals), en el domini
transformat z es converteix en una operacié molt més simple (un producte de

dos senyals).

I d'aix0 s'infereix directament que, a diferéncia del que passa en el domini
temporal, H(z) es pot obtenir molt facilment a partir de X(z) i Y(2):

YG)
HO=%5 (190)

Aixi, si anomenem Ry, R, i Ry les ROC de, respectivament, X(z), Y(z) i H(z):
Al <%= x(z. Ry (191
z
A <= Y(2. Ry (192)

Hnl <%= H(z, Ry (193)
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sabem que Ry N Ry € Ry, com ja hem vist en la demostraci6 6 del subapartat
3.5 d'aquest modul. Per tant, Y(z) existira (Ry # @) sempre que hi hagi X(z)
iH(z) (Rx# @, Ry # @) ique lainterseccio de les seves ROC no sigui buida
(Rx N Ry # @).

Una conseqiiéncia molt important d'aixo és que, en coneixer tan sols una
parella senyal d'entrada - senyal de sortida d'un sistema LIT, ja som capa-
cos d'obtenir-ne la resposta impulsional: calculem les transformades z dels
dos senyals, les dividim per obtenir la funci6é de transferéncia del sistema i
n'obtenim la resposta impulsional com el resultat de la transformada z inversa
de la seva funci6 de transferéncia. Aix0 és una cosa que no podem fer treba-
llant en el domini del temps, ja que la convolucié no té operaci6 inversa; pero,
en el domini transformat z si que és possible, ja que el producte de dos senyals

pot invertir-se facilment calculant-ne la divisi6.

Per acabar aquest apartat, es proposa un petit exercici que il-lustra aquesta
darrera quiestio.

Exemple 3

Volem obtenir la resposta impulsional d'un sistema LIT digital S del qual només sabem
que:

y[n] = TS{X[II] = u[n]} = sin(% n)u[n] (194)

Solucio

Com que $ és un sistema LIT, en traiem la resposta impulsional mitjancant la seva funci6
de transferéncia:

Hn)=z"Y{H(2) RH}=Z_1{%, RH} (195)

A partir de la taula 1 sabem que:

X@) =2l =Zdn} === (19)

Lo
Y(z) = Z{y[n]} = Z{sin(% n)u[n]} = m (197)

en que Ry i Ry, és a dir, les ROC de X(s) i Y(s) son iguals a 1> 1.

Llavors, com que Ry # @ ique Ry M Ry € Ry, jasabem que Ry # @ ique, per tant,
H(z) existeix. Ara, aplicant l'equaci6 (190), obtenim H(z):

H(Z)z Y(Z) _ 1—\,52—1+z—2 _ g l_g —2 (198)
X(Z> 1_1r1 1- \IEZ_] +2z2

Ara descomponem H(z) en fraccions simples:
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>> B = [0 sgrt(2)/2 -sqrt(2)/2]; % Vector fila: numerador de H(z)
>> A = [1 -sqrt(2)/2 1]; % Vector fila: denominador de H(z)
>> [AC,p,d] = residuez (B,R)
AC =
0.3536 - 0.24431
0.3536 + 0.24431i
p =
0.3536 + 0.93541
0.3536 - 0.93541
d =
-0.7071
>> [abs (AC) angle (AC) ]
ans =

0.4298 -0.6047

0.4298 0.6047
>> [abs (p) angle(p)]
ans =

1.0000 1.2094

1.0000 -1.2094

S'observa el segtient:

*  Pols de H(z): p= ejl21 p,= —jl.21

Cocficients d;: dy = —0.70712 —\2 [2.
® Coeficients A;y C;: Aj= 0.43¢-J0-605 Ay 0.43J0.605,

Aixi doncs, la descomposici6 en fraccions simples de H(z) és la segiient:

ﬁ 0.43e-j0-605  ().43¢J0-605
2

H(z)="%+ |— el 21 T eil21,1

(199)

Aleshores, com que Rx i Ry son iguals a lA> 11 que Ry N Ry € Ry, veiem que, com
a minim, ha de succeir que Ry inclogui lzZ1> 1. Atesa la descomposicié obtinguda a
(199), s'observa que Ry només pot ser |2> 1, ja que els seus dos pols sén de modul 1

lp]=lp,|=1.

Ja sabem, per tant, que h[n] és un senyal infinit orientat a la dreta, ja que la ROC de H(s)
és l'exterior de la circumferéncia lz= 1.

Finalment, ja podem tornar a (195) i obtenir h[n]:

Hnl=ZzYH(z), 14>1}=

@5[11]+ 0.43¢j0-605¢j1.21ny ] + 0.43e/0-605¢j~1. 21 p| =

200
g 8l n]+0.43(e—10.605-1.21n) 4 ¢(0.605-1.21n)) ] = -

@ 8[n]+0.86c0s(0.605 — 1.2 1n)u{n]

5.2. Caracteritzacio de sistemes LIT digitals mitjancant la seva

funcio de transferéncia

Com ja hem vist en l'apartat anterior, la funcié de transferéncia d'un sistema
LIT digital permet caracteritzar del tot el sistema. A continuacid, procedirem
sistematicament i veurem com cal utilitzar la funci6 de transferéncia per:

e Calcular la sortida d'un sistema LIT digital davant de qualsevol senyal
d'entrada, en el subapartat 5.2.1.
e Coneixer les propietats d'un sistema LIT digital, en el subapartat 5.2.2.



© FUOC » PID_00262127 74

La transformada z

e Caracteritzar el sistema LIT digital global resultant de l'associacié de siste-
mes LIT digitals, en el subapartat 5.2.3.

5.2.1. Calcul de la sortida en sistemes LIT digitals

Per l'equacio (188), sabem que la transformada z del senyal de sortida de tot
sistema LIT digital és igual al resultat del producte de la transformada z del
senyal d'entrada per la funci6 de transferéncia del sistema.

D'aquesta manera, ja veiem com calcular la sortida en sistemes LIT digitals
mitjancant 1'as de la seva funci6 de transferéncia: calculant la transformada z
del senyal d'entrada, multiplicant-la per la funci6 de transferéncia per obtenir
la transformada z del senyal de sortida i calculant la transformada z inversa
d'aquesta per obtenir el senyal de sortida en el domini temporal.

A continuaci6 es proposa un exercici per il-lustrar aquest procediment.

Exemple 4

De dos sistemes LIT digitals S; i S, coneixem, respectivament, la seva relaci6 entrada-sor-
tida i la seva funci6 de transferéncia:

yl[n] = Tsl{x l[n]} = %XI[H] + Elxl[n —1] (201)
Hyd)= 1= (202)

n
Hem de calcular les sortides de $; i S, davant el senyal d'entrada X[H] = (71) u[n]

Solucio

a) Veiem que S; calcula la mitjana de la mostra actual amb la mostra anterior. En substituir

X l[n] = 6[11] a (201), obtenim la seva resposta impulsional:
hnl = Ts {x[n]= 8ln} = 2 ol + 2 oln— 1] (203)

Gracies a (128) sabem que la funci6 de transferéncia de $; és la segiient:

H(s)=Z{n|n} = Z{z oln]+ 3 oln— 1} =

1Z{oln) + 3 z{oln— 1)} =4 +1 -1 (204)

Veiem que Hl(s) presenta un guany de 1/2, un zeroa z=-1iun pol a z= 0 i que, com

que hy[n] és un senyal finit, la seva ROC (R inclou tot el pla zi ésigualaV z — {Z = 0}.

D'altra banda, obtenim la transformada z del senyal d'entrada consultant la taula 1:

—

xX(A=2xli=(@fdl}=—1= 09

[\S] SN
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S'observa que Xl(z) presenta un guany 1, un pol a z = 1/2 i un zero a z = 0. Com que
x1[n] és un senyal infinit orientat a la dreta, la ROC de X I(Z) (Rx1) és l'exterior de la
circumferéncia de radi 1/2, és a dir, |24> 1/2.

Aixi doncs, el producte de X l(Z) per H I(Z) ens permet obtenir Yl(z), és a dir, la trans-
formada z de y;[n], el senyal de sortida de S;:

e e

i (2006)
7 z-

Ara, mitjancant la funci6é residuez, descomponem YI(Z) en fraccions simples:

>> B = (1/2)*[1 1]; % Vector fila: numerador de Y1 (z)
>> A = [1 -1/2]; % Vector fila: denominador de Y1 (z)
>> [AC,p,d] = residuez (B,A)

AC

1.5000
p =

0.5000
d =

=1

Llavors, per mitja de la propietat de convoluci6 de la transformada z sabem que Ry, la
ROC de YI(Z)' és tal que Ry; N Ry € Ry. Com que Rpy;=V s— {Z= 0} i que Ry
ésl4>1/2 (z = 0 també s'exclou de Ry ), succeeix que Ry M Ry = Ry Per tant,
Rx1 € Ryy; és a dir, I'exterior de la circumferéncia de radi 1/2 és inclos a Ry .

Com que YI(Z) presenta un pol a z = 1/2, y1[n] no sera un senyal finit i Ry no podra
abastar tot el pla z. Per tant, I'inica possibilitat és que Ry = Ry, és a dir, que la ROC

de YI(Z) sigui lz1> 1/2, tal com mostra la figura 18:

Figura 18. Representacié grafica conjunta del diagrama de pols i zeros i de la ROC de

Y](Z)
ROC de Y, (2): |z/>1/2
/2
27/3 /3
5x/6 /6
s~ N
/ \
/ 5
E | o] X 0
\ 0 12
\ /
\ y
. g -
57/6 /6
273 -7/3
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I ara ja estem en condicions de calcular la transformada z inversa de YI(Z) i obtenir,
finalment, y;[n]:

3
—1+—2—, Ry,

-5 z—1

yl[n]=Z"{Y1(s), Ry =27
(208)
— 7zl

1, Vz +%Z“{ L - 7{>1/2=_6[n]+%(%)nu[n]

1
N

b) Per les transformades tipiques de la taula 1, veiem que Ry, (Ia ROC de la funcié de
transferéncia del sistema S,) presenta un pol a z =1 i un zero a z = 0. El que no podem
saber amb la informacié de qué disposem és si Ry, és l'exterior de la circumferéncia
de radi 1 centrada en I'origen del pla z (2> 1) o si és I'exterior d'aquesta circumferéncia
(2 < 1). Per tant, només podem treballar amb les dues hipotesis.

La transformada z del senyal d'entrada ja la coneixem de (205), de manera que:

Y(d)= X,()H)(7)=—+
2

i i
- 209
- (=) PR (209)

z-1

Ara, mitjancant la funci6é residuez, descomponem YZ(Z) en fraccions simples:

>> B = 1; % Vector fila: numerador de Y2 (z)
>> A = [1 -3/2 1/2]; % Vector fila: denominador de Y2(z)
>> [AC,p,d] = residuez (B,A)
AC =
2
=1
p =
1.0000
0.5000
d =

Aixi doncs, la descomposici6 en fraccions simples de YZ(Z) és la segilient:

Yz(Z) = 1_22_1 —

(210)

1-52z-1

N — —

I arribats a aquest punt, hi ha dues possibles solucions a aquest problema. Si s'assumeix
que Ry, éslzl> 1, aleshores Ry, només pot ser lz1> 1, ja que Ry N Rpyo SRy, i Ry
ésld>1/2 (el senyal d'entrada és infinit orientat a la dreta). En aquest cas:

y Jnl= Z‘l[ Y(s), RYZ] =

7‘>1/ 7‘>1/2

Pero si s'assumeix que RH2 éslz < 1, lavors, per la mateixa raé que abans, RY2 només
pot ser 1/2 <2< 1, i en aquest cas:

Lo

— 2 —n—1-@) un]

1 (211)

1-z—1°

1 1
2 —Z_[l_lz_l,
2

27! =@ - utn]

1

1
.yZ[n] = 2Z—‘{1_Z_] ’ s

1—72—1

71

z{> 172 =
(212)
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5.2.2. Propietats dels sistemes LIT digitals

A continuacié estudiem la relacié que hi ha entre les caracteristiques de la
funci6 de transferencia d'un sistema LIT digital i les propietats del sistema.

Causalitat

Sabem que un sistema LIT digital S és causal si i només si la seva resposta

impulsional h[n] és igual a zero per a n<0:

S és causal < Hn]=0, Vn<0 (213)

Per tant, és segur que la resposta impulsional d'un sistema LIT digital causal no
sera mai ni un senyal infinit orientat a 1'esquerra ni un senyal infinit orientat
a banda i banda. En qualsevol cas:

e Si S ésun sistema causal FIR, h[n] sera un senyal finit que compleixi amb
(213).

e Si S ésun sistema causal IIR, h[n] sera un senyal infinit orientat a la dreta
que compleixi amb (213).

Aixi doncs, ja podem establir una primera conclusio:

Un sistema LIT digital pot ser causal només si la ROC de la seva
funcié de transferéncia no és:

e L'interior d'una circumfereéncia centrada en l'origen, ja que, en
aquest cas, la seva resposta impulsional sera un senyal infinit orien-

tat a l'esquerra.

e Un anell compres entre dues circumferencies centrades en
l'origen, ja que, en aquest cas, la seva resposta impulsional sera un
senyal infinit orientat a banda i banda.

Anomenem Ry la ROC de la funci6 de transferencia H(z) del sistema LIT digital
S. Convé notar que el fet que Ry abasti tot el pla z, és a dir, l'exterior d'una
circumferéncia centrada en l'origen, no garanteix que S sigui causal, ja que no
n'hi ha prou que h[n] sigui finita o infinita orientada a la dreta, sin6 que, a

més, ha de complir la condici6é expressada a (213).

Podem il-lustrar-ho amb dos exemples molt simples:

* SiHn=8n+1] Ry=Vz- {z— oo}, en que § és un sistema FIR no causal.
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Si Hn]=dn+1] Ry= {4>1—{z> oo}, en que S és un sistema IIR no causal.

La clau d'aquest fet és en la propietat de desplacament temporal de la trans-
formada z (vegeu el subapartat 3.2 d'aquest modul). Entre altres coses, aques-
ta propietat ens indica que un desplacament horitzontal arbitrari aplicat a
un senyal temporal només modifica la ROC de la seva transformada z per
la possible inclusi6 o exclusio de z = 0 0 z— oo, a causa del factor z7"0 que

apareix en el domini z com a conseqiiéncia del desplacament:

e Si el desplacament és un avancament del senyal, llavors ny <0 i el factor

7710 exclou z — oo de la ROC.

¢ Siel desplagament és un endarreriment del senyal, llavors ny > 01i el factor
z7"0 exclou z = 0 de la ROC.

Com que la forma general dels senyals transformats definida a (131) no in-
clou monomis amb poteéncies positives de z, 'avancament del senyal (despla-
cament cap a valors negatius de n) és 1'inic d'entre els dos tipus de desplaga-

ment horitzontal que pot posar en perill la condici6 de causalitat de (213).

Per tant, el quid és en la inclusi6 o exclusi6 de z— oo a la ROC:

Un sistema LIT digital FIR és causal si i només si z— oo és inclos en

la ROC de la seva funci6 de transferencia.

Un sistema LIT digital IIR és causal si i només si la ROC de la se-
va funci6 de transferéncia és l'exterior de la circumferéncia de ra-
di igual al modul del pol de modul més gran i z— oo és inclos en
aquesta ROC.

Es a dir;
RH=VZ+{Z—> oo}

TR AR

S és causal & (214)

en que [p| el modul del pol de modul més gran de H(z).

Estabilitat

Sabem que un sistema LIT digital S és estable si i només si la seva resposta
impulsional h[n] és absolutament sumable:

n=—co
S ésestable < Z[h[n]|<oo (215)
+o00
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Ja vam veure a (10) que la convergeéncia de la transformada z de h[n] no depén
de la fase de z:

|H@)= IZ hnjr—ne=jor < Z [n{n)—ne-ior = Z lpin | (216)
+o0 +o0 +o0

en qué r= |, o=Arg(z)i en qué H(z) és la funcié de transferéncia de S.

Si avaluem (216) per ar =1, és a dir, per a z=e/®, veiem que l'absoluta suma-

bilitat de h[n] és cota superior de |[H(ei®):

[H(ejo)| < Z |nn1™" = Z | | (217)
+o0 +00

Si es compara (215) amb (217), s'observa que la condici6 d'estabilitat de S és

equivalent al fet que |[H(e/®) sigui un valor finit. I que [H(ei®) sigui un valor
finit implica que la ROC de H(z), Ry, inclogui la circumferéncia unitat del pla

z (és a dir, circumferéncia de radi 1).

Per tant, podem concloure que:

Un sistema LIT digital és estable si i només si la circumferencia uni-
tat del pla z és inclosa en la ROC de la seva funci6 de transferéncia:

S ésestable < {d=1CRy (218)

D'aix0 inferim, com ja sabem, que tot sistema LIT digital FIR és estable.

Si, a més, ens atenim a senyals transformats racionals de la forma definida
en l'equaci6 (131), podem concretar també una conclusio important sobre la
doble condicio6 de causalitat i estabilitat de sistemes LIT digitals:
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Un sistema LIT digital FIR en que la seva funci6 de transferéncia

inclogui z — oo en la seva ROC és sempre causal i estable.

Un sistema LIT digital IIR en qué la seva funcid de transferencia tin-
gui una ROC que sigui l'exterior de la circumferencia de radi igual
al modul del pol de modul més gran i que inclogui z — oo és causal
i estable si i només si tots els pols de la seva funci6 de transferéncia
tenen modul més petit que 1 (o sigui, si estan ubicats a l'interior de la
circumferencia unitat del pla z).

Es a dir:
RH=VZ+{Z—> oo}

S és causal i estable < 2 (219)

RH={|Z|>lp|]+[z—>oo} i [pl<1vi

els P son els pols de H(z) i|p| el modul del pol de modul més gran de H(z).

Memoria
Sabem que un sistema LIT digital S t¢é memoria si i només si la seva resposta

impulsional h[n] és diferent de O per a algun valor positiu de la variable inde-

pendent:

S té memoria & 3ny>0: Hng)#0 (220)

en que 1, un valor enter (ny € Z). A més, la memoria de S es mesura en mostres

i és igual al maxim valor positiu n, per al qual h[n] és diferent de O.

En general, respecte de la memoria dels sistemes LIT digitals, podem dir el
segient:
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Si H(z) és la funci6 de transferéncia d'un sistema LIT digital S i Ry és la

ROC de H(z). Només pot tenir lloc un dels escenaris segiients:
1) Si Ry és V z, el sistema S és FIR i h[n] és un senyal de longitud finita:

e SiRgnoinclouz =0, a H(z) hi ha alguna potencia negativa de z. Si
z "0 la poténcia més negativa de z a H(z) (ny > 0), S té una memoria

de ny mostres.

e Si Ry inclou z = 0, a H(z) no hi ha cap poténcia negativa de zi §

no té memoria.

2) Si Ry és l'exterior d'una circumferencia, el sistema S és IIR i h[n]
és un senyal infinit orientat a la dreta; per tant, la memoria de S és
infinita.

3) Si Ry és l'interior d'una circumferencia, el sistema S és IIR i h[n]

és un senyal infinit orientat a l'esquerra. Si M i N sén els ordres del
numerador i el denominador de H(z):

e Si M>N, aleshores Ry no inclou z=01i S té una memoria de M
— N mostres.
e Si M <N, aleshores Ry inclou z=01i S no té memoria.

4) Si Ry és un anell, el sistema S és IIR i h[n] és un senyal infinit orientat

a banda i banda; per tant, la memoria de S és infinita.

Invertibilitat

Sabem que un sistema LIT digital S; de resposta impulsional h,[n] és invertible
si i només si hi ha un altre sistema LIT digital S, de resposta impulsional h,[n]

tal que la convolucié entre h;[n] i hy[n] és igual que una delta discreta:

S; 1 S, séninversos < hl[n]*hz[n]zé[n] (221)

En aplicar la propietat de convoluci6 de la transformada z a (221), obtenim la

condici6 d'invertibilitat en termes de les funcions de transferencia H 1(z)i H z(z):

Z{hl[n]*hz[n]}=Z{h1[n]}z{h2[n]}=@ = H{2H\2)=1 (222)
H 1(2) Hz(Z) 1

Per tant, podem concloure que:
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Dos sistemes LIT digitals son invertibles si i només si la funci6 de
transferencia d'un és la inversa de la de 1'altre:

S; 1 S, soninversos < Hl(z)=% (223)

Observem, per tant, que caracteritzar el sistema invers d'un sistema LIT digital
és molt senzill treballant en el domini transformat z: coneguda h,[n], calculem

H 1(2) mitjancant la transformada z directa, obtenim Hz(z) invertint H 1(z), tal
com s'indica a (223), i finalment obtenim /h,[n] com a resultat de la transfor-

mada z inversa de HZ(Z).

A més, aix0 permet obtenir un criteri més sobre la invertibilitat en sistemes
LIT digitals: S; i S, s6n invertibles si existeixen H l(z) i Hz(z), és a dir, si les

ROC de H 1(2) i Hz(z) son diferents del buit (Ry;# @, Ry # @).

Finalment, si ens centrem en senyals transformats racionals de la forma de-
finida en l'equaci6 (131), podem assenyalar conclusions importants sobre la
invertibilitat de sistemes LIT digitals:



© FUOC » PID_00262127 83

La transformada z

Un sistema LIT digital amb una funci6 de transferéncia racional és
sempre invertible, ja que la funci6 de transferéncia del seu sistema
invers és una altra funcio racional els zeros de la qual s6n els pols

d'aquella i els pols de la qual s6n els zeros d'aquella:

[T (e [T (-p1
H())=G—K—— & HM%# (224)

I (1-r7) [T ()

en qué H(z)=1/H,(z) i en que:

G és el factor de guany de H{(z)i 1 /G és el factor de guany de H(z).

® Els coeficients p; son els pols de H 1(z) iels zeros de Hz(z).

*  Els coeficients c; son els zeros de H(z) i els pols de Hy(z).

Aixi doncs, s'anomena sistema de fase minima aquell sistema LIT amb
funcidé de transferéncia racional els pols i zeros de la qual tenen
modul inferior a 1 (és a dir, els pols i els zeros sén a l'interior de la
circumferéncia unitat del pla z). De (224) s'infereix que tots els pols i
zeros del sistema invers d'un sistema de fase minima també tenen part
real negativa.

Per tant, tot sistema de fase minima és causal i estable i té un sistema
invers que també és causal i estable (que, per tant, també és de fase

minima).

5.2.3. Associacié de sistemes LIT digitals

A continuacié presentem com es caracteritza la funcié de transferéencia del
sistema LIT digital global resultant de 'associaci6 de sistemes LIT digitals.

Associacio en seérie

Partim de dos sistemes LIT digitals, S; i S, les respostes impulsionals dels quals

son hy[n] i hy[n], i les funcions de transferéncia dels quals son H l(z) i Hz(z).

L'associaci6 en série de S; i S, es caracteritza de la manera segiient:
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Figura 19. Funcié de transferencia de l'associaci6 en serie de sistemes LIT digitals

h[n]
x[n] y[n] = x[n] * hy[n] * hy[n]
—> Sy > S, —>
X(2) Y(2) = X(2) Hi(2)H,(2)
T
Il
x[n] y[n] = x[n] = h[n]
—> S —>
X(s) Y(z) =X(2)H(2)

Per tant, la funci6 de transferéncia H(z) del sistema LIT digital global resultant
de l'associacio en serie de S; i S, és tal que:

[ H(2)= H(2)H(2)| (225)

En general, per a tota associaci6 en serie de N sistemes LIT digitals, la funci6
de transferéncia del sistema global resultant és la segiient:

Associacid en paral-lel

Partim de dos sistemes LIT digitals, S; i S, les respostes impulsionals dels quals

son hy[n] i hy[n] i les funcions de transferéncia dels quals sén H 1(Z) i Hz(z).

L'associaci6 en paral-lel de $; i S, es caracteritza de la manera segiient:

Figura 20. Funcié de transferéncia de I'associacié en paral-lel de sistemes LIT digitals

> S5 nin]

x[n] yIn] = x[n] = hy[n] + x[n] = hyn] = x[n] = (hy[n] + hy[n])

X(2) Y(2) = X(2)H,(2) + X(2)H,(2) = X(2) (H,(2) + H;(2))
S, H(z)

[n] ~ 2]+
SN yln = x[n] « hin]

X(2) T Y(2) = X(D)H(2)

Per tant, la funci6 de transferéncia H(z) del sistema LIT digital global resultant

de l'associaci6 en paral-lel de $; i S, és tal que:

[H(z)=H(2)+ Hy(2)| (227)

En general, per a tota associaci6 en série de N sistemes LIT digitals, la funcio
de transferencia del sistema global resultant és la segiient:
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Associacio en llac de realimentacio

Partim de dos sistemes LIT digitals, S; i S, les respostes impulsionals dels quals

sOn hy[n] i hy[n] i les funcions de transferéncia dels quals sén H 1(2) i Hz(z).

Recordem que la resposta impulsional h[n] del sistema global S resultant i
'associacio en lla¢ de realimentaci6 de S; i S, és igual a la convoluci6 entre

hi[n] i un senyal h3[n]:

Hn]= hy[n]* hin] (229)

en que h3[n] és tal que:

h3[n] *(6[n] - hl[n] * hz[n]) = 8[n] (230)

Si apliquem a (230) les propietats de linealitat i convolucié temporal de la

transformada z, obtindrem el segiient:

1

H 3(2)(1 -H(2H 2(2)) =1 > Hy2)= m

(231)

En fer el que calgui a (229) i en substituir el resultat obtingut a (231), es conclou
el segiient:

1

—H{)H,) (232)

H (z) =H 1(Z)H 3(2) =H l(z)

Aixi doncs, I'associaci6 en lla¢ de realimentaci6 de S i S, es caracteritza de la

manera seglient:

Figura 21. Funcié de transferéncia de I'associacié en lla¢ de realimentacié de sistemes LIT
digitals

h[n]
x[n] y[n] = x[n] « hy[n] + y[n] = hy[n] = hp[n] = x[n] * hy[n] = hs[n]

s, ~ _ H,(2)
o ¥(2) = X(2)Hy(2) + Y (D) Wy (2)Hy(2) = X (@) = smos
N H(z)

) 4
»D
>

A

y[n] = x[n] « hfn] = x[n] = hy [n] * hs[n]
e Hy(2)

X(2) Y(Z):X(Z)H(Z):X(Z)m

x[n]
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I, per tant, la funci6 de transferencia H(z) del sistema LIT digital global resul-
tant de l'associaci6 en lla¢ de realimentacié de $; i S, és tal que:

Hy(2)
H?)=Tromo (233)

S'observa, doncs, que la caracteritzacié de 'associacié en lla¢ de realimentacio
de sistemes LIT digitals és més satisfactoria treballant des del domini transfor-

mat z que des del domini temporal, ja que el calcul de h3[n] sempre és proble-

matic, mentre que H(z) s'obté operant directament amb H l(z) i Hz(z).

5.3. Resolucio d'equacions en diferéncies lineals de coeficients

constants en el domini transformat z

Partim d'un sistema LIT digital S amb resposta impulsional h[n] i amb una re-
laci6 entrada-sortida que és una equaci6 diferencial lineal de coeficients cons-

tants d'ordre N de la forma:
N M
Zaky[n—k]=2bkx[n—k] (234)
k=0 k=0

Aixi mateix, sabem que aquest sistema $ pot ser representat mitjancant aquest

diagrama de blocs:

Figura 22. Possible implementacié del diagrama de blocs del sistema §

by/a,

x[n]

Convé recordar, també, que S és un sistema LIT sempre que les sortides dels
blocs de retard del sistema valguin O en l'instant inicial en que el sistema
es posa en funcionament. D'ara endavant, doncs, assumirem que la posada
en condicions inicials de S ha estat exactament aquesta i no una altra. En cas
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contrari, $ no seria un sistema LIT i, per tant, no compliria el teorema de les
autofuncions, de manera que caracteritzar-ne els senyals d'entrada i de sortida
i la resposta impulsional en el domini transformat z no tindria cap sentit.

Aixi doncs, I'objectiu és obtenir h[n] a partir de la relaci6 entrada-sortida de S.
Amb aquest objectiu comencem a aplicar la transformada z a banda i banda
de la igualtat a (234):

N M
Z z ayln—klj=2 Z bx{n—k]| (235)
k=0 k=0

En aplicar la propietat de linealitat de la transformada z a (235), obtindrem
el segiient:

N M
Z a Z{yln—kl} = Z b, Z{x[n—k]} (236)
k=0

k=0

Si X(z):Z{x[n]} i Y(z):Z{y[n]}, podem aplicar la propietat de derivaci6 en el
temps de la transformada z a (236) i obtenir el segiient:

N M
Z azkY(z)= Z b zkX(2) (237)
k=0

k=0

Aixi, si traiem X(z) i Y(z) fora dels sumatoris (ja que sé6n independents de k)
a (237), les agrupem a un costat de la igualtat i deixem els sumatoris a l'altre,

arribem a l'expressio segiient:

M
N " 3
Y(2) k=0 k2

Y(Z)Z azk= X(2) bz k = = N (238)

k=0 k=0 X(z) Z g
k=0 K

Observem, doncs, que, si partim de la relaci6 entrada-sortida del sistema § i

hi apliquem la transformada z, obtindrem la funcié de transferéncia de S:

=N (239)

Per tant, podem extreure'n una conclusié important:
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La funci6 de transferéncia d'un sistema LIT digital és I'element de
connexio entre la relacié entrada-sortida del sistema amb la respos-
ta impulsional del sistema:

e DPer obtenir h[n] a partir de la relaci6 entrada-sortida, obtenim pri-
mer H(z) a partir de la relaci6 entrada-sortida mitjancant l'aplicacio
de les propietats de la transformada z i, a continuaci6, obtenim la

resposta impulsional calculant Hn]= Z_I{H(z)}.

e Per obtenir la relaci6 entrada-sortida a partir de h[n], obtenim pri-

mer la funcié de transferéncia calculant H(z) = Z{h[n]} i, a continua-
ci6, obtenim la relaci6 entrada-sortida a partir de H(z) mitjancant
l'aplicaci6 de les propietats de la transformada z.

Aixi mateix, s'observa que l'expressio de H(z) obtinguda a (239) és exactament
igual que la forma del senyal transformat racional definit a (131):

M
k
Y(2) Z oK byt byzl o e 4 by z- M=) 4 by M
H(Z) = = N = _ _
X(2) ag+a;z-1+ - +ay_;z-(N-D+ayz-N
ayzk

k=0

(240)

en que Y(z) i X(z) els polinomis del numerador i del denominador de H(z),

respectivament.

Per tant, com que només queda calcular Hnl=2z" 1{H(z)}, veiem que, un cop ob-
tinguda H(z), simplement cal aplicar-hi l'estratégia de calcul de la trans-
formada z inversa desenvolupada en l'apartat 4 d'aquest modul i obtenir
h[n].

Amb aquest objectiu, i per cloure aquest apartat, a continuacio es planteja un
exercici d'aplicaci6 de tota aquesta estrategia.

Exemple 5

Partim d'un sistema LIT digital S caracteritzat pel diagrama de blocs segiient:
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Figura 23. Diagrama de blocs del sistema §

x[n] > y[n]

Hem de calcular la resposta impulsional de S.
Solucié

En primer lloc, atés el diagrama de blocs del sistema, queda clar que la relacié entra-
da-sortida de S és una equaci6 en diferencies lineal de coeficients constants de la forma
expressada a (234). Aixi doncs, la relaci6é entrada-sortida de S s'obté directament a partir
del diagrama:

nl=2yln—11-2 yln—2]=24nl+ 3xn— 1] (241)

Tant en el seu diagrama de blocs com en la relacié entrada-sortida observem que S és un
sistema LIT causal, ja que el calcul de y[n] només depeén de x[n] i de diverses versions
retardades de x[n] i y[n].

En segon lloc, com que sabem que la funcié de transferéncia associada a un sistema
d'aquest tipus és de la forma expressada a (239), també podem obtenir directament H(z):

1
H(z)=—2132 (242)
l-5z-1-5272

A continuacié, descomponem H(z) en fraccions simples. Amb aquesta finalitat i per es-
talviar-nos els calculs, fem servir la funcié residuez de MATLAB:

>> B = [2 3]; % Vector fila: numerador de H(z)
>> A = [1 -1/2 -1/2]; % Vector fila: denominador de H(z)
>> [AC,p,d] = residuez (B,A)
AC =
3.3333
-1.3333
p =
1.0000
-0.5000
d =
[1
Veiem que:

Pols de H(z): p, =1, p,= — 1/2.
* Coeficients A; Aj= 10/3, Ay=— 4/3.

Aixi doncs, la descomposici6 en fraccions simples de H(z) és la segiient:

10__1 4__ 1 10 4
H(Z)=T =13 l+§12—1 =TH1(Z)—§H2(Z) (243)

Llavors, ja que, com ja hem vist, S és un sistema causal, la ROC d'aquesta H(z) és necessa-
riament l'exterior d'una circumferéncia centrada en I'origen del pla z. Hi ha dos candidats
possibles, que es corresponen amb els moduls dels pols de H(z). Atés que la ROC, per
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definici6, no pot contenir cap pol, és el pol de modul més gran el que en marca el l1imit.
Per tant, la ROC d'aquesta H(z) és 2> 1, tal com mostra la figura 24:

Figura 24. Representacié grafica conjunta del diagrama de pols i zeros i de la ROC de
H(2)

ROC de H(z): |z|>1

xl2
27/3 7/3
5x/6 ©/6
g —
e ~
/s N\
/ \
/ \
x o ! X o0 X 0
1 o o5 1 15
\ /
\ /
N /
7 — —~ <
57/6 -7/6
27/3 -m/3
/2

S'observa, a més, que S és un sistema LIT, causal i inestable, ja que la circumferéncia
unitat (zl= 1) no és inclosa en la ROC de la seva funci6 de transferéncia.

Aixi doncs, les ROC associades a les dues fraccions simples de (243) sén, respectivament,

4> 1ild>1/2 i, d'aquesta manera, les transformades z inverses de totes dues fraccions
simples donaran lloc a dos senyals infinits orientats a la dreta. Per tant, segons la taula 1:

hnl=ZzYH (2, 14> =21, 14> 1}= ] (244)

(-4l @as)

hz[n] = Z_I[HQ(Z), 2> _%} = [ﬁ, 2> %

2%
I, finalment, obtenim la resposta impulsional de S:

ol =22 nfnl %ol =il -3~ 3 o= (2 - 4(-4) )l 26

Per tant:

Hnl=3(10— (=27 ™)uin] (247)
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Resum

En aquest modul hem estudiat la transformada z com a eina que permet ca-
racteritzar els sistemes LIT digitals per complementar-ne aixi la caracteritzacio

en el domini del temps.

En primer lloc, hem vist les equacions de calcul de la transformada z (1'equaci6
d'analisi i I'equacié de sintesi) com el resultat de l'aplicaci6 dels postulats del
teorema de les autofuncions dels sistemes LIT digitals. Aixi, la transformada z
és l'eina que ens permet expressar senyals digitals com el resultat d'una com-
binaci6 lineal d'exponencials complexos. A més, hem estudiat els conceptes
de regi6 de convergeéncia (ROC) i de diagrama de pols i zeros: tots dos son fo-
namentals per representar els senyals i treballar-hi en el domini transformat z.

En segon lloc, hem calculat les transformades z de tot un conjunt de senyals
basics i, aixi mateix, les propietats fonamentals de la transformada z. El princi-
pal objectiu de tots aquests resultats, pel que fa a la teoria de senyals i sistemes
que estem estudiant, és permetre'ns representar senyals complexos en el do-
mini transformat z sense que suposi un increment en la dificultat dels calculs
matematics associats. En aquest sentit, hem vist una estrategia de calcul molt
interessant per a nosaltres: la que ens permet obtenir la transformada z inver-
sa d'un senyal racional (quocient de polinomis). A més, algunes de les propi-
etats de la transformada z ens permeten obtenir conclusions molt rellevants i
interessants: per exemple, la naturalesa de la transformada z de qualsevol se-
nyal real (propietat de conjugacié complexa) o la transformacio6 del calcul de
la convoluci6é temporal en un producte de senyals en el domini transformat

z (propietat de convoluci6é temporal).

Finalment, com a objectiu primordial del modul, hem introduit el concepte
de funcio de transferencia d'un sistema LIT digital (és a dir, la transformada z de
la seva resposta impulsional) i hem estudiat com, mitjancant aquesta funcio
de transferéncia, és possible caracteritzar els sistemes LIT digitals: calcular-ne
la sortida, conéixer-ne les propietats, caracteritzar associacions entre diferents
sistemes i poder relacionar facilment la seva relacié entrada-sortida amb la
seva resposta impulsional.
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Exercicis d'autoavaluacio

1. A partir del senyal X[H] = u{n] — u[n - N], en qué N€Z, amb N > 1, i X(z) és l'expressié
resultant de la seva transformada z. Quina de les afirmacions segilients és correcta?

a) X(z)= +r1+r2+ - 4+ z-N+24 7-N+1j]a seva ROC éslz> 1.

b) X(Z) — Tl ilasevaROCésV z— {Z = 0}.
[9) X(Z) = 1Z_1 IZ_IZV 7 ila seva ROC és 2> 1.

1_
d) X(z)= 1+ 2714 22+ -+ + zZN+2+ z~N+1 i la seva ROC és V z.

2. A partir del senyal x[n|=an pera0<n<N-1,i x[n]=0 per a la resta, en qué N € Z,
amb N > 1, i X(z) és I'expressio resultant de la seva transformada z. Quina de les afirmacions
seglients és correcta?

1—a NN
a) X(Z) = ol | la seva ROC és V z.
1 aNz-N
b) X(z) == 1 pra s la seva ROC és V z.
<) X(z) == 1 az—l ilaseva ROCésV z— {Z = ()}.
-N
d) X(Z)z = aa;I i la seva ROC ésVZ—{Z=0}.

3. A partir del senyal X[n] = Sin(%Tﬂ n) i de X(z) com a expressio resultant de la seva transfor-
mada z. Quina de les afirmacions seglients és correcta?

V312

a) X(Z) = m ila seva ROC éslz> 1.
1-(1/2)z-1 ;
b) X( ) l+(l/2)z—1+ - ila seva ROC és |2 > 1.
-/ 3/2)z-
[9) X( ) (\/ )Z ila seva ROC és 2> 1.

1+(1/2)Z—1+z —2

d) X(z) no existeix.

4. A partir del senyal X[n] = 2_nu[ —-n-— 1] - 3_nu[n] i de X(z) com a expressio resultant de la
seva transformada z. Quina de les afirmacions segiients és correcta?

B 1-(5/12)z-1 _ ) 1
a) X(s)— 1—(5/6)2—1+(1/6)T2 ila seva ROC és |24 > 5-
— —1
b) X(s)= — (5/6)(25—/115)(21/6)2—2 ila seva ROC és |2 < %
o X(s)= (5/6)(25—/113)(21; 072 ila seva ROC és —é <ld< 51

d) X(z) no ex1ste1x.

5.8i y 3y[n x[n és larelacio entrada-sortida d'un sistema LIT digital causal. Quina
és la seva resposta impulsional?

a) h(t) = — (—;)

b) h(t)= —3™ u[]
o Ho)=(- )u[
& Ho)=(-3)"dn]
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n
6. D'un sistema LIT digital només se sap que, davant el senyal d'entrada x[n] = ( - 31) u[n], el

n 1
seu senyal de sortida és y[n] = 3( - l) (1 - (51) )u{n] Quina és la seva relacié entrada-sor-

tida?

a) y[n—2]+3y[n— 1]+2y[n]=x{n]
b) y[n—2]+3y[n— 1]+2y[n]:x[n— 1]+3x[n]
o) xn—2]+3xn— 1]+2x[n]=y[n— 1]+3y[n]
d) x[n — 2]+3x[n - 1]+2x{n]= y[n]
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Solucionari

Exercicis d'autoavaluacio

1.b
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