Descomposicion en
valores singulares:
introducciony
aplicaciones

Analisis de componentes principales (PCA)
y descomposicion en valores singulares
(SVD)

PID_00262387

Francesc Pozo Montero
Nuria Parés Mariné

' Universitat
Oberta
' de Catalunya




© FUOC e PID_00262387

Francesc Pozo Montero

| Naria Parés Mariné

Licenciado en Matematicas por la
Universidad de Barcelona (2000) y
doctor en Matematica Aplicada por
la Universidad Politécnica de Cata-
lufia (2005). Ha sido profesor aso-
ciado de la Universidad Auténoma
de Barcelona y profesor asociado,
colaborador y actualmente profe-
sor agregado en la Universidad Poli-
técnica de Cataluia. Ademas, es co-
fundador del Grupo de Innovacién
Matematica E-learning (GIMEL), res-
ponsable de varios proyectos de in-
novacion docente y autor de varias
publicaciones. Como miembro del
grupo de investigacién consolidado
CoDAlab, centra su investigacion en
la teoria de control y las aplicacio-
nes en ingenieria mecanica y civil,
asi como en el uso de la ciencia de
datos para la monitorizacion de la
integridad estructural y para la mo-
nitorizacién de la condicidn, sobre
todo en turbinas edlicas.

La revision de este recurso de aprendizaje UOC ha sido coordinada

Licenciada en Matematicas por la
Universidad Politécnica de Catalu-
fa (1999) y doctora en Matemati-
ca Aplicada por la Universidad Poli-
técnica de Cataluiia (2005). Es pro-
fesora de la Universidad Politécni-
ca de Catalufia desde el afio 2000 —
actualmente, como profesora agre-
gada—, cofundadora del Grupo de
Innovacién Matematica E-learning
(GIMEL), responsable de diferentes
proyectos de innovacién docente y
autora de varias publicaciones y de
libros docentes. Como miembro del
grupo consolidado LaCaN (UPC),
centra su investigacion en el desa-
rrollo de técnicas eficientes para la
resolucién numérica de ecuaciones
en derivadas parciales y en la esti-
macion del error asociado a estas si-
mulaciones numéricas.

por la profesora: Cristina Cano Bastidas

Segunda edicién: septiembre 2020

© de esta edicién, Fundacié Universitat Oberta de Catalunya (FUOC)

Av. Tibidabo, 39-43, 08035 Barcelona

Autoria: Francesc Pozo Montero, Nuria Parés Mariné

Produccién: FUOC
Todos los derechos reservados

Ninguna parte de esta publicacion, incluido el disefio general y la cubierta, puede ser copiada,

reproducida, almacenada o transmitida de ninguna forma, ni por ningtin medio, sea este eléctrico,

mecdnico, optico, grabacion, fotocopia, o cualquier otro, sin la previa autorizacion escrita

del titular de los derechos.

Descomposicion en valores singulares: introduccién y aplicaciones



© FUOC e PID_00262387 Descomposicién en valores singulares: introduccién y aplicaciones

Indice general

1 Lamaldiciondeladimension ..................................

1.1  Ejemplo introductorio: la interpolacién polinémica pura..... 5
1.2 Otro ejemplo: la encuesta de presupuestos familiares .........
2 Analisis de componentes principales .......................... 9
2.1  Preprocesamiento: el escalado de los datos.................... 11
2.2 Matrizde covarianzas .............cociiiiiiii i 14
2.3  Diagonalizacion de la matriz de covarianzas .................. 16
2.4  La matriz de covarianzas de los datos transformados.......... 17
2.4.1 ;Cémo debemos interpretar, por ejemplo, la primera
componente principal? ........... .. ... 18
2.4.2  ;Cudl es el peso de la primera componente principal? 20
2.5 Reduccién de la dimension ............c..coiiiiiiiiiiiiien... 22
2.5.1 Elerrorresidual.................ooiiiiiiiiiin 23
2.6  Ejemplo de aplicacion: encuesta de presupuestos familiares .. 24
3 Descomposicion en valores singulares......................... 28
3.1 Ejemplo introductorio ... 28
3.2  Descomposicion en valores singulares reducida............... 29

3.2.1 Calculo de los valores singulares y de los vectores sin-

GUIATES . o e 30
3.3  Descomposicion en valores singulares completa .............. 34
3.3.1 Propiedades interesantes de la descomposicion
en valores singulares.............. ...t 38
3.4 Aplicacién de la descomposicion en valores singulares:
compresion de imagenes.............ooviiiiiiiiiiiiiiiian 38
ReSUMEN ... ... . 46
Ejercicios de autoevaluacion ..........................ooo 48
Solucionario ........... ... .. 50
GloSArio ... ... 57

Bibliografia ........ ... ... 58






© FUOC e PID_00262387 5 Descomposicién en valores singulares: introduccién y aplicaciones

1. La maldicion de la dimension

1.1 Ejemplo introductorio: la interpolacion polinémica pura

Un problema de interpolacién clasico es encontrar, por ejemplo, la parabola

que se ajusta mejor a tres puntos dados, por ejemplo:
(x0,0), (X1,Y1) Y (X2,)2).
La ecuacion de una paréabola es
y=ax*+bx+c,

donde a, b y ¢ son nameros reales. Asi pues, se trata de encontrar el valor
de tres parametros. Para hacerlo, imponemos que los tres puntos dados estén
sobre la parabola. Es decir, los tres puntos tienen que satisfacer la ecuacién de

la parabola. Esto equivale al sistema de ecuaciones lineales siguiente:

yo=ax%+bx0+c
2
y1=axj+bx;+c

y2=ax§+bx2+c

que se puede expresar en forma matricial:

X(Z) x 1 a Yo Matriz de Vandermonde
X% x 1 b |=| n Por la forma de la rpatnz M,
en la que en cada fila se
2 presentan los términos de
x5 X2 1 c V2 ) s
una progresién geométrica,
N———— . .
diremos que la matriz es de

Vandermonde. El nombre
proviene del matematico
francés Alexandre-Théophile

Por lo tanto, la solucion del sistema —suponiendo que el determinante de la
Vandermonde.

matriz M no es cero— se puede calcular asi:
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En este caso, el calculo de la inversa de la matriz M —con tres filas y tres
columnas— es asequible y lo podriamos hacer ficilmente. Pero imaginad qué
pasaria si, en vez de buscar la pardbola que se ajusta mejor a tres puntos dados,
buscaramos el polinomio p(x) = X" + @, 1 X" +- .- +a;x+ao de grado n que se

ajusta mejor a puntos n+ 1 dados, por ejemplo:

(XO;YO);(Xh}’l)/ v ,(Xn:)/n)

En este caso, el sistema de ecuaciones que tendriamos que resolver, en forma

matricial, seria:

n

Xg -+ X 1 an Yo

n

X x1 1 1 || N

xho x, 1 ag Vn
Mn+l

También en este caso, la solucion del sistema —suponiendo que el determi-

nante de la matriz M,,;; no es cero— se puede calcular asi:

Aan Yo

ap-1 1 V1
=My

do Vn

Ahora bien, el cilculo de la inversa de la matriz M,;; ya no resulta sencillo
si n es grande. Se puede recurrir, por supuesto, a métodos numéricos, pero se
puede demostrar que la matriz de Vandermonde, como por ejemplo M,,,1, esta
mal condicionada. Por lo tanto, los pequefios errores numeéricos que se puedan
producir en el proceso de cdlculo de la matriz inversa pueden afectar muy
negativamente a la solucion del sistema. De hecho, la solucién final propuesta

por el método numérico puede alejarse de la solucion real.

En matematicas, y mas concretamente en el campo de la interpolacién
polinémica pura, el problema expuesto anteriormente se resuelve, por
ejemplo, con el método de las diferencias divididas de Newton o con
los polinomios de Lagrange. Por medio de estos dos métodos, los coefi-
cientes de los polinomios interpoladores se calculan sin necesidad de
resolver un sistema de ecuaciones lineales, 1o que evita el problema del
mal acondicionamiento y, por lo tanto, la maldicion de la dimensiona-
lidad.

Condicionamiento de una
matriz

El niimero de condicién de
una matriz indica, por
ejemplo, cémo el
determinante de la matriz se
puede ver afectado por
pequefios cambios en los
elementos que la forman. Si
la matriz estad mal
condicionada, el sistema de
ecuaciones lineales también
lo estara.
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1.2 Otro ejemplo: la encuesta de presupuestos familiares

La encuesta de presupuestos familiares (EPF) suministra informacién anual
sobre la naturaleza y el destino de los gastos de consumo, ademads de varias
caracteristicas relativas a las condiciones de vida de los hogares. Los gastos
de consumo se refieren tanto al flujo monetario que destina el hogar a pagar
determinados bienes y servicios de consumo final, como al valor de los bienes
percibidos en concepto de autoconsumo, autosuministro, salario en especie,
etc. El tamafio de muestra es de 24.000 hogares por afio, aproximadamente.

La informacién de la encuesta se presenta de varias maneras. Por ejemplo,
puede estar agrupada por comunidades autbnomas —incluyendo las ciudades
autéonomas de Ceuta y Melilla:

1) Andalucia

2) Aragén

3) Asturias

4) Baleares

5) Canarias

6) Cantabria

7) Castilla y Le6n

8) Castilla-La Mancha

9) Cataluna

10) Comunidad Valenciana
11) Extremadura

12) Galicia

13) Comunidad de Madrid
14) Murcia

15) Navarra

16) Pais Vasco

17) La Rioja

18) Ceuta

19) Melilla

Se miden un total de doce variables:

1) Alimentos y bebidas no alcohélicas

2) Bebidas alcohdlicas y tabaco

3) Vestido y calzado

4) Vivienda, agua, electricidad, gas y otros combustibles
5) Muebles, articulos del hogar y articulos para el mantenimiento corriente
del hogar

6) Sanidad

7) Transporte

8) Comunicaciones

9) Ocioy cultura

10) Ensefianza

11) Restaurantes y hoteles

12) Otros bienes y servicios

Encuesta de presupuestos
familiares

El Instituto Nacional de
Estadistica (www.ine.es)
publica anualmente la
encuesta de presupuestos
familiares (EPF).
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Por ejemplo, la tabla 1 muestra el gasto medio por persona (en euros) en cada
una de las diecisiete comunidades auténomas y las dos ciudades autonomas
espafiolas, en lo que respecta a alimentos y bebidas no alcohdlicas. Con esta
tabla de doble entrada es facil sacar alguna conclusion. Por ejemplo, en el Pais
Vasco el gasto medio por persona —de alimentos y bebidas no alcoholicas—
es superior; en cambio, en Ceuta es donde este gasto medio es inferior. Si
afladimos mas columnas a la tabla 1, es decir, si incluimos la informacién de
mas variables, posiblemente las conclusiones que se podran sacar serdn mas
interesantes. Aun asi, también es mas dificil ver o inferir alguna conclusion,

puesto que tendremos una matriz de datos con 12 x 19 = 228 gastos medios.

(Y si en lugar de tener la informacién agrupada por comunidades auténo- Provincias

mas la tuviéramos por provincias? Entonces dispondriamos de 50 x 12 = 600 )
Hemos tenido en cuenta

gastos medios. Imaginaos la dificultad de obtener alguna conclusién tan solo cincuenta provincias
espafiolas, es decir, no hemos
considerado las dos ciudades
auténomas de Ceuta y
Como se puede ver, es facil que al aumentar el nimero de informacién dis- Melilla.

observando esta informacién.

ponible la informacién resultante sea dificil de interpretar y de visualizar vy,
también, que sea dificil extraer alguna conclusion.

Este efecto es lo que denominamos maldicion de la dimensionalidad. De
forma ma4s precisa, si aumentamos la dimensién de la informacién que
tenemos, esta pasa a ser mads rica. Sin embargo, a la vez es mas difi-
cil interpretarla. En este modulo veremos dos técnicas para reducir la
dimensionalidad manteniendo la riqueza de la informacién, y apren-
deremos como podemos expresar nuestros datos de forma que sea mas
facil extraer sus caracteristicas.

Tabla 1. Gasto medio por persona (en euros)

Comunidad auténoma Alimentos y bebidas no alcohélicas
Andalucia 1.533,39
Aragén 1.755,21
Asturias 1.777,14
Baleares 1.697,69
Canarias 1.460,25
Cantabria 1.793,89
Castilla y Le6n 1.780,34
Castilla-La Mancha 1.432,40
Catalufia 1.833,10
Comunidad Valenciana 1.513,25
Extremadura 1.317,60
Galicia 1.678,53
Comunidad de Madrid 1.639,72
Murcia 1.662,63
Navarra 1.853,64
Pais Vasco 1.959,03
La Rioja 1.679,08
Ceuta 1.327,42
Melilla 1.473,79

Fuente: Encuesta de presupuestos familiares 2017 (Instituto Nacional de Estadistica)
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2. Analisis de componentes principales

El andlisis de componentes principales (PCA, del inglés principal component
analysis) es un método simple y no paramétrico para extraer informacion re-
levante de conjuntos de datos que pueden ser confusos. Ademas, puede servir
para dar argumentos o indicaciones sobre como reducir la dimensién de un
conjunto complejo de datos y asi revelar posibles estructuras escondidas o

caracteristicas interesantes. Las aplicaciones son diversas.

Consideramos un primer ejemplo sencillo para ilustrar como funciona esta Iris

técnica. Se trata de un famoso conjunto de datos, el llamado Iris, que propor- ]
Los datos fueron recogidos

ciona las medidas en centimetros de las variables de longitud y anchura del por Edgar Anderson en el afio
1935y publicados en el
articulo “The irises of the
flores de cada una de las especies Iris setosa, Iris versicolor e Iris virginica. De en- Gaspe Peninsula”, Bulletin of
the American Iris Society, 59,
pégs. 2-5.

sépalo y de longitud y anchura del pétalo, respectivamente, para cincuenta

trada, para simplificar el estudio de la técnica, veremos una muestra de quince

flores, cinco de cada tipo, como se expone en la tabla 2.

Tabla 2. Longitud y anchura del sépalo y longitud y anchura del pétalo (en centimetros)

flor sipao  stpalo | pétale | pele ko
1 5.1 35 1.4 0.2 setosa
2 4.9 3.0 1.4 0.2 setosa
3 4.7 3.2 1.3 0.2 setosa
4 4.6 3.1 1.5 0.2 setosa
5 5.0 3.6 1.4 0.2 setosa
6 7.0 3.2 4.7 1.4 versicolor
7 6.4 3.2 4.5 1.5 versicolor
8 6.9 3.1 4.9 1.5 versicolor
9 55 2.3 4.0 1.3 versicolor
10 6.5 2.8 4.6 1.5 versicolor
11 6.3 3.3 6.0 2.5 virginica
12 5.8 2.7 5.1 1.9 virginica
13 7.1 3.0 5.9 2.1 virginica
14 6.3 2.9 5.6 1.8 virginica
15 6.5 3.0 5.8 2.2 virginica

Fuente: Edgar Anderson (1935). “The irises of the Gaspe Peninsula”

En este caso, hemos considerado una muestra de quince flores, de las cuales

hemos medido cuatro variables:

1) longitud del sépalo
2) anchura del sépalo
3) longitud del pétalo
4) anchura del pétalo
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De la matriz anterior, el i-ésimo vector fila

T _
Y= xg xpo-e Xij 0 Xim

representa los valores de todas las variables para uno de los elementos de la
muestra, mientras que el j-ésimo vector columna

X1j

=
I

Xii

an

representa el valor de la j-ésima variable para todos los elementos de la muestra.
En el caso de nuestro ejemplo,

T
2

X =[4.9 30 14 0.2

mientras que
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1.4
1.4
1.3
1.5
1.4
4.7
4.5
V3= 1 49
4.0
4.6
6.0
5.1
5.9
5.6
5.8

2.1 Preprocesamiento: el escalado de los datos

Dado que las variables pueden tener diferentes escalas y magnitudes, hay que
aplicar a la matriz de datos un preproceso para escalar las variables, de forma

que todas tengan de media O y de desviacion tipica 1.
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En el caso de nuestro ejemplo, la media y la desviacidn tipica de la primera

variable son:

~51+49+..-+463+6.5 88.6

= =5.906667

W1

15

15

2 2
m=\/(5'1_“1) +'1'4'+(6‘5_“1) = 0.8737985

El resto de las medias y desviaciones tipicas son:

Wo = 3.06

o, =0.3180296

u3 = 3.873333
o3 = 1.891887
s = 1.246667

o4 =0.8296873

Por lo tanto, la tabla 2, al normalizar sus datos, se convierte en la tabla 3.

Tabla 3. Longitud y anchura del sépalo y longitud y anchura del pétalo (datos normalizados)

Desviacion tipica

flor i Lo pétat et tipo
1 -0.923172415 | 1.383518809 | -1.307336408 | -1.261519508 setosa
2 -1.152058138 | -0.188661656 | -1.307336408 | -1.261519508 setosa
3 -1.38094386 0.44021053 -1.360193675 | -1.261519508 setosa
4 -1.495386722 | 0.125774437 | -1.254479141 | -1.261519508 setosa
5 -1.037615276 | 1.697954901 | -1.307336408 | -1.261519508 setosa
6 1.251241951 0.44021053 0.436953409 0.18480859 versicolor
7 0.564584783 0.44021053 0.331238874 | 0.305335932 versicolor
8 1.13679909 0.125774437 | 0.542667943 | 0.305335932 versicolor
9 -0.46540097 | -2.389714306 | 0.066952538 | 0.064281249 versicolor
10 0.679027644 | -0.817533841 0.384096141 0.305335932 versicolor
11 0.450141921 0.754646623 1.124097882 1.510609348 virginica
12 -0.122072385 | -1.131969934 | 0.648382477 | 0.787445298 virginica
13 1.365684812 | -0.188661656 | 1.071240615 1.028499981 virginica
14 0.450141921 | -0.503097749 | 0.912668813 | 0.666917957 virginica
15 0.679027644 | -0.188661656 | 1.018383347 1.149027323 virginica

Fuente: Edgar Anderson (1935). “The irises of the Gaspe Peninsula”

Los datos de la tabla 3 también se pueden expresar en forma matricial:

La desviacion tipica se define
como la raiz cuadrada de la
varianza.
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-0.923172415 1.383518809 -1.307336408 -1.261519508
-1.152058138 -0.188661656 -1.307336408 -1.261519508
-1.38094386 0.44021083 -1.360193675 -1.261519508
-1.495386722 0.125774437 -1.254479141 -1.261519508
-1.037615276 1.697954901 -1.307336408 -1.261519508
1.251241951 0.44021053  0.436953409  0.18480859

0.564584783  0.44021053  0.331238874  0.305335932

b
1]

1.13679909  0.125774437 0.542667943  0.305335932
-0.46540097 -2.389714306 0.066952538 0.064281249
0.679027644 -0.817533841 0.384096141 0.305335932
0.450141921 0.754646623  1.124097882  1.510609348
-0.122072385 -1.131969934 0.648382477  0.787445298
1.365684812 -0.188661656 1.071240615 1.028499981

0.450141921 -0.503097749 0.912668813  0.666917957

0.679027644 -0.188661656 1.018383347  1.149027323

Para simplificar la notacion, a pesar de que X representa la matriz de
datos normalizada, continuaremos hablando de la matriz X y entende-

remos, en el resto del moédulo, que estd normalizada.

Los datos de la tabla 3 se pueden representar graficamente de forma senci-
lla si generamos diagramas de dispersiéon bidimensionales, para cada par de
variables. En este caso, esto querria decir que podemos generar un total de

(42

diagramas de dispersion. Esta cantidad parece razonable. Pero jque pasaria
con una muestra en que hayamos medido diez variables? En ese caso, tendria-
mos que representar graficamente () = 45 diagramas de dispersion, y nadie

nos podria garantizar que alguno de estos cuarenta y cinco diagramas marcara Diagrama de dispersién

alguna tendencia o mostrara alguna particularidad.
Un diagrama de dispersion
(en inglés, scatter plot)
muestra graficamente la
relacién entre dos variables
de longitud del sépalo y anchura del sépalo, para las quince flores. En el caso cuantitativas.

Como muestra de estos diagramas de dispersion, la figura 1 recoge las variables

de la figura 2, se muestran las variables de anchura del sépalo y anchura del
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pétalo. Los colores representan el tipo o especie de flor: setosa (rojo), versicolor
(azul) y virginica (verde). En las dos figuras se puede ver como los puntos azules
se confunden con los puntos verdes, al mismo tiempo que los puntos rojos

quedan agrupados de manera muy diferenciada.

Figura 1. Diagrama de dispersion de las variables relativas a la longitud del sépalo (eje
horizontal) y la anchura del sépalo

(eje vertical).
N -
o
o
o o o
o 4 o o
o
— o
T
I I I I I
-2 -1 0 1 2

Los colores representan el tipo o la especie de flor: setosa (rojo), versicolor (azul) y virginica (verde).
Fuente: elaboracién propia

Figura 2. Diagrama de dispersion de las variables relativas a la anchura del sépalo (eje
horizontal) y la anchura del pétalo (eje vertical).

N_

o o o o g

b o o o o o
I I I I I
—2 -1 0 1 2

Los colores representan el tipo o la especie de flor: setosa (rojo), versicolor (azul) y virginica (verde).
Fuente: elaboracién propia

2.2 Matriz de covarianzas

Dada la matriz (normalizada)

- X111 X120 - Xy 0 Xam -
X=| X1 xp o x5 o Xy | €Moxn(®)
L Xn1 Xn2 o an © o Xnm ]
= : Vi V2o oo Vi oo Vm
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la matriz de covarianzas se define asi:

vivi viva o vy o vivm

Cx = L XTX = ! V-TV V-TV . V-TV' L. V~TV € mem(]R)
n-1 n-1 jvr o Vjvz j Vi jvm
ViVI ViVa o o VRV o Vi

Fijaos en que la matriz de covarianzas es una matriz cuadrada de tantas filas y

columnas como columnas tiene la matriz X.
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En nuestro ejemplo, la matriz de covarianzas es

1.0000000 -0.1609042 0.8854496 0.8251793

c -0.1609042 1.0000000 -0.3817905 -0.3578668
X=

0.8854496 -0.3817905 1.0000000 0.9860398

0.8251793 -0.3578668 0.9860398  1.0000000

Se puede observar lo siguiente:

1) Los elementos de la diagonal principal son todos igual a 1. Esto es asi por-
que nuestros datos han sido normalizados y, por lo tanto, la varianza de todos

es 1.

2) La matriz de covarianzas es una matriz simétrica. Esto sucede porque la

covarianza es simétrica, es decir,

2 _ 2
Gik _Gki'

3) Las variables 3 y 4, correspondientes a la longitud y anchura del pétalo,
estan altamente relacionadas, puesto que su covarianza es 0.9860398 (muy
cercana a 1). Las variables 1 y 3 —longitud del sépalo y del pétalo, respectiva-
mente— también estan significativamente relacionadas, a pesar de que en me-

nor proporcién, puesto que su covarianza es 0.8854496.

4) Por el contrario, las variables 1y 2 —longitud y anchura del sépalo, respecti-
vamente— no estdn muy relacionadas. En efecto, su covarianza es -0.1609042.

2.3 Diagonalizacion de la matriz de covarianzas

El objetivo del analisis de componentes principales es encontrar una
transformacion (aplicacion) lineal:

P € Muxm(R)

tal que los datos originales recogidos en X se transformen o se proyec-
ten en un nuevo espacio mediante el producto:

T = XP € Muxm(R)

de forma que la matriz de covarianzas Ct de los nuevos datos T sea
diagonal.
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Como Cx es una matriz cuadrada y simétrica de dimensioén m x m, sabemos VT O T e
por el médulo “Aplicaciones lineales, diagonalizacion y vectores propios” que
ist 1 i0s A 1 t ios (ort les) p; Decimos que dos vectores p;
existen m valores propios A; reales y m vectores propios (ortonormales) p; que y p; son ortonormales si
forman una base en el espacio vectorial euclideo R” tal que pIp; =0y, ademas, pTp; =1
Tp. =1
ypipi=1
Cx =PDP’
X = ’
donde Sobre la matriz P
Se puede demostrar
P= { . ‘ } facilmente que la transpuesta
Pr| P2 Pm de la matriz P es, a la vez, su
inversa. Es decir, PT = P-1.

D= d1ag (7x1,7\2, e ,Xm)

Dada la matriz X que contiene los datos originales (normalizados), los
datos de la nueva matriz transformada T se calculan asi:

T = XP c Mnxm(R),

donde P es la matriz en la que las columnas son los vectores propios de

la matriz de covarianzas Cx.

2.4 La matriz de covarianzas de los datos transformados

;Cuadl es la matriz de covarianzas de los datos transformados? Calculémosla:

1 T 1
CT_n—lTT_n—l

P'X"xpP =P'CxP

=P'PDP'P =D =diag(Ay,...,Am)

Esto significa que la matriz de covarianzas de los datos transformados es dia-
gonal. Por lo tanto, las nuevas variables estan incorrelacionadas. Es habitual
ordenar los vectores propios en funcién del valor propio asociado, de mayor

a menor. Es decir, si los valores propios son:

M >ry > > hm,

ubicaremos los vectores propios en la matriz P en este orden:

pLPZ/ .. -;pm-
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Volviendo al ejemplo del conjunto de datos Iris, los valores propios y los vec-

tores propios de la matriz de covarianzas Cx son:

M =2.941490992, pi=| 05260194 -0.2616562 0.5786532 0.5656856]
A2 =0.891699528 pi =| _(31992346 -0.94247968 —-0.06660176 —0.07032238}

-
A3=0.162361649 p3 =| 07635779 -0.2005818 -0.2275748 -0.5700223]

-
A4=0.004447831 ps=| 01946827 -0.0550912 —0.7803425 0.5917171}

El vector propio asociado al valor propio mas grande se denomina pri-
mera componente principal. El vector propio asociado al segundo valor
propio mas grande se denomina segunda componente principal. Y asi su-

cesivamente.

2.4.1 ;Como debemos interpretar, por ejemplo, la primera

componente principal?

Denotamos las cuatro variables que hemos considerado en el ejemplo de las

flores como uy,uy,u3 y ug, donde

1) u; eslalongitud del sépalo;
2) u, es la anchura del sépalo;
3) us es la longitud del pétalo, y

4) uy es la anchura del pétalo.

Las componentes de la primera componente principal p; indican que
p1=0.5260194u; - 0.2616562u; + 0.5786532u3 + 0.565685614.

En otras palabras, p; representa una nueva variable, que es una combinacién
lineal de las cuatro variables originales. Fijaos en que en la definiciéon de es-
ta nueva variable no todas las variables originales tienen el mismo peso. En
efecto, la variable que tiene mas peso es uz (longitud del pétalo), seguida de
la variable u4 (anchura del pétalo). Claramente, la que tiene menos influencia
en la primera componente es la variable u, (anchura del sépalo).
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(Cual es el valor de la nueva variable p; para el caso de la primera flor de la
tabla 3? Recordad que las variables normalizadas en el caso de la primera flor
son:

u; =-0.923772415
u, = 1.383518809
u3 = -1.307336408

uy =-1.261519508

Por lo tanto, para la primera flor

p1=0.52601941; - 0.2616562u; + 0.5786532u3 + 0.565685614 =-2.3177306

Si hacemos lo mismo con las otras componentes principales, obtenemos

p2=-0.8328099

p3=0.03418822

pa=0.017762021
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La matriz T para el ejemplo de las flores seria:

-2.31773055645763

-2.02675817141067

-2.34229080476915

-2.25904377241743

-2.46020386002701

0.900381739958164

0.546195294147313

1.05180934990985

0.455578827059034

0.966077049158865

1.54431815987357

1.05260949959829

1.96942554310489

1.27380657875815

1.64582512351377

-0.832809881637843

0.722164171113012

0.206211215432147

0.53213302544293

-1.09254655308811

-0.857289184578846

-0.639046440726892

-0.539843144155038

2.39217029459659

0.506218727354301

-1.03634661634201

1.00735403635774

-0.402777918923283

0.222463831446303

-0.188055562291003

0.0341882231504618
0.174766954611649
-0.114116476558486
-0.162490314930362
-0.116267982265906
0.662337916991262
0.0933763504900945
0.545260806182149
0.0720848822574889
0.4210140657984
-0.924547274237649
-0.462576054699356
0.250593622580613
-0.143227795787201

-0.330396923583155

2.4.2 ;Cual es el peso de la primera componente principal?

0.0177620212434633

0.0598152395437477

0.021856594229762

-0.0655943343449898

-0.0218406874991054

-0.0122754574068039

0.00785590242460743

-0.0284082915673973

0.0268371163600159

0.0581798257612053

0.0627325552563454

-0.00141932059541922

0.0489153084361122

-0.202216367937914

0.0277998960963719

Por las caracteristicas de la matriz de covarianzas Cx —simétrica y definida
positiva—, todos los valores propios son positivos. Ademés, podemos observar

que en el ejemplo de las flores
7»1+7\2+7\3+7\4=4,

es decir,

in: 7\.,‘ = tr(Cx)

i=1

Ya hemos visto que los elementos de la diagonal principal de la matriz de
covarianzas Cx representan el valor de la varianza de cada una de las variables
originales. En el caso de las nuevas variables, los elementos de la diagonal
principal de la matriz de covarianzas Ct —que son los valores propios A;,—
también representan esta varianza. Si el total de la varianza, es decir, la suma

de los valores propios, es m, la aportacion de la primera componente es

A

- -:r 00 0,
e+ sty < 100%

Traza de una matriz

Recordad que la traza de una
matriz cuadrada, que
denotamos por tr(A), es la
suma de los elementos de la
diagonal principal.
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Para nuestro ejemplo, la primera componente principal es capaz de retener un

porcentaje de variabilidad igual a:

A 2.941490992

M 0 — 0y — 0
A+ g+ hs + ha x 100 % x 100 % = 73.53727480 %

Del mismo modo, el resto de las componentes principales son capaces de re-
tener el porcentaje de variabilidad siguiente:

A+ At As T x 100 % = i x 100 % = 22.29248820 %
A3 o, 0.162361649 o .

At hat A3t g x 100 % = — x 100 % = 4.059041225 %
Ay o, 0.004447831 o .

Mt hat A3t g x 100 % = — x 100 % =0.1111957750 %

Cada una de las cuatro variables originales u;,u;,u3 y u4 retiene un 25 %
de la variabilidad. En cambio, las nuevas variables p;,pz,p3 y ps —las
cuatro componentes principales— retienen un 73.5%, 22.3%,4.1% y
0.1%, respectivamente. Es decir, hacen falta tres variables originales
para obtener la misma cantidad de informacion que se conseguiria con

una Unica variable nueva, la primera componente principal.

Tabla 4. Variabilidad acumulada por las cuatro variables originales y las cuatro variables
nuevas (componentes principales).

iabl variabilidad acumulada variabilidad acumulada
s (variables originales) (componentes principales)

1 25 % 73.5%

2 50 % 95.8 %

3 75 % 99.9 %

4 100 % 100 %

Fuente: elaboracién propia

Observemos ahora las figuras 3 y 4, que contienen informacion interesante:

1) Las dos figuras contienen la proyeccién de las quince flores sobre las dos
primeras componentes principales. En este caso, el cdigo de colores es: setosa
(rojo), versicolor (verde) y virginica (azul). El grupo setosa (rojo) continta clara-
mente diferenciado. Al mismo tiempo, la separacion entre el grupo de flores

versicolor (verde) y virginica (azul) ahora es mas clara.

2) La figura 4 contiene, ademads, la contribucién de cada una de las cuatro
variables originales a las dos primeras componentes principales. Si miramos,
por ejemplo, la primera componente principal (la direccién horizontal), las
variables que mas intervienen son la longitud del sépalo (Sepal.Length) y la
longitud y anchura del pétalo (Petal.Length, Petal. Width). En el caso de la se-
gunda componente principal (la direccién vertical), la variable que tiene mas
peso es la anchura del sépalo (Sepal. Width).

Variabilidad

Debemos entender la
variabilidad como la cantidad
de informacién. Cuanta mas
variabilidad hay, méas
informacién tenemos.
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3) En la figura 4 también se puede ver como las flechas que indican las direc-
ciones de las variables longitud y anchura del pétalo (Petal.Length, Petal. Width)
estan practicamente superpuestas. Recordemos que, en este caso, la covarian-
za entre estas dos variables es 0.9860398, lo que representa un valor muy cez-
cano a 1. Es decir, como ya habiamos dicho las variables 3 y 4 estdn altamente

relacionadas.
Figura 3
o
2 -
2 - o Species
o))
N setosa
o
~ .
N Ld ® versicolor
o
8 ° ® virginica
0 -
[ ]
[ ]
[ ]
o
L ]
-1 - B
-2 2 0 ] 5
PC1 (73.54%)
Fuente: elaboracién propia
Figura 4
o
2 -
1" [ ]
g Species
Q [ ]
S setosa
o
N y ® versicolor
o 0- Petal.Length oo
£ Petal.Width ® | ® virginica
[ ]
Sep.aI.Length
-1 - B
-2- Sepal.Width

-2 -1 (IJ 1 2
PC1 (73.54%)

Fuente: elaboracién propia

2.5 Reduccion de la dimension

En la tabla 4 hemos visto que, en el ejemplo de las flores, con dos componen-
tes principales podemos retener el 95.8 % de la variabilidad o la informacién.
Esto significa que podemos pasar de una muestra de quince flores en que he-
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mos medido cuatro variables diferentes a una muestra de quince flores en que

solo medimos dos variables. Vedmoslo con mas detalle en el caso general.

Si consideramos todas las componentes principales, la ortonormalidad de las
componentes principales implica que
PP’ =1,,

donde I, es la matriz identidad de dimensién m. Entonces, la proyeccion:

T =XP

se puede invertir para recuperar los datos originales, a partir de los datos pro-

yectados:

X =TPT,

puesto que

T=XP « TP =XPP’ & TP' =XI,, & TP =X.

Sin embargo, uno de los objetivos del analisis de componentes principales es
la reduccién de la dimensién. Por eso, consideramos ahora un numero inferior
de componentes principales, ¢ < m, es decir, solo consideramos los vectores
propios asociados a los ¢ valores propios mas grandes. Entonces, si definimos

la matriz reducida:

P = (p1lpal - o) € Mo e(R)

la matriz de las proyecciones se define asi:

T=XPec M, ,(R)

2.5.1 El error residual

Una de las consecuencias de haber reducido la dimensionalidad es que la ma-
triz P ya no es invertible. Por lo tanto, los datos originales contenidos en X
no se pueden recuperar completamente mediante la matriz 7. Sin embargo,

se puede invertir la proyeccién de la manera siguiente:

X = TﬁT € Mnxm(R)
para obtener los datos originales con pérdida de informacion. La diferencia
entre los datos originales recogidos en la matriz X y los datos originales con
pérdida de informacién de la matriz X se denomina error residual y se repre-

senta con la matriz E. En efecto:
E=X-X € Muxm(R)

Sobre la dimensién de T

T es una matriz que continda
teniendo tantas filas como la
matriz X original. De todas
formas, el nGmero de
columnas de la matriz T pasa
de tener m columnas a tener
£ columnas.

Nota

La matriz P ya no es
invertible. De hecho, la
matriz P no es, ni siquiera,
cuadrada.




© FUOC e PID_00262387 24 Descomposicién en valores singulares: introduccién y aplicaciones

2.6 Ejemplo de aplicacion: encuesta de presupuestos familiares

Continuamos con el ejemplo del subapartado 1.2, en el que se presentan los
Datos completos

datos de la encuesta de presupuestos familiares (EPF) por comunidades aut6-

nomas y las variables que se miden. Como no hay informacién de la variable Los datos completos de la
encuesta de presupuestos

Ensefianza para Ceuta y Melilla, eliminamos estas dos ciudades autonomas del familiares 2017 se pueden

analisis. Queremos ver si, gracias al andlisis de componentes principales, po- obtener en este enlace del
., , . Instituto Nacional de
demos extraer alguna conclusién o destacar algiin patron que haya quedado Estadistica:
oculto en la cantidad de datos. httpsz//www.me.es/
jaxiT3/Tabla.htm?
t=25143&L=0.

Con la ayuda del lenguaje de programacion R, los datos han sido almace-

nados en la matriz INE, que contiene diecisiete filas —una por comunidad R

auténoma— y doce columnas —una por cada variable. Procedemos de la ma-
R es un entorno de
programacion libre
especializado en estadistica y
representacion gréafica.

nera siguiente, tal como se puede ver en la figura 5:

1) Con la instruccién prcomp, calculamos el analisis de componentes prin-
cipales, que almacenamos en la variable ine.pca. Es importante afiadir las
opciones centre = TRUE y scale = TRUE para garantizar que los datos se

han escalado y centrado.

2) La primera componente principal se obtiene con ine.pca$rotation[,1].
Se puede observar que la primera componente es una combinacién lineal de
las doce variables originales. En particular:

p1=0.30u; +0.12u3 + 0.28u3 + 0.3314 + 0.33us + 0.3 11,
+0.18u7 + 0.25ug + 0.31u9 + 0.30u1¢ + 0.33u711 + 0.33u15

Figura 5. Instrucciones de R para el célculo de las dos primeras componentes principales y
los valores de las variables originales proyectados sobre estas dos primeras componentes.
> ine.pca <- prcomp(INE[,2:13],center = TRUE, scale=TRUE)
> ine.pca$rotation[,1]

vVl V2 V3 V4 V5 V6 V7
0.3048175 0.1177153 @.2797855 0.3336785 0.3299060 ©0.3053362 0.1788030
V8 V9 Vie Vil viz2

9.2512488 9.3112978 0.3010705 ©.3349005 @.3267037
> ine.pca$rotation(,2]
Vi vz V3 V4 Vs
-0.81383321 -0.71634090 -0.36251483 0.18264741 -0.13857533
Ve V7 V'L va vie
-0.@7815930 @.08018175 ©0.44706142 -0.12810849 0.22574457
Vil viz2
-0.01588222 ©.15052448
> ine.pca$x[,1]
[1] -1.5284356 @.5230432 0.1936867 1.8834382 -4.5577019 1.4096488
[7] -0.6333325 -4.0799862 2.4422616 -@.8963849 -4.9655611 -0.8330605
[13] 3.7092028 -0.8849228 3.6507548 4.3414574 ©.2758919
> ine.pca$x[,2]
[1] -1.38763977 -0.42984445 -0.20352852 -0.01118605 2.85476875
[6] -0.01202456 -0.13105989 -0.46300999 1.14629871 -0.07641837
[11] ©.41923006 -1.32859163 0.47571073 -1.71830933 -0.45566480
[16] 1.29743154 @.02383759

Fuente: elaboracién propia
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La primera componente principal representa una nueva variable donde to-
das las variables originales suman en mas o menos proporcion. En particular,
las variables que tienen mas peso son: la u4 (vivienda, agua, electricidad, gas
y otros combustibles), la us (muebles, articulos del hogar y articulos para el
mantenimiento del hogar), la u;; (restaurantes y hoteles) y la u;, (otros bienes
y servicios). Es especialmente relevante el poco peso que tienen las variables
uy (bebidas alcoholicas y tabaco) y u; (transporte). La variable u, serd, en cam-
bio, la méas importante en la segunda componente principal, como se vera
a continuacién. La variable u; continuara teniendo poca influencia. Como se
puede ver en la figura 6, la informacion o variabilidad explicada por la primera

componente principal es del 65.1 %.

3) Si proyectamos los datos originales de las diecisiete comunidades auténo-
mas sobre la primera componente principal, lo que podemos hacer con la
orden ine.pca$x[, 1], obtendremos los resultados que se pueden ver en la
figura 5. Si ordenamos estos valores de grandes a pequefios, obtendremos una
primera ordenacion interesante, que se puede ver en la tabla 5. Podriamos
decir que la primera componente principal ha sido capaz de ordenar las co-

munidades autonomas en funcién de la renta.

4) Lasegunda componente principal se obtiene con ine.pca$rotation[,2].
Se puede observar que la segunda componente es también una combinacién
lineal de las doce variables originales. En particular:

p2 =-0.01uy - 0.72uy — 0.36u3 + 0.18u4 — 0.14us — 0.08u,
+0.08u7 + 0.45ug — 0.13u9 + 0.23u19 - 0.02u11 + 0.15u4,

Tabla 5. Proyeccién de los datos originales sobre la primera componente principal (de
grande a pequefia)

Comunidad auténoma PC1
Pais Vasco 4.3414574
Comunidad de Madrid 3.7092028
Navarra 3.6507548
Catalufia 2.4422616
Baleares 1.8834382
Cantabria 1.4096488
Aragén 0.5230432
La Rioja 0.2758919
Asturias 0.1936867
Castilla y Le6n -0.6333325
Galicia -0.8830605
Murcia -0.8849228
Comunidad Valenciana -0.8963849
Andalucia -1.5284356
Castilla-La Mancha -4.0799862
Canarias -4.5577019
Extremadura -4.9655611

Fuente: Encuesta de presupuestos familiares 2017 (Instituto Nacional de Estadistica)

En este caso, algunas de las variables originales suman, mientras que otras

restan, en su contribucién a la nueva variable que representa la segunda com-
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ponente principal. Las variables con mas peso (en valor absoluto) son: u, (be-
bidas alcéholicas y tabaco), ug (comunicaciones) y usz (vestido y calzado). Tam-
bién en esta segunda componente principal, el peso de la variable u; (trans-
porte) es muy pequefio. Esto significa que la variable que mide los gastos en
transporte no marca una diferencia entre las comunidades auténomas (po-
driamos obtener un resultado diferente si estudidramos la encuesta de presu-
puestos familiares por provincias y no por comunidades auténomas). Como se
puede ver en la figura 6, la informacién o variabilidad explicada por la segun-
da componente principal es del 9.83 %. Por lo tanto, la variabilidad explicada

por las dos primeras componentes principales es del 74.93 %.

5) Si proyectamos los datos originales de las diecisiete comunidades autono-
mas sobre la segunda componente principal, lo que podemos hacer con la
orden ine.pca$x[, 2], conseguiremos los resultados que se pueden ver en la
figura 5. Si ordenamos de grandes a pequerfios estos valores, obtendremos una
segunda ordenacion interesante, que se puede ver en la tabla 6. Sin embargo,
en este caso es mas dificil explicar de manera cualitativa cudl es la interpreta-

cion de esta segunda variable.

6) En la figura 6 se puede ver la proyeccion de los datos originales de las
diecisiete comunidades auténomas sobre las dos primeras componentes prin-
cipales, que son capaces de retener casi el 75 % de la informacion.

Tabla 6. Proyeccién de los datos originales sobre la segunda componente principal (de
grande a pequefia)

Comunidad auténoma PC2

Canarias 2.85476875

Pais Vasco 1.29743154
Catalufia 1.14629871
Comunidad de Madrid 0.47571073
Extremadura 0.41923006

La Rioja 0.02383759
Baleares -0.01118605
Cantabria -0.01202456
Comunidad Valenciana -0.07641837
Castilla y Ledn -0.13105989
Asturias -0.20352852
Aragén -0.42984445
Navarra -0.45566480
Castilla-La Mancha -0.46300999
Galicia -1.32859163
Andalucia -1.38763977
Murcia -1.71830933

Fuente: Encuesta de presupuestos familiares 2017 (Instituto Nacional de Estadistica)
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Figura 6. Proyeccién de los datos originales de las diecisiete comunidades auténomas sobre
las dos primeras componentes principales, que son capaces de retener casi el 75 % de la

informacion.
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3. Descomposicion en valores singulares

3.1 Ejemplo introductorio

Las matrices, como elemento basico del dlgebra lineal, pueden ser utilizadas Pixel

en un amplio espectro de aplicaciones, desde las mas sencillas (sistema de J .
Segun el Diccionario de la Real

ecuaciones lineales) hasta las mas complejas (sistemas dindmicos discretos, Academia Espafiola, es la
superficie homogénea mas
pequefia de las que
almacenar los pixeles de una imagen. Cada elemento de la matriz representa componen una imagen, que
se define por su brillo y color.

transicion de estados). Una de estas aplicaciones es emplear una matriz para

un pixel. Si la imagen es en escala de grises, los valores que puede adoptar

cada pixel estarian en el rango [0,1].

Consideramos, por ejemplo, una imagen de pixeles 6 x 6 almacenada en forma

de matriz:

01 01 05 05 09 09
01 0.1 05 05 09 09
01 01 05 05 09 09
01 0.1 05 05 09 09
01 01 05 05 09 09
01 01 05 05 09 09

A partir de esta matriz podemos hacer las observaciones siguientes:

1) La matriz A tiene rango 1, puesto que todas las filas son iguales.

2) La matriz A estd formada por 36 elementos, que es el resultado de multi-

plicar el nimero de filas (6) por el nimero de columnas (también 6).

Se puede ver facilmente que la matriz A se puede expresar como el producto

de un vector columna (u) por un vector fila (v’) si consideramos que:

01 0.1 05 05 09 09

>

1l

o

<

1l
S e Y
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(Cuadl es la importancia de la descomposicion de la matriz A actual como pro-
ducto de estos dos vectores? De entrada, que para transmitir la informacion

contenida en estos dos vectores solo necesitamos:

6x2=12

numeros, en lugar de los 36 necesarios para transmitir toda la matriz.

3.2 Descomposicion en valores singulares reducida

A partir de una matriz A € Myxn(R): Mpsen(®)
~ _ Recordad que denotamos por

medio de Muxn(R) el

a1 diz - din espacio vectorial de las
matrices de m filas y n

dz1 dz2 - d2p columnas a coeficientes

’ reales.
Am1 Am2 - dAmn

la descomposicion en valores singulares (SVD) reducida de A es una factori-

zacion (o descomposicion)

A=UxV],
donde
Uip U1 -0 Um
Uiz Uy -+ Uy .
U= w uy - oup | = ‘ ‘ . € Mumxn(R) es una matriz ortogonal,
Uym Uzm -+ Unm
YViir V21 - Vm
Viz V22 0 Vn2 .
V= vi vy - vn | = € Muxn(R) es una matriz ortogonal y
Vin Von o Vin
cg 0 .. 0
0 o, --- O o
3= € Muxn(R) es una matriz diagonal.
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El hecho de que tanto la matriz U como la matriz V sean ortogonales significa
que

T ..
uju;=0,i#j,
uu=1,

T ..
vivi=0,i#]j,

vivi=1.

3.2.1 Calculo de los valores singulares y de los vectores singulares
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Los vectores singulares son tnicos, salvo signo. Por lo tanto, se propone
la secuencia siguiente para encontrar los vectores propios por la derecha
y por la izquierda:

1) Calculo de los valores singulares, que son las raices cuadradas de los
valores propios de la matriz ATA —y AAT.

2) Calculo de los vectores singulares por la derecha, v;, que son los
vectores propios de la matriz ATA.

3) Célculo de los vectores singulares por la izquierda, u;, teniendo en

cuenta la relacion

u; = Av;/o;,

de forma que aseguramos que los signos estan escogidos correcta-
mente.

Ejemplo

Considerad la matriz

2 2
A=

-1 1

Las matrices ATA y AAT son:

ATA - 5 3

L 3 5 -
AAT = 0

L 0 2 -

Las dos matrices tienen los mismos valores propios. Como AAT ya es una matriz diago-
nal, los valores propios son A1 =8 y A, = 2. Por lo tanto, los valores singulares son:

o1 = VA =VB=2V2

o2 =iz =2

Para encontrar los vectores propios de la matriz AAT, teniendo en cuenta que los valores
propios son A1 = 8 y A = 2, hay que resolver estas ecuaciones:

AATu; =My

AATu, =2ouy
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En el caso de la primera, tenemos lo siguiente:

8 0 U1 un o U1 =X,

AATu1 =Au; &
0 2 [Z5%) Uip —6u12 =0

El sistema anterior es un sistema compatible indeterminado, donde « es un pardmetro y
u12 = 0. Dado que queremos imponer que el vector u; tenga norma 1, proponemos, por
ejemplo, uy; = 1. Por lo tanto:

Procederemos de una manera similar en el caso de la segunda ecuacién asociada al valor
propio Ay = 2; el vector propio up que obtenemos es:

Uz1 0

Ugo 1

Para encontrar los vectores propios de la matriz AT A, teniendo en cuenta que los valores
propios son A1 = 8 y Az = 2, hay que resolver estas ecuaciones:

ATAv, =Avy

ATAv, =Ayvy

En el caso de la primera, tenemos lo siguiente:

5 3 V11 V11 = -3v11 +3v12 =0,

ATAvl =AMV &
3 5 V12 V12 3v11-3v12=0

El sistema anterior es un sistema compatible indeterminado, con solucién paramétrica
V11 = v12. Dado que queremos imponer que el vector v; tenga norma 1, proponemos,
por ejemplo, v{1 = v1» = 1/+/2. Por lo tanto:

V] = =

Procederemos de una manera similar en el caso de la segunda ecuacién asociada al valor
propio Ay = 2; el vector propio v, que obtenemos es:

vy = =
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Finalmente, fijaos en que:
A= 01u1v1T + 0‘2U2vg

2 2 0 0
= +

0 0 -1 1

Se puede observar, ademas, que, a partir de una matriz A € Myx,(R) de

rango r:

1) Los vectores vq,vz, . ..,v, forman una base ortonormal del subespacio

generado por las filas de la matriz A.

2) Los vectores v,.1,Vrs2, - - .,vs forman una base ortonormal del subes-
pacio generado por el niicleo de la matriz A.

3) Los vectores uj,uy, ...,ur forman una base ortonormal del subespa-
cio generado por columnas de la matriz A.

4) Los vectores u,,1,ur2,...,u; forman una base ortonormal del subes-

pacio generado por el nicleo de la matriz AT,

El comentario anterior se entenderd mejor si consideramos el ejemplo siguiente:

Ejemplo Ejemplo ilustrativo

Queremos calcular la descomposicion en valores singulares de la matriz: . .
Este ejemplo ilustra una

manera de calcular los
vectores singulares por la

A 4 3 izquierda y por la derecha sin
= 8 6 ’ tener que calcular vectores
propios.

La primera observaciéon que podemos hacer es que el rango de la matriz es r = 1, puesto
que el determinante de la matriz es cero. Por lo tanto, la dimensién del subespacio gene-
rado por las filas de la matriz A es igual que r = 1. Asi pues, una base de este subespacio
estara formada por un Gnico vector, que sera el primer vector singular por la derecha v7
y seré igual que el vector de la primera fila de la matriz, si lo normalizamos. En efecto:

vl =1[4,3]/v/42 + 32 = [4,3]/5 = [4/5,3/5]

Dado que el nimero de columnas es n = 2, la dimension del subespacio generado por el
nucleo es n—r = 2-1 = 1. Asi pues, cualquier vector ortogonal a v; sera la base de este
subespacio. Asi pues, simplemente hay que considerar

v} = [Fui,u11] = [-3/5,4/5],
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puesto que
vivy =0.
Ademas, sabemos que
Avi =01u;.

Por lo tanto:

Av1={4 3H4/5}=[5}= %125{5/@}25\@[1/\/3}
8 6 3/5 10 10/4/125 2/\/5

Asi pues, o1 = 5V5 y ul = [1//5,2/+/5]. Adicionalmente,
u? = [-2/v/5,1/V5].
En este caso, también resulta facil comprobar que
A =011 VIT

Es facil comprobar que U y V son los vectores propios de valor propio 0% y O'% =0delas
matrices AAT y AT A, respectivamente.

3.3 Descomposicion en valores singulares completa

A partir de una matriz A € Myxn(R): SVD completa

La diferencia entre la SVD
reducida y la SVD completa

dip diz - din es que la base ortonormal U
formada por n elementos en
dz1 dz2 - d2p el caso de la SVD reducida se

’ amplia a una base ortonormal

completa de R”. Con ello, la

matriz X se amplia a una
A1 Az - Amn m~atn.z rectangular m x n

- - afadiendo ceros.

la descomposicién en valores singulares (SVD) completa de A es una factori-

zacion (o descomposicion)

A=UxVT,
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donde
U= u uy um
Uil Uy Un1
_ Uiz Uz Up2
Uim  Uzm Unm
V=lvi v Vi
Vi1 V21 Vi1l
| V2 Va2 Vn2
Vin Von Vun
01 0 0
0 Op 0
=10 o0 on
0 O 0
0 O 0

Upe1,1 e U
un+1,2 co Um2 .

€ Mmxm(R) es una matriz ortogonal cuadrada de orden m,
Upiim - Umm

€ Muxn(R) es una matriz ortogonal cuadrada de orden n'y

€ Mmxn(R) es una matriz diagonal.

Los valores o; > 0, i = 1,...,n se denominan valores singulares y en

general se enumeran de manera descendente:

01 >022>--->0,20.

Los vectores u;, i =1, ...,m, como antes, se denominan vectores singu-

lares por la izquierda y, de manera similar, los vectores v;,i=1,...,n

se denominan vectores singulares por la derecha.

Consideraremos ahora un ejemplo en el que la matriz A ya no serd cuadrada,

como en los dos ejemplos anteriores.
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Ejemplo

Queremos calcular la descomposicién en valores singulares (SVD) completa de la matriz
1 2
A=12 2
2 1

Fijaos en que el nimero de filas de la matriz es m = 3 y que el ntimero de columnas es
n = 2. El rango maximo de la matriz es, por lo tanto, 2, puesto que es el minimo entre
estas dos cantidades:

min(m,n) = min(3,2) = 2.

El rango de la matriz es r = 2, puesto que la submatriz cuadrada 2 x 2

1 2
2 2

tiene determinante no nulo. Para el cdlculo de los vectores singulares por la derecha
consideramos la matriz AT A. En efecto:

9 8
8 9

1 2 2
2 21

ATA =

Los valores propios de la matriz ATA son A; = 17 y A, = 1, de forma que los valores
singulares son:

o1 = /A1 = V7

0'2=\/7\ =1

Los vectores propios de la matriz AT A tienen que satisfacer:

ATAv; =17v

ATAVZ =vy

Si resolvemos las ecuaciones correspondientes, obtendremos:

vI=[1/v2,1/v2]

vl =[1/v2,-1/V2]

Podemos encontrar los vectores singulares por la derecha teniendo en cuenta que:

AV1 =01u; =V 17u1

AVZ =02up =uy

En el primer caso,
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3/1V2 3/V34
Avi=| 42 | =V17 | 4/v32
3/1V2 3/V34

y obtenemos

ui =[3/v34,4/V/34,3/v/34]

El vector uy lo obtenemos de manera similar y el resultado es:

uj = [-1/v/2,0,1/v2]

Adicionalmente, para la descomposicién en valores singulares completa, necesitamos un
tercer vector,

ul = [uz1,u32,u33],

que sea ortogonal en u; y uy. Entonces, el resultado es un sistema de ecuaciones compa-
tible indeterminado:

31131 + 41432 + 31433 =0

—U3z1 +U33 = 0

que tiene solucién paramétrica

Uz =x
uzp =-3x/2
uzz =x

Por ejemplo, podemos considerar
ul = [2/v17,-3/V17,2/V17].

A continuacién podemos mostrar tanto la descomposicion en valores singulares comple-
ta como la reducida de la matriz A:

A=UxVvT

= | 4/V34

3/V34 -1/V2 |:
| 3/V34 1/V2

NSVA) 1V2  1V2 i
0 1 V2 -1/V2

[ 3v3E —1vZ | 21T Vi7
=1 4//34 0 -3/V/17

[ W2 1VZ }T
| 3/V34  1/vV2 | 2/V17

1/vV2 -1/V2

o | = O

0
0
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3.3.1 Propiedades interesantes de la descomposicion

en valores singulares

1) Los valores singulares o; son unicos.

2) Elrango de la matriz A es el ntimero de valores singulares no nulos.

3) |Allz =01y [[Allp=4/0f+:-+0f, donde

Al = sup 12xI2

1l
%)
[=
o

[AllF

4) Si A es una matriz simétrica A = AT, entonces los valores singulares
de la matriz A son el valor absoluto de los valores propios de la ma-
triz A. En particular, si A es una matriz simétrica y definida positiva,
los valores propios y los valores singulares coinciden.

5) Si A es una matriz cuadrada, entonces el valor absoluto del determi-
nante de la matriz coincide con el producto de los valores singulares,
es decir, | det(A)| =[], 0i.

6) Si A es una matriz cuadrada y todos los valores singulares o; son
diferentes, entonces los vectores singulares por la derecha y por la

izquierda u; y v; son tnicos, salvo signo.

3.4 Aplicacion de la descomposicion en valores singulares:

compresion de imagenes

La compresion de imagenes que permite hacer la descomposiciéon en valores

singulares se basa en el resultado siguiente:

Toda matriz A de dimensioén m x n y rango r (r < min{m,n}) se puede

descomponer como suma de matrices r de rango 1:
r
A= O'1U1V{ ar quzva qF o oo qp O'rurvzw = ZO‘iuiViT,
j=1
donde o; son los valores singulares, u; son los vectores singulares por la
izquierda y v; son los vectores singulares por la derecha, j = 1,...,r, en

la descomposicion en valores singulares (SVD).
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La matriz A representara una imagen en escala de grises rectangular de m x n
pixeles. En general, la imagen contendra pixeles que estaran relacionados en-
tre si, es decir, los pixeles cercanos tienen alta correlacion. En un caso extremo,
por ejemplo, si tenemos la fotogratia de un campo de fatbol, muchos pixeles
corresponderdn a la zona del césped con tonalidades de verde muy similares.
Por lo tanto, en general, el rango de la matriz r puede ser significativamente

inferior al minimo del nimero de filas o columnas de la matriz.

Ahora bien, la compresion en la imagen proviene del resultado siguiente:

_ r v, T . . <z
A =} ;0juv; es una matriz de dimension m x ny rango r (r <

min{m,n}). Consideramos la v-ésima suma parcial:
v
A, = 0'1111V1T + crzuzvg +-- 4 ovuvaT = Z oiu,-viT
j=1
Asi pues, la diferencia en norma 2 entre estas dos matrices es igual a:

|A—-Ay|2 =0y41-

Sabemos que en la descomposicién en valores singulares, los valores singulares:

01202220

estan ordenados de manera decreciente. Por lo tanto, si observamos que o5 =
1072, habra que considerar la cuarta suma parcial:

A4 = 01u1v1T + ()'ZuZV% + 0'3113V§ + 0'4114VZ

para garantizar que la matriz original y la cuarta suma parcial tienen una dife-

rencia, en norma 2, igual a o5 = 1072, que es un error pequefio.

Por lo tanto, la compresion de iméagenes se basara en esta estrategia:

Consideramos que A es la matriz que representa una imagen rectan-
. z r T

gular, en escala de grises, de m x n pixeles y que >, ; oju;v; es la des-

composicion de la imagen almacenada en la matriz A como suma de

matrices r de rango 1. Entonces, la v-ésima suma parcial
v
A, = Glulv{ Tr quzvg qroo°qp Gvuvvz = Z O'jujVI'T

j=1

almacena la imagen comprimida con un error en norma 2 igual a 0,1.

Norma 2 de una matriz

La norma 2 de una matriz
corresponde a
lAX]2

HA||2=Supx;0 HXHZ yse

define, en cierta forma, como
se define la norma 2 de un
vector.
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Ejemplo

En este ejemplo tendremos en cuenta una fotografia del Parque Nacional de Yosemite
(California, Estados Unidos de América), tal como se puede ver en la figura 7 en escala
RGB y de medida 750x 1.000 pixeles. La imagen se puede representar como una matriz de
750 filas y 1.000 columnas para cada color: rojo (R, red), verde (G, green) y azul (B, blue).
Como la fotografia es en color, aplicaremos la descomposicion en valores singulares a
cada uno de los colores para volver a formar la imagen.

Figura 7. Imagen del Parque Nacional de Yosemite (en escala RGB y 750 x 1.000 pixeles)

Fuente: elaboracién propia

Usaremos R para calcular la descomposicién en valores singulares y las imégenes compri-
midas. Primero cargaremos la libreria jpeg y, después, leeremos la imagen YOSEMITE. jpg.
La variable yosemite es una matriz tridimensional, donde para cada color tenemos 750
filas y 1.000 columnas. Podemos comprobar la dimensién de las matrices con las instruc-
ciones nrow (yosemite) y ncol (yosemite).

library (jpeg)

yosemite<-readJPEG (' YOSEMITE. jpg’)
nrow (yosemite)

ncol (yosemite)

A continuacién generamos las tres matrices a las que aplicaremos la descomposiciéon
en valores singulares por separado. La matriz r contendrd el color rojo; la matriz g,
el verde, y la matriz b, el azul. Fijaos en que hemos accedido a la dimensioén del color
mediante la instruccién yosemite [, 1] (para el color rojo), yosemite[,2] (para el color
verde) o yosemite[, 3] para el color azul. Como yosemite era una matriz de dimensién
750 x 1.000 x 3, hemos accedido a la tercera componente de la matriz mencionada.

r <- yosemitel[,,1]
g <- yosenitel[,,2]
b <- yosemitel[,,3]

Después calculamos la descomposicion en valores singulares mediante la instruccion
svd. Almacenamos los resultados en estas variables: yosemite.r.svd, yosemite.qg.svd
y yosemite.b.svd. Juntamos las tres descomposiciones en una lista mediante la ins-
truccién list.

yosemite.r.svd <- svd(r)
yosemite.g.svd <- svd(g)
yosemite.b.svd <- svd(b)
rgb.svds <- list (yosemite.r.svd, yosemite.g.svd, yosemite.b.svd)
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Cada variable (yosemite.r.svd, yosemite.g.svdy yosemite.b.svd) es una estruc-
tura de datos que contiene tres campos: u (matriz que contiene los vectores singulares
por la izquierda), d (vector con los valores singulares) y v (matriz que contiene los vec-
tores singulares por la derecha). Accedemos a cada uno de estos campos escribiendo, por
ejemplo, yosemite.r.svdSu 0 yosemite.g.svd$d

Para calcular de una manera rdpida y compacta la v-ésima suma parcial usamos la ins-
truccién sapply, que permite aplicar una funcién a una lista. En un primer ejemplo, si
fijamos v = 3, la tercera suma parcial se puede almacenar en la variable a. Finalmente,
se puede guardar la imagen comprimida resultante usando la instruccién writeJPEG. La
imagen que resulta se puede ver en la figura 8.

nu <- 3

a <- sapply(rgb.svds, function (i) {
yosemite.compress <- 1iS$ul,l:nu]
$+% diag(i$d[l:nu]) %*% t(i$v[,l:nul)},
simplify = ’"array’)

writeJPEG (a, ' yose003.3jpg’)

Figura 8. Imagen del Parque Nacional de Yosemite (en escala RGB,
750 x 1.000 pixeles y comprimida a tres valores singulares)

|

Fuente: elaboracién propia

Del mismo modo podemos calcular la imagen comprimida que resulta de la v-ésima
suma parcial si v = 20, que hemos representado en la figura 9.

nu <- 20

a <- sapply(rgb.svds, function (i) {
yosemite.compress <- 1iS$ul,l:nu]
$x% diag(i$d[l:nul) %$x% t(is$v[,l:nul)},
simplify = ’"array’)

writeJPEG(a,’'yose020. jpg’)

Finalmente, la imagen comprimida que resulta de la v-ésima suma parcial si v = 200 se
puede ver en la figura 10.

nu <- 200

a <- sapply(rgb.svds, function(i) {
yosemite.compress <- i$ul[,l:nu]
$x% diag(i$d[l:nul) %x% t(i$v[,1l:nul)},
simplify = "array’)

writeJPEG (a,’yose200.jpg’)

A modo de ejemplo y por lo que respecta a la imagen de la figura 10 comprimida a

. . . T g b .
dosc1ent'os valores smgul'fires, los valores smgula.res 0901:9501 Y O%91, COrrespondientes a
las matrices de colores rojo, verde y azul, respectivamente, son:

by = 4.195227,
O’g

$o1 = 419045,

oby; = 4.033507.

Hemos obtenido estos valores con yosemite.r.svd$d[201], yosemite.qg.svd$d[201]
y yosemite.g.svd$d[201], respectivamente.
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Figura 9. Imagen del Parque Nacional de Yosemite (en escala RGB, 750 x 1.000 pixeles y
comprimida a veinte valores singulares)

Fuente: elaboracién propia

¢{Coémo debemos interpretar estas cantidades? Recordad que nuestra imagen inicial esta

formada por tres matrices: una para el color rojo, una para el color verde y otra para el

color azul. Es decir, tenemos tres matrices, A", AS y Ab, que hemos aproximado (en la

figura 10, por una imagen comprimida formada por sumas parciales) para cada uno de
AT 8 b

los colores: A, A5y, ¥ A5 Entonces, el error para cada uno de los colores, en norma

2, es:

|A" = Al = 0501 = 4.195227

| A% — AS Il = 050, = 4.19045

|A? — Aol = o5y; = 4.033507
El error en la compresién de la imagen es pequerio, pese a que ain es observable. La razén
es que la imagen presenta un nimero importante de contrastes y los valores singulares

decrecen poco a poco. En términos de espacio necesario para almacenar la imagen origi-
nal hacen falta

750 x 1.000 = 750.000

elementos. Si usamos la suma parcial con v = 200, hay que almacenar 200 matrices de
rango 1 definidas por UiuiViT: donde u; tiene dimensién 750 y v; tiene dimensién 1.000.
Esto corresponde a:

v (m+n)+v =200 - (750 + 1.000) + 200 = 350.200

elementos. En este caso, esto representa un:

350.200

229-299° 100 % = 46.70 %
750.000 0 0

del tamafio original.
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Figura 10. Imagen del Parque Nacional de Yosemite (en escala RGB, 750 x 1.000 pixeles y
comprimida a 200 valores singulares)

Fuente: elaboracién propia

Ejemplo

Este ejemplo es igual que el anterior, en el sentido de que consideramos una imagen en
escala de colores RGB y de dimensién 750 x 1.000 pixeles. Sin embargo, la imagen es un
poco més sencilla, como se puede ver en la figura 11.

Figura 11. Imagen de una flor de hibisco sobre una tela (en escala RGB y
750 x 1.000 pixeles)

- ey

Fuente: elaboracién propia
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En la figura 12 hemos representado la imagen comprimida con los doscientos primeros

. . T g b . .
valores smgu}ares. Los valores smgul.:slres 0%01/9%01 ¥ 0591, COrrespondientes a las matrices
de colores rojo, verde y azul, respectivamente, son, en este caso:

ooy = 3.1221,
0501 = 3.483641,
aby; = 3.200724

Figura 12. Imagen de una flor de hibisco sobre una tela (en escala RGB, 750 x 1.000 pixeles
y comprimida a 200 valores singulares)

ry

Fuente: elaboracién propia

Estos valores son inferiores a los valores singulares del ejemplo anterior. Esto significa
que con el mismo namero de valores singulares (200) obtenemos una compresiéon mas
buena. De hecho, esta mejora es perfectamente observable.

Ejemplo
Finalmente, veremos un ejemplo de compresiéon extrema a partir de la imagen de la
bandera de Noruega. Se trata de una imagen en escala de colores RGB, de dimensién

1.090 x 1.500 pixeles, tal como muestra la figura 13.

Figura 13. Bandera de Noruega (en escala RGB y 1.090 x 1.500 pixeles)

Fuente: https://www.countryflags.com/en/norway-flag-image.html
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En la figura 14 hemos representado la imagen comprimida con los tres primeros valores
singulares. Los valores singulares og,o‘i y crf;, correspondientes a las matrices de colores
rojo, verde y azul, respectivamente, son, en este caso:

o} = 5.199605 - 1072,
03 =3.652678 - 1072,
o} =5.095715 - 1072,

Figura 14. Bandera de Noruega (en escala RGB, 1.090 x 1.500 pixeles y comprimida a tres
valores singulares)

Fuente: elaboracién propia

El error en la compresién de la imagen es inapreciable. En términos de espacio necesario
para almacenar la imagen original hacen falta

1.090 x 1.500 = 1.635.000

elementos. Si usamos la suma parcial con v = 3, hay que almacenar tres matrices de rango
1 definidas por oiuiviT, donde vu; tiene dimension 1.090 y v; tiene dimensién 1.500. Esto
corresponde a

v-(m+n)+v=3-(1.090+1.500) + 3 = 6.423

elementos. En este caso, esto representa un:

6.423

0325 100 % =0.39 %
1,635,000 < 100%=0.39%

del tamafio original.
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Resumen

En este médulo hemos visto dos técnicas, el analisis de componentes princi-
pales (PCA) y la descomposicion en valores singulares (SVD), donde la base

matematica en ambos casos es el cdlculo de valores y vectores propios.

En lo que respecta al analisis de componentes principales, hay que tener en

cuenta algunos puntos importantes en esta estrategia:

1) Los datos que medimos se pueden organizar, habitualmente, en forma de
matriz, donde el nimero de columnas (m) representa las diferentes variables

que medimos y el namero de filas (1) representa los elementos de la muestra.

2) Hay que normalizar los datos para evitar los efectos que las magnitudes de
cada variable tendrian sobre el analisis. Asi pues, debemos restar por la media

de cada variable y dividir por la desviacién tipica de cada variable.

3) Se calcula la matriz de covarianzas por medio del producto de matrices
LXTX. El resultado es una matriz simétrica y definida positiva, donde los

elementos de la diagonal son todo unos.

4) Se calculan los valores y vectores propios de la matriz de covarianzas y se
ordenan de grande a pequerfio. El vector propio asociado al valor propio mas
grande se denomina primera componente principal. El vector propio asociado al
segundo valor propio mas grande se denomina segunda componente principal. Y
asi sucesivamente. En general, los vectores propios de la matriz de covarianzas

son las componentes principales.

5) La proyeccién de los datos originales sobre el espacio vectorial generado
por las componentes principales permite descubrir caracteristicas que pueden
pasar desapercibidas. Esta proyeccion también permite reducir la dimensiona-

lidad de los datos originales.

En relacién con la descomposicién en valores singulares, los elementos clave
en esta estrategia son:

1) La descomposicién en valores singulares descompone una matriz A de di-
mensién n x m como producto de tres matrices, USV’, donde U,V son ma-
trices unitarias y ¥ es una matriz diagonal (en la versiéon reducida). Los ele-
mentos de la diagonal se denominan valores singulares, 61 > 02 > --- > o > 0,
donde r es el rango de la matriz A.

2) Fl cuadrado de los valores singulares o2, ...,02 son los valores propios no
nulos tanto de la matriz AAT como de la matriz ATA.
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3) Las columnas ortonormales de la matriz U son los vectores propios de la
matriz AAT y reciben el nombre de vectores singulares por la izquierda.

4) Las columnas ortonormales de la matriz V son los vectores propios de la

matriz AT A y reciben el nombre de vectores singulares por la derecha.

5) Los vectores singulares por la izquierda y los vectores singulares por la de-
recha son dos bases que diagonalizan la matriz A. Es decir, Av; = oju;, i <.
De forma equivalente, AV = XU.

6) Una de las aplicaciones mas interesantes de la descomposicién en valores

singulares es la compresion de imagenes.
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Ejercicios de autoevaluacion

1. Considerad esta matriz, que contiene el valor de dos variables para una muestra de cinco
elementos:

Xo =

S N W s O
(=]

Calculad la media aritmética de cada columna para obtener la matriz centrada X. Calculad
la matriz de covarianzas Cx y los valores propios A1 y A,. (Cuadl es la direccién de la primera
componente principal?

2. Considerad esta matriz, que contiene el valor de dos variables para una muestra de seis
elementos:

Xo =

N W W N =
S R O = O =

Calculad la media aritmética de cada columna para obtener la matriz centrada X. Calculad
la matriz de covarianzas Cx y los valores propios A; y A,. ;Cudl es la direccién de la primera
componente principal?

3. Considerad esta matriz, que contiene el valor de tres variables para una muestra de cuatro
elementos:

1 0 1
-1 0 1
Xp =
o 2 -1
0o -2 -1

Calculad la media aritmética y la desviacién tipica de cada columna para obtener la matriz
normalizada X. Calculad la matriz de covarianzas Cx y los valores propios Aq,Az y A3. ;Cual
es la direccion de la primera componente principal?

4. Considerad esta matriz:

0 4
0 0

Calculad los valores propios de la matriz A. Encontrad los valores singulares de la matriz
ATA. Calculad V mediante los vectores propios de la matriz AT A y U mediante los vectores
propios de la matriz AAT. Comprobad que A = USVT.
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5. Considerad esta matriz:

0 4
1 0

>
[

Calculad los valores propios de la matriz A. Encontrad los valores singulares de la matriz
ATA. Calculad V mediante los vectores propios de la matriz AT A y U mediante los vectores
propios de la matriz AAT. Comprobad que A = UZVT.

6. Considerad esta matriz:

Calculad ATA,V,X y u; = Av;/o; y la descomposicién en valores singulares (SVD) completa.
Comprobad que A = UZVT,

7. Considerad una matriz A cualquiera. Demostrad que los valores singulares de esta matriz
o; son Unicos.

8. Considerad una matriz A cualquiera. Demostrad que el rango de la matriz coincide con
el namero de valores singulares no nulos.

9. Considerad una matriz cuadrada A cualquiera. Demostrad que el valor absoluto del de-
terminante de esta matriz es igual que el producto de los valores singulares, es decir:

| det(a)] = o

i=1
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Solucionario

1. La media aritmética de la primera columna es 2.8 y la de la segunda, 0. Por lo tanto, la
matriz centrada es:

22 -1
1.2 1
X=1102 o0
0.8 1
28 -1

La matriz de covarianzas es:

oy = Ixrx_ | 370 025
4 0.25 1.00

Observad que la matriz de covarianzas no tiene unos en la diagonal porque no hemos divi-
dido las columnas por las desviaciones tipicas.

Los valores propios de la matriz de covarianzas son:

A1 =3.722953

A2 =0.977047
Fijaos en que
A+ Ap =47 = tr(Cx).
Finalmente, la direccién de la primera componente principal es
pT =[-0.99581173, - 0.09142755].

La resolucién en R de este problema se puede ver en la figura 15.

Figura 15

> a<-c(5,-1,4,1,3,0,2,1,0,-1)

> X@<-matrix(a,ncol=2,nrow=5,byrow=TRUE)
> X0[,1]<-X@[,1]-mean(Xa[,1])

> X0[,2]<-X0[,2]-mean(X0[,2])
>
>

X<-X0
X

[,1 [,2]
[1,] 2.2 -1
[2,] 1.2 1
[3,] 0.2 o
[4,] -0.8 1

[5,] -2.8 -1
> CX<-t(OX*XX /4
> X

[,1] [,2]
[1,] 3.70 .25
[2,] ©.25 1.00
> eiglX<-eigen(CX)
> eigCX$values
[1] 3.722953 @.977047
> eigCX$vectors

[,1] [,2]

[1,] -0.99581173 ©.@9142755
[2,] -0.09142755 -0.99581173

Fuente: elaboracién propia
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2. La media aritmética de la primera columna es 2 y la de la segunda, 0.5. Por lo tanto, la
matriz centrada es:

1 05 |
0 -05
x| 1 0s
1 05
0 05
| -1 05

La matriz de covarianzas es:

ox = lxrx_ | 08 00
5 0.0 03

Observad que la matriz de covarianzas no tiene unos en la diagonal porque no hemos divi-
dido las columnas por las desviaciones tipicas. Fijaos en que la matriz de covarianzas es, en
este caso, una matriz diagonal.

Los valores propios de la matriz de covarianzas son:

A1 =038

A2 =03
Fijaos en que
AM+A2=1.1= tI'(Cx).
Finalmente, la direccion de la primera componente principal es
p{ = [_1/0]

Observad que, como la matriz de covarianzas es diagonal, la primera componente principal
es igual (en lo que respecta a la direccién) que la variable que hemos considerado en la
primera columna de la matriz X.
La resolucién en R de este problema se puede ver en la figura 16.

Figura 16

> a<-c(1,2,3,3,2,1,1,0,1,0,1,0)

> X@<-matrix(a,ncol=2,nrow=6,byrow=FALSE)

> X0[,1]<-X@[,1]-mean(X@[,1])
> X0[,2]<-X@[,2]-mean(Xa[,2])

> X<-X0
> X

(1] [,2]
1,1 -1 0.5
[2,] @ -0.5
[3,] 1 @.5
[4,] 1-0.5
[5,] @ 0.5
[6,] -1 -8.5
> CX<-t(O%*%X/5
> X

(1] [,2]
[1,] 0.8 0.0
[2,] 0.0 0.3

> eiglX<-eigen(CX)

> eigCX$values

[1] 0.8 0.3

> eigCX$vectors
[,1]1 [,2]

[1,] -1 0

[2,] 2 -1

Fuente: elaboracién propia
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3. La media aritmética de la primera columna es 0; la de la segunda, O, y la de la tercera, 0. Las
desviaciones tipicas de las columnas son 0.8164966,1.632993 y 1.154701, respectivamente.
Por lo tanto, la matriz escalonada es:

1.224745  0.000000  0.8660254
X = -1.224745  0.000000  0.8660254
0.000000  1.224745 -0.8660254

0.000000 -1.224745 -0.8660254

La matriz de covarianzas es:

1.0 00 0.0

1
Cx=:X'X=100 1.0 00
00 0.0 1.0

Observad que ahora la matriz de covarianzas si que tiene unos en la diagonal, ya que hemos
dividido las columnas por las desviaciones tipicas. Fijaos en que la matriz de covarianzas es,
en este caso, una matriz diagonal.

Los valores propios de la matriz de covarianzas son:

A =1
A =1
Az =1

Fijaos en que
A+ A2+ A3 =3 =1tr(Cx).
Finalmente, la direccién de la primera componente principal es
pi =10,0,1].

En este caso, después de haber obtenido los tres valores propios iguales a 1, no hay ningtn
valor mas grande que el resto. La segunda y tercera componentes principales son, segin los
resultados que obtenemos en R:

p3 =10,1,0]
p3 =11,0,0]

Por tanto, teniendo en cuenta que la matriz de covarianza es la matriz identidad, habria sido
mas normal definir las componentes principales asi:

pl=11,0,0]
p3 =10,1,0]

Y =10,0,1]
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La resolucién en R de este problema se puede ver en la figura 17.

Figura 17

> a<-c(1,-1,0,0,0,0,2,-2,1,1,-1,-1)
X@<-matrix(a,ncol=3,nrow=4,byrow=FALSE)
X0[,1]<-(X@[,1]-mean(X0[,1]))/sd(X0[,1])
X0[,2]<-(X8[,2]-mean(X@[,21))/sd(Xa[,2])
X0[,3]<-(X8[,3]-mean(X@[,31))/sd(xa[,3])
X<-X0

X

VOV W W WY

[,1] [,2] [,3]

[1,]1 1.224745 0.000000 0.8660254
[2,] -1.224745 0.000000 0.8660254
[3,] ©0.000000 1.224745 -0.8660254
[4,] ©.000000 -1.224745 -0.8660254
> X<-t(O%*%X/3
> X

[,11 [,2]1 [,3]
[1,] 1 © @
[2,] © 1 @
3, © o 1
> eiglX<-eigen(CX)
> eigCX$values
[1]111
> eigCX$vectors

[,1] [,2] [,3]
,] e o 1
2] © 1 @
3] 1 © @

Fuente: elaboracién propia

4. El determinante de la matriz A es O y la traza, también. Por lo tanto, sabemos que los
valores propios de la matriz A satisfacen:

AM+Ay= tI‘(A) =0

)x17\2 = det(A) =0

Esto implica que A1 = A, = 0. Fijaos en que el rango de la matriz A es r = 1. Por otro lado, la
matriz AT A es igual a:

ATA = 0 O ’

0 16

que tiene como valores propios A; = 16 y A, = 0. Por tanto, el tnico valor singular es
01 = v/A = 4. Los vectores propios de la matriz AT A son:

vl =10,1]

v; =[-1,0],

de forma que la matriz V es igual a:
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Por otro lado, la matriz AAT es igual a:

AAT-| 16 0
0 0

que tiene como valores propios A; = 16 y A, = 0. Por lo tanto, el inico valor singular es
o1 = /A1 = 4. Los vectores propios de la matriz AAT son:

uf =[1,0]

ul =1[0,1],

de forma que la matriz V es igual a:

]

Se puede comprobar, pues, que A = UXVT:
T
0 4| |1 0 4 0 0 -1
0 0 0 1 0 0 1 0
5. El determinante de la matriz A es —4 y la traza es 0. Por tanto, sabemos que los valores

propios de la matriz A satisfacen:

)\1 +7\,2 =t1‘(A) =0

Az = det(A) = —4

Esto implica que A1 = 2y Ap = —A; = -2. Fijaos en que el rango de la matriz A es r = 2. Por
otro lado, la matriz AT A es igual a:

ATA = 1 0 ’
0 16

que tiene como valores propios A; = 16 y A, = 1. Por tanto, los valores singulares son
o1 =+vA1 =4y o, =+/Az = 1. Los vectores propios de la matriz AT A son:

vI=10,-1]

vl =1[-1,0],
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de forma que la matriz V es igual a:

que tiene como valores propios A; = 16 y A, = 1. Por tanto, los valores singulares son
01 =+v/A1 =4y 0y =2z = 1. Los vectores propios de la matriz AAT son:

uf = [-1,0]

uj =[0,-1],

de forma que la matriz V es igual a:

B B

6. La matriz AT A es igual a:

ATA=53,
3 5

que tiene como valores propios A1 = 8 y Ay = 2. Por tanto, los valores singulares son o; =
VA1 =2v2y o3 = /A = V2. Los vectores propios de la matriz AT A son:

vi = [-v2/2,-v2/2]
vy = [V2/2,V2/2],

de forma que la matriz V es igual a:

v. [ V32 32 }

—~2/2 V22
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La matriz 3 es igual a:

o1 0 | | 2v2 0
0 o 0 V2

Calcularemos los vectores u; siguiendo la indicacién u; = Av;/c;. En efecto:

" 1 2 2 -V2/2 -1
1= — =
2V2 | 1 g V22 0
1 ) —V2/2 0
u = — =
V2| 1 V2/2 1

Se puede comprobar, pues, que A = UXZVT:

T

2 2 -1 0 2v2 0 V212 -V2/2
1 1 0 1 0 V2 —V2/2  V2/2

7. Los valores singulares de la matriz A son las raices cuadradas de los valores propios de la
matriz AT A. Sabemos que los valores propios de cualquier matriz son tGnicos, lo que implica
que los valores singulares de la matriz A son también tGnicos.

8. Consideramos la descomposicién en valores singulares completa de la matriz A. Esto
implica la existencia de dos matrices, U y V, de rango méaximo, ya que estan formadas por
una base de vectores ortonormales de los correspondientes espacios vectoriales. Entonces:

rango(A) = rango(UEVT) =rango(X)

El rango de la matriz diagonal X es igual que el namero de valores no nulos de su diagonal,
es decir, es el nimero de valores singulares no nulos de la matriz A.

9. Consideramos la descomposiciéon en valores singulares completa de la matriz A. Esto
implica la existencia de dos matrices, U y V, de rango méaximo, ya que estdn formadas por
una base de vectores ortonormales de los correspondientes espacios vectoriales. Teniendo
en cuenta que el determinante de un producto de matrices es igual que el producto de los
determinantes, y teniendo en cuenta también que el determinante de una matriz ortogonal
es 1, obtenemos:

| det(A)| = | det(UEVT)| = | det(U) det(Z) det(VT)) = | det(z)| = H o;
i=1
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Glosario

componentes principales de una matriz f Vectores propios de la matriz de covarianzas
correspondiente.

matriz de covarianzas f Matriz cuadrada que en la posicién (i,j) contiene la covarianza
de las variables iy j.

matriz unitaria / Matriz en la que el producto escalar de dos columnas diferentes es igual
a cero y en la que el producto escalar de dos columnas iguales equivale a 1. La inversa de una

matriz unitaria es igual que su transpuesta.

primera componente principal f Componente principal asociada al valor propio méxi-
mo de la matriz de covarianzas.

valores singulares m Raices cuadradas de los valores propios de las matrices AAT y ATA.
vectores singulares por la izquierda m Vectores propios de la matriz AAT.

vectores singulares por la derecha m Vectores propios de la matriz ATA.
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