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Elementos basicos del 4lgebra lineal

1. Problemas

Elementos basicos del algebra lineal

Temas: espacios vectoriales en dimension finita (vectores y operaciones con vectores),
subespacios generados. Matrices (diagonales, triangulares, cuadradas, rectangulares,
simétricas), operaciones con matrices. Determinantes: cdlculo e interpretacion geo-
métrica en el plano y en el espacio. Matriz inversa. Rango de una matriz. Aplica-
ciones lineales (entre espacios vectoriales). Producto escalar de dos vectores (dngulo
entre los vectores).

1. La teoria de matrices puede ser una herramienta muy tutil para describir
problemas de la vida cotidiana. Veamos un ejemplo:

Una tienda de animales que vende peces de acuario incluye una garantia:
cada pez que muera durante los tres primeros meses sera reemplazado de
forma gratuita. Cuando el pez ha sido reemplazado una vez, ya no queda
cubierto por la garantia. Por otro lado, se han recopilado los siguientes
datos: el 3% de los peces muere durante el primer mes, el 5% de los peces
que superan el primer mes muere durante el segundo mes y, finalmente, el

7 % de los peces que han cumplido dos meses muere durante el tercer mes.

a) Si para simplificar suponemos que los peces sin garantia no se mueren,
dibujad el diagrama de estados (nodos) y las probabilidades de tran-
sicién entre estados (aristas). Observad que este problema tiene cinco
estados posibles: pez en el mes 1, 2 o 3 (Eq,E;,E3, respectivamente), pez
sin garantia porque ya se ha repuesto (E4) y pez sin garantia porque
tiene mas de tres meses (Es). Para hacer este diagrama, dibujad cinco re-
dondas con las etiquetas de los estados y, a continuacién, trazad flechas
entre las redondas indicando las posibles transiciones entre los estados

y especificando la probabilidad correspondiente.

b) Escribid la matriz P = (P;) de las probabilidades de transicion, es decir,
Pj; es la probabilidad de cambiar del estado j al estado i por cada uno de
los cinco estados posibles del sistema. Fijaos en que cada columna de la
matriz corresponde a las probabilidades de las flechas que salen de cada
estado y la suma total tiene que ser igual a 1.

©) ;P es una matriz diagonal? ;P es una matriz triangular? Calculad su de-

terminante. ;Existe la matriz P~'?

Nota del ejercicio 1

Este ejercicio es una
simplificacién drastica de una
situacion real de una tienda
que puede tener gran
variedad de animales y
ofrecer diversas garantias en
funcién del tipo de animal y
el tipo de cliente. jImaginad
el gran volumen de datos
que podriamos codificar con
este tipo de matrices!
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d) Calculad P?, P? y, P*, es decir, el cuadrado, el cubo y la potencia cuarta
de la matriz P. ;Qué observais? ;Estas nuevas matrices tienen la misma

estructura triangular que la matriz original?

2. Si disponemos de datos de n observaciones de individuos con m caracteris-
ticas (tipicamente, n >> m, es decir, muchas mas observaciones que carac-
teristicas), podemos organizar esta informacion en forma de una matriz A
de n filas y m columnas, que en general sera rectangular.

Uno de los temas importantes que trataremos mas adelante es la descom-
posicién en valores singulares (SVD), una aplicacion interesante y util en
la ciencia de datos que se basa en el analisis de la matriz AT - A o la ma-
triz A - AT, dos nuevas matrices resultantes de multiplicar, por la derecha o
por la izquierda, la matriz transpuesta (que se obtiene de cambiar filas por

columnas) por la matriz original. Veamos un par de ejemplos:

a) Considerad las matrices rectangulares siguientes:

1 2
3 2 9 3

3 1
A= o A=lo 7 1 4

4 0
4 1 -1 2

-1 3

y calculad el rango (el nimero méaximo de filas o de columnas lineal-

mente independientes).

b) Para cada una de las matrices A del apartado anterior, calculad las dos
matrices By = AT A y.By=A AT ;Son simétricas estas nuevas matrices?
;Tienen la misma traza (suma de los elementos de la diagonal princi-
pal)? ;Tienen el mismo determinante? Calculad los rangos. ;Se cumple
que coinciden, es decir, rang(A) = rang(B;) = rang(B;)?

3. Una de las aplicaciones mas directas de los determinantes, intimamente
relacionada con la definicién de determinante de una matriz, es el calculo
de areas definidas por dos vectores en el plano y el cidlculo de volamenes
definidos por tres vectores en el espacio. En efecto, tres vectores en el espa-
cio tridimensional (R®) generan un prisma de seis caras (paralelepipedo en
que las caras son paralelogramos paralelos dos a dos). Para calcular el volu-
men de esta pieza basta con calcular el determinante en valor absoluto de
la matriz A, formada por los tres vectores (en filas o en columnas). En sim-
bolos, si tenemos los vectores 4 = (uy,uUz,U3), V = (V1,V2,V3) ¥ W = (W1,W2,W3),

entonces el volumen generado es:

U v2 wm

- = -

V= det@,v,w)| = |y, v, w, >0

uz vz ws
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El determinante se tiene que calcular en valor absoluto, puesto que el volu-
men de la figura es independiente del orden en que escogemos los vectores
y siempre es un valor positivo. Ademds, podriamos poner los vectores por
filas en la matriz, en vez de hacerlo por columnas, puesto que el determi-
nante de la matriz transpuesta coincide con el determinante de la matriz:
det(AT) = det(A).

a) Dados los puntos en el espacio P = (-2,6,7), Q =(5,-6,8), R=(8,4,-9)
y §=(9,5,1), construid tres vectores a partir de uno de los vértices (por

ejemplo, ﬁa, ﬁ y 1%) y calculad el volumen del prisma generado.

b) Considerad ahora un tetraedro (piramide de base triangular, es decir,
un poliedro de cuatro caras triangulares) formado por los cuatro puntos
P,Q,R y § del ejercicio anterior. Teniendo en cuenta que el volumen de
un tetraedro es una sexta parte del volumen del prisma que lo contiene,

calculad el volumen del tetraedro PQRS.

c) Considerad dos tetraedros en el espacio tridimensional. Los vértices del
primer tetraedro son P = (0,3,8), Q = (2,17,8), R=(-1,6,9) y § = (-2,6,7),
y los vértices del segundo, P, Q' = (2,-19,8), Ry S. Comprobad que
tienen el mismo volumen. ;Por qué? ; Cual es este volumen? Explicad
los resultados obtenidos.
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2. Soluciones

1. Problema con cinco estados posibles.

a) Diagrama de estados y las probabilidades de transicion entre los cinco
estados posibles: pez en el mes 1, 2 o 3 (Eq,E,E3, respectivamente), pez
sin garantia porque ya se ha repuesto (Es) y pez sin garantia porque

tiene mas de tres meses (Es):

Diagrama de estados y probabilidades de transiciéon

0.03

b) La matriz P de las probabilidades de transicion es:

Eq E, E; E4 Es
E, 0.00 0.00 000 0 O
E, 097 000 000 0 O
E; 0.00 095 000 0 O

E, 003 005 007 1 O

Es 0.00 000 093 O 1

Fijaos en que cada columna de P son las posibilidades que puede tener
cada uno de los estados. Por ejemplo, el primer estado, E;, tiene dos
transiciones hacia E; y E4 con las probabilidades 97 % y 3 %, respecti-

vamente, etc.
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c) La matriz P no es diagonal, pero es una matriz triangular. Su determi-
nante vale 0, puesto que en este caso es el producto de la diagonal

principal. En consecuencia, no existe la matriz inversa.

d) Las potencias de la matriz P son, a su vez, matrices triangulares. A con-

tinuacion tenéis el codigo R para calcularlas:

Etiquetas <- c("E_1", "E_2", "E_3", "E_4", "E_5")
MatrizP <- matrix(c(0,0.97,0,0.03,0,0,0,0.95,0.05,0,0,0,0,0.07,0.93,

>
>
+ o,0,0,1,0,0,0,0,0,1), 5,5, dimnames = list (Etiquetas, Etiquetas))
> det (MatrizP) # determinante de la matriz P

[11 O

> library (expm)
> # Potencias de la matriz de transiciodn

> MatrizP

E_1 E_2 E_3 E_4 E_5

E_1 0.00 0.00 0.00 0 0

0.97 0.00 0.00 0 0
E 0.00 0.95 0.00 0 0
E_4 0.03 0.05 0.07 1 0
E_5 0.00 0.00 0.93 0 1

> MatrizP %% 2 # cuadrado

E_1 E_.2 E_3 E_4 E_5
E_1 0.0000 0.0000 0.00 0 0
E_2 0.0000 0.0000 0.00 0 0
E_3 0.9215 0.0000 0.00 0 0
E_4 0.0785 0.1165 0.07 1 0
E_5 0.0000 0.8835 0.93 0 1
> MatrizP $°% 3 # cubo
E_1 E_ 2 E_3 E_4 E_5
E_1 0.000000 0.0000 0.00 0 0
E 0.000000 0.0000 0.00 0 0
E_3 0.000000 0.0000 0.00 0 0
E_4 0.143005 0.1165 0.07 1 0
E_5 0.856995 0.8835 0.93 0 1

> MatrizP %% 4 # potencia cuarta

E_1 E_2 E_3 E_4 E_S5
E_1 0.000000 0.0000 0.00 0 0
E_2 0.000000 0.0000 0.00 0 0
E_3 0.000000 0.0000 0.00 0 0
E_4 0.143005 0.1165 0.07 1 0
E_5 0.856995 0.8835 0.93 0 1
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La matriz de este problema corresponde a una cadena de Markov (modelo

matricial lineal), un tema que trataremos mas adelante. De todas maneras,

podéis ver a continuacién las instrucciones basicas con R para definirla y

visualizarla:

# install.packages ("markovchain")

library (markovchain)

# Creamos un nuevo objeto que es una cadena de Markov (por columnas)

CM_tienda <- new("markovchain", states = Etiquetas, byrow = F,

transitionMatrix = MatrizP, name = "Tienda de animales")

# install.packages ("diagram")

# Dibujo del diagrama de estados y probabilidades de transicidn

plotmat (MatrizP, pos = c(3,2), 1lwd = 1, box.lwd = 1,cex.txt = 0.5,

>
>
>
>
+
>
> library(diagram)
>
>
+
+
+
+

box.size = 0.1, box.type = "circle", box.prop = 0.5,
box.col = " light yellow", arr.length=.1, arr.width=.1,
self.cex = .4, self.shifty = -.01, self.shiftx = .13,

main = "Diagrama de estados y probabilidades de transiciodn")

A partir de la matriz rectangular de los datos A, construimos dos nuevas

matrices simétricas, B; = AT - A yBy=A AT, y calculamos los rangos, las

trazas y los determinantes.

Primer ejemplo (n =4 x m = 2). Cédigo R de resolucién:

Etiqueta_fila <- c¢(" ind 1", " ind 2", " ind 3", " ind 4")

Etiqueta_col <- c¢(" car 1", " car 2")

>
>
> A <- matrix(c(1,3,4,-1,2,1,0,3), 4,2,
+
>

dimnames = list (Etiqueta_fila, Etiqueta_col))

A # matriz de los datos

car 1 car 2

ind 1
ind 2
ind 3
ind 4

-1

1 2
3 1
4 0

3

> rangA <- rankMatrix (A)[1]

> rangA

[1] 2

> Bl <—- t(A) %%% A; B2 <- A %x%% t(A);

> B1

car 1 car 2

car 1

car 2

27 2

2 14
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ind 1 ind 2 ind 3 ind 4

ind 1 5 5 4 5
ind 2 5 10 12 0
ind 3 4 12 16 -4
ind 4 5 0 -4 10

> # Si, son matrices simétricas

>

> trl <- sum(diag(Bl)); tr2 <- sum(diag(B2));
> trl; tr2

[1] 41

[1] 41

> # las trazas de las matrices coinciden

>

> rangBl <- rankMatrix (B1l) [1]; rangB2 <- rankMatrix (B2)[1]
> rangA; rangBl; rangB2

[1] 2

[1] 2

[1] 2

> # Si, los rangos coinciden
>

> (det (B1l)); (det(B2))

[1] 374

[1] O

> # Los determinantes son diferentes

Segundo ejemplo (n =3 x m = 4). Cédigo R de resolucién:

> Etiqueta_fila <- c¢(" ind 1", " ind 2", " ind 3")

> Etiqueta_col <- c¢(" car 1", " car 2"," car 3", " car 4")
> A <- matrix(c(3,0,4,2,-7,1,9,1,-1,3,4,2), 3,4,

+ dimnames = list (Etiqueta_fila, Etiqueta_col))
>

A # matriz de los datos

car 1 car 2 car 3 car 4
ind 1 3 2 9 3
ind 2 0 =7 1 4
ind 3 4 1 -1 2

> rangA <- rankMatrix (A) [1]

> rangA

[1] 3
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> Bl <- t(A) %+% A; B2 <— A %$+% t(A);

> BI
car 1 car 2 car 3 car 4
car 1 25 10 23 17
car 2 10 54 10 -20
car 3 23 10 83 29
car 4 17 =20 29 29
> B2
ind 1 ind 2 ind 3
ind 1 103 7 11
ind 2 7 66 0
ind 3 11 0 22
> # Si, son matrices simétricas
>
> trl <- sum(diag(Bl)); tr2 <- sum(diag(B2));
> trl; tr2
[1]1 191
[1] 191
> # las trazas de las matrices coinciden
>
> rangBl <- rankMatrix(B1l)[1]; rangB2 <- rankMatrix (B2) [1]
> rangA; rangBl; rangB2
[11 3
[11 3
[11 3

> # Si, los rangos coinciden
>

> (det (B1)),; (det(B2))

[1] -1.71605e-10

[1] 140492

> # Los determinantes son diferentes

3. Para calcular el volumen construimos los tres vectores que inciden en un
. Loy . 5o .

mismo vértice (por ejemplo, @, PR y PS) y generamos una matriz cuadrada

de dimension 3. Finalmente, solo tenemos que calcular el determinante o

una sexta parte, si se trata de un tetraedro. C6digo R de resolucion:

> P <- C(—2,6, 7); Q <- C(5,—6,8),' R <- C(8/41_9); S <- C(9/5/l)
> PQ <- Q-P; PR <- R-P; PS <- S-P; A <- matrix(c(PQ,PR,PS),3,3);
> A;
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11 [,2]
[1,] 7 10
[2,] -12 -2
[3,] 1 -16

> (V_prisma <-

[1] 1376

> (V_tetraedro

[1] 229.3333

[,3]
11
-1
-6

abs (det (A)) ) ;

<- abs(det (A))/6);

> P <- ¢(0,3,8); Q <-¢(2,17,8); R <- c¢(-1,6,9); S <- c(-2,6,7)
> Q00 <- ¢(2,-19,8);
> PQ <- Q-P; PR <- R-P; PS <- S§-P; A <- matrix(c(PQ,PR,PS),3,3);

> A;

[,11 [,2]
(1,1 2 -1
(2,1 14 3
[3,1 0 1

> (V_tetraedro

[1] 9

> POQ <= Q0-P;
> A;

[,11 [,2]
(1, ] 2 -1
[2,] -22 3
[3,] 0 1

> (V_tetraedro

[1] 9

-1

<- abs(det (A))/6);

PR <- R-P; PS <- S-P; A <- matrix(c(PQQ,PR,PS),3,3);

-1

<- abs(det (A))/6); # mismo volumen

Debido al valor absoluto, hay dos tetraedros simétricos que tienen el mis-

mo volumen.






