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Iniciacié a les matematiques per a ’enginyeria

Introduccidé

Les matematiques sén una de les eines imprescindibles per a cursar qualsevol grau ci-
entific. De fet, tant important és el contingut matematic com la manera de treballar-la
en cada un dels camps en qué s’aplica. Aixi, doncs, es fa necessari comprendre’n la me-
todologia i conéixer-ne els continguts basics a ’hora d’afrontar qualsevol assignatura

matematica d’un determinat grau.

Les matematiques construeixen un llenguatge propi que permet definir rigorosament
els conceptes i resultats que es presenten. D’aquesta manera, es poden expressar molts
problemes d’una manera senzilla que en facilita no tan sols la resolucié siné també
la comprensié. Conéixer aquest llenguatge es fa imprescindible per a poder conéixer

técniques i conceptes matematics avangats.

En aquest curs es proporcionen procediments i conceptes basics d’algebra lineal i ana-
lisi matematica (moltes vegades ja tractats a secundaria i batxillerat) que es necessiten
dominar abans d’afrontar els problemes habituals que ha de resoldre diariament un
enginyer. Aquests continguts es presentaran introduint tota la terminologia matema-

tica necessaria per tal d’anar familiaritzant-nos amb la notacié matematica.

Al final de cada tema s’inclou un resum, una llista d’exercicis resolts pas a pas 1
una llista d’exercicis per a practicar amb les solucions. Els exemples que hi ha en
I'explicacié de cada tema els trobareu intercalats en 'explicacié dins de zones de

color gris.

Utilitzarem aquestes caixetes per a @

explicar algun fet histéric relacionat
amb les matematiques. Per
exemple, el text matematic més
antic descobert fins ara és el papir
de Moscou, un manuscrit datat
entre el 2000 i el 1800 aC.

Aquest tipus de caixetes responen 9

algunes preguntes clau dels
diferents temes del curs. Per
exemple, sabies que en les
matematiques hi un simbol per a
afirmar l'existéncia i un altre per a
denotar I'expressié per a qualsevol?
Doncs si, normalment s'utilitza el
simbol 3 per a dir que un valor,
funcié... existeix i el simbol V per a
dir que és cert per a qualsevol
valor, funcié...

Utilitzarem aquest tipus de caixetese

per a remarcar aspectes o
conceptes matematics rellevants o
clau. Per exemple: esperem que
gaudeixis del curs i aprenguis molt!
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Objectius

Per a aquesta assignatura, es plantegen quatre objectius generals:

(a) Adquirir la terminologia, els conceptes i els procediments fonamentals de 1’alge-

bra i I’analisi matematica.

(b) Possibilitar 1'as practic dels continguts matematics estudiats.

(¢) Familiaritzar-se amb el llenguatge matematic i el raonament abstracte, dos trets

caracteristics de les matematiques.

(d) Saber aplicar els conceptes i procediments estudiats en el plantejament i analisi

de problemes practics.

Quant als continguts matematics que es pretenen treballar en aquest curs introductori,

els objectius a assolir sén:

10.

. Conéixer la teoria basica dels conjunts de nombres reals.

. Resoldre equacions i inequacions.

. Aprendre a manipular polinomis.

. Conéixer i manipular matrius i calcular determinants de matrius.

. Resoldre sistemes d’equacions lineals de dues i tres variables, en particular pel

métode de Gauss.

. Comprendre el concepte de funcio real de variable real.

. Conéixer les caracteristiques de les funcions elementals: polindomiques, trigonomeé-

triques (sinus, cosinus, tangent), exponencials i logaritmiques.

. Comprendre el concepte de limit, les seves propietats i la seva aplicaci6 en I'estudi

de la continuitat de funcions.

. Comprendre el concepte de derivada i la seva interpretacié geométrica. Conéixer

les seves propietats i saber calcular derivades a partir de les seves regles de calcul.

Calcular primitives de les principals families de funcions.
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Index
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1.1. Nombres naturals

1.1.1. Definicioé

Els nombres naturals son els que ens permeten comptar objectes. La llista dels

nombres naturals s’inicia amb 1’1 i no té fi: 1, 2, 3, 4, 5, 6, ... Fixem-nos que aquesta

llista no inclou el 0.

bl g 'mu,L:..:.._“'.'(.

Des de fa alguns segles els nombres naturals se solen representar amb les xifres de- et R 1

i 1ﬂ-pu-d;wpdu «Lq-n-lar...._,,]”# g

. . . . . L. . . arite i P dderand weoe 2 ! ]

cimals del 0 al 9. Aquestes xifres sén d’origen hinda i es van introduir a Europa ;"}1'.:.:«,,.3',..,,..,@.‘.1*‘“" g
oy N . . . Q.0 T Al
mitjancant textos arabs. Un dels motius determinants per a usar aquestes xifres en vlf,ﬂm"f Ll bt
PR PR IR S

lloc d’altres representacions és la facilitat per a calcular les operacions basiques que

ofereixen: suma, resta, multiplicacié i divisio.

Fragment d'una pagina del Codex
Virgilanus (s.X) on es poden
observar les nou xifres en ordre
invers.
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1.1.2. Operacions

Es una operaci6 que es representa amb el signe + (es llegeix “més”) interposat
entre els dos nombres que se sumen. Per a indicar el resultat, s’afegeix el signe = i,
finalment, el resultat de la suma. Per exemple, 12 + 19 = 31.

Els nombres que se sumen es denominen sumands, i el resultat de 'operacié rep el

nom de suma. En l’exemple, el 12 i el 19 sén els sumands, i el 31 és la suma.

’ Resta (o diferéncia o subtraccio) ‘ Es una operacié que es representa amb el signe —

(es llegeix “menys”) interposat entre els dos nombres que es volen restar. Per exemple,
14-6=8.

El nombre anterior al signe — es denomina minuend, el nombre que segueix el signe
— es denomina subtrahend i el resultat de la resta es denomina diferéncia. En
P’exemple, el 14 és el minuend, el 6 és el subtrahend i el 8 és la diferéncia. La suma
1 la resta son operacions oposades. Aquest fet permet afirmar que en una resta la

diferéncia més el subtrahend és igual al minuend. En I’exemple veiem que 8 + 6 = 14.

Multiplicacié (o producte) ‘ Es una operacié que es basa en la suma: la suma de

diversos sumands iguals es transforma en una multiplicacié del sumand pel el nombre
de cops que aquest se suma. El signe que es fa servir és - o bé x (es llegeix “per”).
Nosaltres optarem pel primer dels dos signes. Per exemple: 6+6+6+6+6=5-6 = 30
és a dir, la suma de 5 vegades el 6 és igual a 5 per 6.

Els nombres multiplicats es denominen factors, o el resultat de la multiplicacié es
denomina producte. En I'exemple, els factors son 5 i 6, mentre que el producte és

30.

El signe que es fa servir és : o bé /. Aquest signe es llegeix “entre”.

El nombre dividit es denomina dividend, el nombre que divideix es denomina divisor
i el resultat es denomina quocient. Aixi, per exemple, en la divisi6 15:3 =5, el 15
es denomina dividend, el 3 divisor, i el 5 quocient.

Aquesta operacié és oposada al producte, i aixd ens permet trobar el resultat de
qualsevol divisié. Per exemple, per a conéixer el quocient de 72 entre 8, s’ha de trobar
el nombre que, multiplicat pel divisor, proporciona el dividend, és a dir: 8 -7 = 72.

Evidentment, el nombre buscat és 9, perqué 8 -9 = 72. Aixi, doncs, 72:8 = 9.

Observacions per a la resta i divisi6. Hem de tenir en compte que la resta
i la divisi6 de nombres naturals no sempre es poden fer per dos nombres naturals

qualssevol.

El primer problema el trobem quan volem restar d’'un nombre un altre de més gran
o igual. En aquest cas no la resta pot donar com a resultat un nombre natural:
hauriem de definir un altre tipus de nombres, els nombres enters (tema que veurem

a continuacio), perqué aquesta operaci6 fos possible.

De manera similar, el quocient entre dos nombres naturals tampoc no és sempre un

nombre natural. Per exemple, 13 : 5 no pot ser igual a un nombre natural perqué no
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hi ha cap nombre que multiplicat per 5 doni 13. En aquest cas, es pot descompondre
la divisi6 anterior de la manera segiient: 13 =5-2 + 3, on el 3, denominat residu, és

menor que el divisor 5. Per tant, la regla general per a la divisié s’enuncia aixi:
dividend = divisor - quocient + residu (forma abreujada: D =d - q + r)

on D és el dividend, d el divisor, ¢ el quocient, i r el residu. Sempre que el residu sigui

0, es diu que la divisi6 és exacta.

Ordre d’operacions. De vegades se’ns presenta un grup d’operacions amb nombres
naturals, que es denomina expressié numérica. Per exemple:
4-5-(5-3+8:2)

Per a trobar el resultat d’aquesta expressio, s’ha de seguir ’ordre d’operacions segiient:

1) Operacions que es troben a U'interior dels paréntesis: del més extern al més intern.
2) Multiplicacions i divisions: les divisions sempre abans que les multiplicacions.

3) Sumes i restes: primer les restes i després les sumes.

L'ordre de les operacions és: primerg

els paréntesis, a continuacié les
divisions i les multiplicacions, i,

Exemple. Ordre de les operacions. finalment, les restes i sumes.

Resolguem I’exemple proposat
4.-5-(5-3+8:2)=4-5-(5-3+4) =4-5-{({15+4)|=4-5-[19]=20~19=1

Observem la importancia dels paréntesis amb el mateix exemple sense parén-

tesis:

4.-5-5-3+8:2=[4-5]-[5-3}+4/=[20]-[15+4=9

1.1.3. Multiples i divisors

Un nombre és multiple d’un altre si es pot obtenir multiplicant aquest per algun

altre nombre natural.

Quan una divisié entre dos nombres naturals és exacta, per exemple, 15 : 3 = 5, es
diu que 15 és divisible entre 3 (o per 3). En aquest cas, també es diu que 3 és un

divisor de 15. Una notacié habitual en aquesta situaci és 3|15.

Per tant, es pot observar que els conceptes de multiple, divisor i divisibilitat estan
lligats estretament. Si un nombre és multiple d’un altre, també es pot afirmar que el
primer és divisible pel segon. De la mateixa manera, el segon ha de ser un divisor del

primer. Es a dir, si a és multiple de b, llavors b és divisor de a i a és divisible per b.
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Exemple. Multiples i divisors.
36 és un multiple de 2, 3, 6, 12 1 18. I, per tant, podem dir que 2, 3, 6, 12 i 18
son divisors de 36. A més, 36 és divisible per 2, 3, 6, 12 i 18.

‘ Propietats ‘

e Qualsevol nombre natural és divisor (i miltiple) d’ell mateix: ala per qualsevol

nombre a. Aquesta és la propietat reflexiva.

e Siun nombre és divisor d’un altre i aquest és divisor d’un tercer, llavors el primer
nombre també és divisor del tercer (passa el mateix en el cas de ser multiple), és a

dir, si a|b i b|c aleshores tindrem segur que a|c. Aquesta és la propietat transitiva.

e Si un nombre és divisor d’un altre i aquest ho és del primer, llavors ambdos
nombres son el mateix nombre (el mateix es pot dir en el cas de ser multiple), és a

dir, si a|b i b|a, aleshores, per forga, a = b. Aquesta és la propietat antisimétrica.

Criteris de divisibilitat. El concepte de divisibilitat ens permet establir alguns
criteris per a detectar si un nombre és divisible per un altre sense haver de calcular

la divisi6. Alguns d’aquests criteris son els segiients:

Divisible | Criteri de divisibilitat Exemples
per
2 L altima xifra és parell. 548 és divisible per 2, ja que 8 ho
és.
3 La suma de les seves xifres és | 18.231 és divisible per 3, ja que 1 +
divisible per 3. 8+2+3+1=15 ho és.
4 El nombre format per les dues | 828 és divisible per 4, ja que 28 ho
altimes xifres és divisible per 4. | és.
5 L altima xifra és 0 o 5. 325 és divisible per 5, ja que 5 ho
és.
9 La suma de les seves xifres és | 94.833 és divisible per 9, ja que 9 +
divisible per 9. 4+8+3+3=27 ho és.
10 L altima xifra és 0. 100 és divisible per 10, ja que acaba
en 0.
11 La diferéncia entre la suma de | 12.111 és divisible per 11, ja que
les xifres de les posicions parells | la diferéncia entre 1+1+1=3 i
i la suma de les xifres de les po- és 0 ho és.
sicions senars és multiple d’11.

Nombres primers.

Un nombre natural es diu que és un nombre primer quan

els tnics divisors que té sén el mateix nombre i I’l. En contrapartida, anomenem
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nombres compostos els que no séon primers. Observem que 1 és un nombre que no

és primer ni compost.

Procediment | Per a saber si un nombre és primer, s’ha de dividir entre tots i cadascun

dels nombres primers menors que el nombre en qiiestid, comengant pel 2. Si cap

d’aquests nombres no és un divisor seu, llavors el nombre és primer.

Factoritzaci6é. Factoritzar un nombre és descompondre’l en factors primers. Aixo
vol dir expressar-lo com a producte dels seus divisors primers, que podem detectar

amb els criteris de divisibilitat.

’ Passos per a la factoritzacio

1) Dividim el nostre valor pel nombre primer més petit que en sigui divisor. Aquest

serd el nombre primer factor.

2) Fem la divisio i ens quedem amb el quocient. Repetim el procés ara amb el quocient
tantes vegades com siguin necessaries fins a obtenir 1’1 de quocient. Ja tenim tots

els factors primers.

3) Comprovem que el nombre inicial és igual al producte de tots els primers que hem

obtingut.

Maxim comu divisor (MCD). El maxim comu divisor de dos (o més) nombres

naturals és el nombre que compleix aquests dos requisits:
e Es un divisor comti d’ambdoés (o tots els) nombres.

e Es el més gran d’aquests divisors.

Un dels métodes per a trobar el MCD entre dos nombres consta d’aquests dos passos:

1) Es descomponen els dos (0 més) nombres en factors primers.

2) Es multipliquen els nombres primers comuns a ambdues (o totes) descomposicions

fent servir el de menor exponent, i el resultat és 'MCD.

Exemple. Calcul dem maxim comu divisor.
Calculem el maxim comu divisor de 36 i 30. Per a fer-ho, podem escriure una

llista de tots els divisors de 36 i una altra amb els de 30:

divisors de 36: 12 | 18 | 36

divisors de 30: 15 | 30

Podem comprovar que de tots els divisors comuns (en lila) el més gran és el 6.
Per tant, MCD(30, 36) = 6.

Una altra manera de fer-ho és descompondre el dos nombres en factors primers:
36 = 1-22-32, mentre que 30 = 1-2-3-5. Els primers comuns sén 1, 21 3 i el seu

exponent ha de ser 1, perqué és el menor. Per tant, MCD(36,30) =1-2-3 = 6.

El garbell o sedas d’Eratostenes és ‘ﬁ

un algoritme que serveix per a
buscar tots els nombres primers fins
a un nombre determinat N. Aquest
métode consisteix a escriure tots els
nombres naturals menors que N i,
comengant amb el primer nombre
primer, esborrar tots els seus
maultiples. Es continuen esborrant
tots els miltiples del segon nombre
primer fins a VN.

Exemple
36
36(2
362
18
1362
182
9|3
313
1
36=1-2-2-3-3=
=1.2%.3?2

Exemple de factoritzacié
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Amb la definici6 de MCD, diem que dos nombres sén coprimers o primers entre

ells si el seu MCD val 1 (o si no tenen factors primers comuns).

Minim comi mialtiple (MCM). El minim comua multiple de dos (0 més) nombres

és un nombre que:
e Es un multiple de cadascun d’aquests dos (o més) nombres.

o Es el menor d’aquests maltiples.

Un métode per a trobar 'MCM de dos (o més) nombres consisteix a fer el segiient:

1) Es descomponen els dos (0 més) nombres en factors primers.

2) Es multipliquen els nombres primers de les descomposicions que siguin comuns als
dos (o més) nombres utilitzant els d’exponent més gran, i també els que no séon

comuns amb ’exponent corresponent.

Exemple: calcul del minim comu multiple.
Calculem el minim comt multiple dels nombres 4 i 10. Comencem escrivint la

llista de multiples d’aquests dos nombres:

miltiples de 4: 4 8 12 | 16 20 | 24 | 28 | 32 | 36 | 40

multiples de 10: | 10 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100

Hem destacat (en verd) el multiples comuns d’ambdoés. Veiem que el menor
d’aquests miltiples comuns és el 20.

Una altra manera de fer-ho és descompondre els nombres 4 i 10 en nombres
primers: 4 =1 - 22110=1-2-5. Velem que els primers comuns sén 1’1 i el 2,
aquest ultim elevat al quadrat perqueé és el d’exponent major. Pel que fa als

primers no comuns, només hi ha el 5. Aixi, doncs, mecm(4,10) =1- 22. 5 = 20.

>3
§ Wiltbobdas wyls
1> ﬁﬂcbﬁhcsglm
30 ;hme#fumlt:
19 biezmetneron
44 thonnd wasanf
22 —ifE/dasift mis
Lb:ﬂlbjl'fsltﬁm

-
+

1.2. Nombres enters

++m

1.2.1. Definicié i exemples

hgh\n
-H-Ti'_l
- 3
5g
%'

Els nombres enters permeten comptar, entre moltes altres coses, tant alldo que es

|
2l

wwww

bafonnd bas /
té com allo que es deu. Més genéricament, els nombres enters permeten representar = +b¢ofﬂm@
tmﬁzmgﬁ'}mbrﬁ'mmu lun
les situacions en les quals els objectes comptats es poden dividir en dos grups, un de i . =
Els simbols + i - van aparéixer

format pels objectes que es compten a partir d’'un punt en endavant i l’altre format impresos per primera vegada en
Aritmética Mercantil, de Johannes

pels que es compten a partir d’aquest mateix punt cap enrere. Aixi, podem classificar Widmann, publicada a Leipzig el

1489. L'autor va utilitzar aquests
els nombres enters en tres grups: ] . .
simbols per a referir-se a guanys i

pérdues en problemes comercials.

e Enters positius. Son els que permeten comptar allo que es té. Compten a partir
d’un punt en endavant. Es poden associar als nombres naturals. De fet, es poden

escriure tal com s’escriuen els nombres naturals o bé precedits del signe +.



© FUOC e PID 00270075 13 Iniciacié a les matematiques per a I’enginyeria

e Enters negatius. Son els que permeten comptar el que es deu. Compten a partir
d’un punt endarrere. Els enters negatius s’escriuen utilitzant un nombre natural
precedit d’un signe —. Aixi, un enter negatiu podria ser -6, que es llegeix “menys

6.

e El zero. Es un enter ni positiu ni negatiu.

Signes de desigualtat. Donats dos nombres enters diferents qualssevol, un d’ells
sempre és més gran que laltre. Aquest fet tan senzill es pot expressar mitjangant els

signes de desigualtat (< i>):

e Kl signe > es llegeix “major que”, i indica que el nombre que esta a ’esquerra del

signe és més gran que el que és a la dreta.

L’expressio 6 > 4 indica que el 6 és més gran que el 4.

e El signe < es llegeix “menor que” i indica que el que és a l’esquerra del signe és

més petit que el que és a la dreta.

L’expressi6 1 < 17 indica que 1’1l és menor que el 17.

Hem de tenir en compte que es poden encadenar diversos signes < o > en la mateixa
expressio. Ara bé, només poden aparéixer signes < o > del mateix tipus. Per exemple,
és correcte escriure 5 < 7 < 8. En canvi, és incorrecte escriure 8 > 1 < 2 (encara que

ambdues parts de 1’expressi6 siguin correctes per separat).

Amb aquesta eina, es poden ordenar tots els nombres enters tenint en compte que:

e (QQualsevol nombre positiu sempre és més gran que qualsevol nombre negatiu.

+3€ és més gran que -9€; és a dir, es tenen més diners tenint 3€ que devent

9€. Aixi, doncs, +3 > -9 (o bé, -9 < +3).

e El 0 és més gran que qualsevol nombre negatiu i menor que qualsevol nombre

positiu.

No tenir cap euro (0€) és tenir més que deure’n trenta (-30€) pero és tenir

menys que quatre euros (+4€). Aixi, doncs, —30 <0< 4 (o bé, 4> 0 > —30).

e Entre dos enters negatius, el més gran és aquell que, sense signe (el nombre sense

signe "anomenem valor absolut), és el menor.
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Valor Absolut. El valor absolut d’un nombre enter és igual al mateix nombre enter
sense el seu signe. Es a dir, per a trobar el valor absolut d’un nombre enter, n’hi ha
prou amb treure-li el signe i convertir-lo en un nombre natural. Aixi, per exemple,
el valor absolut del +6 és igual a 6, el valor absolut de —23 és igual a 23 i el valor

absolut de 0 és 0.

Per a expressar el valor absolut d’un nombre, es fan servir dos petits segments verticals
collocats a banda i banda del nombre. Aixi, el valor absolut de +6 és | + 6| = 6, el

valor absolut de —23 | — 23| = 23 i el valor absolut de 0 és |0| = 0.

1.2.2. Operacions

Les operacions entre nombres enters son les mateixes que entre els nombres naturals
i compleixen, a més, les mateixes propietats. Ara bé, tenen certes regles de calcul
especifiques per la distincié que hi ha entre enters positius i enters negatius. En tot
cas, la denominaci6 d’operacions i elements que formen part de cada operaci6 es

manté.

Suma | Les regles per a sumar nombres enters son les seglients:

e Per a sumar dos nombres que tenen el mateix signe, se sumen els seus valors

absoluts i al resultat s’hi afegeix el signe comi.

+17 + (+12) = +29

—10+ (—6) = —16

e Per a sumar dos nombres amb signe diferent, s’han de restar els seus valors abso-
luts, el més gran del més petit. Finalment, s’ha d’afegir el signe del nombre que

té el valor absolut més gran.

+13 + (—11) = +2 (el valor absolut de +13 és més gran que el valor absolut de
—11, 11; per tant, el signe és +)
+6 + (=11) = =5 (el valor absolut de —11 és més gran que el valor absolut de

+6; per tant, el signe és —)

La diferéncia de dos nombres enters és igual a la suma del minuend amb
l'oposat del subtrahend.

Sempre signifiquen el mateix els 9

signes + i - ? Els signes + i - poden
expressar tant una operacié com el
signe d'un nombre (positiu o
negatiu). Cada vegada que es
detecta un signe d’aquest tipus en
una expressié numérica, s'ha de
distingir quin és el seu sentit.
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—(+3) =14+ (-3) =11

~12 - (+16) = -12 + (-16) = -28
Un exemple una mica més llarg amb sumes i restes és:
-5+ (-8)—(-13)+(-2) - (+4) + (+6) =-5-8+13-2-4+6=0

Una manera rapida d’obtenir el resultat final és:

e S’eliminen tots els paréntesis (substituim per un + si tenim dos signes

consecutius iguals i per un - si els tenim diferents).

e Se sumen tots els nombres positius; per altra banda, se sumen tots els

negatius.

e Es fa la suma d’aquests dos valors tenint en compte que tenen signes dife-

rents.

Multiplicaci6 | Per a fer una multiplicaci6 amb dos nombres enters, en primer lloc

s’obté el producte dels seus valors absoluts i després s’estableix el signe del resultat.

Amb aquesta finalitat, només cal recordar la regla de signes segiient:

e Si ambdos nombres tenen el mateix signe, el seu producte és positiu.

e Si els dos nombres tenen signe diferent, el seu producte és negatiu.

Hem de tenir en compte que dins d’una expressié numérica no hi pot haver dos signes
consecutius. Si hi fossin, seria convenient usar paréntesis per a obtenir una expressio

correcta.

Div Les mateixes regles del producte sén valides per a la divisioé canviant el signe

de multiplicar pel de dividir.
En cas que la divisi6 sigui exacta, es diu, igual que amb els nombres naturals, que el

dividend és un multiple del divisor. Les regles i propietats de miltiples i divisors s6n

també les mateixes utilitzant el valor absolut dels nombres.

El -3 és un divisor del 12 (-3|12) perqué

12| : |-3| = 4 és una divisi6 exacta.

Les operacions i ’ordre. Es important conéixer la influéncia que exerceixen les
operacions en l'ordre dels nombres enters. En altres paraules, donats dos nombres
enters qualssevol, com influeix 'operacié (suma, resta, multiplicacié o divisié) amb

un altre nombre en la seva ordenacié? Es distingeixen dos casos:

Si se suma o resta un mateix nombre en els dos costats d’una desigual-

Com afecten les operacions a I'ordreQ

dels nombres enters? En sumar o
restar un mateix nombre a dos
nombres enters, els resultats
mantenen la mateixa relacié d’ordre
que els dos nombres originals; en
canvi, en multiplicar o dividir dos
nombres per un mateix nombre
enter, els resultats mantenen la
mateixa relacié d'ordre només si
aquest Gltim nombre és positiu; si
no, es gira la relacié.
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tat, la desigualtat es manté. També es pot dir que la suma i la resta mantenen ’ordre

dels enters.

Exemple. L’ordre i la suma i resta.

Tenim —4 < 8. Sumant 3 a banda i banda de la desigualtat, tenim —4+3 < 8+3,
d’on resulta —1 < 11, per la qual cosa es manté la desigualtat. Aixi, doncs, els
resultats mantenen el mateix ordre que els nombres inicials.

Si ara restem 4 a banda i banda de la desigualtat, —4 — 4 < 8 — 4, obtenim

—8 < 4 amb la qual cosa també es manté la desigualtat.

Multiplicacié i divisié | En canvi, quan es multipliquen o es divideixen ambdos costats

d’una desigualtat per un mateix nombre, no passa sempre el mateix.

e Es manté el mateix ordre si el nombre pel qual es multipliquen o divideixen és

positiu.

e S’inverteix 'ordre si el nombre pel qual es multipliquen o divideixen és negatiu.

Exemple. L’ordre i la multiplicaci6 i divisi6.
Multipliquem per +3 a banda i banda d’aquesta desigualtat:

-5<3
Aleshores el resultat és =5-3 < 3 -3, és a dir, —15 < 9. L’ordre de resultat
continua essent el mateix.
En canvi, si es multiplica per un nombre negatiu, per exemple, —4, el resultat
és—5-(-4) > 3-(-4), és a dir, 20 > -12.
En aquest cas, 'ordre és exactament el contrari, com es pot observar, ja que
s’ha canviat el signe < pel signe >.
Ara provem-ho amb la divisié: —15 < 30. Si es divideixen ambdos costats entre
5, —15:5<30:5 s’obté -3 < 6, en canvi, si a —36 < —30 es divideixen ambdos

costats entre =2 —36 : (=2) > —30: (=2) s’obté 18 > 15, com es podia preveure.

1.3. Nombres racionals

1.3.1. Nombres fraccionaris

Sempre que se sumen, resten o multipliquen dos nombres enters, el resultat és un

nombre enter. Perod, en canvi, aixd no succeeix quan els nombres es divideixen.
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Si dividim 12 entre 4, 12/4, el resultat és un nombre enter, €l 3.

Si dividim 1 entre 2, 1/2, el resultat no és un nombre enter.

En aquest dltim cas sorgeix la qiiestio del significat d’aquesta tltima expressio, 1/2,

i d’altres de similars.

Aquest tipus d’expressions conformen els nombres fraccionaris i es poden associar,

per exemple, al repartiment d’objectes entre diverses persones.

Exemple. Nombres fraccionaris i la reparticié d’objectes.

Si es volen repartir 8 pastissos iguals entre 2 persones, cadascuna d’elles ob-
tindra 4 pastissos, ja que 8:2 = 4.

Ara bé, si es vol repartir 1 pastis entre 2 persones, no hi ha cap nombre enter
que pugui representar el resultat d’aquesta operaci6. En aquest cas, a cada
persona no li correspon més que una part o fraccié del pastis, en concret, la
meitat del pastis.

El nombre que expressa aquest repartiment és simplement la forma de la divisio

amb la barra, és a dir, 1/2. Aquest nombre és un nombre fraccionari.

Un nombre fraccionari (fraccié o trencat) s’expressa en forma de quocient de nom-
bres enters amb una barra entre ambdds nombres, que pot ser horitzontal o inclinada.
Un exemple de fracci6 pot ser 15—2 o també 12/5. En aquest cas, el 5 es denomina deno-
minador (indica quantes parts es consideren) i el 12 numerador (marca en quantes
parts hem de partir la unitat). Tal com es pot observar, doncs, els elements d’un nom-
bre fraccionari es denominen de manera especifica i diferenciada de la denominaci6

dels elements d’una divisi6é entera.

Qualsevol nombre enter es pot convertir en un nombre fraccionari. Amb aquesta
finalitat, la fraccié6 ha de tenir el numerador igual al nombre enter en qiiesti6 i el
denominador ha de ser 1. Aixi, doncs, per exemple, 8 = % També, -3 = _T3 Aquest
fet ens mostra com els nombres enters sén un subconjunt dels nombres fraccionaris

0, dit d’una altra manera, qualsevol nombre enter és també un nombre fraccionari.

Signe. Tant el numerador com el denominador d’una fraccié6 poden ser positius o
negatius. Utilitzant la regla dels signes per a dividir nombres enters, es pot deduir el
signe final d’una fracci6é. Una fracci6 és positiva si numerador i denominador tenen
el mateix signe, i una fraccié és negativa si numerador i denominador tenen signe

diferent.

Com llegim una fracci6? Amb el 9

nom del nombre del numerador,
seguit del plural del nombre al
denominador (si el numerador és 1,
s'utilitza el singular). Aixi, per
exemple, 12/5 es llegeix “dotze
cinquens”, 1/7 és “un seté”, 3/11 és
“tres onzens’, etc. Ara bé, de
vegades, si el denominador és molt
gran, s'utilitza simplement
|'expressié “partit per’, o bé,
“entre”, entre el numerador i el
denominador. Aixi, 12/25 és “dotze
partit per vint-i-cinc”’ o “dotze entre
vint-i-cinc”.
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+4 4 -6 6 . o
=== —— = — s6n fraccions positives
+7 7 -11 11

-4 -4 +6 -6 . .
—— = — s0n fraccions negatives
+7 7 -11 11

Normalment, el signe de la fraccié s’anteposa al numerador, mentre que el denomi-
nador no va precedit de cap signe, perd també es pot situar avantposat a la linia

fraccionaria, a la mateixa altura:

Fraccions equivalents. Resulta facil observar que hi ha fraccions diferents que
representen el mateix nombre. Per exemple, la fraccio % representa el mateix valor
que la fraccio %. La comprovacié d’aquest fet és que si es reparteix un pastis equita-
tivament entre dues persones, a cadascuna li correspondra la meitat del pastis, és a
dir, % Si es reparteixen equitativament 2 pastissos entre 4 persones, a cadascuna li
correspondra, evidentment, la mateixa quantitat de pastis que en el cas anterior; ara
bé, en aquest cas, la seva porcié és igual a %. Queda clar, doncs, que % = %. Quan

dues fraccions expressen el mateix nombre, es diu que séon fraccions equivalents.

soén fraccions equivalents, és a dir, totes expressen el mateix valor.

La manera més senzilla de trobar una fraccié equivalent a una altra consisteix a
multiplicar tant el numerador com el denominador d’aquesta per un mateix nombre.

Per exemple, per a construir una fraccié equivalent a 1—51, es pot multiplicar numerador

i denominador per 3, amb la qual cosa s’obté %; d’aquesta manera, es pot assegurar
que ambdues fraccions s6n equivalents, és a dir, 15—1 = % Evidentment, si es divideixen

el numerador i el denominador d’una fracci6 pel mateix nombre, també s’obté una

fracci6é equivalent.

Hi ha una prova senzilla que permet saber quan dues fraccions sén equivalents. Es
tracta de multiplicar el numerador d’una pel denominador de I’altra, i viceversa. De

vegades, aquest procés es denomina, per a abreujar, multiplicar en creu:
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Exemple. Comprovaci6é de fraccions equivalents.

iX£—>10-6=60
10° " 15— 4-15=60

4 6
Per tant, 10 i T son fraccions equivalents, i en canvi

2 X 7T —6-7=42
6 11— 2-11=22
no sé6n fraccions equivalents perqué 42 # 22 (el simbol # és el signe de desi-

gualtat, i se situa entre dues expressions amb resultats diferents.)

Fraccié irreductible. El fet que moltes fraccions puguin representar el mateix
nombre en complica molt la manipulacié. Per a evitar-ho, se sol destacar una frac-
ci6 del conjunt de totes les fraccions que sén equivalents entre elles, la denominada
fraccié irreductible. Una fracci6 irreductible es caracteritza pel fet que numerador

i denominador sén primers entre ells, aixo és, son nombres 'MCD dels quals és 1.

4

8
T6 no és una fraccié irreductible, ja que el MCD(8,16) = 8. En canvi, 3 és

una fracci6 irreductible perqué el MCD(4,9) = 1.

El procés de cerca de la fraccio irreductible equivalent a una altra es denomina simpli-
ficaci6 de la fraccié. Donada una fraccié qualsevol, sempre es pot trobar una fraccié
irreductible que en sigui equivalent. El métode més senzill per a fer-ho consisteix a

dividir el numerador i el denominador entre el seu MCD.

. ., 18 . . s
Per a convertir la fraccio = en una fraccié irreductible, cal dividir numerador

i denominador entre el MCD(18,12) = 6. La fracci6 resultant és

1.3.2. Definicio

Un nombre racional és aquell que es pot expressar com una fraccid, o com qualsevol
fraccié de les equivalents a aquesta. Un mateix nombre racional es pot expressar de

diferents maneres (fraccions).

No és possible que dues fraccions 0

irreductibles diferents siguin
equivalents. Aquest fet permet
seleccionar, d’entre totes les
fraccions equivalents entre elles, la
fraccié irreductible com a
representant de totes.
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1
El nombre racional que s’expressa com la fraccié irreductible 3 també es pot

2 7
expressar amb la fraccio 5 o amb la fraccio STk En aquests casos, les fraccions

son diferents, perd el nombre racional representat és el mateix.

La millor manera d’expressar un nombre racional és mitjancant una fraccié irreduc-
tible perqué aquesta sempre sera la més senzilla. En I'exemple, la millor manera de

1
representar el nombre racional anterior és 3’ perqueé és una fraccié irreductible.

De vegades, els termes nombre racional, nombre fraccionari, fraccié o trencat se solen
usar indistintament, encara que siguin conceptes lleugerament diferents, per a indicar
el concepte de nombre racional tal com s’acaba de definir. Se solen usar aquests taltims,

fraccid i trencat amb preferéncia, ja que séon els més breus.
1.3.3. Operacions
és una operacié que expressa la reuni6 de les parts expressades pels nombres

sumats, i estableix un nombre fraccionari que expressa aquesta reuni6. Per a calcular-

ho, diferenciem dos casos, segons si el denominador és comu o no.

1 3
Fraccions amb el mateix denominador | La suma de 5 amb r es pot representar

amb la reunié d’aquests dos fragments acolorits:

Es facil determinar que el resultat de la suma és %. Aquest fet es pot generalitzar
de la manera segiient: la suma de dos nombres amb el mateix denominador és igual
a una fracci6 el numerador de la qual és la suma de numeradors i el denominador

de la qual és el mateix denominador comt. En 'exemple:

+

_1+3_§
T 6 6

| =
W

Fraccions amb diferent denominador | En aquest cas s’ha de substituir cadascuna

per una altra fracci6 equivalent amb el mateix denominador. A continuacio, se

sumen les dues fraccions resultats tal com s’ha explicat en ’apartat anterior.
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Exemple. Suma de fraccions.

3 5
Per a fer la suma 8 + 7 s’ha de buscar una fraccié equivalent a cadascuna
que tingui el mateix denominador:

5 10 15 20 _

12 24 36 48

en aquest cas trobem que les fraccions 3—66 i % comparteixen el denominador.

D’aquesta manera, la suma es pot fer facilment aixi:

3 5 6 15 21

+—=—+—==
18 12 36 36 36

Ara bé, aquest métode pot arribar a ser realment costos perqué es podria trigar

molt de temps a trobar dues fraccions amb el mateix denominador.

Hi ha dos métodes que permeten fer el mateix de manera més rapida:

1) La multiplicacié de denominadors. Consisteix a multiplicar el numerador
i el denominador de les dues fraccions que se sumen pel denominador de laltra.
Aixi s’aconsegueix que les fraccions resultants tinguin el mateix denominador
i siguin equivalents a les originals.

En I'exemple anterior,

3 5 3-12 5-18 36 90 126

—_t — = ——— = — 4+ — = ——
18 12 18-12 12-18 216 216 216
2) El calcul de PMCM dels denominadors. Aquest métode es basa en el
calcul de 'MCM dels denominadors per a trobar el nou denominador comd.

Els passos a seguir sén:

a) Calcular 'MCM dels denominadors involucrats en la suma. Aquest resultat

sera el denominador comu. En I'exemple, MCM(12, 18) = 36.

b) Multiplicar el numerador de cada fracci6 pel resultat de dividir 'MCM
entre el denominador de la fraccié respectiva. Aixi, en I'exemple, el nume-
rador de la fraccio %, que és 3, s’ha de multiplicar pel resultat de 36 :
18 = 2; de la mateixa manera, el numerador de la fraccioé %, que és 5,
s’ha de multiplicar pel resultat de 36 : 12 = 3. Les fraccions resultants sén

equivalents a les anteriors i tenen el denominador comi:

3_6 5 _15
18 36 12 36

¢) Finalment, cal sumar les fraccions amb el mateix denominador trobades en
I’apartat anterior. En ’exemple,

3 5 6 15 21
—_—t — = — 4 — =
18 12 36 36 36
Es pot observar que en general el primer métode té el desavantatge d’oferir re-
sultats amb nombres elevats, encara que evidentment es poden simplificar (aixo

sempre és recomanable quan es manipulen fraccions), perd sovint és més rapid.
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El segon métode ofereix 'avantatge que el resultat es presenta de manera més
simplificada. Aixo és més facil d’observar si la suma involucra diverses fraccions.
Per tant, si no hi ha massa sumes i els nombres soén petits, és possible utilitzar
el primer métode, pero si n’hi ha tres o més, és recomanable seguir el métode del

calcul de 'MCM.

Resta | Es 'operaci6 oposada a la suma, igual que passa entre els nombres enters. La

resta de fraccions es redueix a la suma amb la fraccié oposada.

()

00| Ut
|
oo | no

Mutliplicacio | El resultat de multiplicar dues fraccions és una fraccié el numerador

de la qual és el producte dels numeradors i el denominador de la qual és el producte

dels denominadors.

La multiplicacié permet calcular la fraccié d’un nombre (part que s’agafa d’un
nombre). Per exemple, per a trobar el triple de 39 es fa la multiplicaci6 seglient:
3:39 = 117. De la mateixa manera, per a calcular una fracci6 d’un nombre s’ha de

multiplicar la fraccié pel nombre. Aixi, tres quarts de 120 és igual a Z =120 = 90.

La divisi6 de dues fraccions es pot indicar de dues maneres:

La divisi6é de fraccions és el producte d’una fraccié per la inversa de Daltra.

ol
=~
o IES{ RN

En el segon cas, convé la barra de divisié respecte de les barres de fraccié per a no
deixar lloc a dubtes sobre quin és el numerador i quin el denominador. El resultat de
la divisi6é de dues fraccions és igual al producte de la fraccié que és en el numerador,

multiplicada per la inversa de la fraccié del denominador.

11 22

. 2 —
: 3

7 21

En molts casos, les fraccions que IB

tenen per denominador 100
s'expressen en forma de
percentatge amb el simbol %,
denominat tant per cent. Aixi, la
fraccié 23/100 es pot indicar també
com 23%, i es llegeix “23 per cent”.
El calcul de tants per cent es
redueix al calcul amb fraccions.

Quin és I'ordre en qué s’han de fer 9

les operacions elementals entre
fraccions? En una expressié en la
qual s'encadenen diferents
operacions entre fraccions, primer
s'han de resoldre els paréntesis, tot
seguit la divisié i la multiplicacié i,
finalment, la resta i la suma.
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Una altra regla facil de recordar per a fer una divisié és aquesta: es multipliquen en
creu numeradors amb denominadors i els resultats també se situen en creu. En el cas

anterior:
2 7 2.-11 22
PR TEO T aT)

A partir de la divisi6 de nombres, es pot expressar I'invers d’un nombre racional
d’una altra manera: com a 1 dividit entre el nombre. Aixi, per exemple, I'invers de

7
4/7 és

=1

S ENE

1.3.4. Forma decimal

La forma decimal d’una fraccidé és una expressié numérica que esta formada per
una part entera, a l’esquerra del punt, i una part decimal o senzillament decimals,
a la dreta del punt. Per a obtenir la forma decimal d’una fraccid, s’ha de dividir el
numerador entre el denominador, com en la divisié entera, perd sense aturar-se fins
que la resta sigui zero, afegint-hi els decimals corresponents. Per exemple, la forma

12 12
decimal de = és 2.4, és a dir, - = 2.4 (i es llegeix “2 coma 47).

Tipus de formes decimals:

e La forma decimal es denomina estricta si la divisié del numerador entre el deno-

12
minador té un nombre de decimals finit. Per exemple: i 2.4.

e La forma decimal es denomina periddica en cas contrari. Per exemple: % =
0.333333333... = 0.3. El barret que posem sobre el 3 indica el periode (els de-
cimals que es repeteixen infinites vegades). Es pot observar que la xifra o xifres
que es repeteixen duen el simbol peridodic en la part superior. Diferenciem també
dos tipus de nombres periodics: si el periode comenga just després de la coma,
parlem de nombre decimal peridodic pur (O.f’)); en canvi, si comenga després
d’un grup de xifres decimals que no es repeteixen, parlem d’un decimal periodic
mixt (().15/2). Es evident que el grup de nombres repetits pot ser superior a un.
Per exemple:

5627

—— =0.56838383... = 0.5683
9900

Podem transformar la forma decimal d’un nombre en la forma fraccionaria:

e Si la forma decimal és exacta, s’ha d’eliminar la coma del nombre decimal. El
nombre resultant serd el numerador de la fraccié. El denominador ha de ser un
nombre la primera xifra del qual sigui un 1, i amb tants zeros com decimals té el

nombre decimal. Per exemple, la forma fraccionaria de 3.465 és %,

e Sila forma decimal és periodica, s’han de seguir aquests passos:

o El numerador és igual a la diferéncia entre el nombre en qiiestio, sense coma
ni simbol periddic (amb la qual cosa es transforma en un nombre enter), i el

mateix nombre, sense coma ni xifres a sota del simbol periodic.

En les formes decimals es pot
separar la part entera de la decimal
per un punt, una coma o un
apostrof. Nosaltres utilitzarem el
punt, la mateixa notacié que es fa
servir en el mén anglosaxé i en la
majoria de calculadores.

9
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o El denominador ha de ser un enter amb tants 9 com xifres a sota del simbol
periodic, i tants 0 com xifres de la secci6 decimal que no s6n dintre del simbol

periodic. Per tant, la fraccié que correspon al nombre periodic és

23452 - 234 23218
990 © 990

23.452 =

Aproximacions. Per a aproximar un nombre, distingim entre I’arrodoniment i el
truncament.

L’arrodoniment d’un nombre fins a una xifra determinada, I’anomenada xifra d’ar-
rodoniment, consisteix a escriure el nombre decimal més proper al nombre donat, de
manera que només tingui xifres decimals fins a la d’arrodoniment. Per exemple, ’ar-
rodoniment d’% amb dos decimals consisteix a trobar el nombre decimal més proper a
% que tingui només dos decimals. En aquest cas, és facil adonar-se que és 0.33. Per a
expressar que % és aproximadament igual a 0.33, s’utilitza el simbol », que es llegeix
“aproximadament igual: % ~ 0.33. En tot cas, no cal abusar de I’as d’aquest simbol.

Aquestes son les regles per a arrodonir un nombre fins a una xifra determinada:

e Sila xifra segiient a la de ’arrodoniment és inferior a 5, s’eliminen totes les xifres
decimals posteriors a aquesta xifra. Aixi, per exemple, si es vol arrodonir el nombre

32.543613 a tres decimals, podem dir que 32.543613 ~ 32.54.

e Si la xifra seglient a la de I'arrodoniment és superior a 4, s’eliminen totes les
xifres decimals posteriors a la xifra d’arrodoniment, i se suma una unitat a la
xifra d’arrodoniment. Aixi, per exemple, si es vol arrodonir el nombre 32.5436134

a tres decimals queda 32.544.

e Sila xifra d’arrodoniment és 9, s’actua de la mateixa manera que en una suma de
nombres decimals quan se suma 1 a una xifra 9. Per exemple, si es vol arrodonir
el nombre 2.749623 a tres decimals, com que la xifra del quart decimal és 6, més
gran que 4, s’ha de sumar una unitat a la tercera xifra decimal, 9, i per tant el
nombre arrodonit sera igual a 2.750. Fixeu-vos que, tot i que 2.75 és el mateix que

2.750, el 0 ens indica que és una aproximaci6 i no el valor exacte.

Podem considerar també el truncament (encara que no és tant habitual). El trun-
cament és la reducci6é del namero de digits a la dreta del punt decimal, en la qual es
descarten els menys significatius. Per exemple, el truncament del nombre 2.56147215

a 4 decimals és 2.5614.

Ordenaci6é. La manera més senzilla d’ordenar dos nombres racionals és escriure’n

I'expressié decimal, que mostra de manera immediata quin dels dos és més gran.

Observem que els nombres racionals tenen una propietat important: entre dos nom-
bres racionals diferents sempre en podem trobar un altre (de fet, se’n poden trobar
moltissims). Per a trobar un nombre que estigui entre dos altres nombres qualssevol,

només cal sumar-los i dividir el resultat entre 2.

Quan fem operacions amb fraccionsg

sempre és millor treballar amb les
fraccions que amb les formes
decimals aproximades, perqué aixi
obtenim el valor exacte de
|'operacié.
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3 9
El nombre — és menor que el nombre 5 aleshores és facil comprovar que

3 9

p— + p—
51 3 51 9
4 5 _2 és entre tots dos nombres, és a dir, — < — < —.
2 40 4 40 5

1.4. Nombres reals

Tots els nombres que hem vist fins ara formen part del conjunt de nombres reals que

definirem en aquest apartat.

1.4.1. Poténcies

Quan es té una expressié6 amb un grup de multiplicacions amb els mateixos factors,
per a abreujar-la es pot fer servir una poténcia. Per exemple:

TTTTT=T
———

5
Es pot observar que la poténcia és formada per dos nombres:

e La base de la poténcia, que és el nombre que es multiplica diverses vegades. En

I’exemple, la base és 7.

e [L’exponent de la poténcia, que indica el nombre de vegades que es repeteix la

base en la multiplicaci6. En ’exemple, 'exponent és 5.

Per a designar una poténcia, s’usa I'expressi6 “elevat a”. En I'exemple, 75 es llegeix
“set elevat a cinc”, o fins i tot “set elevat a la cinquena poténcia”. Hi ha dos casos
particulars: si I'exponent és 2, s’utilitza lexpressio “al quadrat” (per exemple, 82
es llegeix “vuit al quadrat”), i si 'exponent és 3, s’utilitza I’expressio “al cub” (per

exemple, 5° es llegeix “cinc al cub”).

Igual que en els nombres naturals, I'as de poténcies en els nombres enters és una
manera d’abreujar un producte reiterat d’un mateix nombre. Per exemple: (-3)-(-3)-
(-3)-(-3) = (—3)4. Ara bé, en aquest cas és imprescindible posar-hi els paréntesis
perqué Pexponent afecta tant el nombre com el signe. En cas contrari, no s’estaria
indicant la mateixa operacio, és a dir, —34=-3.3.3. 3; per tant, 'exponent només
afecta el nombre i no el signe. Per a establir el signe de la poténcia d’un nombre enter,

s’han de tenir en compte el signe del nombre i la poténcia:

e Si el signe del nombre és positiu, el nombre resultant serd positiu. Per exemple,
(+2)3 = 23.

e Si el signe del nombre és negatiu, el nombre resultant:
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o sera positiu si ’exponent és parell. Per exemple, (—2)4 =2 ja que el producte
de 4 vegades un nombre negatiu és positiu.
o sera negatiu si ’exponent és senar. Per exemple, (—2)5 = —25, ja que el pro-

ducte de 5 vegades un nombre negatiu és negatiu.

La poténcia d’una fraccié és igual a una altra fraccié amb els mateixos numerador

i denominador, pero elevats a I’exponent de la poténcia. Aixi, per exemple:
7\ 7
G) %
A més, es pot definir una poténcia amb exponent negatiu, que és igual a I'invers de

la mateixa poténcia amb exponent positiu. Per exemple:

Arrels. De la mateixa manera que la diferéncia és 'operacié oposada a la suma, i
la divisi6 és 'operacié oposada a la multiplicacid, la radicacié és 'operacié oposada

a la potenciacié. Els tipus més importants de radicacié son:

e [L’arrel quadrada. Es tracta de 'operacié oposada a elevar al quadrat. S’usa el
signe VAL signe radical, amb el nombre a l'interior. Per exemple, com que 5 al
quadrat és 25, llavors, 'arrel quadrada de 25 és igual a 5,

57 =25 — /25 =5
i es llegeix “l’arrel quadrada de 25 és 57 (o simplement “I’arrel de 257). De la
mateixa manera,

7 =49 —49=7
El nombre que és a l'interior del signe radical s’anomena radicant, i el resultat

s’anomena de vegades arrel.

e L’arrel cabica. Es I'operaci6 oposada a “elevar al cub”. Es fa servir el signe a
amb el nombre a l'interior. En aquest cas, es diu que el 3 (que és a la part superior
del signe) és I'index de larrel. (Observem que en el cas de I'arrel quadrada no hi
tenim 'index.) Per exemple, com que 5 al cub és igual a 125, llavors l’arrel cubica
de 125 ha de ser igual a 5:

5% =125 — V/125=5
i es llegeix “I’arrel ctibica de 125 és 5”. De la mateixa manera,
2° =8 — V/8=2

e Altres arrels. De manera similar a ’arrel cibica, es poden fer arrels de diferents
indexs. Aixi, per exemple:
L’arrel d’index 4, I’arrel quarta, de 625 és 5 (\4/@ =5), ja que 5% = 625.
L’arrel d’index 5, l'arrel cinquena, de 32 és 2 (\5’/3_2 =2), ja que 25 = 32.

En el cas dels nombres negatius, s’ha de tenir en compte que no és possible calcular
l'arrel d’index parell. Per exemple, ’expressié \/—4 és incorrecta perqué no hi ha cap

nombre enter el quadrat del qual sigui 4; en general, no hi ha cap nombre el quadrat
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del qual sigui un nombre negatiu. En el cas dels nombres fraccionaris, la seva arrel es

calcula:

16 4 ) (4)2 16
— == Ja que -] =—.
25 5 5 25

En tot cas, I'arrel d’una fraccié sempre es pot expressar com una fraccié d’arrels. Per

exemple:

5[ 27 V27 3

125 /125

Tota arrel es pot expressar també com una poténcia amb exponent un nombre frac-

cionari igual a I'invers de I'index. Per exemple:

V16=167  otambe  V27=275
D’aquesta manera, es pot expressar conjuntament ’arrel d’una poténcia. Per exem-
ple: V272 = 27%. Es a dir, I’arrel d’una poténcia és igual a una poténcia I’exponent
de la qual és una fraccié de numerador igual al de la poténcia i de denominador igual

a I'index de I’arrel. Un altre exemple:

3

-

Propietats poténcies i arrels. Per a simplificar els calculs amb poténcies i arrels
(recordem que una arrel es pot expressar en forma de poténcia d’exponent fraccionari),

és util fer servir aquestes propietats:

e Poténcia d’exponent 1. El resultat d’una poténcia d’exponent 1 és igual a la

base

51 =50bé (-3)' = -3

e Producte de poténcies de la mateixa base. Per a multiplicar poténcies amb

la mateixa base, n’hi ha prou de sumar els exponents deixant la base sense modi-

ficacions | a? - a? = aP*?

3%.32=3%"2-3% jaque3*-32=(3-3-3-3)-(3-3)=3-3-3-3-3.3=3C.

=) -@)-@)7-@)
81 81 ~\81 ~\81

e Quocient de poténcies de la mateixa base. Per a dividir poténcies amb la

mateixa base, n’hi ha prou de restar els exponents deixant la base sense modifi-

cacions. | a? : a9 = aP™9
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Poténcia d’exponent 0. Qualsevol poténcia (amb base diferent del 0) d’expo-
nent 0 resulta sempre igual a 1

Poténcia d’una poténcia. El resultat d’elevar una poténcia qualsevol a un altre

exponent és igual a una poténcia que té per base la base de la poténcia, i ’exponent

de la qual és el producte d’exponents

Producte de poténcies amb el mateix exponent. El resultat de multipli-
car diverses poténcies amb el mateix exponent és igual a una poténcia la base

de la qual és el producte de bases i ’exponent de la qual és I’exponent comi.

aP -bP = (a-b)?P

Quocient de poténcies amb el mateix exponent. El resultat de dividir dues

poténcies amb el mateix exponent és igual a una poténcia la base de la qual és el

quocient de bases i ’exponent de la qual és I'exponent comd. | a? : b = (a : b)?
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S’ha de tenir en compte que aquestes propietats sén correctes sempre que a, b, p, q
siguin nombres racionals correctes per a ’operacié que s’ha de fer. Per exemple, en el
cas de la poténcia d’exponent 0, la base no pot ser 0; en el cas dels exponents, sabem
que no poden tenir el denominador parell si la base és negativa (perqué no existeix

larrel d’index parell d’'un nombre negatiu).

1.4.2. Nombres irracionals

Després d’estudiar els nombres racionals ens podem preguntar si hi ha nombres que
no soén racionals. Recordem que un nombre racional s’ha de poder expressar en forma
de fraccio de nombres enters o, el que és el mateix, en forma de nombre decimal exacte
o periodic. Pero hi ha nombres que no es poden expressar d’aquesta manera, ja que
per molts decimals que es calculin, no apareixen repeticions constants de xifres. Per
exemple:

V/2 = 1.41421356237309504880168872420969808 . . .

V/3 = 1.73205080756887729352744634150587237 . . .

Aquest tipus de nombres es denominen nombres irracionals.
Dit d’una altra manera, els nombres irracionals sén aquells que no es poden expressar
en forma d’una fraccié6 de nombres enters, és a dir, sén que no sén racionals (de fet,

el nom irracional ja fa referéncia a aquesta caracteristica de no ser racional).

No és facil demostrar que un nombre, com V2o \/g, és irracional, ja que ningu no pot
assegurar que en xifres decimals més avangades no es pugui trobar la part periodica
del nombre, i tampoc no és senzill demostrar que un nombre no es pot expressar com
una fraccié de nombres enters.

Vegem com es faria per a comprovar que \/2 és un nombre irracional.

Demostraci6é: La prova que /2 és irracional es fa per reducci6 a l’absurd, és a
dir, suposem que /2 és un nombre racional i veurem que aquesta suposicié és absurda.
Aixi, doncs, comencem suposant que aquest nombre és racional: dit d’una altra
manera, que es pot expressar com una fracci6 irreductible /2 = % de manera que a, b

s6n nombres naturals i tals que MCD(a,b) = 1.

Si fem el quadrat de la igualtat, tenim que 2 = {7 i si es multipliquen ambdés
costats d’aquesta igualtat per b2, obtenim que 2-b% = a?.

Si ara descomponem el nombre 2 - b2, obtindrem com a minim un 2 (si no més).
Per tant, com que a? ha de ser igual a 2- b2, també la descomposicié de a? haura de
tenir com a minim un 2. En altres paraules, hi ha d’haver un nombre a’ de manera que
a=2-a'. Per tant, a® = (2-a')? = 4-a'2.

Recopilem aquestes dues informacions: 2-b% = a? = 4-a'? i per tant 2-b% = 4.a'?,
simplificant, b2 = 2 a’2.

De manera similar a com ho acabem de fer per a a, podem dir que hi ha un
nombre b’ que compleix que b = 2-b’. Aixi, doncs, de la mateixa manera que abans,
b2 =(2-0')2=4-b"2.

Per tant, podem arribar a la conclusi6 que, d’'una banda, a = 2-a’ i, de laltra,
b=2-b llavors, a i b tenen un divisor comii: el 2. Perd aquest fet no és possible: haviem
afirmat que a i b havien de ser primers entre ells, el MCD(a,b) = 1.

En definitiva, és absurd suposar que v/2 = %, essent a i b primers entre ells, ja que
aquesta suposicio ens duu a la conclusié que a i b mai no poden ser primers entre ells.
Aquest fet demostra que v/2 no pot ser un nombre racional. Per tant, ha de ser un

nombre irracional. I

No és el mateix dir que el producte 9

de poténcies és igual a la poténcia
de la suma, que la suma de

poténcies és igual a la poténcia del
producte (aixd dltim és fals). Es a
dir, no és cert que: a? +a? = aP¢

Qué és una demostracié per
reducci6 a I'absurd? Es comenga
assumint com a veritat el contrari
del que es vol demostrar i s'acaba
arribant a una contradiccié perqué
el que s’ha assumit no és cert.

o
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Es podria generalitzar aquest fet a qualsevol arrel quadrada d’un nombre primer, és
a dir, es podria demostrar de manera semblant que tot nombre de la forma /p, amb

p un nombre natural primer, és irracional.

La major part de les arrels (de qualsevol index) de qualsevol nombre racional s6n
nombres irracionals, perd no tots els nombres irracionals sén arrels perqué hi ha una
multitud de nombres irracionals que tampoc no es poden expressar com una arrel

d’un nombre racional.

R A T e e bt B

Syl o s i
L
P,

ook it

Entre aquests nombres hi ha el denominat pi, que prové de la lletra de I'alfabet grec
que el representa, m. El nombre 7 indica quantes vegades més gran és la longitud de
la circumferéncia (277, on r és el radi de la circumferéncia) en relaci6 amb el seu
diametre, i la seva forma decimal és:

m = 3.1415926535897932384626433832795028841972...

Un altre nombre irracional molt important és el denominat nombre e, el valor del
qual és:

LD

e = 2.7182818284590452353602874713526624...

Leonardo da Vinci, en el dibuix
L’home de Vitrubi, que representa

Es pot observar que els nombres irracionals coneguts, a part de les arrels, es designen un home dintre d'un cercle i un
quadrat, ha volgut representar la

amb una lletra (amb una expressio alfabética, el nom del descobridor o el nom que la seccié duria: el quocient entre
I'altura total de I'home (b) i I'altura
comunitat cientifica ha decidit); aixo és aix{ perqué aquests nombres no es poden ex- fins al melic (a) és,
aproximadament la raé auria, un
pressar de manera exacta de cap altra manera coneguda: ni mitjancant una expressio nombre irracional.

decimal (ni fraccionaria) ni com a arrel.

Altres exemples:

e Seccib auria o divina proporcié (¢). Es el nombre conegut des de I'antiguitat
per a expressar diferents relacions entre elements de certes figures geométriques.
Per exemple, la relacié entre la diagonal d’un pentagon regular i un dels seus
costats és igual a la secci6é auria. L’arquitectura grega és plena de temples que
semblen tenir relacié amb la seccié auria: el quocient entre el costat més llarg i el
més curt de la base se sol acostar moltissim a aquest nombre. Numéricament, la

JEVEY

L oae . 1
rad auria es pot calcular de manera senzilla: ¢ = =5

e Constant de Brun. Es la suma dels inversos dels nombres primers de les formes
pip+2 (anomenats primers bessons). Es tracta de trobar aquesta suma:
(1 1) (1 1) (1 1) (1 1)
B=|\-+=)+|lz+z)+|—=+=)+|—=+—=]) -
3 5 5 7 11 13 17 19
El 1919 Brun va demostrar que la suma de tots els primers bessons és un nombre,

encara que no es pot assegurar amb total certesa que sigui un nombre irracional.

e Constant de Catalan (cognom del matematic belga del segle XIX Eugé-

ne Catalan). Es la suma o resta alternada de la inversa de tots els nombres senars:

1 1+1 1+1 1
12 32 52 72 92 11277
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Hi ha matematics que s’han dedicat a buscar el maxim nombre de xifres decimals
possibles d’alguns d’aquests nombres irracionals amb ’ajut d’ordinadors i programes

potents.

Aquests son alguns dels nombres irracionals més famosos amb els seus primers di-
gits decimals (en molts casos no s’ha demostrat encara que es tracta de nombres

irracionals, tot i que s’intueix que si).

Who - Year

Font: http://numbers.computation.free.fr/Constants/constants.html. Dades del 2010.

A la practica, se sol utilitzar una aproximaci6 decimal (per arrodoniment) de qualsevol
nombre irracional, amb el nombre suficient de decimals segons la situacio6 real en la

qual estem.

1.4.3. Definici6é

Tots els nombres, racionals o irracionals, formen part del denominat conjunt de nom-

bres reals. El nombre % és un nombre real que és racional, mentre que el nombre 7w

és un nombre real que és irracional.

El conjunt de tots els nombres reals se simbolitza amb R. A més, cadascun dels

conjunts numérics estudiats també es designa amb un simbol:

N designa el conjunt de nombres naturals.
7 designa el conjunt de nombres enters.
@ designa el conjunt de nombres racionals.

R \ Q designa el conjunt de nombres irracionals.


http://numbers.computation.free.fr/Constants/constants.html
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Els diferents conjunts de nombres (naturals, enters, racionals i reals) mantenen re-
lacions d’inclusié d’acord amb el que hem vist: el conjunt dels nombres naturals és
inclos en el conjunt dels nombres enters; aquest, al seu torn, és inclos en el conjunt

de nombres racionals; finalment, aquest és inclos en el conjunt de nombres reals.

Per a assenyalar relacions d’inclusio, es fa servir el simbol c, que indica que el conjunt

que se situa a I’esquerra és inclos en el conjunt que se situa a la dreta. Aixi, doncs:
NcZcQcR

Graficament:

Q

Racionalitzacié. No és usual deixar una fraccié6 amb arrels en el denominador. Per
aixo, és habitual eliminar-les sempre que sigui possible. Aquest procés s’anomena ra-
cionalitzacié de la fraccié. Per a aconseguir-ho, és molt comt multiplicar numerador

i denominador per alguna expressié que permeti eliminar les arrels del denominador.

Exemple. Racionalitzaci6.

En molts casos, també podem trobar una suma o resta d’arrels en el de- nominador.
En aquests casos, s’ha de multiplicar el denominador i el numerador per I'operaci6

oposada del denominador (el conjugat del denominador).

Exemple. Racionalitzaci6.

1 A(BvE)  a(VE+vE)
VA O v R e VML)

Aixo és aixi perqué (v3+/5)- (v3+5) = (V3) - (V5) =3-5=-2.

1.4.4. Operacions

Les operacions basiques entre nombres reals sén la suma i la multiplicaci6. La resta i
la divisi6 es defineixen a partir de la suma i de la multiplicaci6. Amb aquesta finalitat,

cal definir uns elements especials:
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e [’element neutre de la suma és el 0, la propietat principal del qual és: si a és

un nombre real, a + 0=0+a = a.

e [’element neutre de la multiplicacié és I'1, la propietat principal del qual és:

si @ és un nombre real, a-1=1-a = a.

A partir d’aquests elements, es poden definir:

e L’oposat d’un nombre real a, que és —a i que compleix: a + (-a) = (-a) + a = 0.

e L’invers d’un nombre real a (excepte el 0), que és % i que compleix: a% = %-a =1.

A partir d’aquests elements, es poden definir:

o La resta de dos nombres, que és igual a la suma amb Poposat. Es a dir, si a, b

son nombres reals, a —b = a + (-b).

e La divisi6é de dos nombres, que és igual a la multiplicacié amb l'invers. Es a dir,

si a, b sén nombres reals, i b # 0, % =qa- %.

e La potenciaci6é de nombres reals, que és, sempre que sigui possible, si a és un

nombre real, n i m sén nombres enters (tots diferents de zero):

Propietats de les operacions Les propietats de la suma de nombres reals (que

també es compleixen per a nombres naturals, enters i racionals) sén les segiients:

e Propietat commutativa. L’ordre dels sumands en una suma de dos o més nom-

bres no n’altera el resultat: a+b=b+a

T+(-2)=-2+(+7)=5

e Propietat associativa. El resultat d’'una expressié amb dues o més sumes de
nombres enters no depén de l'ordre com s’agrupen las diferents sumes: a +b+c =

(a+b)+c=a+(b+c)

=3+ (+2)+(-5) = (-3+(+2))+(-5) = -3+ ((+2) + (-5)) = -6

b3 (-G (2)- 3 (e ()
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e Element neutre de la suma de nombres igual a 0 és aquell que, sumat a
qualsevol altre, no el modifica: a+0 = 0+a = a. Els nombres naturals no en tenen,

ja que 0 no és un nombre natural.

e Element oposat d’un nombre és un altre nombre que, sumat a ’anterior, és
igual a lelement neutre de la suma, és a dir, igual a 0. Observem que, per a
calcular 'oposat d’un nombre, tinicament s’ha de canviar el seu signe; ’element
oposat de a és —a, i compleix: a + (—a) = (-a) + a = 0. Tot nombre té un tnic
oposat i tots dos nombres tenen el mateix valor absolut. Els nombres naturals no

tenen oposat, ja que en aquest conjunt no tenim nombres negatius.

1 1
L’oposat de +5 és —5, perqué +5 + (=5) = 0, o loposat d’g és == ja que

1+(_1):0
3\ 3

Igualment, també tenim les propietats del producte de nombres reals (aixd vol
dir que també es compleixen per a nombres naturals, enters i racionals), que son les

segiients:

e Propietat commutativa. L’ordre dels factors d’un producte de dos o més nom-

bres racionals no n’altera el resultat: a-b=5b-a

3.(-4) = (-4)-3=-12

e Propietat associativa. El producte de més de dos factors no depén de 'ordre

com es fan las multiplicacions: a-b-c=(a-b)-c=a-(b-c)

=3-(+2) - (-4) = (=3-(+2)) - (-4) = -3 ((+2) - (-4)) = 24.

15 2_(1 5) 2 1 (5 2)_10_2
335 \33/ 5 3\3 5/ 45 9

e Propietat distributiva del producte respecte de la suma. El producte d’un
nombre per la suma de dos nombres és igual a la suma dels productes del primer
nombre per cadascun dels altres dos:

a-(b+c)=(b+c)-a=a-b+a-c
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5. (4+(=3)) = —5-4+ (=5) - (-3)

2 (1 4) 2 1 2 4 18
—ofllodt=llzcadtccs = —
3 \56 7 3 5 3 7

e Element neutre del producte. Es aquell que, multiplicat per qualsevol altre,

no el modifica. L’element neutre de la multiplicaci6é de I'l és: a-1=1-a = a.

e L’invers d’un nombre. Es el nombre que compleix que el producte d’ambdés

és igual a ’element neutre del producte, és a dir, és igual a 1. L’invers del nombre
1_1

a és %, i compleix: a- = =+ -a = 1. Els nombres naturals i enters no tenen invers;

en canvi, tot nombre real, excepte el 0, té un invers. Per exemple, 'oposat de %

PO 2.5
esi,Jaqueg~§:1.

1.5. Expressions numeériques
1.5.1. La recta numeérica

Una de les maneres habituals de representar els nombres és en una recta, que rep el
nom de recta numeérica.

Comencem amb els nombres enters, que per les seves caracteristiques es representen
com a infinits punts equidistants (punts que sén a la mateixa distancia) en una recta.

Aquestes caracteristiques son:

e No hi ha cap nombre enter que sigui el primer ni tampoc 1’altim. Es a dir, donat
un nombre enter qualsevol, sempre es pot trobar un nombre que és menor i un
altre nombre que és major. Aquest fet no es compleix amb els nombres naturals,

amb els quals el menor sempre és 1.

e Un nombre enter i el segiient sempre es diferencien per una unitat. (Aquesta ca-

racteristica és comuna amb els nombres naturals.)

e Els nombres enters es poden llistar ordenats d’esquerra a dreta i, evidentment,
aquesta llista sempre és incompleta.

..=T,-6,-5 -4, -3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7...

Aixi, doncs, una representacié possible dels nombres enters pot ser aquesta:

També és possible representar nombres enters no consecutius, encara que la diferéncia

entre un i el segiient sempre ha de ser habitualment la mateixa.
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El1 0 no cal que sigui al centre de la representacio; fins i tot pot no ser entre els nombres

representats.

Pel que fa als nombres racionals, recordem que entre dos nombres racionals diferents
sempre en podem trobar un altre. Aquesta circumstancia permet preveure que els
nombres racionals poden cobrir molts més punts de la recta en la qual es representen,

i sempre podrem ampliar una secci6é qualsevol d’aquesta recta perqué sempre trobarem

més nombres racionals

Els nombres reals (igual que els anteriors) sén ordenats de més petit a més gran. Aixi,
es poden representar els nombres reals en una recta, que anomenarem recta real. El
fet que hi hagi molts més nombres irracionals que racionals dona una idea dels “buits”
que hi ha en la representacié dels nombres racionals en una recta. Aixd no passa amb
els nombres reals: la recta real és completament plena de nombres reals; és a dir, cada

punt de la recta es correspon amb un nombre real.

| [ |
5L S5 455 4% 86 SFz2 a6l 5/ 87
N
| | | | | | I/,I/IJ |

45 43 5 52 &4 Sﬁr 55 8 B2

+2
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Intervals. Un interval és el conjunt de tots els nombres més petits (o iguals) que
un nombre donat i més grans (o iguals) que un altre. Aquests dos nombres sén els
extrems de 'interval. Per exemple, els nombres compresos entre el -5 i el 6 formen un
interval, els extrems del qual sén el -5 i el 6. Aquest interval es pot representar en

la recta real d’aquesta manera:

Le
@

En cada interval s’ha d’indicar si algun dels extrems és inclos en l'interval en qiiestio:
si un extrem pertany a l’interval, es denomina interval tancat per aquest extrem
(i es denota amb un claudator); si un extrem no pertany a l'interval, es denomina
interval obert per aquest extrem (i es denota amb un paréntesi). Per exemple, I'interval
obert per l'esquerra i tancat per la dreta, d’extrems -5 i 6, s’escriu (-5, 6], i la seva
representacio és la segiient (el punt ple indica que aquest valor pertany a linterval,

ell punt blanc indica que el valor no hi pertany):

De vegades, s’ha de representar un interval que té un extrem perd no l’altre; es fa
servir el simbol co (amb signe + o -), que es llegeix “infinit”. Per exemple, tots els
nombres reals fins al 5, el 5 inclos, conformen U'interval (—oo, 5]; tots els nombres més
grans que -3, el -3 no inclos, es representen amb 'interval (-3, +00). La fletxa indica

tots els valors fins a —oo 0 +00 respectivament.

4
(SN 3

1.5.2. Notaci6 cientifica

Moltes ciéncies requereixen nombres molt grans o inusualment petits. L’astronomia,

per exemple, necessita treballar amb nombres grans perqué les distancies amb queé

treballa sobn immenses; en canvi, la fisica de particules, com que investiga ens diminuts,
utilitza nombres molt petits.

Per a evitar nombres com, per exemple:
1403400000000000000000000000000000000000000, o bé,
0.000000000000000000000000000000000874,

es requereix una notacié més compacta i eficient: la notacié cientifica.

Els nombres anteriors s’escriurien amb notaci6 cientifica de la manera segiient:

1.4034-10*
8.74-107*
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Es pot observar que ’expressié es descompon en dues parts:

(1) Un nombre decimal el valor absolut del qual és més gran que 1 o igual, i menor

que 10, denominat mantissa.

(2) Una poténcia de deu, anomenada simplement ezponent.

El producte d’ambdé6s nombres ha de coincidir amb el nombre en qiiestié. Es pot ob-
servar que aquesta manera d’escriure un nombre simplifica I’escriptura, i la informacio

de quants 0 s’han de posar és en I'exponent. Aixi, doncs:

e Per a expressar un nombre que esta en notacié decimal en notacioé cientifica, s’ha

de trobar la primera xifra diferent de zero per I’esquerra del nombre.

o La mantissa és igual a un nombre la xifra de les unitats del qual és precisa-
ment aquesta xifra diferent de zero i les segiients del qual formen la seva secci6

decimal (evitant escriure zeros innecessaris).

La mantissa del nombre 0.000000000000323 és 3.23 i la mantissa del nombre
180200000000000 és 1.802.

o L’exponent de la poténcia de 10 és igual al nombre de xifres del nombre menys
un si el nombre no té decimals (el nombre és molt gran). En canvi, si es tracta
d’un nombre amb decimals (el nombre és molt petit), 'exponent és negatiu i

és igual, en valor absolut, al nombre de zeros del nombre.

180200000000000 = 1.802 - 10'* o bé 0.000000000000323 = 3.23 - 10~ 3

En tot cas, I’exponent compleix les regles habituals de potenciacié.
e El pas de la notaci6 cientifica a la usual segueix les indicacions segiients:

o Si 'exponent és negatiu, s’ha de desplagar la coma decimal de la mantissa
cap a l'esquerra tantes posicions com indiqui el nombre de I'exponent (sen-
se signe), afegint-hi tants 0 com sigui necessari. Per exemple, 1.032 - 1079 =

0.000000001 032.
N——
9 posicions

o Si ’exponent és positiu, s’ha de desplagar la coma decimal de la mantissa cap
a la dreta tantes posicions com indiqui ’exponent, afegint-hi els 0 que calgui.

Per exemple: 5.201 - 10! = 520100000000.
[ S ——

11 posicions

1.5.3. Igualtats notables

Alguns calculs acostumen a aparéixer recurrentment en diversos contextos matema-

tics. Aquest és un bon motiu per a conéixer quin és el seu desenvolupament i les pos-
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sibles equivaléncies amb altres expressions més ttils o simples. Normalment, aquestes
expressions acostumen a enunciar-se en forma de producte d’altres expressions, i per
aix0 es coneixen com a igualtats notables. Alguns d’aquests productes notables i
els seus resultats son els segilients (també es dona ’expressié amb la qual s’acostuma

a denominar-los):

e Productes de 2 expressions:

(a+ b)2 =a®+2-a-b+b el quadrat d’una suma
2 2 2 S
(a-b)"=a"-2-a-b+b la diferéncia de quadrats
(a+b)-(a-0b) = a®>-b* suma per diferéncia és igual a diferéncia de quadrats
(a-b)-(a®+a* b+a-b>+b%) =a* - b*

(a-b)-(a*+a® b+a® b*+a-b°+b*)=a” - 1°

(a+b+c)’=a’+b2+c®+2-a-b+2-a-c+2-b-c

e Producte de 3 expressions:

(a+b)-(a+b)-(a+b):(a+b)3:a3+3~a2~b+3-a~b2+b3 cub d’una suma

(a—b)-(a—b)-(a—b):(a—b)3:a3—3~a2~b+3-a~b2—b3 cub d’una diferéncia

Seguint les propietats esmentades amb anterioritat, es poden demostrar totes aquestes

igualtats. Vegem-ne alguns exemples:

El quadrat de la suma: (a +b)% = a? +2-a- b+ b*

Demostracié: Desenvolupem (a +b)? = (a +b) - (a + b) S’hi aplica la propietat
distributiva dues vegades, amb la qual cosa:
(a+b)-(a+b)=(a+b)-a+(a+b)-b=a’+a-b+b-a+b?

Per la propietat commutativa del producte b-a = a-b , de manera que b-a+a-b = 2-a-b.
Per tant, 'expressio anterior és igual a a®+2-a-b+b?, tal com s’ha enunciat al principi.

El quadrat de la diferéncia es troba de manera similar, tenint en compte que es tracta

d’una resta.

La suma per la diferéncia: (a +b) - (a — b) = a* - b2

Demostracié: En aquest cas, també s’ha d’aplicar dues vegades la propietat
distributiva:
(a+b)-(a-b)=(a+b)-a—(a+b)-b=a?+b-a-a-b-b? =a®-b2

tal com es deia al principi. 1
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Resum

Els nombres naturals '

’ Els nombres naturals son aquells que serveixen per a comptar: 1, 2, 3, ...

L’ordre de prioritat de les operacions és:

(1r) Paréntesis.
(2n) Divisi6 entera.
(3r) Producte.

(4t) Sumes i restes.

Important!

e La resta ha de sortir positiva perqué estigui ben definida.
e La divisié:

Pot ser exacta. Per exemple, 15 : 3 = 5; en aquest cas diem que 15 és textbf-

multiple de 3, i que 3 és divisor de 15.

Pot ser no exacta. Per exemple, 17 : 3 no déna exacte; en aquest cas anomenem
divident divisor quocient residu

Un nombre es diu primer quan no té cap altre divisor que no sigui 1’1 i ell mateix.

Per exemple, 11 és primer, perd 12 no ho és. Diem que 12 és un nombre compost.

Qualsevol nombre natural es pot escriure com a producte de nombres primers, que és

el que anomenem descomposicié en factors primers. Per exemple, 24 = 23.3.
La descomposicié en factors primers es pot fer servir per a calcular el minim comu

multiple (MCM) i el maxim comua disor (MCD). Per exemple, calculem la

descomposicié de 24 i 90 i tenim que 24 = 23.3i90=2-325.

e Per a calcular 'MCM, hem d’agafar els factors primers no comuns i després els

comuns als dos nombres amb l'exponent més gran dels dos.

mem(24,90) = 2°-3% .5 = 360.
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e Per a calcular TMCD, hem d’agafar només els factors primers comuns als dos
nombres.

MCD(24,90) = 2- 3 = 6.

Dos nombres es diuen coprimers o primers entre ells si el seu MCD val 1 (de

manera equivalent, si no tenen factors primers comuns).

Els nombres enters '

Es tracta d’una generalitzacié dels nombres naturals, inclosos el 0 i els negatius

(que precedim del signe —, mentre que podem precedir els positius del signe + o

no posar-los cap signe).

El valor absolut d’un nombre enter és el mateix nombre sense signe. Per exemple,

[ —4] =4 = 4.

Les divisions i productes es calculen com si fossin nombres naturals pero tenint en

compte la regla dels signes segiient:

e Si els dos nombres que multipliquem o dividim tenen el mateiz signe, el resultat

tindra signe positiu. Per exemple, 2-3 =6, 1 (-4) - (-1) = 4.

e Si els dos nombres que multipliquem o dividim tenen signes diferents, el resultat

tindra signe negatiu. Per exemple, (-2)-3=-6,14-(-1) = —4.

Ordenacié de nombres enters

Signes

> significa major que: 58 > 12

< significa menor que: -3 < 12

Caracteritzacio

e Qualsevol nombre positiu sempre és major que qualsevol nombre negatiu.
e El 0 és major que qualsevol nombre negatiu i menor que qualsevol nombre positiu.

e [Entre dos enters negatius, el major és aquell que és menor sense signe.

Operacions i desigualtats

e Suma o resta d’'un mateix nombre amb dos nombres: es manté la mateixa relacio
d’ordre que en els dos nombres originals.

e DMultiplicacié o divisié de dos nombres per un mateix nombre enter: es manté la
mateixa relacio d’ordre només si aquest ultim nombre és positiu, i la inverteix si és
negatiu.
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Els nombres racionals '

Dues o més fraccions son equivalents si
representen la mateixa part. Per exemple. la
fraccid 1/2 representa el mateix nombre que
la fraccio 2/4.

Totes les fraccions equivalents entre elles representen el mateix nombre racional, i la millor representacié
d’aquest nombre €s la fraccio irreductible.

Una fraccié irreductible €s aquella el
numerador i denominador de la qual sén

Els nombres fraccionaris o fraccions primers entre ells.
permeten representar les situacions La manera de trobar-la, denominada
en les quals s’obté o es deu una part simplificacid, consisteix a dividir

numerador i denominador de la fraccio

d’un objecte. original per ’MCD d’ambdés.

Forma decimal d’un nombre irracional

La forma decimal d’un nombre real és formada per una part entera, a I'esquerra del
punt, i una part decimal, a la dreta del punt.

e La forma decimal s’anomena estricta si té una quantitat finita de decimals.

e La forma decimal s’anomena periddica en cas contrari. En aquest cas, les xifres que
es repeteixen s’indiquen mitjancant el simbol periddic (barret) a la part superior

12 5627 —
— =24 —— =0.5683838383 ... =0.5683
5 9900

De la forma fraccionaria a la forma decimal

12
S’ha de dividir el numerador pel denominador: 5 - 2.4

De la forma decimal a la forma fraccionaria

3465
e Sila forma decimal és estricta: 3.465 = ——.
1000

e Sila forma decimal és periodica:

23452 -234 23218
990 ~ o990

23.452 =
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Les operacions amb nombres fraccionaris

La suma

Denominadors iguals

Se sumen els numeradors i es manté el mateix denominador:
3 3+2 5

4 4

2
+ — =
4 4

Denominadors diferents

Es busquen fraccions equivalents amb el mateix denominador
(normalment, PMCM dels dos denominadors) i se sumen se-

5

6

guint el procediment anterior:
2 15
9 18

4 19

18 18

Meétodes per a trobar el mateix denominador

Multiplicar els
denominadors §+2_@+ﬁ_§ 12 57
6 9 6-9 9.6 54 54 54
Calcular I’'MCM
dels  denomina-
dors 5+2 B 5:3+2-2 15+4 19
6 9 N 18 18 18
MCM(6,9)=18
18/6=3
18/9=2
La resta
Suma amb ’oposat:
4 2 4 (—2)
Z_Z2_Z4(==
7T 3 7 3

La multiplicacio

Es multipliquen els numeradors entre ells per obtenir el nou numerador, i els
denominadors entre ells per obtenir el nou denominador:

2 (—2)7 2.(-2) -4
3 \7) 3.7 21
2 2 125 250
La fracci6 d’un nombre | dos tergos de 125 és —-125= -+ — = —
3 3 1 3
. 3 . 7
L’invers d’un nombre 7 és l'invers de 5
La divisio
Es el producte del numerador per I'invers del denominador
3.3,5.35.35 15
57476 46 4.6 24
Poteéncies i arrels '
Poteéncia i arrel sébn dues operacions inverses.
operacions inverses
Poténcia «2oolons VER®S  Arrel
Exponent index
1
33:7-7-7:343 - /343 =27
AN
base base
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Per a unificar les dues operacions, s’introdueix la poténcia d’exponent fraccionari:

Il
Q
ol
s}
ol
|
o
é‘
<=

\C/(_l

Caracteristiques de les arrels segons els tipus de nombres

Poténcies Arrels
Nombres naturals | Base i exponent s6n nom- | Index i base sén nombres
bres naturals naturals
Base i exponent séon nom- | Index i base sén nombres
Nombres enters bres enters enters
Si I'index és parell, la base
ha de ser positiva

Base i exponent sén nombres racionals

Nombres racionals | fjqey j exponent sén inversos

La base ha de ser positiva si el denominador de I'ex-
ponent és parell

Propietats de les poténcies i les arrels. Suposem a, b, p, ¢ nombres racionals.

e La poténcia d’exponent 1 és igual a la base: al =a.

e El producte de poténcies amb la mateixa base és la poténcia amb la mateixa base

: +
i la suma d’exponents: a" -a"* =a"""".

e El quocient de poténcies amb la mateixa base és la poténcia amb la mateixa base

n—m

i la resta d’exponents: =a

a™
a"?l
e La poténcia d’exponent 0 (amb base diferent de 0) val 1: a®=1.

e La poténcia d’una poténcia resulta ser una poténcia amb la mateixa base i pro-
ducte d’exponents: (a?)? = a4,

e El producte de poténcies amb el mateix exponent és una poténcia amb el mateix

exponent i el producte de les bases: a” - v* = (a-b)" .

e El quocient de poténcies amb el mateix exponent és una poténcia amb el mateix

a
exponent i el quocient de les bases: w = (Z)

Els nombres reals '

Els nombres reals inclouen els nombres racionals, que alhora inclouen els nom-

bres naturals, els quals inclouen els nombres naturals:

NcZcQcR.

Els nombres irracionals (R \ Q) son tots aquells nombres reals que no sén nombres

racionals, és a dir, que no es poden expressar com una fraccié d’enters.
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Q

Notacio cientifica. Consisteix a escriure un nombre com a producte d’un decimal
amb una tunica xifra no decimal el valor absolut de la qual és major o igual a 1 i

menor que 10 (mantissa), i una poténcia de 10 (exponent):

Exponent
1
1352 +10 36

Mantissa
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Exercicis resolts

1. Simplifiqueu 1’expressi6é segiient:
25-8-77.5%
35.252.(-5)3.493
Solucio

Per a simplificar qualsevol expressié, s’han d’aplicar les propietats de les poténcies, amb la
finalitat d’agrupar les poténcies amb la mateixa base, i simplificar posteriorment les poténcies
repetides tant en el numerador com en el denominador.

El procediment és:
1) Descompondre cadascun dels factors tant del numerador com del denominador.

2) Ordenar els factors i agrupar els que tenen la base comuna:

25 = 5.5=52
8 = 2.2.2=28
7 = 71
5 = 5-1
3 = 3.1

49 = 7.7=77

3) Simplificar els factors comuns al numerador i al denominador:

25.8-77-5% 52.23.77. 54 52.923.77.54

35.252.(-5)3.493  35.(52)2.53.(72)3  35.54.53.76

23.77.56  23.7
= - ° __ =-23.7.37%.571,
35.57.76 35.5

2. Simplifiqueu ’expressié segiient:

Solucio

Per a simplificar una expressié6 amb arrels i poténcies, s’han de descompondre els nombres
de la base i aplicar les propietats de les poténcies per a arribar a l’expressi6 més senzilla
possible.

Els passos que seguim son:
1) Descompondre la base.
2) Transformar les arrels en poténcies de fraccions.

3) Operar els exponents seguint les propietats de les poténcies:

Wa- Vo660 -0

3. Racionalitzeu ’expressi6 segiient:

4
V3-5
Solucio

Racionalitzar una fraccié consisteix a eliminar les arrels del denominador per obtenir una
fraccié equivalent:

Comengarem multiplicant el numerador i el denominador pel conjugat del denominador

V3 + /5, i utilitzarem que (V3+5) - (V3-v5) = (vV3)' - (v5)’ = 3-5 = —2. Amb

tot aixo tenim:
4 4-(V3+V5) 4-(V3+V5) 4-(V3+5)

A A (BA) s - = (Vi)
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4. Racionalitzeu 1’expressi6 segiient:

V142

Solucio

Comencem per eliminar ’arrel cibica del denominador multiplicant numerador i denomina-

dor per(3 1+\/§)2
3 2 3 2
5.( 1+\/§) 5.( 1+\/§)

Vi (Viva)y eV

Ara procedim com en ’exemple anterior multiplicant i dividint amb el conjugat del denomi-
nador i, aplicant la igualtat notable d’una suma per una diferéncia, obtenim:

5.(31+\/§)2.(1—\/§) 5~(31+\/§)2-(1—\/§) . 2
(1+v2)-(1-v3) 1-2 :_5'( 1+ﬁ) (1-v2)
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Exercicis per a practicar amb les solucions

5. Simplifiqueu les expressions segiients expressant com una sola poténcia, arrel,
etc. segons cada expressio:

(a) 2\/2v/z

(b) 72.3%.V/72.33

(o) V&
(d) V3 +yV5 - 4zvV3 +6yV/5
(e) V2- V4. V22

R

V180 + V45 - /405
3-V5
6. Racionalitzeu les expressions segiients:
(@) 3V5+ 72

VE+V2
4++5

6V3
5-3V3
5+3V3

()

(b)

(©)

Solucions

B~

T

73.3%

~

)

)

) 51

d) -3zv3+7yV/5
)
)
)

)

5
23
(-3)78
0

1+4+/10
3

43 +/15
18

(c) 15V/3-26
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2. Equacions
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2.5.2. SOIUCIONS ..ottt e 70
2.5.3. Procésderesolucid .............o.iiiiiiiiiii 71
2.1. Expressions algebraiques

2.1.1.

Per expressi6 algebraica s’entén qualsevol combinaci6 de lletres i nombres relacio-
nats entre ells per signes d’operacions. Aixi, si bé una expressié6 numeérica ve donada

per nombres i signes d’operaci6 entre ells, una expressié algebraica també conté lletres,

Definicio

que operen entre ells o amb altres nombres.

Exemple. Expressi6 algebraica.

a—23-c+5-d-T-a-y

Queé és una expressi6 algebraica? 9

Per expressié algebraica s'entén
qualsevol combinacié de nombres,
lletres i signes d'operacié. Les
lletres d'una expressié algebraica
s'han de tractar com si fossin
nombres, i per aixd es poden
sumar, restar, multiplicar i dividir,
seguint les mateixes regles que els
nombres. Les expressions
algebraiques permeten expressar
operacions entre quantitats
desconegudes substituint el valor
desconegut per una lletra concreta.

Les lletres d’una expressio algebraica s’han de tractar com si fossin nombres: es poden

sumar, restar, multiplicar i dividir, i compleixen, com veurem, les mateixes propietats

de les operacions entre nombres.
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Les expressions algebraiques es poden usar en problemes reals, en els quals es des-
coneix el valor d’algun element. Aixi, per exemple, si una persona va a comprar i
adquireix 3 kg de llimones a 1.09€ el quilogram, i 2 kg de patates a 0.78 € el quilo-

gram, per a calcular el valor de la compra s’ha de fer:

3:-1.09+2-0.78

Ara bé, si no es coneix el preu del quilogram de llimones ni tampoc el preu del
quilogram de patates, es pot associar a cada valor una lletra (relacionada amb el nom
sempre que sigui possible). Aixi, si per exemple usem [ per al preu per quilogram
de les llimones, i p per al preu per quilogram de les patates, el valor de la compra

anterior vindria donat per ’expressié segiient:
3:-1+2-p

Aquesta expressio algebraica permet calcular el valor total de la compra en el moment
en qué es coneguin els preus per quilogram de les llimones i de les patates, substituint

les dues lletres pels seus valors reals.

En les expressions algebraiques, en multiplicar un nombre per una lletra normalment
no es posa el signe de multiplicacid, siné que es manté la lletra seguida del nombre, i
amb aquesta notacié se sobreentén que es tracta d’un producte. D’acord amb aquest

conveni, ’expressié algebraica anterior també es pot escriure aixi:

20+ 3p

Les lletres d’'una expressioé algebraica també es poden substituir per nombres concrets.
Per exemple, en 'expressi6 algebraica 4x — 2y + 6 es pot substituir la lletra x pel valor

3, i la lletra y pel valor 4. En aquest cas, I’expressi6 algebraica es transforma en

4- 3 +2- 4 +6
N~—— ~——
xr

Aleshores, es diu que el valor numéﬁc de l’ez)!(pressi() algebraica 4x — 2y + 6, quan
la  val 31y val 4, és igual a 4-3 -2-4+ 6, és a dir, és 10. En definitiva, el
valor numéric d’una expressié algebraica es troba substituint-ne les lletres per
nombres concrets, operant i obtenint-ne el resultat. Es evident que el valor numéric

d’una expressio algebraica depén dels valors concrets que reben les lletres.

Exemple. Valors numeérics d’una expressié algebraica
Donada ’expressi6é algebraica

4 -2y + 6

Siz =51y =2, el seu valor numeric és igual a4-5-2-2+6 =22
Siz=-31iy=-1, el seu valor numéric és igual a 4-(-3) -2-(-1) +6 = -2

Siz=-21iy=5, el seu valor numéric és igual a 4- (-2) —2-5+6 = —12


Bernat
Nota adhesiva
Unmarked definida por Bernat
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2.1.2. Elements

Una expressié algebraica es pot escriure a partir de diverses sumes (recordem que Quins sén els elements basics i les 9
propietats de les expressions

les restes son sumes amb l'oposat) de certs productes mixtos (o, fins i tot, divisions, algebraiques? Els sumands d'una
expressié algebraica estan formats

encara que, de moment, no es faran servir divisions amb denominadors que continguin per lletres i nombres. Cada un dels

sumands es denomina terme i les
lletres) de nombres i lletres. Cadascun d’aquests sumands es denomina terme. lletres es denominen variables. Una
expressié algebraica es pot convertir
en una d’equivalent aplicant les
propietats de les operacions entre
lletres i nombres, que sén les
mateixes que les propietats de les
operacions entre nombres reals.

Exemple. Termes d’una expressi6 algebraica.

Donada l’expressi6 algebraica:

a—3c+2d-bax
identifiquem:
Termes (n’hi ha 4): a, -3¢, 2d i —baz
Variables: a,c,d, .

Recordem que entre variables o entre nombres i variables és preferible obviar

els signes de multiplicar - o x.

Propietats de la suma i el producte. Les propietats de la suma i el producte
de nombres i lletres séon les propietats ja conegudes de les operacions entre nombres

reals.

e Element neutre de la suma. Es el 0 perqué, sumat a qualsevol altra lletra o

nombre, no el modifica: a+0=0+a = a.

o Element neutre del producte. Es 'l perqué, multiplicat per qualsevol altra

lletra o nombre, no el modifica: a-1=1-a =a.

e Element oposat d’a. Es —a perqué, sumats, el resultat és ’element neutre de la
suma: a + (—a) = (—a) +a = 0.
e Invers d’a. Es % (essent a # 0) perqué el seu producte és l’element neutre del
1

producte: a - = = Log=1.
a a

o La resta. Es 'operaci6 que consisteix a sumar l’oposat: a —b = a + (-b).

e La divisi6. Es l'operacié que consisteix a multiplicar per 'invers: % =a- %, essent

b+0.

e Propietat commutativa de la suma. La suma de dos elements no depén de

I’ordre en qué es fa: a +b =0+ a.

e Propietat associativa de la suma. La suma de tres elements no depén de

lordre en queé es facin les diferents sumes: a+b+c=(a+b) +c=a+ (b+c).

e Propietat commutativa del producte. El producte de dos elements no depén

de l'ordre en qué es fa: a-b="b-a.
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e Propietat associativa del producte. El producte de tres elements no depén

de lordre en queé es facin els diferents productes: a-b-c=(a-b)-c=a-(b-c)

e Propietat distributiva del producte respecte de la suma. Un producte
d’un element per una suma es pot descompondre com la suma dels productes de

I'element per cadascun dels sumands: a-(b+c) = (b+c)-a=a-b+a-c.

2.1.3. Manipulacioé

Amb la finalitat de simplificar una expressié algebraica d’una certa longitud, s’han
d’aplicar les propietats de la suma, resta, multiplicacio i divisi6. La simplificacio
consisteix a convertir ’expressié original en una altra que en sigui equivalent perd amb
el minim nombre de termes possible. Encara que la manera de simplificar no és tnica
(les propietats es poden aplicar en un altre ordre), el resultat final és generalment

molt semblant.

Vegem com utilitzar les diferents propietats en la mateixa expressi6 amb 1’objectiu

de simplificar-la. Considerem ’expressi6 algebraica

a—4b—-3a+5a—-b

1) Es resol la suma —3a + 5a utilitzant la propietat distributiva:

-3a+5a=(-3+5)-a=2a
Per tant,

a—-4b-3a+5a-b=a—-4b+2a-b

2) Per la propietat commutativa, podem agrupar els termes amb a i els termes amb

b

a—-4b+2a-b=a+2a—-4b-b

3) Per la propietat de l’element neutre de la suma, a=1-a

a—-4b+2a-b=1la+2a—-4b-1b

4) Per la propietat distributiva aplicada dues vegades, una als termes amb a i l’altra

als termes amb b,

la+2a—-4b—1b=(1+2)-a+(-4-1)-b

i simplificant una mica més,

la +2a—4b—-1b=3a - 5b

Exemple. Simplificacio

a —4b—3a + 5a — b és equivalent a 3a — 5b.

En qué consisteix simplificar una 9

expressio algebraica? La
simplificacié d'una expressié
algebraica consisteix en la seva
reduccié al minim nombre de
termes possible utilitzant les
propietats de les operacions que hi
intervenen. Encara que les
propietats es poden aplicar en ordre
diferent, el resultat final ha de ser
el mateix.
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Aquesta ultima expressio, com que és més breu que 'anterior, en facilita la manipu-
laci6. Per aix0, és recomanable simplificar tota expressié algebraica, de la mateixa
manera que se simplifica una fraccio fins a obtenir-ne la fracci6 irreductible o es troba

el resultat d’una expressié numérica.

2.1.4. Propietats

Una igualtat entre expressions numériques és formada per dues expressions
numériques, denominades membres de la igualtat, i un signe d’igualtat (=) interposat

entre ambdues. Les igualtats poden ser certes o falses.

e Una igualtat numeérica és certa si el resultat del membre de l'esquerra és igual

al resultat del membre de la dreta. Per exemple:

3:4-5=38-15-2-1

ja que tant el resultat de la dreta com el de I’esquerra és 7. En aquest cas, es diu

que ambdues expressions numeériques son iguals.

e Una igualtat numeérica és falsa si el resultat del membre de ’esquerra no és

igual al resultat del membre de la dreta. Per exemple, aquesta igualtat és falsa:

4.(-2)+8=3-7-11

ja que el resultat de 'esquerra és 0, mentre que el resultat de la dreta és —74.

De manera semblant a una igualtat numeérica, una igualtat entre expressions
algebraiques és formada per dues expressions algebraiques, denominades membres
de la igualtat, i un signe d’igualtat (=) interposat entre ambdues. Les igualtats alge-

braiques també poden ser certes o falses.

e Una igualtat algebraica és certa si I’expressié algebraica del membre de 'es-
querra es pot convertir en la de la dreta aplicant-hi les propietats de les operacions

descrites anteriorment. Per exemple:

a—4b—-2a+5a—-b=4a-5b

és una igualtat certa perqué a —4b—2a+5a —b es pot transformar en 4a —5b usant

les propietats de les operacions.

e Una igualtat algebraica és falsa si ’expressio algebraica del membre de 'es-

querra no es pot convertir en la de la dreta. Per exemple:

3a+2=3a

és una igualtat falsa perqué 3a + 2 no pot mai resultar 3a.

Ara bé, hi ha igualtats algebraiques que no sén ni certes ni falses. Per exemple:

2a-5b—-4=3x+y

Queé s6n les igualtats entre 9

expressions numeériques i entre
expressions algebraiques? Una
igualtat entre expressions
numériques és formada per dues
expressions numériques i un signe
d'igualtat interposat entre
ambdues, les quals poden ser certes
o falses. Una igualtat entre
expressions algebraiques és formada
per dues expressions numériques i
un signe d'igualtat interposat entre
ambdues, les quals poden ser certes
o falses, perd també poden ser ni
certes ni falses.
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En aquest cas, no es pot afirmar que I’expressi6 de la dreta es pugui transformar en
la de I’esquerra, ni tampoc que aixo sigui impossible. Aquest tipus d’igualtats son les

que poden denominar-se propiament equacions, i en parlem en el proper apartat.

2.2. Equacions
2.2.1. Definicié

Una igualtat entre expressions algebraiques també es pot denominar equacié. En

aquest cas, les lletres es denominen incognites.

Exemple. Equacions.

4da-b+c = 3a-6b+7

20 +2y+8 = 2x+7

En el primer cas, les incognites séon a,b i c. En el segon cas, son z i y.

Cada un dels sumands de cadascun dels membres es denomina terme. El nombre que
multiplica cada terme es denomina coeficient. Un terme que no conté cap incognita

es denomina terme numeéric o terme independent.

Cada terme d’una equacio6 pot tenir diverses incognites que es multipliquen. El nombre
d’incognites que es multipliquen és el grau del terme. Es diu que el grau d’una

equacio és el maxim grau dels termes que formen 'equacié.

Exemple. Grau d’un terme i grau d’una equacio.
Donada I’equacio

3xy — 2a + 5x2y2 =z +1la’z

El terme 11a’z té 3 incognites que es multipliquen, una x i dues a. Per

tant, el seu grau és 3.

El grau de l’equacid és 4, ja que el terme amb més incognites és 5x2y2, i

en té 4 (dues z i dues y).

Les incognites de cada membre d’una equacié es poden substituir per valors numeérics
concrets. Per exemple, en 'equacié 2z + 4y — 5 = 4o — 5y es pot substituir la x per 1,

ila y per 5 obtenint

2.1 +4- 5 -5=4-1 -5- 5

D’aquesta manera, ’equacié es transforma en una igualtat entre expressions nume-

riques. En aquest cas, la igualtat numérica resultant és falsa perqué el membre de

Qué és una equacié i qué és una 9

solucié d’una equacié? Una igualtat
entre expressions algebraiques
també es pot denominar equacié.
Les igualtats entre expressions
algebraiques més interessants sén
aquelles en qué no se’'n pot establir
a priori la certesa o falsedat. La
solucié d'una equacié correspon a
aquells nombres que, substituint-los
en les incognites, permeten
transformar I'equacié en una
igualtat numérica certa.
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I'esquerra resulta 17, mentre que el de la dreta resulta —21.

Aquest procés es denomina substitucié de les incognites d’una equacié per
nombres i, com s’ha vist, dona lloc a una igualtat numeérica. Aquesta igualtat nu-

mérica resultant pot ser:

e Falsa, com en 'ultim exemple.

e Certa. Per exemple, si substituim en la mateixa equacié 2 en el cas de la z,i 1 en
el cas de la y, obtindrem 2-2+4-1-5=4-2-5-1, i ambdés membres resulten

iguals a 3.

En casos com aquest ultim, quan es tracta d’una igualtat numeérica certa i es troba

el valor que fa certa la igualtat, es diu que s’ha trobat una solucié de 1’equacié.

Una solucié de ’equacié 2x + 4y — 5 = 4z — 5y es compon del canvi de la = per 2, i de
la y per 1. Dit d’'una altra manera, x =2 i y = 1 és una soluci6 de ’equaci6é anterior
perqué fa certa la igualtat. D’aqui diem que una solucié6 d’una equacié ha d’atorgar

un valor a cadascuna de les seves incognites.

2.2.2. Solucions

La solucié d’una equacio es defineix com cadascun dels valors de les variables per
als quals la igualtat es compleix. Es diu “cadascun dels valors” perqué una equacid

pot tenir més d’una solucié.

Exemple. Solucions d’una equacio.
Donada ’equacio

2¢ +4y -5 =4x - dy

z=21iy=1és una solucid, jaque 2:-2+4-1-5=4-2-5-1.
——— ——
3 3

z =111y =3 és una soluci6, jaque 2-11+4-3-5=4-11-5-3.

29 29

2.2.3. Equacions equivalents

Dues equacions que tenen exactament les mateixes solucions es denominen equacions

equivalents. Aixi, les equacions

Tx—-3=6x—4 i ldr—-6=12x-8

son equivalents, ja que I'tinica solucié en ambdoés casos és

Qué sén les equacions equivalents, i 9

com es poden trobar? Dues (o més)
equacions sén equivalents si tenen
les mateixes solucions. Tot i que no
sempre és senzill determinar si dues
equacions sén equivalents, per a
trobar una equacié equivalent a una
altra, només cal sumar, restar,
multiplicar o dividir ambdés
membres d’aquesta equacié per un
mateix nombre. Aquesta
manipulacié d'una equacié permet
trobar-ne les solucions.
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Vegem-ho:

e Per a la primera equaci6 7-(-1) =3 =6-(-1) — 4, el resultat en ambdés membres

és -10.
e Per a la segona equacié 14-(-1) -6 = 12-(=1) —8, el resultat en ambd6s membres

és —20.

Per tant, x = —1 resol ambdues equacions, cosa que confirma que sén equacions

equivalents.

No sempre resulta facil trobar un procediment per a determinar si dues equacions sén
equivalents. En tot cas, és interessant saber com es pot transformar una equacié per
a obtenir-ne una altra que sigui equivalent, perqué és una de les manipulacions que

permeten trobar solucions d’una equacio.
Aquests son els procediments usuals:
e Sumant o restant el mateir nombre amb ambdds membres. Per exemple, si de
I’equacid
Tr—-3=6x-4
es resta 2 a banda i banda, ’equaci6 resultant és
Tr—-3-2=6x—-4-2

I, operant, s’obté 7x — 5 = 6z — 6. La solucié en ambdds casos és x = —1. Vist aixo,

es pot afirmar que 7z —3 =6x -4 1 7x — 5 = 6x — 6 s6n equacions equivalents.

e Multiplicant o dividint ambdds membres pel mateix nombre. Per exemple, si els

membres de I'equaci6
Tr-3=6x-4
es multipliquen per 3, s’obté
3-(7Tx-3)=3-(6x—4)

és a dir 21z -9 = 18x — 12. Ambdues equacions tenen per solucié x = —1. Per tant,

es conclou que 7x —3 =6z —4 1 21x — 9 = 18z — 12 s6n equacions equivalents.

2.2.4. Procés de resolucio

Abans de comencgar a resoldre una equacio, s’ha de simplificar al maxim. Per sim-
b
plificar una equacié s’entén el fet de reduir cada membre a una expressié6 amb un

GUnic terme numéric i agrupar els termes amb la mateixa variable.

Qué convé fer abans de resoldre unag

equacié? Abans de resoldre una
equacié, convé simplificar-la al
maxim agrupant en cada membre
de I'equacié els termes amb la
mateixa variable que hi intervenen.
Si I'equacié conté denominadors, és
molt recomanable també buscar
una equacié equivalent que no en
tingui.
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Exemple. Simplificar una equacié.

dr+3-2x-1=10+6zx-2-x
Cal simplificar ambd6s membres unint els elements dependents de x, d’una
banda, i els termes numeérics, de l'altra. Aixi, es converteix en 1’equaci6 equi-
valent:

2r+2=8+bx

En els casos en qué l’equacié conté nombres fraccionaris, convé (tot i que no és
im- prescindible) transformar I'equaci6é en una altra d’equivalent que no contingui
denominadors.
Per exemple, per a eliminar els denominadors de 1’equacio

3z 2 1

Y-
5 3 3

es pot seguir aquest procediment:

1) Es busca ’'MCM dels denominadors. En el cas de I’exemple, MCM(5, 3) = 15.

2) S’escriu el mateix denominador en tots els termes, es divideix 'MCM entre el
denominador que tenen (si no en tenen, vol dir que és igual a 1) i es multiplica el
resultat pel numerador.

En 'exemple, I’equacié anterior s’escriuria

9z 10 60x 5 . 9z —-10 60x—5
— — — = — — — i, de manera equivalent, = .
15 15 15 15 15 15

3) S’elimina el denominador d’ambdés membres (multiplicant-los pel valor d’aquest
mateix denominador). D’aquesta manera, queda una equacié equivalent sense de-
nominadors.

En 'exemple, es multipliquen els dos membres per 15:

9z - 10 60z -5
. =15-
15 15

15

d’on resulta

9z - 10 =60x -5

on aquesta tltima és una equaci6é sense denominadors.
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Exemple. Simplificar una equacié amb nombres fraccionaris.
A T’hora de simplificar I’equaci6

3x
5

W N
Il
I
8
|
|

calculem I’MCM dels denominadors, trobem els numeradors associats i obte-
nim I’equaci6é equivalent
9z -10 60z -5
515

d’on resulta ’equacié equivalent sense denominadors

9z — 10 = 60x — 5

Per resolucié d’una equacioé s’entén el procés de trobar les solucions d’una equacio.
Aquest procés consisteix a manipular ’equacié per tal d’aconseguir les incognites i els
valors numeérics per separat. De manera equivalent, es pot parlar del procés d’aillar

la incognita de 1’equacio.

El procés d’aillament, base de la resolucié de qualsevol equacio, consta de tres passos
principals: agrupar els termes numeérics, agrupar els termes del mateix grau i eliminar
dequadament els coeficients de les incognites. La manera de procedir en aquest altim

cas dependra del grau d’aquests termes.

Vegem un exemple amb una equacié de primer grau. Volem resoldre l’equacié de

primer grau

20 —4 =14 - 4x

Procedirem aixi:

1) S’agrupen els termes numeérics:
2 —4-(-4) =14 -4z - (-4)
Se simplifica i s’obté

2¢ =18 — 4x

2) S’agrupen els termes del mateix grau, en aquest cas només de grau 1:

2z — (—4z) = 18 — 4z — (—4z)
Se simplifica:

6z =18

3) S’eliminen de manera adequada els coeficients de les incognites, en aquest cas

només una, la x:

simplificant

En qué consisteix resoldre una
equacié? Consisteix a cercar totes
les seves solucions. La dificultat en
la resolucié depén de molts factors,
entre els quals hi ha el nombre
d'incognites i el grau de I'equacié.
A vegades, només és possible
trobar una aproximacié d’alguna de
les solucions; en aquest cas es diu
que s'ha trobat una solucié
numeérica de |'equacié.

o

Que significa aillar una incognita
d’una equacié? El procés pel qual
una incognita d'una equacié queda
en solitari en un dels membres
s'anomena aillar la incognita de
I'equacié. Aquest procés és a la
base de la resolucié de tota
equacié.

o
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Aixi aconseguim aillar la incognita i, alhora, després d’aillar la incognita, concloem

que la solucié de l'equaci6 és x = 3.

La recerca de les solucions d’una equacié, o directament la resolucié d’una equacio,
sol ser un problema matematic no sempre facil d’abordar. En tot cas, hi ha un cert
tipus d’equacions, amb unes caracteristiques molt concretes, que tenen una resolucid
relativament senzilla i metodica. Les caracteristiques que determinen la dificultat en

la resolucié d’una equaci6 sén:

e El nombre d’incognites de l’equacid. Com més petit és el nombre d’incognites,
més senzilla en resulta la resolucié. Aixi, la més usual té 1, 2 o, com a maxim, 3
incognites. De totes maneres, si no es diu explicitament el contrari, se sol reservar

el terme equacid per a les equacions amb un sola incognita.

o El grau de l’equacid, és a dir, el maxim grau dels termes que formen ’equaci6. De
manera general, es pot dir que com més petit és el grau d’una equacié, més senzill

és resoldre-la.

La complexitat d’'una equaci6é pot impedir-ne la resolucié exacta. En aquests casos es

pot intentar una resolucié numeérica, és a dir, una resolucié6 amb valors aproximats.

Per exemple, I’equacié 2% -3z+2=2-5no é una equacié senzilla de resoldre de
manera exacta. Una solucié numeérica d’aquesta equacié pot ser x = —2.5891, ja que,

substituint en I'equacid, s’obté

(—2.5891)3 -3-(-2.5891) +2 = (-2.5891) - 5 = —7.5886 ~ —7.5891
Es a dir, els resultats son molt proxims. Per aixo, es tracta d’una solucié numeérica.

La recerca de solucions numeériques d’una equaci6 és un dels problemes matematics
que ha experimentat un progrés més gran gracies a la incorporacié cada vegada més
generalitzada d’ordinadors potents que permeten fer una gran quantitat de calculs en

poc temps.

2.3. Equacions de primer grau
2.3.1. Definicio

Es diu que una equacié és de primer grau, o lineal, amb una incognita quan
es tracta d’una equacié amb una tinica incognita que apareix un cop per element com

a maxim, és a dir, sempre amb exponent 1.

Exemple. Equacié de primer grau amb una incognita.

3r—2=5x+6

Queé és una equacié de primer grau 9

amb una incognita? Es una equacié
amb una Gnica incognita que
apareix amb exponent 1. Una
equacié de primer grau té en
general una Gnica solucié, que és
un nombre real. Tota equacié de
primer grau amb una incognita es
pot expressar en la seva forma
normal ax + b =0, amb

MCD(a,b) = 1.
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2.3.2. Solucions

Pel que fa al tipus de solucié, si n’hi ha, pot ser un nombre natural, enter, racional o

real.

Exemple. Solucions d’una equaci6 de primer grau amb una incognita.

x = —1 és la solucié de I'equacié 1 —x = 2z + 4 perqué

1-(-1)=2-(-1)+4

2 —2+4
3 » > R
aw = 1 és la soluci6 de ’equaci6 2 — 3x = z — 1 perqué
9_3.2.3_4
4 4
=0V
¢ -

Pel que fa al nombres de solucions, una equacio6 lineal amb una incognita pot:

e No tenir cap solucid. Per exemple,

5x—T7=>5x+12

no té solucid, ja que en simplificar-la obtenim ’equaci6é equivalent 0z = 19 i no
hi ha cap nombre real que, multiplicat per 0, doni 19. Aquests casos son igualtats

algebraiques falses.
e Tenir solucié. En aquest cas es poden donar dues possibilitats:

o Qualsevol nombre és una soluci6é de ’equacid. Per exemple, ’equacio

5z -3 =5z -3
té com a soluci6 qualsevol nombre (té infinites solucions), ja que en simplificar-la
obtenim l’equacié equivalent Ox = 0, i tot nombre real multiplicat per zero és

zero. En aquests casos es tracta d’igualtats algebraiques certes.

o Hi ha una tnica soluci6. Per exemple, I’equacio

20 —1=3x+4
només té una solucid, que és x = -5, ja que 'equacié6 donada és equivalent a

I'equaci6é 3z — 2x =4+ 1.
La major part d’equacions de primer grau i, és clar, les més interessants, son d’aquest

altim tipus. La resolucié d’una equacié de primer grau s’haura assolit quan es trobi

aquesta unica solucid.

2.3.3. Procés de resolucio

Quins sén els passos de la resolucié 9

La resolucié d’una equaci6é de primer grau consta de diversos passos. Aquests passos
d’una equacié de primer grau? Sén

es fan amb l'objectiu de convertir ’equaci6 inicial en una equacié equivalent perd més fonamentalment tres: agrupar
termes numeérics, agrupar termes de

grau 1 i eliminar el coeficient de la
incognita.
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senzilla de resoldre. Si aquest procés es repeteix, al final s’obtindra una equacié de
resolucié immediata. Com que totes les equacions sén equivalents, la soluci6 obtinguda

en "iltim pas també ho sera de ’equacié plantejada inicialment.

Els passos a seguir en aquest procés es poden resumir en tres, que exemplifiquem amb
la resolucié de 'equaci6
2r +2=8+5z

agrupar en el membre de la dreta. D’aquesta manera, només quedara un terme

Agrupem tots els termes numerics que hi apareizen. Normalment, se solen

numeéric en I'equacio. El procediment és senzill.

S’ha de restar d’ambdés membres el terme o termes numeérics de I'esquerra, de

manera que ’equaci6é resultant sigui equivalent de la inicial.

D’acord amb ’exemple, el terme numeéric de I'esquerra és 2. Aixi, doncs, es tracta

de restar-lo en ambdos membres

2¢ +2-2=8+5x-2

Una vegada simplificada, es transforma en una equacié més senzilla que la inicial
b 7
perqué el membre de 'esquerra no té terme numéric, sense deixar de ser (i aixo

és fonamental) una equaci6 equivalent a 2z + 2 = 8 + 5z.

Agrupem els termes amb incognita. Habitualment, s’agrupen els termes
amb incognita en el membre de ’esquerra. El procés és similar al que agrupa el

terme numeéric.

S’ha de restar a banda i banda el terme o termes de grau 1 del membre de la

dreta. D’aquesta manera, s’obté una equacié equivalent més senzilla.

En ’exemple, el terme de grau 1 del membre de la dreta és 5x. Per tant, es tracta

de restar-lo d’ambdés membres:

2x—5x =6+ dx—Hx
que, simplificat, queda
-3 =6

En aquest pas es pot esbrinar si I’equaci6 té soluci6é o no en té.

e Si el coeficient de la incognita és el mateix en tots dos membres
o No hi ha solucid si el terme numeric no és 0.
Per exemple, I'equacid
3x=3x -2
quedaria, després de fer aquest pas, 0 = -2, que és una igualtat falsa i, per
tant, ’equacié no té solucio.
o Qualsevol nombre €és solucié de I’equacid si el terme numéric és 0.

Per exemple, en 'equacio

8xr = 8x

Pas 1
Aquest primer pas és conegut per
|'expressié “passar el terme numéric
a |'altre membre, canviat de signe’.
Aixd és aixi perqué sembla que
aquesta és la transformacié que es
fa:

2x +2 =8+ 5x-2
Aquesta afirmacié és falsa, perd és
una bona manera de recordar i
accelerar aquest pas. Es
convenient, doncs, no oblidar
|'auténtic procés que té lloc.

G

Pas 2
Aquest pas és conegut per
I'expressié “passar el terme de grau
1 a I'altre membre, canviat de
signe”. Aixo és aixi perqué aquest
és aparentment el procés que se
segueix:

2z -Bx =6+5z
Aquesta afirmacié és falsa, perod és
una bona manera de recordar i
accelerar aquest pas. Es
convenient, doncs, no oblidar
I'auténtic procés que té lloc.

G
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és senzill adonar-se que qualsevol nombre que substitueixi la x és solucidé de

I’equaci6é perqué es tracta d’una igualtat algebraica certa.

e Fn cas contrari, l’equacio té una unica solucid. Ho veurem en el cas de 'exem-

ple estudiat.

Hem d’“eliminar” els coeficients de la incognita perqué aquesta quedi sola,

és a dir, aillada en el membre de l’esquerra. El procediment és també senzill.

Es tracta de dividir ambdos membres de 1’equacié entre el coeficient que

multiplica el terme de grau 1 del membre de ’esquerra.

En 'exemple considerat, el coeficient de grau 1 del membre de I'esquerra és —3.

Si dividim ambdés membres entre aquest nombre el resultat és

-3z 6

-3 -3

d’on resulta x = —2.

Es evident, doncs, que la solucié de 'equaci6 plantejada inicialment és —2, ja que

les equacions intermédies que s’han anat obtenint sén totes equivalents.

Exemple. Resoldre una equacié de 1r grau amb una incognita.

20 +2 =8+ 5z
Treballem amb equacions,
2r = 6+5z
-3z = 6

fins a tenir la incognita aillada, que, en principi, n’és la solucio:

T =-2

La comprovacié de la solucié (acci6 recomanable de fer sempre) és ben senzilla.
Només cal substituir la = de ’equaci6 inicial pel valor trobat, que en principi n’és la
solucio.
En aquest cas, x = -2

4-(-2)+3-2-(-2)-1=10+6-(-2)-2-(-2)

En tots dos membres el resultat és el mateix.

D’acord amb el que hem dit, i tal com acabem de comprovar, el procés de resolu-
ci6 d’una equacié de primer grau consisteix fonamentalment a aillar la incognita en
un dels membres de ’equacié per tal que en l'altre membre aparegui la soluci6é de

I’equacio.

Foérmula de resolucié La solucié6 d’una equacié de primer grau es pot obtenir a
partir d’una férmula, que es dedueix dels passos descrits en I'apartat anterior. Per a
aixo, en primer lloc, 'equacié a resoldre s’ha de convertir en una equacié equivalent

en qué el membre de la dreta sigui 0.

Pas 3 lB

Aquest Gltim pas és conegut per
|'expressié “passar el coeficient de
la incognita a I'altre membre, amb
|I'operacié contraria’. Aixo és aixi
perqué aquest és aparentment el
procés que se segueix:

3 .

Aquesta afirmacié és falsa, pero és
una bona manera de recordar i
accelerar aquest pas. Es
convenient, doncs, no oblidar
|'auténtic procés que té lloc.

Hi ha una férmula per a trobar la 9

solucié d’una equacié de primer
grau? La manera més senzilla de
trobar la solucié d'una equacié de
primer grau és transformar-la en
una equacié del tipus axz + b =0,
amb a # 0. Aleshores, la férmula de
la solucié d'aquesta equacié és

T ==".
a
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La generalitzacié d’aquest procediment rep el nom de la forma normal de ’equacio

de primer grau amb una incognita, i es pot escriure sempre d’aquesta manera:

a-z+b=0
on x és la incognita i @ # 0 1 b son valors reals coneguts.

En particular, a és el coeficient de la incognita (que no pot ser 0 perqué si no ja no

seria una equacié de primer grau) i b és el terme numéric independent. D’aquesta

manera, la solucié general d’una equacioé d’aquest tipus és
r=—
a

2.4. Equacions de segon grau
2.4.1. Definicié

Direm que una equacié és de segon grau amb una incognita quan tractem una
equacié amb una sola incognita que contingui termes de segon grau, és a dir, quan la

incognita estigui elevada al quadrat.

Com s’expressa, de manera general, 9

una equaci6 de segon grau amb una
incognita? Es pot expressar de
manera normal. La forma normal
de qualsevol equacié de segon grau
es troba transformant |'equacié
original en una equacié equivalent
del tipus az? +bx+c= 0, amb
MCD(a,b,c) = 1.
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Per a trobar la soluci6 d’una equacié de segon grau, s’ha d’expressar en forma nor-
mal, és a dir, s’ha de trobar la forma equivalent en qué el membre de la dreta és igual

a 0. De manera general, s’escriu

2
ar” +bxr+c=0
on z és la incognita i a # 0, b i c sén valors reals coneguts.

En particular, a és el coeficient del terme de segon grau (que no pot ser 0 perqué si
no ja no seria una equacioé de segon grau), b és el coeficient del terme de primer grau

i ¢ és el terme numeéric (o independent).

Tot i que no és imprescindible, és convenient que el coeficient de grau 2 quedi positiu.
. . N . . 2
Si s’arriba a una forma normal en qué el terme de segon grau, és a dir, de z°, és
negatiu i es vol positiu, només s’han de multiplicar ambdés membres de ’equacié per

-1.

Per tal que forma normal estigui simplificada al maxim, cal dividir tots els coeficients
per 'MCD de tots, és a dir, dividir tots els coeficients dels diferents termes entre

I'MCD(a, b, c).

Exemple. Forma normal d’una equacié de segon grau.
La forma normal de I’equacié
2’ +dx-5=32" 62 +7
ve donada per
@® +4z-5-32"+60-7=0

En operar aquesta expressié, queda

-22% +102-12=0
Si es vol amb terme de segon grau positiu, esdevé

20° —10z+12=0
I, simplificant al maxim, dividint pel MCD(2, -10, 12) = 2 queda

22— 5c+6=0

2.4.2. Procés de resolucio

Son facils de resoldre aquelles equacions de segon grau que, en la seva forma normal,
(ax2 +br+c= 0)7 el terme independent és 0 (c = 0), o bé les que tenen 0 el coeficient

de grau 1 (b =0). Aleshores, en general, les solucions venen donades per

Tota equaci6 de segon grau sense terme independent, és a dir, del tipus

ax2+bx:0

-b
té com a solucio el 01 —.
a

0 | Les solucions d’una equaci6 de segon grau del tipus

Hi ha equacions de segon grau fécilsg

de resoldre? Si. A partir de la seva
forma normal, resulten facils de
resoldre aquelles equacions de
segon grau amb coeficient de grau
1 igual a 0, i també les que tenen
terme independent igual a 0. Una
equacié de segon grau sense terme
independent, ax? + bz = 0, té com
a solucié el 0 i %b. Una equacié de
segon grau amb coeficient de grau
1 igual a 0, az?+c= 0, té com
solucié iE sempre que % sigui
un nombre positiu.
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2
ar” +c=0

—C . —-C -c . . s . .
sén x =4/ — iz =—-y/—, sempre que — sigui un nombre positiu (ja que no hi
a a a

ha cap nombre real el quadrat del qual sigui igual a un nombre negatiu).

Foérmula de resolucié Com s’ha dit, una equacié de segon grau es pot escriure Hi ha una férmula general per a 9
trobar la solucié d’una equacié de
generalment en forma normal aixi: segon grau? Hi ha una férmula per

a trobar totes les solucions d'una
equacié de segon grau expressada
en forma normal, az? +bz+c=0.

aw2 +br+c=0 Aquesta férmula és
-b+ Vb2 - dac

on el simbol + in?:l‘ilca que s’han de
distingir dos casos: un en qué es fa
servir el + i l'altre, en qué es
considera el —.

on x és la incognita, a el coeficient de grau 2 (sempre diferent de 0), b el coeficient de

grau 1, i ¢ el terme numeéric.

De manera general, i d’acord amb aquesta forma normal de les equacions de segon

grau, les solucions z venen donades per aquestes féormules:
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e —b+Vb? - dac . -b— Vb2 - dac

2a 2a

Per a simplificar la notacié per a donar les solucions d’una equacié de segon grau

conjuntament, s’utilitza normalment aquesta formula general:

_ —b=Vb? —dac

2a

T

en la qual el simbol + significa que s’han de distingir dos casos: un en el qual s’utilitza

el + i un altre en el qual s’utilitza el —.

Per a comprovar si els valors obtinguts aplicant la formula de resolucié son efectiva-
ment les solucions, només cal substituir en I’equacio les x pels diferents valors trobats.

Si satisfan la igualtat, en son soluci6. Altrament, no ho seran.

Podem comprovar que aquesta féormula és correcta per a qualsevol equacié de segon

grau. Per a aixd, només cal substituir els valors en 1’equaci6 general. Es a dir, substituir
-b+Vb2-4ac —b-Vb%-4ac
0
2a

2a

aar’+br+c=0.

la z per
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b+ Vb2 - 4dac

Veiem com queda per a x =

2a
2
—b+ Vb2 - 4dac —b+ Vb2 - dac
a Y +b Y +c

4a2 2a

(b2+l)2—4ac—2b\/b2—4ac)+b(—b+\/b2—4ac)+
=a C

_ b2—2ac—b\/b2—4ac+ —bz-i—b\/bQ—élac_'_C

2a 2a

3 b2 - 2ac - bv/b2 — dac N b2 + bV/b2 - dac N 2ac

2a 2a 2a

_ b2—2ac—b\/b2—4ac—b2+b\/b2—4ac+2ac_g_o
B 2a T2

2.4.3. Solucions

L’estudi de I'arrel quadrada que hi ha en la férmula de la solucié d’una equacié de
segon grau proporciona el nombre de solucions de 1’equacio6.

L’expressié continguda en l'arrel quadrada de la solucié s’anomena discriminant, i
s’indica amb la lletra grega delta majascula, A.

Aixi, donada la forma normal d’una equacié de segon grau ar? +br+c= 0, el discri-

minant de la solucio és

Aquest element permetra establir el nombre de solucions de qualsevol equacié de

segon grau.

e Siel discriminant és positiu, A > 0 es pot assegurar que I’equaci6 té dues solucions
reals diferents, que es poden calcular.
Per exemple, ’equacio
2> -3z+2=0
té dues solucions perqué A =(-3)-2-4-1-2-1-2=9-8=1>0.

En particular, les seves solucions son, aplicant la férmula:

3:+/(-3)2-4-1-2 321
X = =

2-1 2

don s’obté z =11z =2.

e Si el discriminant és 0, A =0 es pot assegurar que ’equaci6 té una tnica solucié
real, que és una solucié doble que es pot calcular.

, .
Per exemple, I’equaci6

:v2—4m+4:0

té una tnica solucié perqué A = (-4)% —4.1-4=0.

En aquest cas, la soluci6 tunica perd doble a la vegada és

Quantes solucions té una equacié dee

segon grau? Una equacié de segon
grau en forma normal,

az? +br+c= 0, té dues solucions
com a maxim. El nombre de
solucions es pot determinar a partir
del valor discriminant A = b2 — 4ac.
Si A és positiu, I'equacié té dues
solucions reals; si A és negatiu,
I'’equacié no té cap solucié real; i si
A és 0, I'equacié té una Gnica
solucié, denominada solucié doble.
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dx4/(-4)74-1-4 420 _ 9

2-1 2

€ =

e Si el discriminant és negatiu, A < 0 es pot assegurar que ’equacié no té cap
soluci6 real.

Per exemple, I'equaci6

21:2—3:c+5x:()

no té cap solucio, ja que A = (=3)% —4-2.5=9-40 = -31 <0.
En aquest cas és impossible aplicar la formula perqué no existeix 'arrel quadrada

d’un nombre negatiu.

2.4.4. Equacions quadratiques

Hi ha equacions de grau major que dos que es poden resoldre amb l'ajuda de la
formula per a les equacions de segon grau. Es tracta d’equacions que tenen, en forma
normal, tres termes com a maxim: el terme numeéric, un terme de qualsevol grau i
altre terme de grau doble de I’anterior. Aquesta equacions reben el nom d’equacions

de tipus quadratic.

Exemple. Equacions de tipus quadratic.
Soén equacions de tipus quadratic,
42° + 52 +10=0
320 +2°-15=0
perqué tenen dos termes dependents d’una incognita de manera que un grau

és el doble que l'altre:

e En el primer exemple, el grau de 42% és el doble que el grau de 5zt

e En el segon cas, el grau del terme 3210 és el doble del grau del terme z°

Com que aquestes equacions tenen un terme de grau el doble que un altre, de manera
que aquest és un terme numeéric, podem interpretar I’equacié original com una de
segon grau. Atesa aquesta particularitat, aquests tipus d’equacions es poden resoldre

adonant-se que els termes dobles dels altres es poden escriure com a poténcies de 2.

D’acord amb aixo, notem, retornant als exemples anteriors, que:

428 + 52 + 10 = 0 es pot escriure 4(z*)% + 52 +10=0

320 + 2% = 15 = 0, que es pot escriure 3(z°)% +2° - 15 = 0.

Si s’observen aquestes expressions de les equacions originals, se’'n pot comprovar la
gran semblanga amb una equaci6é de segon grau. L’'unica diferéncia de resolucié ha de
ser que se substitueix la incognita per una poténcia d’aquesta incognita. En tot cas,

la féormula ha de ser molt semblant a la formula de ’equacié de segon grau.

Qué és una equacié de tipus
quadratic? Es aquella que té, en
forma normal, un terme
independent, un terme de grau
qualsevol i un altre terme amb grau
el doble de I'anterior. Aquest tipus
d’equacions es poden resoldre de
manera semblant a les equacions de
segon grau, ja que |'expressié de
I'equacié quadratica és similar a les
de segon grau.

o
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El cas més senzill d’equacié de tipus quadratic és la denominada equacié biquadra-
da, una equacié de quart grau que només té, en forma normal, els termes de grau 4,
2 i el terme independent, que equival a grau 0.

Vegem-ho amb un exemple:

2t —1322 +36 =0

és una equacié biquadrada. En reescriure aquesta equacié de manera que s’assembli

a una equacié de segon grau, queda

(%) - 132" +36 =0

Si considerem que la incognita d’aquesta equaci6 és mz, aplicant la formula de resolucio

de ’equaci6 de segon grau, la soluci6é ve donada per

13+/(-13)2-4-1-36  13+/25

2 2

(a?) =

Per tant, 22 =40 2% =9. Amb aixd haurfem trobat els valors per a z2.

Per acabar, es fa necessari descobrir els valors de la x.

Siz?=9, x=+V4=+2.

Sim2:4,x:i 9 = +3.

Per tant, les possibles solucions de ’equacié biquadrada sén 2, -2, 31 -3.
Per a comprovar si séon efectivament solucions de 1’equacié original, només cal subs-

tituir la = de ’equacio original per cadascun dels valors trobats.

Exemple. Equacié biquadrada i la seva resoluci6.
L’equacio
4 2
r —13z"+36=0

es pot reescriure

(%) - 1327 +36 =0
En aplicar la formula de 1’equacié de segon grau,

z? = {4,9}

Per tant, les possibles solucions sén x = {2,-2,3, -3}

De manera general, es pot concloure que una equacié biquadrada pot tenir des de

zero fins a quatre solucions.

La resta d’equacions de tipus quadratic es poden resoldre de manera semblant.

Per exemple:

325 62t —9=0

es pot transformar en
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4

3(z)?-62"-9=0

i, per tant, aplicant la féormula de la resolucié de les equacions de segon grau, les

solucions vindrien donades per

A 6+/(-6)2-4-3-(-9) 6x12
2-3 6

d’on s6bté que 7 =30 2% = ~1. Per tant:

Sizt= 3, s’obté que x = i%,

Sizt= —1, no hi ha solucié, ja que no hi ha cap nombre que, elevat a 4, resulti
-1.
Per tant, les solucions de I'equacié anterior son = = +v/3 iz = —v/3.

De manera general, concloem que les equacions de tipus quadratic tindran, com a

maxim, un nombre de solucions igual al grau de I’equaci6.

2.5. Inequacions
2.5.1. Definicié

Una inequacio és una desigualtat entre expressions algebraiques. Els signes utilitzats
per a marcar aquestes desigualtats son < (més petit que), > (més gran que), < (més

petit o igual que) i > (més gran o igual que).

Exemple. Inequaci6.
Son exemples d’inequacions,

3r—a < 2x-1

20 +4y—-5 > 4dx -5y

2.5.2. Solucions

Com en el cas de les equacions, les incognites de cada membre d’una inequacié es
poden substituir també per valors numeérics.

Per exemple, en la inequacio

20+ 4y -5 > 4x - dy

es poden substituir la = per 11 la y per 5. Aleshores,

2.1 +4- 5 -524- 1 -5- 5
N—— N—— N—— N——
x Yy x Yy

Qué és una inequacié? Es una
desigualtat entre expressions
algebraiques. Com en les equacions,
les solucions sén valors numeérics
que, en substituir les variables en la
inequacié, fan que la desigualtat
numeérica resultant sigui certa.

o
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D’aquesta manera, la inequacié es transforma en una desigualtat entre expressions
numériques. En cas que sigui certa, es diu que s’ha trobat una solucié de la ine-
quacio.

Aixi, una solucié de la inequaci6é plantejada consisteix a substituir la x per 2 i la y

per 1. Dit d’una altra manera, x =2 i y = 1 és una solucié de la inequacié anterior.

S’ha de tenir en compte que:

e Una solucié d’una inequacié ha d’atorgar un valor a cadascuna de les seves incog-

nites.

e Una inequacié pot tenir més d’una solucié.
Per exemple, en el cas de la inequacié plantejada, una altra solucié podria ser
rz=11iy=3, jaque
2-1+4-3-524-1-5-3

e Dues inequacions que tenen les mateixes solucions es denominen inequacions
equivalents. Es pot trobar una inequacié equivalent a una altra utilitzant pro-
cediments similars als coneguts per a les equacions i que podem resumir aixi:

o Sumar o restar el mateix nombre amb tots dos membres.

o Multiplicar o dividir ambdés membres amb el mateiz nombre (diferent de 0). En
aquest cas, cal destacar que si el factor pel qual es multipliquen (o es divideixen)
ambdos membres és negatiu, el signe de la desigualtat canvia d’orientacié (és a

dir, es transforma en , i es transforma en <).
Per exemple, donada la inequaci6

3r+4<2—-=x

una inequacié equivalent es pot obtenir multiplicant ambdés membres per —2,

de manera que esdevé
-2-(3z+4)>-2-(2-=x)
i, simplificats els signes, queda

—6x—8>—-4+2x

Aixo és aixi perque, com sabem, en multiplicar (o dividir) ambdés membres

d’una desigualtat per un nombre negatiu, la desigualtat canvia ’orientacio.

2.5.3. Procés de resolucio

Interval de la recta real. Per a resoldre inequacions, és necessari treballar

amb intervals. Recordem alguns dels conceptes descrits en el tema sobre els nombres.

Vam veure que els extrems d’un interval poden pertanyer o no a 'interval. En funcié

de si els extrems pertanyen o no a l'interval, es distingeixen diferents tipus d’interval:

e | Interval obert | Cap dels dos extrems no pertanyen a l'interval. En el cas de 'in-

terval d’extrems —5 i 6, s’escriu (—5,6) i a sobre de la recta real es representa

per
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Interval tancat | Els dos extrems pertanyen a l'interval. En el cas de l'interval

[ ]
d’extrems —5 i 6, s’escriu [—5,6] i a sobre de la recta real es representa per
e 0 G
e | Interval obert per I’esquerra i tancat per la dreta | En el cas de l'interval d’ex-
trems -5 i 6, s’escriu (—5,6] i a sobre de la recta real es representa per
—0 : o
-5 0 6
e |Interval tancat per l’esquerra i obert per la dreta | En el cas de l'interval d’ex-

trems -5 i 6, s’escriu [—5,6) i a sobre de la recta real es representa per

O—
6

L

e |Interval infinit per 'esquerra (o sense extrem per l'esquerra) ‘ En el cas de l'in-

terval d’extrem superior 6, s’escriu [—c0,6) (si Pextrem superior no s’inclou) i a

sobre de la recta real es representa per

e |Interval infinit per la dreta (o sense extrem per la dreta) ‘ En el cas de l'interval

d’extrem inferior —5, s’escriu [-5, +o0] (si 'extrem inferior s’inclou) i a sobre de

la recta real es representa per

N
3

|
o
oy

o |Interval infinit | Es I’interval sense extrems que inclou tots els nombres reals. Per

tant, és equivalent a la recta real. Escrivim (—oo0,+00) i es marca tota la recta

Resolucié d’inequacions de primer grau. Per a resoldre una inequacié de
primer grau, és convenient seguir uns determinats passos. Vegem-los amb un exem-

ple concret.

Volem resoldre la inequacié de primer grau

2c0+522-=x

1) FEs resol l’equacid associada a la inequacid lineal. L’equaci6 associada a una ine-

quacié és aquella que s’obté canviant el signe de desigualtat pel signe d’igual.
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En el cas de ’exemple, es tracta de resoldre I’equaci6é de primer grau 2z +5 = 2—zx.

Resolem ’equacié de primer grau associada:

2c+5 = 2-=x

20+x = 2-5
3z = -3
z = -1

Per tant, la soluci6 és x = —1.

La solucié de I’equacié divideix la recta real en tres zones diferents: (—oo,—1), —1

i(-1,+00).

Determinades les tres zones, cal estudiar qué passa en cada una. Per cada una
de les franges, seguirem els passos que es descriuen a continuacio. Son els passos
necessaris per a conéixer quines d’aquestes tres zones pertanyen o no a la solucié

de la inequacio.

2) Es tria un nombre que sigui dintre d’aquestes zones.
En I'exemple, a part del —1, que és un punt tnic, es pot triar qualsevol nombre

de cada interval, per exemple —3 i 0, ja que —3 € (—o0,-1) 1 0 € (-1, +00).

|
=
|
e
|
]
|
un
—
R
Lo

3) Se substitueizen els valors anteriors (el de la solucié de l’equacié associada i els
del segon pas) en la inequacid i es comprova quin verifica la desigualtat inicial.

D’acord amb ’exemple:

e Per x = -1, la desigualtat resultant és certa, perqueé 2+ (=1) +5 > 2 - (-1) és
—_— — —
3 3
cert.

e Per z = -3, la desigualtat resultant és falsa, perqué 2-(-3) +5 > 2 — (-3) és
—_— —
-1 5
fals.

e Per x =0, la desigualtat resultant és certa, perqué 2-0+5 > 2 — 0 és cert.
——— ——
5 2
4) La solucid de la inequacid és formada pels nombres que son en la mateiza zona
que els valors que fan certes les desigualtats del pas anterior.

En 'exemple, les zones de soluci6 sén —1 i (=1, +00). Per tant, la soluci6 de la

inequaci6 és [-1,+00), que representada en la recta real, queda
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Exemple. Solucié d’una inequacié de primer grau.
La soluci6 de la inequacié de primer grau

20+52>2—-=x

[-1,+00).

Resoluci6é d’inequacions de segon grau. De manera similar, també es poden
resoldre inequacions de segon grau.
Vegem com procedir en aquests casos amb un exemple. Resolguem la inequacié de

segon grau
2x2—2x—2§x2—x+4

1) En primer lloc, resolem l’equacid associada a la inequacid de segon grau. En aquest

cas, l'equaci6 associada és

2x2—2m—2:x2—x+4

Simplifiquem ’equacié en la forma normal i solucionem l’equaci6é de segon grau

aplicant la féormula de resolucié coneguda. Obtenim

1+5
.
1-5

gp = —2 =9
277

3

Ty =

Per tant, ’equacio associada té dues solucions, que sén = = 3 i z = —2. Marquem

les dues solucions en la recta real.

& }
-2 0

we

Ara cal estudiar qué passa en cadascuna de les zones en qué ha quedat dividida

la recta real, de manera similar a ’exemple anterior.

2) Es divideiz la recta real en diverses zones d’acord amb les solucions obtingudes en
el pas anterior.
En l'exemple, els punts —2 i 3 i les franges son els valors que queden abans del
—2, en mig del —2 i 3 i més enlla del 3. Per tant, s’han de considerar els intervals

i valors (—o00,-2), =2, (-2,3), 3, (3,+00).

3) Se selecciona un nombre qualsevol de cadascuna de les zones.

Per exemple, a més del =21 3, considerem —4 € (—00,-2),0€ (-2,3)i6 € (3,+00):
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4) Es comprova quin nombre és una solucid de la inequacid, és a dir quins verifiquen

les desigualtats inicials:

~4 1o és soluci6 de 222 — 2z -2 < 2% -z + 4 perqué 2+ (-4)* -2 (-4) -2 <
38
(—4)% = (—4) + 4 és fals.
—_—
0
-2 és solucio de 2% — 2z — 2 < 2% — & + 4 perqué 2- (—2)2 -2-(-2)-2<
10
(-2)% = (=2) - 2 és cert.
—_—
10

0 és soluci6 de 22°—22-2 < 22—z +4 perqué 2 - (0)? - 2- (0) — 2 < (0)* = (0) +4

-2 4
és cert.

3 és soluci6 de 20°—22-2 < 22—z +4 perque 2- (3)% -2 (3) =2 < (3)* = (3) +4

-10 -1
és cert.

5 no és solucié de 222 — 2z — 2 < 2% — 2 + 4z + 4 perque 2-(5)2—2~(5)—2£

0
(5)* = (5) + 4 6s fals.
[ —
24

5) La solucio de la inequacié ve donada per la reuni6 de totes les zones (intervals o
valors) del pas anterior, en les quals el nombre escollit és solucié perqé compleix la

desigultat. Aixi, en 'exemple, la soluci6 de la inequacié és 'interval tancat [-2, 3].

Podem afegir com a curiositat que si la inequaci6 fos

2% -2z -2>2" -2 +4
la seva soluci6 estaria formada per tots els nombres de (—c0,2) U (3, +00).

El simbol U és el stmbol de la unié de conjunts i indica que cal reunir tots els nombres

d’un interval amb els de Paltre.

Exemple. Soluci6é inequacié de segon grau.
La solucié de ’inequacié de segon grau

2% —20-2<a’ -z +4
és

(=00,2) U (3,+00).
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Resum

Les expressions algebraiques '

’ Aspectes generals de les expressions algebraiques

Components. Tota expressioé algebraica és producte de:

e Nombres de qualsevol tipus, per a representar valors coneguts.
e Lletres, per a representar valors desconeguts.

e Signes d’operacions: sumes, restes, multiplicacions i divisions.

Valor numéric. El valor numéric d’'una expressi6 algebraica es troba substituint-ne
les lletres per nombres concrets i calculant-ne el resultat. Aquest valor depén dels

valors concrets que rebin les lletres.

Per exemple, el valor numeéric de 'expressi6 algebraica 4 —2y+6 quan x =5iy =2

és4-5-2-2+6=22.

Utilitat. Les expressions algebraiques son ttils per a simplificar una situacio6 real en

qué s’han de fer operacions entre quantitats conegudes i quantitats desconegudes.

Propietats de les operacions en les expressions algebraiques

Propietats de la suma i la resta

e Propietat commutativa. El resultat de sumar dos elements, nombres o lletres, en

qualsevol ordre és sempre el mateix: a +b=b+ a.

e Propietat associativa. En sumar tres elements, nombres o lletres, qualssevol, es
poden agrupar en qualsevol ordre perqué el resultat no varia: a+b+c = (a+b)+c =

a+(b+c)

o Element neutre de la suma. Es el 0, ja que si se suma aquest nombre a qualsevol

altre nombre, el resultat és el mateix nombre: a + 0 = a.
e FElement oposat. L’element oposat de qualsevol element a és —a, ja que el resultat

de sumar-los és I’element neutre de la suma: a + (—a) = 0.

Recordem que la resta és la suma amb 'oposat: a—b = a+(—b). Per tant, les propietats

son les mateixes que les de la suma.

Propietats del producte i de la divisio

e Propietat commutativa. Dos elements, nombres o lletres, es poden multiplicar en

qualsevol ordre, i el resultat és sempre el mateix: a-b="5-a.
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e Propietat associativa. En multiplicar tres elements, nombres o lletres, qualssevol,
es poden agrupar en qualsevol ordre perqué el resultat no varia: a-b-c = (a-b)-c =

a-(b-c).

o Element neutre del producte. Es I'1, perqué en multiplicar qualsevol element per

1, el resultat sempre és el mateix nombre inicial: a-1=1-a = a.

e FElement invers. L’element invers d’un element qualsevol que no sigui 0 és aquell
element que, multiplicat amb aquest dona 1, és a dir, I’element neutre de la mul-

tiplicaci6: 'element invers de a és %, ja que a - é =1, sempre que a # 0.

e Propietat distributiva de la suma respecte del producte.

a-(b+c)=a-b+a-c

Recordem que la divisi6 és un producte de 'invers sempre que aquest no sigui 0:

% =qa- % sempre que b # 0. Per tant, les propietats de la divisié sén les mateixes que

les del producte.

Igualtat entre expressions algebraiques

Components. Tota igualtat algebraica és producte d’aquests elements:

e Dues expressions algebraiques, denominades membres.

e Un signe igual (=) interposat entre ambdos membres.
Tipus

e (lerta, si I'expressié algebraica del membre de I’esquerre pot convertir-se en 1’ex-
pressio algebraica del de la dreta aplicant les propietats de les operacions involu-
crades descrites anteriorment.

Per exemple, a —4b — 2a + 5a — b = 4a — 5b

e [Falsa, si 'expressié algebraica del membre de ’esquerre no es pot convertir en
I'expressi6 algebraica del de la dreta tot i aplicar les propietats de les operacions
involucrades descrites anteriorment.

Per exemple, 4a —5b+2=4a-5b+ 7.

Les equacions

Definicié. S’entén per equacié tota igualtat entre dues expressions algebraiques,
especialment quan no se’n pot establir a priori la seva certesa o falsedat. En aquest
cas, les lletres es denominen incognites. Cada un dels sumands es denomina terme

i el nombre que multiplica cada incognita es denomina coeficient.

Exemples

e FEquacions amb una incognita: a+3 =5, 2c+6 =c+ 10

e Equacions amb dues incognites: 2z + 2y +8 =2z + 7
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Solucions d’una equacio. Tots aquells valors numeérics que converteixen 1’equacio
en una igualtat entre expressions numériques vertaderes séon solucié d’una equacio,
per exemple, si en substituir les lletres de 'expressi6é 2z + 4y — 5 = 4x — 5y per x =2 i
y =1, i en aplicar les propietats de les operacions s’obté 2-2+4-1-5=4-2-5-11

el valor numéric d’ambdés membres resulta 3.

Equacions equivalents. Equacions que tenen exactament les mateixes solucions.

Per exemple, x +1 =31 2x + 2 = 6, ja que en ambdoés casos la solucid és x = 2.

Les equacions de primer grau amb una incognita '

Exemple i definicié. 3z —5 = x+5 és una equaci6 de primer grau amb una incognita

perqué verifica:

e Es una equacié perqueé és una igualtat entre expressions algebraiques.
e Té una incognita, que és la lletra z.

o Es de primer grau perqué la incognita z no es multiplica mai per cap altra incog-

nita, inclosa ella mateixa.
Components. Tota equaci6é de primer grau conté:

e Terme: cadascun dels sumands de ’equaci6.
e Termes numérics: termes que no contenen la incognita.

e (Coeficient de la incognita: nombre que multiplica la incognita en cada terme.

Forma normal. S’anomena forma normal d’una equacié de primer grau amb una
incognita ’equacié equivalent a la donada en qué el membre de la dreta és zero i el

membre de ’esquerra és simplificat completament. De manera general, s’expressa

a-x+b=0

En aquest cas, el terme numéric, que és tnic, s’anomena terme independent.

Per exemple, la forma normal de 3z -5 =2x+4ésx—-9=0.

Foérmula de resolucio. Per a resoldre una equacié de primer grau amb un incognita,
és recomanable seguir el procediment que es detalla a continuacié.

Vegem-lo mitjangant un exemple concret: la resolucié de 3z —5=x +5
1) Agrupar termes numérics: 3z =z +5+5

2) Agrupar termes amb incognita: 3z —z = 10

3) Eliminar el coeficient de la incognita: x = % =5
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Solucions. La solucié d’una equacié de primer grau en forma normal az +b = 0 és
-b
a

€T =

Aquesta solucié pot existir o no en els nombres reals.

e No existeiz quan el coeficient de la incognita és igual a 0 i el terme independent
no és 0 (a=01ib+0). En aquest cas no hi ha cap nombre real que, multiplicat

per 0, doni un nombre real.
e [Fxisteix si:

— El coeficient de la incognita és diferent de 0 (a # 0). Aleshores hi ha una tnica
-b
solucié x = —.
a

— Tant el coeficient de la incognita com el terme independent sén 0 (a = 0 i
b = 0). Aleshores hi ha infinites solucions, ja que qualsevol nombre és soluci6

de ’equacio, atés que qualsevol nombre per 0 és 0.

Les equacions de segon grau amb una incognita '

Exemple i definicié. 322 + 32— 5 =222 — 7 és una equaci6 de segon grau amb una

incognita perqueé verifica:

e Es una equacié perqué és una igualtat entre expressions algebraiques.
e Té una tnica incognita, que és la lletra x.
o Es de segon grau perqué té almenys un terme de grau 2 i la resta son de grau dos

o de grau menor.

Forma normal. S’anomena forma normal d’una equacié de segon grau amb una
incognita ’equacié equivalent a la donada en qué el membre de la dreta és zero i el
membre de I’esquerra és simplificat completament.

De manera general, si a, b i ¢ sén nombres reals, amb a # 0 s’expressa

a2’ +b-z+c=0
Per exemple, la forma normal de 322 +32-5=222—Tés 22 +3x+2=0.

Components. Donada la forma normal d’una equaci6 de segon grau, com per exem-

ple
2
" +3x+2=0

es parla de

e Terme. Cadascun dels sumands. En I'exemple, termes x2, 312

e (oeficient. El nombre que en cada terme multiplica la incognita. Aixi, es parla de:
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o coeficient de grau 2: nombre que multiplica el terme de grau 2. En I'exemple, 1.
o Coeficient de grau 1: nombre que multiplica el terme de grau 1. En 'exemple, 3.

o Coeficient de grau 0: nombre que multiplica el terme de grau 1. En I'exemple, 2.

e Terme independent: nombre que apareix sense multiplicar la incognita, que cor-

respon al coeficient de grau 0. En ’exemple, 2.

Resolucio

Formula de resolucid. Per a resoldre una equacié de segon grau amb un incognita

en forma normal az? + bz + ¢ = 0, es pot aplicar la férmula segiient:

_ —b+ Vb2 —4dac

2a

T

on:

e g és el coeficient del terme de grau 2.

e b és el coeficient del terme de grau 1.

e ( és el terme independent.

e ¢l signe £ (més-menys) permet abreujar I'expressio de les dues solucions possibles

o A=b%-4ac rep el nom de discriminant.
Ezemple. Per a resoldre 22 +3x+2= 0, identifiquem

a=1,b=3,c=2 A=32-4-1-2=1.
Aleshores

_-3xV1 -3=x1

€T =

={-1,-2)

2.1 2

Per tant, —1 i —2 so6n les solucions a ’equacié donada.

Solucions: Una equaci6 de segon grau amb una incognita pot tenir fins a dues solu-

cions.

e Si el discriminant és positiu, A > 0 ’equaci6 té dues solucions reals.

L’equaci6 2z + 3z — 4 = 0 té dues solucions, ja que A =32 —4.2.(-4) = 41 > 0.

e Si el discriminant és zero, A = 0, ’equaci6é té una unica soluci6 real, denominada
soluci6 doble.

L’equaci6 2 — 4z + 4 = 0 té una tnica solucié, ja que A = (~4)* = 4-1-4=0.

e Si el discriminant és negatiu, A < 0, 'equaci6é no té cap soluci6 real.

L’equaci6 3z — 4z +5 = 0 no té cap solucié, ja que A = (=4)2 —4.3.5 = 46 < 0.

Les equacions quadratiques
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Definicié i exemple. Una equaci6é de tipus quadratic és aquella que té, en forma
normal, un terme independent, un terme de grau qualsevol i un altre terme amb grau
el doble de I'anterior. Aquesta caracteristica fa que es pugui interpretar com a equacio
de segon grau. Per exemple, 428 + 521 +10=0

El cas més senzill és la denominada equacié biquadrada, una equacié de quart grau
que només té, en forma normal, els termes de grau 4, 2 i 0.

Exemple. 2t - 1322 +36=0.

Resolucié. Es poden resoldre de manera semblant a les equacions de segon grau, ja
que expressié de 'equacié quadratica és similar a les de segon grau.

Exemple.

2t~ 1322 +36 =0

és una equaci6 biquadrada que es pot reescriure com una equacié de segon grau:

(*)? - 1322 +36 =0
En considerar 22 com la incognita, es pot aplicar la férmula de resolucié de ’equacio

de segon grau per a z2. Aleshores, la solucié és producte de

13+/(-13)2-4-1-36 1345

() = ) 5

Per tant, 22 = 4, d’on resulta x = £2 i 22 = 9, i d’on resulta z = +3.

Finalment, és convenient comprovar les solucions obtingudes a 1’equaci6 inicial.

Concepte

Definicié. Una inequaci6 és una desigualtat entre expressions algebraiques que pot
tenir solucions. Com en les equacions, les solucions sén valors numeérics que en subs-
tituir les variables en la inequacié fan que la desigualtat numérica resultant sigui

certa.
Exemples.
e 2x+5>2—x és una inequaci6é de primer grau.

o 202-27-2<2?>-7+46suna inequaci6 de segon grau.

Resolucio

Procediment. Les inequacions de primer i segon grau es poden resoldre de manera

similar. Els passos principals del procediment que se sol seguir sén:
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Procediment

Exemple: 20 -2z -2<2® -2 +4

1) Es resol l’equacid associada a la inequa-
cid, que s’obté canviant el signe de desi-

gualtat pel signe d’igualtat.

20%-22-2 = 2% —z+4 = 2 = {-2,3}

2) Es consideren les solucions de l’equacid
associada, que divideixen la recta real en

diverses zones.

Zones a considerar: els punts —2 i
3, i les franges (—o0,-2), (-2,3),
(3,+00)

3) Se selecciona un nombre qualsevol de ca-
dascuna de les zones i s’avalua en la ine-

quacio.

Punts on avaluar: -2 i 3, i, per
exemple, —4 € (—o0; -2), 0 €

(~2,3) 16 ¢ (3,+00)

4) Es comprova quin dels nombres seleccio-

nats verifica la desigualtat de la inequacid.

La desigualtat es verifica per a = =
-2, 2 = 01a = 3, pero6 no per a

r=-4nix=6

5) La solucid de la inequacid és producte de
la reunid de totes les zones del pas anterior
en les quals el nombre escollit compleix la

desigualtat.

Per tant, la soluci6 és [-2, 3]
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Exercicis resolts

1. Determina per a quins valors de t ’equacié z2 + tz + 16 = 0...
(a) té dues solucions reals.
(b) té una unica soluci6 real, doble.

(¢) no té solucié real.

Solucié:
Per a poder respondre la pregunta, cal estudiar els valors que pot prendre el discriminant de
I’equacio, A, en funcié dels valors de t.

Atés que ’equaci6 de segon grau x2 +tz + 16 = 0 ja esta en la seva forma normal, identifiquem
els coeficients a =1, b=t i ¢ = 16, i, per tant, el seu discriminant és

A=b?—dac=t>-4-1-16=t> - 64
Aleshores, atenent al fet que una equacio de segon grau té
e dues solucions reals quan el discriminant és positiu (en el nostre cas quan A = t2-64>0
e una tUnica soluci6, doble, real quan el discriminant s’anulla (per tant, quan A = t2-64>0
e cap soluci6 real quan el discriminant és negatiu (per tant, quan A =t% - 64 <0
es fa necessari estudiar les inequacions resultants.

Per aixo, resoldrem primer ’equacié de segon grau A = 0 i, trobada la solucid, estudiarem
queé passa en cada una de les franges obtingudes.

A=t?-64=0=1>=64 <t =+V64=18

D’aquesta resolucié obtenim que, quan t =8 o t = -8, A =0 i, per tant, podem dir que quan
t =8 ot = -8 '’equaci6 té una tnica soluci6 real, que és doble.

Per a determinar les altres dues situacions, cal mirar qué passa per a valors menors que —8,
compresos entre —8 i 8 i majors que 8. En altres paraules, cal estudiar els valors de A quan
t < -8, -8 <t<81i8<t. Per aixo, avaluarem A per a un valor qualsevol comprés en (—oo, —-8),
un altre valor entre (-8,8) i un altre entre (8, +o0). Vegem-ho:

Considerem t = ~10 € (00, -8) : t2 — 64 = 100 - 64 = 36 > 0
Considerem ¢t =0 € (-8,8) 1t ~64=0-64=-64 <0
Considerem ¢ = 10 € (8, +00) : t2 — 64 = 100 — 64 = 36 > 0
Per tant, concloem:
e Sit<-8o0t>8, ’equacio té dues solucions reals diferents.
e Sit=8o0t=-8, 'equacidé té una tunica solucié real, doble.

e Si-8<t<8, ’equacioé no té solucié real.

2. La suma de dos nombres és 13 i el seu producte és 36. Amb quina equaci6é de
segon grau es poden obtenir aquets dos nombres? Quins nombres sé6n?

Solucio:

L’enunciat demana trobar dos nombres que han de complir dues condicions alhora. Fixem-nos
en la primera de les condicions: que els nombres sumin 13. D’acord amb aquesta premissa,
si diem x a un d’aquests dos nombres, ’altre sera el producte de la diferéncia entre aquest
nombre i el total de la suma, que en aquest cas és 13. Per tant, el segon nombre sera 13 — x.

Fixada l’expressi6 dels dos nombres, imposem la segona condicid, és a dir, que el seu producte
sigui 36. Per tant, que

z-(13-xz) =36
Si operem aquesta igualtat, obtenim ’equacio

~22+13-2=36
que, podem reescriure de manera equivalent

2% - 132 +36=0

Trobada ’equaci6 de segon grau en la seva forma normal, podem resoldre-la i trobar aixi els
nombres desconeguts.

Apliquem la féormula de resolucié de les equacions de segon grau:

13++/(-13)2-4-1-36  13+v25 135
€T = = =

2-1 2 2

8
D’on resulta 1 = — =91 20 = — = 4.
2 2

Per tant, si considerem z = 9, I'altre nombre és 13 -9 =4

I, a 'inrevés, si considerem « = 4, ’altre nombre és: 13-4=9
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Concloem, doncs que el parell de dos nombres buscats és 9 i 4.
Per tant, la resposta a ’exercici és:
e L’equaci6 que representa la situaci6 és z2 — 13z + 36 = 0.

e Els dos nombres que satisfan la doble condici6 sén 9 i 4.

3. Resol les equacions irracionals segiients:
(a) Vo +3+22=30
(b)z+3+Vz+5=10

Solucié:
Per a resoldre aquestes equacions, sera convenient trobar equacions equivalents que no con-
tinguin cap arrel quadrada.

(a) Resolem la primera de les equacions: V& + 3 + 2z = 30.
Aillem Parrel quadrada per poder aplicar el quadrat a tota ’expressio:

Ve+3 = 30-2x
(\/a:+3)2

Calculem els quadrats de cadascun dels termes de ’equaci6. Fixem-nos que sera necessari
aplicar identitats notables. En aquest cas particular, en el terme de la dreta cal aplicar
el quadrat d’una diferéncia:

(30 - 22)?

x+3=302+(2z)%-2-30- (2x)
Operem i obtenim una equacié de segon grau:
z+3 =900 +42? - 120z
Associem termes i els ordenem per obtenir I’equaci6é equivalent en forma normal:
4z% - 121z + 897 = 0

Obtinguda la forma normal de ’equacié de segon grau associada, apliquem la férmula de
resoluci6 de les equacions de segon grau:

121+ (-121)2 -4-4-897 121289 12117

2-4 8 )
d’on obtenim dues solucions de ’equacié de segon grau associada.
121-17 104
ry=———=—=13
8 8
121+17 138 69
ro=—m——= —= —
8 8 4

Trobades les solucions de ’equacié de segon grau, cal comprovar si son efectivament també
solucié de ’equacié inicial:
e Siz=13

Vr+3+2x=v13+3+2-13=V16+26=4+26=30

Per tant, z = 13 és solucio.

69
. Six——

/69 1 69 9 69 78
Vae+3+2x= —+3 2— 5 3" ?=39¢30

Per tant, x = Z no és solucié.

(b) Resolem de manera similar la segona equacio:
c+3+Vr+5=
Vz+5=10-z-3
V5=
(Var5) = (7-a)?
z+5=T2+22-2.7T-x
z+5=49+z% - 14z
2% - 152 +44=0

Calculem les solucions de ’equacié de segon grau aplicant la férmula sabuda:
+/(-15)2-4-1-44 _15+£v49  15x7
2 S22
d’on obtenim dues solucions de ’equacié de segon grau associada.
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15-7
x1=T=§=4
15+7
2= — =2Z-11

Trobades les solucions de ’equacié de segon grau, cal comprovar si sén efectivament també
soluci6é de ’equacié inicial:
e Sixz=4
T+3+Vr+5=4+3+V4+5=7T+V9=7+3=10
Per tant, x = 4 és solucio.
e Siz=11

z+3+Vr+5=11+3+V11+5=14+V16=14+4=18 %10

Per tant, = 11 no és solucio.
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Exercicis per a practicar amb les solucions

4. Resoleu les equacions segiients:

x+5 3x-2 2x+5 br -1
(a) + =
4 3 2 6
2 3 4
(b)ac+1+IJr x;: :—x:; +5

5. Resoleu les equacions segiients:
(a) 2?2 +x =12

(b) 22 +102+11=0

() (2+z)(5-2)=9+3x

(d) 322 - 2(x - 5)% = 222 - 26

6. Resoleu les equacions biquadrades segiients:
(a)zt-522+4=0

(b) z* = 7322 + 576 = 0

(c) z* - 1322 +36=0

Solucions:

D) (@)= %
OFSE-

5) (a)a={-4,3)
(b) z = {~1,11}
(c)z={-11}
(d) = {~4,6)

6) (a)z={1,-1,2,-2}

(c)x={-2,2,3,-3}
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3. Sistemes d’equacions
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3.1. Sistemes lineals de dues equacions i dues incognites

3.1.1.

Definicio

Un sistema de dues equacions lineals amb dues incognites és un conjunt

de dues equacions de primer grau amb dues incognites cadascuna com a maxim,

representades amb les mateixes incognites.

Exemple. Sistema de dues equacions lineals amb dues incognites.

dr -3y =5
20 +4y =3

Tal com es pot observar, per a indicar que es tracta d’un sistema d’equacions i no

de dues equacions independents, les dues equacions van encapgalades per una clau {,

que les agrupa.

Es molt comu escriure les equacions de la manera segiient: tots els termes amb incog-

nites se solen trobar en el membre de 'esquerra, mentre que tots els nombres (termes

independents) se solen trobar en el membre de la dreta. Si les equacions no estan

expressades d’aquesta manera, convé transformar-les en d’altres d’equivalents que ho

siguin d’aquesta manera.
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3.1.2. Solucions i tipus de sistemes

S’ha d’insistir que una solucié d’un sistema amb dues incognites, si existeix, és un
parell numéric, és a dir, ha de constar de dos nombresun per a cada incognita, i que
aquests dos nombres han de satisfer les dues equacions alhora. Pel que fa al nombre

de solucions d’un sistema d’equacions, ens podem trobar amb tres casos:

e Un sistema amb una tnica solucié. Per exemple:

z+2y =10
20—y =5

que té una tnica solucié (z,y) = (4, 3).

e Un sistema amb infintes solucions. Per exemple:

2z +4y =20

z+2y=10
que té aquestes (i moltes altres) solucions: (z,y) = (4,3), (z,y) = (2,4), (z,y) =
(0,5), ....

e Un sistema sense solucions. Per exemple:

20 +y =8
2r+y=1
En aquest cas, és facil comprovar que no és possible que la mateixa expressi6é pugui

resultar igual a 8 en un cas i igual a 1 en ’altre.

3.1.3. Meétodes de resolucidé

Resoldre un sistema d’equacions significa trobar les solucions del sistema, és a dir,
aquells nombres que, en substituir les incognites, transformin les equacions en igual-
tats numeériques certes. Cal destacar que els mateixos nombres han de substituir les

incognites en ambdues equacions alhora.

Exemple. Soluci6é d’un sistema de dues equacions i dues incognites:
2z +3y =19
z+4y =17
té com a soluci6 (z,y) = (5,3), ja que
2:5+3-3=19
5+4-3=17

Per a trobar la solucié de sistemes d’equacions lineals amb dues incognites, hi ha

principalment tres de métodes de resolucio.
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Meétode de substitucié. Consisteix a aillar una de les incognites en una de les dues

equacions i substituir-ne I’expressi6é en ’altra equacié. Una vegada resolta aquesta

altima equaci6 es resol 'altra equaci6 introduint el valor trobat.

Meétode d’igualacié. El métode d’igualacié consisteix a aillar la mateixa incognita
en ambdues equacions del sistema. A continuacio, s’han “d’igualar” les dues expressi-
ons que han resultat d’aillar aquesta incognita, i definir aixi una nova equaci6. Una
vegada resolta aquesta equacio, se substitueix el valor en una de les equacions inicials

i es resol per trobar I’altre valor.



© FUOC o PID 00270075 90 Iniciaci6 a les matematiques per a l’enginyeria

Meétode de reduccié. El métode de reduccié consisteix a multiplicar convenient-

ment les dues equacions del sistema per uns nombres de manera que en restar les
equacions resultants es “redueixi” el nombre d’incognites de dues a una. Una vega-
da resolta ’equacioé resultant, es pot substituir aquest valor en una de les equacions

inicials i resoldre-la per a obtenir la soluci6é general.
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Observem que, després de resoldre el mateix sistema amb els tres métodes, el métode

que s’utilitza per a resoldre un sistema d’equacions no influeix en la solucio6 del sistema.

3.2. Sistemes lineals de tres equacions i tres incognites
3.2.1. Defincié

Igual que abans, podem definir un sistema de tres equacions lineals amb tres incognites

com un conjunt de tres equacions de primer grau amb les tres mateixes incognites en
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cadascuna de les equacions.

3.2.2. Meétode de resolucidé

La solucié d’un sistema de tres equacions lineals amb tres incognites consta de tres
nombres que, en substituir les incognites corresponents alhora, permeten resoldre el

sistema.

Per a resoldre un sistema d’aquest tipus, es pot utilitzar un métode semblant al de

reduccié operant de la manera segiient:

1) Operar adequadament amb la primera equacid per eliminar la primera incognita
de les dues equacions segiients.
En multiplicar la primera equacié per 2 i restar-la de la segona s’obté —7y—4z = —2.
Multiplicant la primera equaci6 per 3 i restant-la de la tercera, s’obté y — 2z = 8.

Evidentment, ambdos sistemes soén equivalents.

T+y+z =0 r+y+z =0
Eq2=FEq2-2-Eql
_—

2z -5y =2z =-2 Eq3=Eq3-3-Eql

Ty -4z =-2
3r+4dy+z =38 y -2z =8
2) Operar adequadament amb la segona equacid del nou sistema per eliminar la se-
gona incognita de la tercera equacid.

Per a trobar la tercera equacié nova, multipliquem la tercera equaci6é per 7 i ho

sumem a la segona. Observem que en 'altima equacié queda ara una sola incog-
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nita.

z+y+z =0 z+y+z =0
Eq3=7-Eq3+Eq2

Ty —4z = -2 - Ty —4z = -2

y—2z =8 -18z =54

3) Resoldre liltima equacid que tindra només una incognita:

-54
-182=54 <= z=—=-3.
18

4) Resoldre la segona equacid de l’ultim sistema, substituint la z pel valor trobat. En
aquest cas tenim que z = -3

-2-12
Ty—-4-(-3)=—2<y=——=2

7
Obtenim que y = 2.

5) Finalment, substituir els valors trobats de la y i la z en la primera equacid, i trobar
la x. Utilitzant z = -3 1 y = 2, tenim
r+2-3=0<=2z=1

En aquest cas, x = 1.

Per tant la soluci6 del sistema és (z,y,z) = (1,2,-3).

Aquest métode s’anomena métode de Gauss.

3.3. Sistemes lineals de m equacions i n incognites

Ara volem estudiar com treballar amb sistemes d’equacions lineals amb qualsevol

nombre d’equacions lineals i incognites.

3.3.1. Definicio

Un sistema de m equacions i n incognites (que denominarem x1, 2, ..., Tn)
amb termes independents by, ..., by, també denominats constants i on m i n sén dos

nombres naturals, té la forma segiient:

a11r1 +a12x2 + ...+ aipnn = b1

a1T1 + a9 + ...+ agnTn = bo

Am1T1 + Am2x2 + ... + AmnTn = by

Com en la resta de sistemes, una solucié d’aquest sistema és un n-tupla (és a dir,
una collecci6 de n nombres) que, en substituir z1, x2, 3, ..., Tn convenientment en
aquest sistema, resol totes les equacions simultaniament. Es evident que algun dels
coeficients de cada incognita ha de ser diferent de 0 en alguna de les equacions (en

cas contrari, aquesta incognita seria supérflua).
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3.3.2. Meétode de Gauss

Tal com hem vist en el cas de sistemes amb tres equacions i tres incognites, el métode
de Gauss consisteix a aplicar una série de transformacions lineals al sistema inicial

fins a obtenir un sistema més facil de resoldre.

Les transformacions lineals que podem aplicar quan utilitzem el métode de Gauss

son:

e Dues equacions qualssevol son intercanviables.

e Una equacié qualsevol del sistema es pot multiplicar (en ambdoés membres) per

una constant diferent de zero.

e Una equacié qualsevol del sistema es pot reemplacar per I’equacié que resulta de
sumar a aquesta mateixa equacié qualsevol altra equacié del sistema, la qual es

pot multiplicar a més per qualsevol nombre.

Aquestes tres transformacions elementals se solen denominar (en aquest ordre): in-

tercanviar equacions, reescalar (és a dir, multiplicar per un nombre) i pivotar.

En cada una de les equacions del sistema lineal, la primera incognita que apareix amb
un coeficient diferent de zero es denomina incognita inicial de ’equacié. Es diu que
un sistema esta en forma esglaonada (o és triangular) si la incognita inicial en
cada equaci6 (0bviament, excepte en la primera) és a la dreta de la incognita inicial
de lequaci6 que la precedeix. Es a dir que (en cas que tinguem el mateix nombre

d’equacions que d’incognites, m = n) la forma del sistema en forma esglaonada és la

seglient:

a1l +ai2x2 +aizry +... +... +a1(n—1)xn71 +a1nTn = b1
+ag2r2 +ag3xr3 +... +... +a2(n_1):vn_1 +a2nTn =bo
+a33rz +... +... +a3(n-1)Tn-1 +a3nTn =b3

+ + +. + =

O + + + =

+A(n-1)(n-1)Tn-1 +0(n-1)nTn =bn-1

+tannTn =bn

El métode de Gauss consisteix a utilitzar les tres transformacions elementals
entre equacions (intercanviar, reescalar i pivotar) per trobar un sistema equivalent

a l'inicial en forma esglaonada. Aixi, comengant per 1’'ultima incognita, podrem

resoldre facilment el sistema.
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Per a aconseguir-ho:

1) Comencem repassant tots els coeficients de z1 (a11, a21, - .., am1) fins a trobar el
primer coeficient que sigui diferent de zero. Aquest coeficient podria ser el mateix
a11. Si no és el primer, s’intercanvia ’equacié amb la primera que tingui aquest

terme diferent de 0.
2) Considerem que un nou sistema té un nombre diferent de 0 com coeficient a17.

3) Mitjancant les operacions de reescalar i pivotar, es fa que tots els coeficients que
estiguin sota aquest nou a1 siguin 0. Aixi, si en ’equacio que ocupa la fila k-ésima
el seu primer coeficient ayq és diferent de 0, es pivota multiplicant la primera fila

Qk1

per - i restant el resultat a la fila k-ésima. El resultat sera la nova fila k-ésima.

El nou sistema tindra aquesta formas:

a11r1  +aiexre +... +ainxTn =b1
tahota ... +ah,xn = by
Far,oT2  +... FampTn = by,

4) Una vegada eliminats tots els coeficients de la primera incognita (excepte el de la
primera equacio), repetim el mateix procediment amb els coeficients de la segona

incognita, x2, a partir de la segona equacié.

5) A continuacio, es fa el mateix procediment amb la tercera incognita, x3, a partir
de la tercera equacio. I aixi successivament fins a arribar a I'tltima equacié. Una
vegada arribat al final del procés, el nombre d’equacions que no sén del tipus 0 =

0 és igual a un cert nombre, que denominarem r, de manera que r < m.

3.3.3. Solucions i tipus de sistemes

Una vegada finalitzat el procediment de Gauss, el sistema resultant s’haura de trobar

en una d’aquestes situacions:

e (QQue aparegui una fila amb tots els coeficients iguals a zero i amb la constant
diferent de zero. En aquest cas el sistema no té cap soluci6. Es diu que el sistema

és incompatible.

e (Que no aparegui cap equacié amb zeros, o que totes les files amb coeficients iguals
a zero tinguin també constants iguals a zero (en aquest cas totes aquestes files son
supeérflues i es poden eliminar). Si aixo és aixi, el sistema té solucié. Es diu que el

sistema és compatible, i pot ser:

o Compatible determinat: la soluci6 és tnica si el nombre r d’equacions re-

sultants en el sistema esglaonat és igual a n (el nombre d’incognites).
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o Compatible indeterminat: amb infinites solucions si el nombre r d’equaci-

ons en el sistema esglaonat és menor que n (el nombre d’incognites).

Vegem com sén les solucions en el cas de sistemes compatibles:

Cas n | El sistema resultant en forma esglaonada, després d’utilitzar el métode
de Gauss sera de la forma:
ai1ri1 +aigre +aizrzy +... +... +a1(n71)wn71 +a1nTn = b1
+a9oxo +ag3ry ... +... +a2(n-1)Tn-1 +aonTn =bo
+aszxrs +... +... +a3(n_1)xn_1 +a3nTn = b3
+ + +. + =
0 + + + =
+A(n-1)(n-1)Tn-1 +0(n-1)nTn =bn-1
+annTn =bp

Per a trobar la solucié tnica d’aquest sistema, s’utilitza ’anomenada substitucic cap

enrere (un procés molt semblant s’ha seguit en els sistemes de tres equacions lineals):

1) Sailla zy, de I'altima equacio:

by,
Tp = —.
ann

2) Se substitueix aquest valor en ’equacié anterior i es troba el valor de xp_1:

1 bn
Tp1=—|bp_1 - A(n-1)n "~
4(n-1)(n-1) Ann
3) Se segueix el mateix procediment de substituci6 cap enrere fins que s’han trobat

els valors per a totes les incognites.

El sistema d’equacions quedaria de la manera segiient:

a11rl +ai12x2 +aizrs +... +... +... +... +ainTn = bl
ag22x2 +ag3xrs +... +... +... +... +a2nTn =bo

0 o0+ ... T
ArnTr  +Op(pt1)Tr+l F... FarpTn = by

Per a resoldre aquest sistema, farem:

e Reduir aquest sistema a un sistema amb tantes incognites com files. Per fer aixo,

es passen totes les incognites a partir de x,41 a l'altre membre.
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aijlry +aixz +aizxs +... +airTr =by — A1(r+1)Tr — ...~ AlnTn
a9  +a93r3 +... +a2,Tr =by — a2(r41)Tr = ... — a2pTn
ArnTr =br — Ar(n+1)Tr+l = ... — Grndn

e D’aquesta manera, tenim les r primeres incognites en el membre esquerre de les
equacions i les n —r incognites del membre de la dreta de les equacions es tracten
com si fossin valors coneguts (com els nombres b;). Obtenim aixi un sistema amb
r equacions i r incognites, que es pot resoldre fent el procés de substitucioé cap

enrere.

e Ara bé, s’obtindra la soluci6é per a les r primeres incognites, que dependran del
valor que tinguin les n — r incognites restants, i aquestes n — r podran prendre
qualsevol valor real. Per aixd mateix, aquest tipus de sistemes té més d’una

solucié (de fet, té infinites solucions).

3.4. Sistemes d’inequacions
3.4.1. Sistemes d’inequacions lineals amb una incognita

Definicié. Un sistema d’inequacions lineals amb una tnica incognita és format per
diverses inequacions lineals i limitat per una clau que indica precisament que es tracta

d’un sistema, i no d’inequacions independents.

Exemple. Un sistema d’inequacions podria ser:

3r+4<2x+8

20 —-1>x

Un nombre és solucié d’un sistema d’inequacions d’aquest tipus si és soluci6é de totes
les inequacions que formen el sistema. Tinguem en compte que la solucié d’un sistema
d’inequacions lineals amb una incognita pot tenir solucié o no, i en cas que tingui
solucié aquesta pot ser un sol nombre, un interval de nombres o bé la uni6 de diversos

intervals.

Exemple. x = 3 és una soluci6 del sistema d’inequacions anterior, ja que

3:3+4<2-3+8 13<14

—

2:3-1>3 5>3
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Meétodes de resolucié. Per a resoldre sistemes d’inequacions, proposem dos mé-
todes diferents.

En el primer métode, els passos per a la resoluci6 séon els seglients:

1) Es resolen per separat les equacions associades a cada una de les inequacions
del sistema. L’equacié associada a una inequacid és la resultant de substituir la
desigualtat de la inequacié per una igualtat. En ’exemple anterior, hem de resoldre
cada una de les dues equacions segiients:

3r+4=2x+8<=>x=4
2r-l=zcxssx=1

2) Es marquen en la recta real les solucions anteriors. Aixo fara que la recta real

quedi dividida en 3 parts. En 'exemple:

3) Se selecciona un nombre de cadascuna de les parts en les quals queda dividida la

recta pels nombres anteriors. En I’exemple, es poden escollir els nombres 0, 2 i 6.

[ l

4) FEs comprova quins d’aquests nombres, a més de les solucions de les equacions,
son solucid de tot el sistema d’inequacions. En I’exemple, s’han de provar el 0, 2 i
6 que hem marcat en el pas anterior i les dues solucions 1 i 4. Es facil comprovar

que s6n tnicament solucié del sistema el 2 i el 4.

5) Finalment, les solucions del del sistema son els nombres que estan en el mateix
interval que els nombres que en el pas 4 hem comprovat que eren solucid del
sistema d’inequacions. A més, inclourem les solucions obtingudes en 'apartat 1
si compleixen el sistema d’inequacions. En ’exemple, els nombres que sén solucioé
del sistema estan entre 1’1 i el 4, més el 4, i per tant Uinterval (1,4], la seccié

acolorida d’aquesta recta real:

A
1 1 O
1

—
4

Ut 1—

[ =
w

Per tant, les solucions del sistema d’equacions lineals

3r+4<2x+8

20 -1>x
sén tots els nombres més grans que 1 i menors o iguals a 4, és a dir, tots els
nombres, x, que compleixen 1 < z < 4. En forma d’interval, la soluci6 s’expressaria

de la manera segiient:

(1,4]

Un segon métode per a resoldre aquest sistema és:
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1) Resolem la primera inequacid. En ’exemple, hem de resoldre

3r+4<2x+8

Tal com hem vist en el métode anterior, la soluci6é de ’equacio associada és x = 4,
i si comprovem els valors 0, 4 i 5 a 'inequacié obtenim com a solucié 'interval

(—00,4],

2) Resolem la segona inequacid. En 'exemple, procedim de la mateixa manera que

en el pas anterior i obtenim que la soluci6 de 2z — 1 > = és l'interval (1,+oo].

3) Busquem quins son els punts en comi que tenen les dues solucions obtingudes. En

I'exemple veiem que coincideixen en linterval (1,4]

F'S

¥

= {
e 1

3.4.2. Sistemes d’inequacions de segon grau amb una incognita

Definicié Un sistema d’inequacions de segon grau amb una tdnica incognita és for-

mat per diverses inequacions lineals o de segon grau i limitat per una clau.

Exemple. Un sistema d’inequacions de segon grau pot ser

20+52>22—«x

2% -2 -2<a? -z +4

Un nombre és solucié d’un sistema d’inequacions d’aquest tipus si és solucié de totes
les inequacions que formen el sistema. Tinguem en compte que la solucié d’un sistema
d’inequacions lineals amb una incognita pot tenir solucié o no, i en cas que tingui
solucié aquesta pot ser un sol nombre, un interval de nombres o bé la uni6 de diversos

intervals.

Meétode de resolucié. Un procediment per a trobar les solucions d’'un sistema

d’inequacions de segon grau és molt semblant al de resolucié de sistema d’inequacions
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lineals. De fet podem triar qualsevol dels dos métodes que hem vist i utilitzar-los
també en aquest cas. Triem per exemple el segon. Aixi, per trobar la soluci6é del
sistema cal resoldre cadascuna de les equacions a part, després buscar les solucions

de les dues inequacions per separat i finalment buscar totes les zones comunes:

1) Es resolen les dues equacions associades.
20 +5=2-zc<=r=-1
2x2—2m—2:x2—x+4©m:—2, 3
2) Es resolen les dues inequacions per separat.

e Lasolucio de 2z +522— 1z és [-1,+00).

| —e— |
-3 -2 -1 0 1

[N o
w
Iy

e La soluci6 de 22% -2z -2< 2% -z +4 és [-2,3].

F—eo— | | —eo—
-3 -2 -1 0 1 2 3

| | o ! | | 4
: : 3

Per tant, les solucions del sistema d’equacions de segon grau

20 +522-x

202 20 -2<2% -z +4
sén tots els nombres més grans o iguals a —1 i menors o iguals a 3, és a dir, tots els
nombres, x que compleixin —1 < x < 3. En forma d’interval, la soluci6 s’expressaria

de la manera segiient: [-1, 3].
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Resum
Sistema de dues equacions lineals amb dues incognites
Definicié: és un conjunt de dues equacions de pri- 3z -6y=>5
mer grau amb dues incognites cadascuna, representa- | Lremple:
des per les mateixes lletres. 2¢ -2y =4

Escriptura habitual: termes amb incognita en el
membre de l'esquerra i termes numeérics en el de la
dreta.

Soluci6é: un parell de nombres que, en substituir les

incognites corresponents en cada una de les equacions, rtu=3

donen lloc a dues igualtats certes. { y=
2z —y=3

Resolucio: procés de cerca de les solucions del siste- té soluci6 (z,y) = (2,1), ja que

ma. ) ) )
2+1=3
2:2-1=3

Meétodes de resolucié
Métode de substitucio

Procediment Ezxzemple: dr -2y =8
20 +y=4

1. Es tria una de les dues equacions. 20 +y=4

2. S’allla una de les incognites de ’equacié triada. y=4-2x

3. Se substitueix el valor de la incognita en I’altra equa- 4r-2-(4-2x) =8

cio.

dr-8+4x=8+<=8x-8=8
4. Es resol I’equacio resultant. 16
=8r=16=r=—=2

y=4-2-2=0
Solucié: (z,y) = (2,0)

4-2-2.0=8=8=8
2:2+0=4=4=4

5. Es substitueix el valor trobat en ’equaci6é del pas 2
i obtenim el valor de D’altra incognita i la solucio.

6. Es comprova la solucié.

Meétode d’igualacio

Procediment Ezxzemple: dz-2y=8
2e+y=4
4x -8
- o . Y= =2z =4
1. S’allla la mateixa incognita en les dues equacions. 2
() = 4=
2. S’igualen les dues expressions resultants. 2c-4=4-2z

20 -4=4-2z < 4x =8
3. Es resol I'’equacio resultant.
sSr=-=2
y=4-2-2=0
Solucié: (z,y) = (2,0)

{4-2—2-0:8:,8:8

4. Se substitueix la incognita de qualsevol de les equa-
cions del sistema del pas 1 pel valor trobat.

5. Es comprova la soluci6.
2:2+0=4=>4=4
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Metode de reduccio
4x — 2y =
Procediment Exemple: r-2y=8
2e+y=4
1. Es tria una de les dues incognites. Per exemple, y
2. Es multipliquen els dos membres de la primera 1-(do-2y=8)
equacio pel coeficient de la incognita escollida en -2-(2z+y=4)
la segona equacio6 i els dos membres de la segona |
equacio pel coeficient de la incognita escollida en 4r -2y =8
la primera equaci6. 4z 2y =-8
dr -2y =8
3. Es resten les dues equacions resultants. - —4x -2y =-8
8z =16
4. Es resol I’equacio resultant. =2
Se substitueix z =2 a
5. Se substitueix el valor de la incognita trobada 2z+y =4
en qualsevol de les equacions del sistema. 2-2+y=4

6. Es resol I’equacio6 resultant.

4+y=4=y=0
Solucié: (z,y) = (2,0)

7. Es comprova la solucio6.

4:2-2.0=8=8=8
2:2+0=4=>4=4

Sistema de m equacions i n incognites

Un sistema de m equacions i n incognites (que denominarem z1, z2, ..

termes independents by, ..
nombres naturals, té la forma segiient:

a11x1 +a12T2 + ...+ a1pxn = b1
a21%1 + a22x9 + ...+ aopTy = bo

Am1T1 + Am2T2 + .. + AmnTn = bm

., bn, denominats també constants, i en el qual m i n sén dos

., Tn), amb

Resolucié d’un sistema de diverses equacions lineals pel métode de Gauss

1. Operar amb la primera equaci6é per eliminar la
primera incognita de les altres equacions.

T+Y+2 =0
2x -5y -2z =-2
3r+4y+z =8
z+y+z =0
—Ty—4z =-2
y—2z =8

Eq2=-2-Eql+Eq2
i
Eq3=-3-Eql+Eq3

2. Operar amb la segona equacié per eliminar la
segona incognita de les equacions segiients.

3. Es fa la mateixa operacié fins a exhaurir les
equacions i s’obté un sistema esglaonat.

4. Es resol I'iltima equaci6 i se substitueixen els
valors cap enrere.

t+y+z =0 g pioirEgs
LRGP

—Ty—4z =-2
y—2z =8
rz+y+z =0
-Ty—-4z =-2
-18z =54
182=54=2z=-54-_3

-Ty—-4-(-3)=-2=y=2
z+2-3=0=z=1

Nombre de solucions d’un sistema

Un sistema de m equacions i n incognites pot no tenir solucio, tenir-ne una o tenir-ne

infinites.

e [FEl sistema no té cap solucié quan apareix una fila amb tots els coeficients iguals
a 01 amb la constant diferent de 0. Es diu que el sistema és incompatible.

e En cas contrari, el sistema té solucid, s’anomena sistema compatible i pot ser:

o Compatible determinat (amb solucié unica): si el nombre d’equacions re-
sultants en el sistema esglaonat és igual al nombre d’incognites.

o Compatible indeterminat (amb infinites solucions): si el nombre d’equa-
cions en el sistema esglaonat és menor que el nombre d’incognites.
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Sistemes d’inequacions

Un sistema d’inequacions amb una tnica incognita és format per diverses inequacions i
limitat per una clau que indica precisament que es tracta d’un sistema i no d’inequacions
independents.

Resolucié de sistemes d’inequacions

1) Es resolen les equacions associades a les inequacions del sistema.
2) Es marquen les solucions anteriors en la recta real.

3) Se selecciona un nombre de cadascuna de les parts en les quals queda dividida la recta
pels nombres anteriors.

4) Es comprova quins d’aquests nombres son solucié del sistema d’inequacions.

5) Les solucions del sistema son els nombres que estan en el mateix interval que els
nombres que en ’apartat 4 hem comprovat que eren solucié del sistema d’inequacions.
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Exercicis resolts

1. Troba les solucions al sistema d’equacions usant el métode de Gauss:

T -y =0
2 -2y 4z +2w =4
Yy +w =0
2z +w =5

Solucio:

S’observa que la primera incognita inicial és la x en la primera equacio, ja que el seu coeficient
és diferent de 0 (és 1). Pivotant aquest element s’obté:

T -y =0 T -y =0
2r -2y +z +2w = 4 Eq2=Eq2-2-Eql z +2w =4
Yy +w =0 Y +w =0

2z +w =5 2z +w =5

Només la primera equacié té incognita x, i per tant la primera incognita inicial, que és y,
és en la tercera equaci6é (ja que en la segona equacié no hi ha incognita y). Aixi, doncs,
intercanviem les files:

T -y =0 T -y =0

z +2w =4 Eql-Eq2 Y +w =0
_—

Y +w =0 z +2w =4

2z +w =5 2z +w =5

D’aquesta manera, ja no hi ha més incognites y. La nova incognita inicial de la tercera equacio
és z; per tant, se’'n pot mantenir a la posicié i servira de pivot per a eliminar la incognita z
de I'ultima equacio:

T -y =0 T -y =0
Y +w =0 Eg4=FEq4-2-Eq3 y +w = 0

z 42w =4 z +2w =
2z +w =5 -3w =-3

S’ha arribat a 'altima equacio, i la situacié és d’igual nombre d’incognites que d’equacions.
Per tant, es tracta d’un sistema compatible determinat. S’aplica la substitucié cap enrere a
I’altim sistema per resoldre’l:

e Es dedueix que w =1 de I'altima equacio.

e Se substitueix aquest valor en ’equacié anterior i es resol:
z+2-1=4=2=4-2=2.

e Se substitueixen z =2 i w =1 en ’equacié anterior:
y+1=0=>y=-1.

e Se substitueixen y=-1, z2=2, w=1:
z-(-1)=0=>2=-1.

Per tant, la solucié del sistema és z = -1, y = -1, z = 2, w = 1. També es pot escriure
($,y,Z7’LU) = (_17_17271)'

2. Troba les solucions al sistema d’equacions usant el métode de Gauss.

T +y +z ~w =1
y -z 4w =-1
3x +6z —6w = 6
-y +z —w =1
Solucio6:

Per a obtenir la forma esglaonada fem el segiient:

T +y +z —w =1 T +y +z —w =1
Yy -z +w =-1 Eq3=Eq3-3-Eql Yy —z +w =-1 Eq3=Eq3+3-Eq2
_— _
3z 46z 6w= 6 -3y +3z -3w = 3 Fai=Eqi+Eq2

-y +tz ~w =1 -y +z —~w =1
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T4y +z —w =1

Eq3=Eq3+3-Eq2 Yy —z+w = -1
B ik i
Eq4=Eq4+Eq2 0 =

0 =

Eliminem les dues igualtats 0 = 0, ja que s6n supérflues. El sistema esglaonat és:

{x+y+z—w 1

y —z+w=-1

En aquest cas, n =4 i r = 2; per tant, es tracta d’un sistema compatible indeterminat. Per a
poder utilitzar el procediment de substitucié cap enrere, hi ha d’haver tantes incognites com
equacions; per aix0, movem les dues incognites restants al membre de la dreta.

rz4+y=1 -z +w
y =-1+z —w
Ara ja podem resoldre el sistema. L’altima equaci6é ens dona el valor de la y.

y=-1+z-w.
Si substituim cap enrere el valor de la y en la primera equacio,

z-l+z-w=1l-z+w=>2x=2-2z+2w.
Aixi, les solucions sén d’aquest tipus:
T=2-2z+2w
y=-l+z-w

on z i w poden ser qualsevol nombre. Escriurem la solucié (z,y,z,w) = (2-2z +2w,1 +z -
w, z,w) per z, w € R. Per aixo, el sistema té infinites solucions, tantes com valors es donin a
z 1 w. Exemples concrets serien els seglients:

e Siz=0iw=0,llavors x =2 iy = —1. Per tant, una soluci6 del sistema és z = 2, y = -1,
z=0,w=0.

e Siz=1iw=-2,la solucié del sistema seria z=-4, y=2, z=1, w=-2.

Aixi doncs, per a cada parell de valors qualsevol z,w podem aconseguir una soluci6é del
sistema. Es a dir, el sistema té solucions infinites.

3. Troba les solucions del sistema.
20+3y+z=4
T-2y+z=-2
8x+5y+5z=1

Soluci6:

Solucionem el sistema trobant la forma esglaonada. Per aixo fem el seglient:

20 43y +z = 4 T -2y +z = -2
Eql—Eq2 Eq2=FEq2-2-Eql
— - ) — — N
r -2y +z = -2 20 43y +z = 4 Fq3-Eq3-8Eql
8x +by +bz = 1 8x +5y +bz = 1
T -2y +z =-2 T -2y +z = -2
Eqg2=Eq2-2-Eql Eq3=Eq3-3-Eq2
_ _ — _ s =
Eq3=Eq3-8-Eql Ty -z =38 Ty —z=8
21y -3z = 17 0 =-7

En vista de la tercera equacio, que no té cap possible solucié perqué sempre és falsa, podem
deduir que el sistema és incompatible.

4. Afegeix una equacié al sistema segiient, de manera que resulti...
{a: +y +z =1
x -z=2
(a) compatible determinat.
(b) compatible indeterminat.

(c) incompatible.

Solucio:

(a) Ens hem d’assegurar de trobar una tercera equacié que no doni lloc a un sistema incom-
patible o que sigui irrellevant. Com que la segona equacié no té la variable y, podem
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donar una tercera equacié amb aquesta variable, per exemple, y = 0. O bé, per a com-
plicar més aquesta tercera equacio, y = 0 més una combinaci6é lineal de les altres dues
equacions (de manera que en simplificar el sistema retorni a y = 0).

Amb aquesta tercera equacié (y = 0), fent substitucié cap enrere, ens queda el sistema

{z +z=1 Eq2=Eq2-Eql {:l? +z=1
—_

xr -z =2 -2z =1

I com que és un sistema esglaonat de dues equacions i dues variables, ja sabem que és
compatible determinat. Saps resoldre’l?

(b) Com que amb les dues equacions que ens donen ja tenim un sistema amb dues equacions i
tres incognites, si afegim una equaci6 irrellevant mantindrem el mateix tipus de sistema.
Per exemple, la tercera equacié podria ser 0 = 0 (que sempre és certa i no dona més
informaci6 que la que ja tenim, i per tant és irrellevant), z — z = 2 (que és idéntica a la
segona equacid) o qualsevol combinacié lineal de les equacions inicials.

(c) Per tal que el sistema resulti incompatible, n’hi ha prou amb donar una equaci6 que

no es pugui solucionar. Per exemple, si la tercera equacié fos 0 = 1 no hi hauria soluci6é
del sistema (ja que la tercera equacié mai no seria certa), i per tant el sistema seria
incompatible.
Una altra opci6 és donar una tercera equacioé que sigui realment incompatible amb alguna
de les anteriors, per exemple, x — z = 1. Com que la segona equaci6 és = — z = 2, no pot
ser que les dues siguin certes alhora (dit d’una altra manera, en restar una equaci6 de
Paltra obtindriem 0 = 1 com abans); per tant, el sistema és incompatible.

5. Troba la soluci6 del sistema d’inequacions segiient:

T —
2x — >z
z+1
r—-1<3-
Solucio:
Si operem la primera inequacié, tenim:
z-1
20— >
3
z-1
r >
3

3xr >x-1

2 > -1

-1
r > —

2

Mentre que, per a la segona,
+1

r-4 < _z

2

22 -8 <—(z+1)

3z <7
7
r <=
3 17
Per tant, si unim les dues solucions tenim la soluci6 x € (—5, g)

6. Resol el sistema d’inequacions segiient:
222 -3<6z+5
Trx+1<13+4x

Soluci6:
Si reordenem la primera inequacid, tenim
2% -6z -8<0.

Ara, si igualem la part de ’esquerra a 0 i solucionem ’equacié6 aplicant la férmula de ’equacio
de segon grau, tenim x = —1,4 com a solucions. Aquests valors son on la inequaci6 se satisfa
amb una igualtat. Per a saber quin dels intervals que queden soluciona la inequacié, prenem
un valor de cada interval i els avaluem:

e Agafem un nombre més petit que —1, per exemple, -2, i el substituim en la inequacio,
de manera que queda 8 < 0. Com que aixd no és cert, aleshores I'interval (—oo,-1) no
pertany a la solucio.
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e Agafem un nombre entre -1 i 4, per exemple, el 0, i el substituim a la inequacio, de
manera que queda —8 < 0. Com si és cert, aleshores aquest interval si pertany a la soluci6.

e Agafem un nombre més gran que 4, per exemple, 5, i el substituim en la inequacié, de
manera que queda 12 < 0. Com que aixd no és cert, U'interval (4,+00) no pertany a la
solucib6.

En conclusié, la primera inequacié té com a solucié l'interval [-1,4].

Solucionem la segona inequacié de manera que queda

Tr+1 <13+4x
Tx—4xr <13-1

3z <4
i, per tant, té com a soluci6 x < 4.

Ara sabem que la soluci6 del sistema sera la intersecci6 de les solucions de cadascuna de les
inequacions. Aixi tindrem que la soluci6 del sistema és [-1,4].
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Exercicis per a practicar amb les solucions

7. Troba les solucions dels sistemes d’equacions segiients usant el métode de

Gauss:
(a)
r +3y =-1
r -2y=9
3x +4dy = 7
(b)
3z +y +z +u +v =0
+z —u =1
2v =4
(c)
-2z +y +z —t =2
Yy +z +2t =4
z +2t =3
(d)

r -2y +3z=0
-4z +5y -6z =1

T +2y +2z =3
y +z =1

r +y +z =0

8. Un sistema lineal s’ha resolt de dues maneres obtenint els dos conjunts de
solucions segiients:

T =X r=3p-1
y=1-2X\ y=3-6u
z=2+A z=1+3p

per a A\, u € R. Prova que les dues solucions coincideixen.

9. Resol els sistemes d’inequacions de grau 1 segiients:

(2)

20 - (z-4)<6
z>3-(2z-1)+18
(b)
r-1 x-4
- >2r -1
2
2 - " >z-3

10. Resol els sistemes d’inequacions de grau 2 segiients:

(a)
22 -Tx+6<0
—22 +8x>7
(b) ,
x4 -9 <0
r-1
7-(3-xz)=5
Solucions:
7.

(a) x:57y:_2

3-y-2

) (1 uu2)
3t

(©) (1—5,1,3—27571&)
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-2 -1
(d) (7 -1z, 5 —4z,z)
(e) Es un sistema incompatible
8. Comprovem que per a A = 3 — 1 obtenim les mateixes expressions per a les solucions.
9.
(a) (~o0,~3)
(®) (-7,1)
10.

(a) (1,6]
(b) (=00, -3]uU (1, ]
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4. Polinomis
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4.1. Definicié i aspectes generals

4.1.1. Definicié

Un polinomi d’una sola variable o, per abreujar, un polinomi, és una expressié Qué és un polinomi? Es una 9
expressié algebraica amb una dnica
algebraica amb una tnica lletra, anomenada variable. Els termes d’aquesta expressio lletra anomenada variable. Els
elements basics d'un polinomi sén
sén el producte d’'un nombre per una poténcia positiva de la variable, excepte en el els termes. Cada terme és producte
d’un coeficient i un grau. Un
cas d’un unic terme, que correspon a la poténcia 0 de la variable, i per aixd consta polinomi amb un sol terme es
denomina monomi. Si té dos
només d’un nombre. Aquest terme s’anomena terme independent. termes s'anomena binomi.

Exemple. Polinomis.

Polinomi amb variable a

3a - 424> + 5a — 2a + 2, els termes del qual sén: 3a, 42a3, 5a, —2a, +2.

Polinomi amb variable b

5b— 56b> + b — 17, els termes del qual sén: 5b, —56b%, +b, —17.

Els polinomis es poden designar per una lletra. D’aquesta manera s’evita escriure tots
els termes d’un polinomi cada vegada que s’hi ha de fer referéncia. Aquesta lletra va
seguida de la variable, entre paréntesis, del polinomi. Aquests paréntesis no s’han de

confondre amb els paréntesis que contenen operacions.
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Exemple. Nomenclatura.
Anomenar p(z) el polinomi 52° — 422 + 52 — 1, vol dir que
p(z) =52° —42® + 52 - 1
on p representa el nom del polinomi, i x, entre paréntesis, indica la variable

del polinomi.

Aquesta assignaci6 permet referir-nos al polinomi p(x) sense necessitat d’escriure tots
els termes que el defineixen.
Val a dir que la variable més usada per a expressar polinomis és la x. Es tracta d’un

costum, per la qual cosa no s’ha de considerar una obligacio.

4.1.2. Elements i caracteristiques d’un polinomi

Tal com ja s’ha dit, per terme d’un polinomi s’entenen els diferents elements
d’un polinomi (com també de qualsevol expressi6 algebraica) que sén producte d’un
coeficient i una poténcia de la variable.

Els tipus de polinomis es distingeixen d’acord amb el nombre de termes que presenten.

En particular:

e Un polinomi amb un sol terme s’anomena monomi.
e Un polinomi amb dos termes s’anomena binomi.

e Un polinomi amb tres termes s’anomena trinomi.

Exemple. Tipus de polinomis.

Monomis de variable b: —13b%, 5623, —7b2
Binomi de variable ¢: 3¢ — 5¢

Trinomi de variable d: 3d* +2d% - 5

Els polinomis i els seus termes presenten caracteristiques que sén importants de dis-

tingir. Aquestes caracteristiques soén:

e El grau d’un terme és 'exponent de la variable d’aquest terme.

e El grau del polinomi és el grau del terme de grau maxim. Aixi, hi ha polinomis
de grau 0, de grau 1 o de primer grau, de grau 2 o de segon grau, etc. Generalment,

s’escriuen d’esquerra a dreta els termes d’un polinomi de major a menor grau.

e El terme independent és el terme de grau 0 i, per tant, no hi apareix la variable.



© FUOC o PID 00270075 112 Iniciaci6 a les matematiques per a l’enginyeria

e El coeficient d’un terme és el nombre que multiplica la variable en aquest

terme. La resta del terme es denomina part literal.

4.1.3. Valor numeéric d’un polinomi

El valor numeéric d’un polinomi és el valor que s’obté en substituir-ne la variable per
un nombre determinat. Aixi, donat el polinomi p(z) = 52> —4z? + 5z — 1, en substituir

la z per 1, el seu valor numeéric és

p(1)=5-13-4-12+5-1-1=5

Direm, doncs, que el valor numéric del polinomi p(z), quan z és igual a 1, és 5.
Matematicament, i de manera abreujada, s’escriu p(1) = 5.

Donat un polinomi, podem calcular diferents valors numeérics.
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4.2. Operacions i propietats basiques
4.2.1. Operacions basiques entre monomis

Es important conéixer com es fan les operacions entre monomis perqué serveixen de
base per a entendre les operacions entre polinomis. Vegem doncs, com s’operen els

monomis.

Suma i resta | La suma (o resta) de dos monomis de grau diferent és un binomi en

qué els dos tnics termes sén exactament aquests dos monomis. Per exemple, la suma
dels monomis 3z i 2z, que es representa per (3z4) +(2z), és igual al binomi 3zt +22.
La suma (o resta) de dos monomis del mateix grau és un altre monomi amb idéntic
grau, i amb coeficient igual a la suma (o resta) dels coeficients d’aquests monomis.
Per exemple, la resta de 52° i 2;103, que es representa per (5a:3) - (2;153), és igual al

monomi 3x3.

El producte de dos monomis és un altre monomi. El seu coeficient és el
producte dels coeficients dels monomis que es multipliquen, i el seu grau és la suma de
graus dels monomis inicials. Per exemple, el producte dels monomis 473 i —53:2, que

es representa per (4:23) . (—5x2), és —203:57 jaqued-(-5)=-201 23 2?2 = 232 = o0,

Quocient | El quocient de dos monomis és un altre monomi. El seu coeficient és el

quocient dels coeficients dels monomis que es divideixen, i el seu grau és la diferéncia
de graus d’aquests dos monomis. En aquest cas, el grau del numerador no pot ser

inferior al grau del denominador. Per exemple, el quocient dels monomis 8zt i 297‘5,
4 4

) . . 4T 43 1

és el monomi 4z, jaque — =41 — ==z =x.

que es representa per —-
23’ 2 x3

4.2.2. Operacions basiques entre polinomis

Vist com s’operen els monomis, estudiem les operacions basiques entre polinomis.

’ Suma i resta de polinomis ‘ La suma (o resta) de dos polinomis és igual al polinomi

resultant de la suma (o resta) dels termes que tenen el mateix grau. Cada terme
resultant correspon a la suma dels termes del mateix grau dels polinomis que se
sumen (o resten). D’acord amb la suma (o resta) de monomis, es tracta, doncs, de

sumar els coeficients dels termes del mateix grau i mantenir 'ordre d’aquests termes.

Per exemple, per a sumar 223 322 +42-6 i 5zt —22° - 52 -3z + 16, s’han de sumar
els coeficients dels termes de grau 4 amb els de grau 4, els coeficients de grau 3 amb
els de grau 3, i aix{ per cada terme. El polinomi suma sera la suma de les sumes de
cada un d’aquests elements de mateix grau. Ens ajudem d’una taula per a veure-ho

més clar.

Operacions entre monomis

32 + (2z) = 32 + 22
513 - (213) = 313

42% - (-527) = -200°

84

— =4z
223

G

Com se sumen (o resten) dos
polinomis?

La suma (o resta) de dos polinomis
és igual al polinomi resultant de la
suma (o resta) dels termes del
mateix grau. Els termes del mateix
grau es poden collocar en columna,
se sumen els coeficients de cada
terme i es colloca el resultat a sota
dels dos polinomis, separat per una
linia horitzontal.

o




© FUOC e PID 00270075

114

Iniciacié a les matematiques per a ’enginyeria

Termes 1r polinomi  2n polinomi polinomi suma
grau 4 0 5zt 0+5z =
grau 3 223 —223 223 —22% =
grau 2 —322 —522 —32% - 5z? = | -82?

grau 1 4x -3z 4dx - 3z =
grau 0 -6 16 ~6+16=

Per tant, el polinomi suma és

(2m3—3m2+4x—6)+(5x4—2x3—5x2—3x+16)=5m4—8m2+x+10

Normalment, i especialment per comoditat, una suma entre polinomis s’expressa es-

crivint els polinomis un a sobre de I'altre, posant en columna els elements del mateix

grau i el resultat a continuacié d’una linia horitzontal a sota de la columna del grau

corresponent.

Exemple. Suma de polinomis.

(27;3 - 3ac2 + 4z —

+ b5zt

6) + (53:4 2% —52% — 3z + 16)

2

223 -3z +4x —6

—2¢3  —52% -3z +16

52

-8z  +x  +10

Per a restar dos polinomis, es procedeix com en el cas de la suma perd restant terme

a terme sempre del mateix grau.

243 —3x2 +4x -6
- (5a* 22 -5x? -3z +16)
-5zt +42® 4227 472 -22

Per a evitar errors a ’hora de restar, és recomanable canviar, abans de restar, el signe

de cadascun dels termes del segon polinomi pel seu oposat, i després sumar.

243 —3x2 +4x -6
+ -5zt 422 4522 432  -16
-5zt +42® 4227 472 —22
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En qualsevol cas, el resultat de la resta d’aquests dos polinomis és sempre la mateixa.

Exemple. Resta de dos polinomis.
(25° - 32% + 40 - 6) — (50" - 20° - 52° - 30+ 16) = ~5* +40° + 207 + 72 - 22

Producte de polinomis | La multiplicacié de dos polinomis és igual a la suma de tots

els productes de cadascun dels termes del primer polinomi per cadascun dels termes
del segon polinomi. Normalment, el nombre d’operacions que s’han de fer és molt

gran. Per aixo, és convenient fer la multiplicacié6 de manera ordenada.

Per a ser més precisos, els passos a seguir son:

1) Es posen els dos polinomis en columna, un sobre l'altre, i es multiplica cada terme

del segon polinomi per cadascun dels termes del primer polinomi.

2) Els resultat del pas anterior es posa a la fila segiient, a sota d’una linia horitzontal.
Com en el cas de la suma, és recomanable que tots els termes del mateix grau

quedin en una mateixa columna.

3) Finalment, se sumen els termes de cada columna.

Per a entendre com es desenvolupa aquest procés, va bé analitzar primerament el cas
de multiplicar un polinomi per un monomi. En aquest cas, es multiplica el monomi
per cada terme del polinomi i se sumen els termes producte obtinguts. Ho podem

veure en I’exemple segiient:

Exemple. Producte de polinomi per monomi.
4 2 3
(72* - 50° + 32— 8) - (22°)

7ac4 522 +3x -8
2363
1427 -10z°  +6z* -162°

Tal com s’observa en ’exemple, és convenient deixar un buit on faltin termes.

Per a fer el producte de dos polinomis qualssevol, s’ha de repetir el que s’ha fet en el
cas anterior amb cadascun dels termes del polinomi que multiplica, sumant al final

els resultats per cadascun dels graus del polinomi.

Estudiem els passos a seguir amb ’ajut d’un exemple, en aquest cas el producte del

Com es multipliquen dos polinomis? 9

La multiplicacié de dos polinomis
és igual a la suma de tots els
productes de cadascun dels termes
del primer polinomi per cadascun
dels termes del segon polinomi. En
fer el producte és convenient que
tots els termes del mateix grau
quedin en una mateixa columna.
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polinomi 22t — 72 + 52 -8 pel polinomi 22— Tx+2.

1) En primer lloc, colloquem un polinomi sobre un altre situant els termes de mateix

grau en una mateixa columna.

2x —7a3 +bxr -8

2 —Tr 42

2) A continuacid, comencem a multiplicar el primer polinomi per I'element de grau
menor del segon polinomi (+2 en aquest cas) i colloquem els resultats de cada

terme a sota de la columna del termes del mateix grau:

22 723 +5x -8
z2 —Tx +2
4zt 1423 +10z  -16

3) Acabada i ordenada aquesta primera multiplicacié, continuem multiplicant els
termes del primer polinomi pel segon terme més petit del segon polinomi (-7z en
aquest cas) i, com abans, colloquem els resultats en la linia segiient de manera

que els termes d’igual grau estiguin en columna.

23@4 77303 +5x -8
x2 —Tx +2
4z —142° +10z -16
—142°  +49z* -3522  +562

4) Continuem de la mateixa manera amb la resta d’elements del primer polinomi.

22 —7a3 +5z -8
z2 -Tx +2
4zt 1423 +10z  -16
~142°  +49z% -352°  +56a
220 70 +5z3 —8z°2

5) Finalment, sumem terme a terme els resultats obtinguts.
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Exemple. Producte de dos polinomis.
(2x4—7a:3+5x—8)~(x2—7cc+2)

22 73 +5x -8
z2 —Tx +2
4zt 1423 +10z  -16
~142°  +49z% -3522  +56z
2% —72° +523 —822

228 —212°  +532*  -92% 4322 +66xz -16

’ Quocient de polinomis | L’algoritme de la divisié entre polinomis és un procés molt

semblat a la divisi6 entre nombres, amb el canvi de les xifres d’'un nombre pels termes
d’un polinomi. D’acord amb aquesta similitud, per a dividir dos polinomis s’ha de
comencar dividint el terme de major grau del polinomi dividend entre el terme de
major grau del polinomi divisor. El resultat se situa en el lloc del quocient. A conti-
nuacio, es multiplica aquest terme del quocient pel divisor i aquest producte es resta

del dividend.

Vegem-ho amb un exemple: dividim el polinomi 62t 2723 +152°% — 48 entre el polinomi

222 — 3z +4

1) El primer pas consisteix a dividir el terme de major grau del dividend, 6z en
aquest cas, entre el terme de major grau del divisor, 2372, de manera que queda

una divisié entre monomis. 4
6x 4-2

2
ﬁ:&%‘

=3z

2) A continuaci6, es multiplica el divisor pel monomi obtingut,

(2332 — 3z + 4) 322 = 62t — 92° + 1242

i es resta del dividend. D’acord amb aquest procés, s’escriu

62> 272  +152% -48
—61:4 +9363 —12:702
0 1827 +322

3) Feta la resta, es baixa el terme segiient del dividend, en aquest cas 0 (atés que no
hi ha terme de primer grau), i es divideix, seguint el procediment anterior, entre

el que ha quedat com a dividend i el divisor.

Com es divideixen dos polinomis? 9

De manera similar a la divisié entre
nombres, per a dividir dos
polinomis s’ha de comencar dividint
el terme de major grau del dividend
entre el terme de major grau del
divisor. El resultat se situa en el lloc
del quocient, es multiplica aquest
terme del quocient pel divisor i es
resta aquest producte del dividend.
| aixi successivament amb la resta
de termes del dividend fins a arribar
al seu terme independent.
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6zt —272® 41522 —48 222 — 32 + 4

-6z +92° —1222 322 - 9z

0 1823  +322

+182%  -272%2  +362

0 —244% 436z 48

4) Se segueix aquest procediment successivament fins a baixar 'altim element del

polinomi dividend. En el cas de I’exemple, la divisié completa s’escriuria de la

manera segiient:

En aquest cas, direm que la divisi6 és exacta perqué el residu és 0. Si el residu és 0,
es compleix
6z - 272° + 152° - 48

3m2—9w—12
222 -3z + 4

En casos com aquest, quan el residu de la divisi6 és 0, es diu que el polinomi dividend,
en aquest cas 6zt - 2723 + 152° - 48, és divisible entre el polinomi divisor, 222 -3z +4
en aquest cas, i, de manera equivalent, que el polinomi dividend, 222 - 3z + 4, és

multiple del polinomi divisor, 6% — 272° + 1522 — 48.

Una altra manera d’expressar-ho és dir que el polinomi dividend, 62t 2723 +1522 —48,
es descompon en els polinomis divisor, 222 - 3z + 4, i quocient, 322 — 9z — 12. Aixd
significa que el polinomi dividend, 6z - 2723 + 152% - 48, és producte dels polinomis

divisor, 222 — 3z + 4, i quocient, 322 - 9z — 12, de la divisi6. En definitiva,

62t — 274 + 1527 — 48 = (2$2 ~3r+ 4) - (3w2 —9r - 12)
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Tal com passa també en les divisions entre expressions numeériques, és possible que
el residu d’un quocient entre polinomis no sigui 0, com per exemple en dividir el

polinomi 6z% — 2723 + 1522 + 3z — 48 entre el polinomi 2z2 — 3z + 4

Exemple. Quocient de polinomis amb residu diferent de 0.

(62" — 272° + 1527 + 32 — 48) + (22° — 3z + 4)

62t  —272°  +1522 43z 48 222 — 37 +4

-6z 49z —1222 322 - 9z — 12

0 -182% 4322 43z

+182°  —272%  +362

0 —24z%  +39r -48

+242%  —362 +48

0 +3x 0

En aquest segon exemple, el polinomi dividend no és multiple del polinomi divisor.

En casos en qué el polinomi dividend no és multiple del polinomi divisor, feta la divisio,
també es pot expressar la descomposicié del polinomi dividend com el producte dels
polinomis divisor i quocient, més el polinomi residu, de la mateixa manera com es fa
amb expressions numeriques. Es a dir, que la férmula apresa en la divisié de nombres,
en qué el dividend (D) és igual al divisor (d) pel quocient (q) més el residu (r), també

g’aplica en la divisi6 de polinomis.

Aixi, en ’exemple, vist que el dividend és 6% — 272% + 1522 + 32 — 48, el divisor és

222 - 3z + 4, el quocient és 322 = 9z — 12 i el residu és 3z, resulta

62t — 274 + 150% + 3¢ — 48 = (2m2 —3x+4) : (312 9z - 12) + 3z

Fraccions algebraiques | Una fraccié algebraica és simplement una fraccié entre

polinomis.

De la mateixa manera que s’han definit fraccions numériques equivalents, també es

poden definir les fraccions algebraiques equivalents. Concretament,

a(z)
b(z)

son equivalents si el producte creuat entre numeradors i denominadors és igual.

si a(z), b(z), p(z) i g(x) son polinomis, direm que les fraccions algebraiques i
p(z)

q(z)
Es a dir,

Qué és una fracci6 algebraica? Es 9

una fraccié entre polinomis. Les
fraccions algebraiques es poden
simplificar i es poden operar (amb
suma, resta, multiplicacié i divisié).
Es defineix el terme de fraccions
algebraiques equivalents de manera
similar a les fraccions numériques.
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a(z) _p(x)
b(z) ~ q(a)

si-a(z) - q(z) = b(z) - p(x)

Exemple. Fraccions algebraiques equivalents.

2% — 42”22 + 4 _ 2% -2
et+a3-522+2-6 x3+3c2+x+3

perque
(2x3—4m2—2x+4)-(x3+3a:2+x+3)=(m4+x3—5x2+x—6)~(2x2—2)

=225 + 225 —124% — 22% — 2z + 12

Com en el cas dels nombres fraccionaris, les fraccions algebraiques verifiquen aquestes

propietats:

e En multiplicar numerador i denominador per un mateix polinomi, la fracci6 re-

sultant és equivalent a la inicial.

e En dividir de manera exacta numerador i denominador per un mateix polinomi, la

fraccio resultant és equivalent a la inicial. Aquest procés es denomina simplificacié.

Exemple. Simplificar fraccions algebraiques.

Donada la fracci6 algebraica

23 -22% + 42 -8
2% +x-6
notem que numerador i denominador es poden descompondre com a producte
d’altres polinomis de menor grau.
a® - 2% +4z -8 = (:c—2)-(x2+4)
e rz-6=(2-2) (z+3)

Com que numerador i denominador tenen factors comuns, (x — 2), resulta

2?2247 + 42 -8 B ($_2)'(x2+4) z® +4

22 +x-6 C(z-2)-(z+3) z+3

Les fraccions algebraiques també es poden sumar, restar, multiplicar i dividir. Els

procediments sén els mateixos que en el cas de les fraccions numériques:

e Producte i quocient de fraccions algebraiques. Per a fer la multiplicacio i
divisié de fraccions algebraiques se segueixen les mateixes regles que per a multi-
plicar i dividir fraccions numériques.

La fracci6é producte és aquella que té com a numerador el producte de numeradors
i com a denominador el producte de denominadors, és a dir, aquella en la qual es
multipliquen linealment numeradors i denominadors.

La fracci6 quocient és aquella que com a numerador té el producte del primer
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nu- merador pel segon denominador, i com a denominador el producte del primer
denominador pel segon numerador, és a dir, aquella en la qual es multipliquen

numeradors i denominadors en creu.

Exemple. Producte i quocient de fraccions algebraiques.

Producte 9
3z-2 T+l  (3z-2)-(Tx+1) 21z -1lz-2

202+3 20+2 (202+3)- (2 +2) 42% + 422 + 62 + 6

Quocient
32-2 7x+1  (32-2)-(22+2) 6z +22-4
202 +3'2c+2  (222+3)-(Tz+1) 1423 + 222 + 21z +3

e Suma i resta de fraccions algebraiques. Per a sumar (o restar) dues fraccions
algebraiques, se segueix el mateix procediment que per a sumar (o restar) fraccions

numériques. Per aixd convé diferenciar si tenen el mateix denominador o no.

o Si les fraccions algebraiques tenen el mateix denominador, se sumen (o resten)

els numeradors i es deixa el mateix denominador.

Exemple. Resta (o suma) de fraccions algebraiques d’igual denominador.

3z -2 20+6  (3z-2)-(2¢+6)  z-8
472 -z +1 4da2-x+1 422 —z +1 T 4z2 x4+ 1

o Si les fraccions algebraiques tenen denominador diferent, cal abans de res transformar-
les en fraccions equivalents amb el mateix denominador, com en el cas de les
fraccions numeériques. Per a fer-ho, es calcula 'MCM (minim comt miltiple) dels
polinomis que s6n en el denominador. Trobades les fraccions equivalents amb el
mateix denominador, se sumen de la manera anterior: se sumen (o resten) els
numeradors i es deixa el mateix denominador.

Vegem-ho amb aquest exemple. Volem sumar

3r -4 5T — 2
+
22 +5x+6 22 +3x+2
1) Busquem I'MCM dels denominadors.

x2+5:c+6:(x+2)-(m+3)
?+3z+2=(z+1)-(z+2)

Per tant,
mcm(m2+5x+6,x2+3x+2) =(z+1)(z+2)(z+3) =22+ 627 + 11z +6

2) Trobat 'MCM, reescrivim les fraccions algebraiques originals per les seves

equivalents d’igual denominador.
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3z —4 _ (Bz-4)  @Br-4)(z+1) 32—z -4
22+52+6  (x+2)(z+3) (z+2)(z+3)(z+1) 23+622+11z+6
Su-2 (5x-2)  (bz-2)(z+3)  52°+13x-6
22+32+2  (x+2)(z+1) (z+2)(z+3)(z+1) 23+622+11z+6

3) Finalment, sumem els numeradors i mantenim el denominador comu

Exemple. Suma de fraccions algebraiques de diferent denominador.

3z -4 5z -2 3z2 -z -4 522 + 13z -6 8z2 + 12z — 10
+ = + =
22 +52x+6 x22+3z+2 x23+4622+1lx+6 x3+622+11lz+6 23+622+1lz+6

4.2.3. Regla de Ruffini

La regla de Ruffini és un procediment que permet fer de manera senzilla la divisi6 Qué diu la regla de Ruffini? La reglag
X . L. R . . . de Ruffini és una manera senzilla i
entre dos polinomis quan el divisor és un polinomi de grau 1 tal que el seu coeficient rapida de fer la divisié entre dos

polinomis quan el divisor és un
polinomi de grau 1 amb coeficient
de grau 1 igual a 1 i el terme
independent un nombre enter.
Aquesta regla permet fer la divisié

) . L . utilitzant Gnicament els coeficients
L’algoritme és el segiient: d’ambdés polinomis.

de grau 1 és també 1 i el terme independent és un nombre enter. Aquesta regla utilitza

solament els coeficients dels polinomis implicats.

1) En primer lloc, se situen els coeficients del dividend, de major a menor (i posant
0 si és necessari en els termes que no existeixin), en la part superior. Es dibuixen
dos segments perpendiculars formant una creu en la part inferior de la figura i se

situa el terme independent del divisor, canviat de signe, entre els dos segments.

+2

2) Collocats els coeficients del termes dels polinomis, es baixa el primer coeficient,
es multiplica pel terme independent canviat de signe i se situa el resultat sota el

coeficient segiient:

+2 10

3) Se sumen els dos nombres de la mateixa columna i es multiplica el resultat obtingut

pel terme independent canviat de signe.
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5 -4 5 -1
+2 10 12
~——
+2-6
5 6

4) Procedint de la mateixa manera, la divisi6 per Ruffini de 523 — 42” + 5z — 1 entre

x — 2 s’expressa d’aquesta manera:

5 -4 5 -1
+2 10 12 34
——

+2:17

5 6 17| 33

5) Finalment, a partir de l'ultima fila de nombres, es pot extreure el quocient i el
residu. El residu és I'altim nombre obtingut de les restes, 33 en aquest cas, mentre
que el quocient de la divisié és un polinomi els coeficients del qual son la resta
dels nombres d’aquesta fila, de major a menor grau. En aquest exemple, doncs,
el quocient és 522 + 6z + 17. Tal com s’observa, ha baixat un grau respecte del

polinomi inicial.

Amb aix0 es conclou

52" — 42”4 55— 1= (527 + 62 +17) - (¢ - 2) + 33

4.2.4. Productes notables

En matematiques, s’utilitza el terme identitat per a fer referéncia a qualsevol igualtat Productes notables lu
entre dues expressions matematiques (i, per tant, siguin numeériques o algebraiques) (a+b)% =a®+2ab+b>
que es compleix per a qualsevol valor de les seves variables. (a-b)% = a® —2ab+b>

(a+b)(a-b)=a’-b>

Amb el terme producte notable es fa referéncia a certes multiplicacions entre ex- 3 3 .2 2 3
(a+b)” =a” +3a“b+3ab” +b

pressions algebraiques. En particular, cada producte notable correspon a una férmula s s s 3
(a-b)" =a” -3a"b+3ab” - b

de descomposicié del producte que és producte de les propietats entre les operacions

que hi intervenen.

Recordem aqui els productes notables principals que ja vam veure en el tema sobre

nombres.

Productes de dues expressions algebraiques, amb variables a i b:

e Quadrat d’una suma (a+b)? = (a+b) - (a +b) = a® + 2ab + b*
e Quadrat d’una diferéncia (a-b)% = (a—b) - (a-b) = a* - 2ab+b*

e Suma per diferéncia (a+b)- (a-b) = a* - b*
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Producte de tres expressions algebraiques, amb variables a, b i ¢:

e Cub d’una suma (a+b)> = (a+b)-(a+b)-(a+b)=a>+3a%b + 3ab® + b>

e Cub d’una diferéncia (a-b)% = (a—b)-(a-b)-(a-b) = a® - 3a®b + 3ab® - b°

Exemple. Productes notables entre polinomis.
(2z+3)% = (22)%+2-20-3+(3)* =42 + 120+ 9
2
(427 +5)- (42% - 5) = (42%) " - (5)* = 162" - 25

4.3. Descomposicié de polinomis
4.3.1. Teorema del residu

Per a trobar el residu d’una divisié6 de polinomis quan el divisor és un polinomi de
grau 1 amb el coeficient de grau 1 igual a 1, es pot recorrer al valor numeéric del
dividend. El teorema del residu permet calcular aquest residu, ja que el residu d’una
divisi6é d’aquest tipus és igual al valor numéric d’aquest polinomi quan la seva variable
és igual al terme independent del divisor, canviat de signe. Aquesta propietat és la
que es coneix com a teorema del residu, i s’expressa matematicament de la manera

segiient:

Teorema del residu. Si p(x) és un polinomi i @ un nombre real,

el residu de la divisi6 de p(z) entre z — a és p(a).

Aixo ens diu que, per exemple, el residu de la divisié de p(z) = 523 — 4z + 52— 1
entre = — 2 és igual al valor numéric de p(z) quan la z és igual a 2, és a dir, que el

residu és p(2).

Calculem p(2) =5-23-4-22+5-2 -1 = 33, i comprovem, mitjangant Ruffini (de

lapartat de la regla de Ruffini), que 33 és efectivament el residu de la divisié.

De la mateixa manera, el residu de la divisi6 de g(z) = 32° — 42 + 22° — 2 — 1 entre

x + 1 és igual al valor numeric de ¢(z) quan la x és igual a -1, és a dir,

q(-1)=3-(-1)5-4-(-1)3+2-(-1)2-(-1)-1=3

D’aquesta manera, doncs, és facil trobar si un polinomi és divisible per un altre de
grau 1 amb coeficient de grau 1 igual a 1: si el valor numéric del polinomi quan zés
igual al terme independent del divisor, canviat de signe, és igual a 0, es pot assegurar

que és divisible. En cas contrari no ho sera.

Per exemple, p(x) = # — 1 és divisible entre z + 1, ja que p(-1) = (-1)% =1 = 0. Es

facil comprovar-lo, ja que la divisi6 és exacta.

El valor numéric d'un polinomi és el IB

resultat de substituir la variable del
polinomi per un nombre. Si el valor
numeéric d'un polinomi és 0 per a
un cert nombre, es diu que aquest
nombre és una arrel (o zero) del
polinomi. Un polinomi amb arrels
es pot descompondre en polinomis
de grau menor. Tot polinomi té un
nombre d’arrels que no en supera el
grau.
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22 -1
=x—1.

Tz+1
En aquest cas, doncs, es pot dir que 22 =1 = (z - 1) (z + 1).

En definitiva, observem com el teorema del residu ajuda a descompondre un polinomi

en termes de grau 1 quan aixo és possible.

4.3.2. Arrels i descomposicié d’un polinomi

Es diu que un nombre a és una arrel o zero d’un polinomi p(z) si es compleix que
p(a) =0, és a dir, si en substituir la variable pel valor a s’anulla el valor numéric del

polinomi.

Exemple. Arrels d'un polinomi.
1 i —1 sén arrels (o zeros) del polinomi p(z) = 22 -1 perqué el valor del
polinomi és 0 en substituir la variable x per aquests valors.
p(1) = 1°-1=0
p(-1) = (-)*-1=0

La descomposicié d’un polinomi, de manera semblant a la descomposicié6 d’un
nombre, és la seva expressié com a producte de polinomis de menor grau, denominats
factors. A I'hora de descompondre un polinomi, el més desitjable seria obtenir-ne la
descomposicié com un producte de polinomis de grau 1. En cas que aixo fos possible
i que, per tant, es pogués descompondre completament tot polinomi de grau n, p(z),
en factors de grau 1, tindriem una expressi6 del tipus

p(x)=a-(x-r1)-(x—712) .- (T —7Tn)

on ri, r2, ..., 'y s6n les arrels del polinomi i @ un nombre real. Perd aixo no sempre
és possible. Pero d’aquesta descomposicié maxima en factors reals es dedueix que un
polinomi de grau n pot tenir n arrels reals com a maxim. Aquest fet, pero, no es
pot preveure a priori. Aixi mateix, quan els coeficients del polinomi sén enters, no és
complicat trobar la descomposicié del polinomi, ja que les tiniques arrels enteres que

pot tenir han de ser valors divisors del terme independent del polinomi en qiiestio.

Utilitzant el teorema del residu, és facil observar que si a és una arrel del polinomi

p(z), p(x) pot descompondre’s de la manera segiient:

p(z) = q(z) - (z - a)

on g(x) és un polinomi d’un grau menor que p(x).
En l'exemple, p(z) = z° — 1, p(z) es descompon en el producte de dos monomis
p(z) =(z-1)(z-(-1)) = (z-1)(z+1). Notem aqui com el polinomi té efectivament

un nombre d’arrels igual al seu grau com a maxim.



© FUOC o PID 00270075 126 Iniciacié a les matematiques per a I’enginyeria

La descomposici6 d’un polinomi permet calcular 'MCM (minim comt multiple) i
I’MCD (maxim comu divisor) de dos o més polinomis de manera semblant al calcul

de ’'MCM i I’'MCD de diferents nombres.

Exemple. Calcul de 'MCM i I'MCD de dos polinomis.

e |MCD (x2—1,x2—2x+1):x—1

e |MCM (x2—1, x2—2w+1)=(33—1)2(x+1)=x3—x2—x+1

jaquez? —1=(z-1)(z+1)iz®-22+1=(z-1)%

Per factoritzaci6é d’un polinomi, p(z), s’entén el procés d’expressar aquest polino-
mi com a producte de polinomis irreductibles. Es diu que un polinomi és irreductible
(o primer) si els seus tnics divisors son els trivials, és a dir, els polinomis constants
i aquells que resulten de multiplicar p(z) per una constant. Altrament, es parla de
polinomi compost. Aixi, si considerem polinomis amb coeficients reals, els polinomis
irreductibles o primers sén tots els polinomis de grau i els polinomis de segon grau

amb discriminant negatiu.

No hi ha una tGnica manera de factoritzar un polinomi. D’acord amb la seva naturalesa,

podem aplicar diferents propietats, entre les quals es poden destacar:

e Treure factors comuns: 6z° — 322 = 322 - (22 - 1)
e Aplicar productes notables: z2 — 16 = (z +4) - (z — 4)

e Resoldre ’equacio associada al polinomi. Per exemple, donat el polinomi de segon
grau, p(x) = 2?2 — 4z — 12, es tracta de trobar les solucions de I’equaci6é de segon
grau associada al polinomi: 22 +4z-12=0. En aplicar la formula de I'equacid
de segon grau, s’obtenen les solucions z = 2 i x = —6 de manera que les arrels del

polinomi sén exactament 2 i —6. Per tant, p(z) = (z - 2) - (z + 6).

e Aplicar la regla de Ruffini. Si p(z) = 23+ 222 -9z — 18, les possibles arrels enteres
sén els divisors del terme independent, en aquest cas 18. Efectuem les divisions
per Ruffini i obtenim els factors: (z — 3), (z + 3) i (z + 2). Per tant, p(z) =
(x-3)-(z+3) (z+2).



© FUOC o PID 00270075 127 Iniciacié a les matematiques per a I’enginyeria

Resum

Els polinomis

Definicié | Un polinomi és una expressié algebraica amb una tinica lletra, anomenada
variable.

Per exemple, 925 — 321 + 2 -6 és un polinomi de variable .

e Terme: cadascun dels sumands.

4

Termes de l’exemple: 93:6, -3z, x, —6

e Grau d’un terme: exponent de la variable en aquest terme.

En lexemple, grau de 929 6, grau de —32%: 4

e Grau d’un polinomi: grau major del polinomi.

En lexemple, grau del polinomi: 6

e Terme independent: el terme de grau 0 (el que no té variable).

En l’exemple, terme independent: —6

e Coeficient d’un terme: nombre que multiplica la variable.

En lexemple, coeficient de 925 : 9, coeficient de x: 1

Operacions basiques ‘

e Suma
223 -3z +4x -6
+ 5zt —22% -5z -3z +16
5zt 822 4z +10

e Resta
223 -322  +4x -6

- (52 -22® -5z® -3z +16)

—bx +4x +2x +7x  —22

e Producte
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22 72> +bx -8
z? -Tx +2

4zt 1423 +10z  -16

~14z°  +492% +3522 456z 16

2% —72° +523 —8z2
205 —212° 453z -9z  -432% 466z -16
e (Quocient
6z 272  +152° -48 2% — 3z + 4
-6zt 4023 —1227 322 -9z — 12
0 ~1823 +322

+182°  -272%2  +362

0 247  +36x —48

+2422  -362 +48

Fraccions algebraiques

e Una fracci6 algebraica és una fracci6é entre polinomis.

e [Equivaléncia de fraccions algebraiques:

a(w)_@ si alz)-q(z)=0(z) plz
W)~ a(z) () afe) =0l ()

e Per asumar irestar, primerament s’han de reduir al mateix denominador utilitzant
I'MCM de la descomposicié dels denominadors. Si el denominador és el mateix,

es poden sumar els numeradors directament.

e Per a multiplicar i dividir, se segueixen les mateixes regles que en la multiplica-
ci6 i divisié6 de nombres fraccionaris: es multiplica en linia per al producte, i es

multiplica en creu per al quocient.

Arrels i descomposicio ‘ Sigui p(x) un polinomi qualsevol, i @ un nombre real. Ales-

hores, es defineix:

e Valor numéric d’un polinomi. p(a) és el valor numeric del polinomi p(x) quan
r=a
Ezemple: si p(z) = 52> —42% + 52 -1, p(1) =5-13-4-12+5-1—-1 = 5. Per tant,

5 és el valor numeric de p(xz) en =1 i escrivim p(1) = 5.
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e Arrel d’un polinomi. a és una arrel del polinomi p(z) si p(a) = 0. En aquest
cas, es verifica que p(z) = q(z) - (x — a), on ¢(z) és un polinomi de grau menor
que p(x).

Ezemple: si p(z) = 2® — 1, 1 és una arrel de p(x) perqué p(1) = 0. En aquest cas
p(@) = (@ + 1)z 1).

e Teorema del residu. El residu del quocient entre el polinomi p(z) i z — a és

p(a).

Exemple: si p(z) = a* — 1, el residu del quocient de p(z) entre x —3 és p(3) = 8.

e Descomposicié d’un polinomi. Procés que consisteix a expressar el polinomi
en forma de producte d’altres polinomis de menor grau.
Ezxzemple:
62" - 272" + 152% - 48 = (22% - 33 + 4) (327 - 92 - 12)
Aizo vol dir que el polinomsi 621 — 2723 + 1522 — 48 es descompon en el producte

dels polinomis 222 — 3z +4 i 32% - 9z — 12.

e Regla de Ruffini. Algoritme que permet dividir un polinomi entre un altre de
grau 1 amb coeficient de grau 1 igual a 1. Es 1til per a descompondre polinomis.

Exzemple, dividir 523 — 42% + 52 — 1 entre z — 2:

+2 10 12 34

5 6 17| 33

Resultat: 52° — 42® + 50— 1 = (52° + 6z + 17) (z — 2) + 33.
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Exercicis resolts

1. Quin valor numéric pren el polinomi p(z) = 3 - 322 + 8z - 24 quan z = -2? I quin
valor numeéric pren quan z = 37 Es aquest polinomi divisible per z +2? I per = —3?
Raona la resposta.

Solucio6:

Per a trobar el valor numéric d’un polinomi, cal substituir la variable del polinomi pel valor
que volem que prengui aquesta. Aixi:

e Siz=-2 p(=2) = (-2)3 -3-(-2)2 +8-(-2)-24=-8-12-16 - 24 = 60
o Siz=3 p(3)=(3)2-3-(3)2+8-(3)-24=27-27+24-24=0

Pel teorema del residu, sabem que si és un polinomi i un nombre real, el residu de la divisi6
de p(x) entre z — a és p(a). Per tant, pels calculs anteriors, sabem que

e p(—2) =-60 és el residu de la divisi6 p(x) entre x + 2

e p(3) =0 és el residu de la divisi6 p(x) entre z — 3

Per altra banda, es diu que un polinomi és divisible per un segon polinomi quan, en dividir
aquest primer polinomi entre el segon el residu és 0. Per tant, vist quin és el residu en cada
cas, podem afirmar que el polinomi z3 — 322 + 8z — 24 és divisible per = — 3 perd que no és
divisible per x + 2.

2. Calcula el valor de m perqué els quocients tinguin residu 0:

(a) (23 -422-19z+m) =+ (z-7)

(b)  (ma?t - 623 - 522 + 192 - 12) + (z - 3)

Solucio:

Per a estudiar els residus d’aquests quocients, podem aplicar 1'algoritme de la divisié entre
polinomis. Tenint en compte, perd, que els polinomis quocients son polinomis de grau 1, amb
coeficient de grau 1 igual a 1, podem estudiar els residus obtinguts aplicant també el métode
de Ruffini. Estudiem, doncs, el primer cas aplicant el métode de Ruffini.

+1 -4 -19 m

+7 +7 421 +14

+1 +3 +2 14+m

i com que volem que 14+m=0< m=-14
Per tant, el residu de (22 — 422 — 192 + m) + (z — 7) serd 0 quan m = —14.

Pel teorema del residu, sabem que si p(x) és un polinomi i ¢ un nombre real, el residu de la
divisi6 de p(x) entre = — a és p(a). Apliquem, doncs, aquest teorema per estudiar el residu
del segon quocient, on p(z) = ma* - 623 - 522 +19z - 12 iz -a=x-3, és a dir, amb a =3
p(3)=m-(3)*-6-(3)3-5-(3)2+19-(3) - 12=81m - 162 - 45+ 57 — 12 = 81m — 162
162
i com que volem que 81m -162=0< m = T =2

Per tant, el residu de p(x) entre = — 3 serd 0 quan m = 2.

3. Troba 'MCM i PMCD dels polinomis p(z) = z*+523-322-132+10 i ¢(z) = 2?+6x+5.

Solucio:

Per a poder determinar P'MCM i 'MCD de dos polinomis cal, en primer lloc, trobar-ne la
factoritzacio.

Factoritzem el primer polinomi, p(z) mitjancant la regla de Ruffini. Per a aixo, estudiem
primerament quins son els divisors del seu terme independent, ja que seran els candidats a
ser-ne les arrels. Els divisors de 10 sén +1, +2, +5, £10. Trobats els divisors, apliquem Ruffini
fins a arribar a un polinomi irreductible.
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+1 45 -3 -13 +10

+1 +1 +6 +36 -10

+1 46 +3 -10 | O

+1 +1 +7 +10

+1 +7 +10 | O

-2 -2 -10
+1 +5 | 0

-5 -5
w0

A partir de Ruffini concloem que el polinomi p(x) té quatre arrels reals, de les quals una és
doble. Aquestes son la doble arrel +1, i les arrels simples —2 i —5. Per tant, la factoritzacio
del polinomi és

#4523 -322 - 132+10=1-(z - 1)%- (2 +2) - (z +5)
Per a factoritzar el segon polinomi, g(z) considerarem ’equacié de segon grau associada a
ell, z2 + 6z + 5 =0 i la resoldrem aplicant la férmula de I’equacié de segon grau.

-6+V62-4-1-5 -6+4
T = =
2-1 2

Trobades les solucions de ’equacié associada, podem afirmar que les arrels del polinomi g(x)
son -5 i -1 i que factoritza, per tant, g(z) en

=-3+2={-5-1}

22 +62+5=(z+1)-(x+5)

Trobada la factoritzacié dels dos polinomis, podem calcular rapidament el seu MCM i el seu
MCD d’acord amb la definici6 de MCM i MCD.

e MCD(z*+52%-32? - 133+ 10, 2> + 6z +5) =z +5
o MCM(z* +523 -322 - 132+ 10, 22 + 6z +5) = (x +5)(z - 1)*(z + 2)(z + 1)

4. Determina per a quin o quins valors de m es pot simplificar la fraccié algebraica
segilient:
xz® -5z + mx -3
22 -2x-3

Solucio: Per a poder simplificar una expressio algebraica, cal que el numerador i el denomi-
nador de la fracci6 tinguin factors comuns. Per tant, convé estudiar la factoritzacié dels dos
polinomis. En aquest cas, com que el polinomi denominador no depén de m, ens interessa
comengcar per la seva factoritzacié. Com que es tracta d’un polinomi de segon grau, trobarem
la seva factoritzacié resolent ’equacié de segon grau associada a ell:

z2-2z-3=0.

Resolem ’equaci6 de segon grau aplicant la formula coneguda.

2+V4+12 2++4/16 2+4
T = 2 = 2 :?:112:{—1,3}

Resolta ’equacio, hem trobat que el polinomi denominador té dues arrels reals diferents —1
i 3 i que, per tant, factoriza en (z +1) - (z - 3).

Per a poder simplificar la fraccié algebraica, caldra que el numerador també factoritzi en
algun d’aquests factors, el que implica que = -1 o « = 3 s6n arrels del polinomi numerador.

Pel teorema del residu, sabem que si p(z) és un polinomi i @ un nombre real, el residu de
la divisié de p(x) entre x — a és p(a). Per altra banda, també sabem que si el valor numéric
d’un polinomi és 0 per a un cert nombre, es diu que aquest nombre és una arrel (o zero) del
polinomi.

Per tant, es tracta de veure per quins valors de m les arrels del polinomi denominador sén
també arrels del polinomi numerador. Per aix0, calcularem el valor numéric del polinomi
numerador en les arrels del polinomi denominador per intentar trobar per quines m s’anull-
lla el valor numeéric trobat:

o siz=-1 (-1)3-5-(-1)2+m-(-1)-3=-1-5-m-3=-m-9i-9-m=0<m=-9
o siz=+3 (+3)3-5-(+3)2+m-(+3)-3=27-45+3m-3=3m-21i3m-21 == m =+7

Per tant, la fraccio algebraica donada es podra simplificar quan m=-9 o m =7.
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Exercicis per a practicar amb les solucions

5. Troba el quocient i el residu de les divisions segiients:

(a) (23 +522-8)+ (22 +4)
(b) (25 -2 -2z)+ (2% +22)
(c) (7 +525 - 3z% + 1523 + 722 - 10z) + (2 + 3z)

(d) (22° - 122* - 323 + 3422 - 19) =+ (222 - 3)

6. Utilitza la regla de Ruffini per a trobar el quocient i el residu de les divisions

segiients:

(a) (z® +3z-4)+(z+2)

(b) (z* -6z) + (x - 3)

(c) (" =225 +23) =+ (z-2)
(d) (z* +6a3 -2z -5) = (z-1)

7. Dedueix (sense fer-les i sense aplicar la regla de Ruffini) el residu de les divi-

sions segiients:

(a) (z*-23-22+3)+(z-2)

(b) (2 +x®+xt+a3+22+1) = (z-1)
(c) (z®-622+3x+2)+(xz-5)

(d) (z®-2x+4)+(z+3)

(e) Queé has fet servir per a trobar aquests residus?
Solucions:

5. (a) g(z) =z +51ir(x)=-4z-28

(b) q(z) =22 -3 ir(z)=>5z

(c) g(z) =23 +52%2 -6 ir(x) =Tz +8z
)

(d) g(z)=23-622+8ir(z)=5

6.
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5. Matrius

Index
5.1. Matrius: tipus i elements...................ooiiiiii, 133
5.2. Operacions basiques........coiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiin., 136
5.3. Determinant d’una matriu ................oooiiiiiiiil, 141
5.3.1. Metodedecalcul ... 142
5.3.2. Propietats dels determinants ................. .. ... ... 145
5.3.3. Matriu d’adjunts .......... ..o 145
5.4. Matriu inversa........ccoviiiiiiiiiiiiiiiiiieeienennnnn. 146
5.5. Resoluci6 de sistemes ..........coiiiiiiiiiiiiiiiiiia, 149
5.5.1. Amb la matriu inversa..... ...t 152
5.5.2. Métode de Gauss ........oovviriiiiiiiiiiiii 154
5.5.3. Reglade Cramer ..............oooiiiiiiiiiiiiiaa.. 155

5.1. Matrius: tipus i elements

Una matriu és un conjunt de nombres organitzats en m files i n columnes (m i n

nombres naturals), i tancats entre dos paréntesis.

Si una matriu té m files i n columnes, es diu que té dimensié m xn o bé que és d’ordre

(m,n).
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En forma general, una matriu m x n s’escriu de la manera segiient:

columna 1

columna 2

columna 3

columna n

aiy a12 a13 ain fila 1

a1 a2 a3 azn fila 2
A=

asi as2 as3 a3n fila 3

am1 am?2 am3 amn fila m

o bé de manera simplificada:

A= (aij)i=1,....m
Jj=1,....,n

on el primer subindex 7 indica la fila i el segon j la columna. Moltes vegades s’ometen

els possibles valors de ¢ i j i s’escriu simplement A = (a;;).

Aixi, a partir dels subindexs podem identificar ’element de la fila 7 i columna j de la

matriu A com a a;;.

Exemple. Identifiquem elements de la matriu.

En la matriu segiient B, es poden identificar alguns dels elements:

columna 1 columna 2 columna 3
3 1 2 fila 1
B =
1 0 =l fila 2
2 -3 4 fila 3

Veiem que els elements marcats en verd séon: b1 1 =3, b23=-11b3g2=-3
T t T
ﬁlaT ﬁlaT ﬁlaT

columna columna columna

Si comparem dues matrius A = (ay;) i B = (b;j) de la mateixa dimensi6, direm
que soén iguals sempre que tots els seus elements siguin iguals i ocupin les mateixes
posicions, és a dir si

(ai;) = (bij)  si

a;j = b per a qualssevol i, j.

Matrius importants ‘ Hi ha matrius que per les seves propietats, estructura, forma,

... s6n més utilitzades que la resta. N'identifiquem algunes:

e Matriu quadrada. Es una matriu que té el mateix nombre de files que de co-
lumnes, és a dir, té dimensié n xn. Habitualment, per matrius quadrades entenem

matrius d’ordre n.
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e Matriu diagonal. La diagonal d’'una matriu és formada per aquells elements la
fila i la columna dels quals tenen el mateix nombre, és a dir, a1, a22, ass, ...

Quan una matriu quadrada té tots els elements 0 excepte els de la diagonal, diem

que és una matriu diagonal.

e Matriu nulla. Es una matriu en qué tots els seus elements sén 0. Normalment,

es denota per Omn, on m x n és la dimensié de la matriu.

e Matriu identitat. Es una matriu diagonal en la qual tots els elements de la

diagonal s6n 1. La matriu identitat de dimensié d’ordre n s’indica amb I,.

e Matriu triangular. Es una matriu quadrada en qué tots els elements situats per
sota o per sobre de la diagonal son 0. En cas que els elements per sota la diagonal
siguin 0, parlarem de matriu triangular superior. En canvi, si els elements situats

a sobre la diagonal son zero parlarem de matriu triangular inferior.

e Matriu transposada. La matriu transposada d’una matriu A es denomina AT

i és la matriu que resulta de canviar files per columnes en la matriu A.
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e Matriu simétrica. Es aquella que coincideix amb la seva transposada.

5.2. Operacions basiques

Suma i resta | Dues matrius es poden sumar o restar inicament si les seves dimensions

sén les mateixes. En aquest cas, la suma de les matrius és igual a la suma ordenada
dels elements que ocupen la mateixa posicio, i el resultat de la qual s’haura de posar
en la mateixa posici6 de la matriu suma; és a dir, si A = (aj;) i B = (b;;) son matrius

de dimensié m x n,
La suma és A+ B = (aij) + (bij) = (ai]’ + bi]’)

La resta és A— B = (ai]‘) - (bi]’) = (aij - bij)
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Propietats de la suma de matrius. So6n molt semblants a les propietats de la

suma de nombres tenint en compte que només podem sumar matrius de la mateixa

dimensio:

e Commutativa: A+ B=B+ A
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e Associativa: A+ B+C=A+(B+C)=(A+B)+C

e Element neutre: hi ha una matriu, denominada element neutre, que, sumada
a qualsevol altra matriu A de la mateixa dimensio, té com a resultat sempre A.

Aquesta matriu és la matriu nulla.

e Tota matriu té un element oposat, que sumat amb l'original resulta ’element

neutre. L’element oposat d’A és —A.

Exemple. Element oposat de la suma.

1 2 -3 -1 -2 3
A=l 5 1 9| ~4=] 2 1 2
1 3 1 +1 -3 -1
ja que
1 2 -3 -1 -2 3 00 0
A= 9 1 2| 2 -1 2 [F] 0 0 o0
13 1 +1 -3 -1 0 0 0

Producte per un escalar | El producte d’una matriu per un escalar (un nombre real)

sempre es pot calcular i consisteix a multiplicar tots els elements de la matriu per
aquest nombre. Es a dir, si r és un nombre real, i A = (a;;) és una matriu, el producte

de la matriu per I’escalar és

r-A=r-(aij) = (r-ai)

Propietats del producte per un escalar

e Commutativa:r-A=A-r
e Associativa: (r1-r2)-A=r1-(r2-A)

e Element neutre: hi ha un escalar, denominat element neutre, que multiplicat a

qualsevol matriu A té com a resultat sempre A. Aquest és el nombre 1.
e Distributiva: en aquest cas en tenim de dos tipus:

oescalar r- (A+B)=r-A+r-B

ode matriu (r1 +m2)-A=r1-A+r2- A
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Exemple. Producte per un escalar.
Si continuem amb la mateixa matriu A dels exemples anteriors i la multipli-

quem per ’escalar 3,

1 2 -3 31 3-2 3-(-3) 3 6 -9
3:4=3-1 9 1 2 |7| 3.2 3.1 3.2 || 6 3 -6
-1 3 1 3-(-1) 3-3 3-1 -3 9 3

Per a dividir una matriu per un nombre, s’ha de multiplicar aquesta matriu per

l’invers del nombre.

Producte de matrius | Per a multiplicar dues matrius, A i B, i obtenir la matriu

producte A-B, s’ha de comprovar que el nombre de columnes de la matriu A coincideixi
amb el nombre de files de la matriu B. Es a dir, si A és una matriu de dimensi6é m xn,
només es pot multiplicar per la matriu B si aquesta té dimensié n x r. En el cas que
aix0 sigui aixi, la matriu producte, P = A - B, té dimensié m x r, és a dir, el mateix
nombre de files que la matriu A i el mateix nombre de columnes que la matriu B. En

resum, les dimensions de les matrius el producte quedarien

(mx[n) - (n ] =[m]xx]

Per a trobar I’element p;;, s’han de multiplicar ordenadament els elements de la fila
i de la matriu A pels elements de la columna j de la matriu B i s’obté p;; com la

suma de tots aquests productes.
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Aixi, doncs, es pot dir en general que si A = (a;5) és una matriu m xn i B = (bs;)

és una matriu n x r, la matriu producte d’A per B, P = (pij) = A- B, és una matriu
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m x r, i els seus elements es calculen de la manera segiient:

pij:a7;1~b1j+a¢2'b2j+a¢3~b3j+ +ain'bnj

Propietats del producte de matrius

e Associativa: A-B-C=A-(B-C)=(A-B)-C

e L’element neutre del producte de matrius quadrades és la matriu identitat,
In. Es a dir, si A és una matriu quadrada de dimensioé n x n, es compleix que

A-In=1,-A=A.

e De vegades (encara que no sempre), hi ha matrius quadrades que tenen element
invers. Aquesta matriu, quan existeix, es denomina inversa. També es diu que
la matriu A és invertible. La matriu inversa d’una matriu quadrada de dimensié
nxn A s'indica A~ , 1 compleix

A-At =1, i oAata=g,
e En general, el producte de matrius NO és commutatiu. Es a dir, si Ai B
son dues matrius, quan es poden fer els productes A- B i B- A, generalment

A-B+B-A

encara que algunes vegades (molt poques) podria ser igual.

5.3. Determinant d’una matriu

Per a cada matriu quadrada es pot definir un nombre que és de gran ajuda, entre
altres coses, per a determinar si aquesta matriu és invertible, i, en cas afirmatiu,
també és imprescindible per a calcular la inversa d’aquesta matriu. Aquest nombre
es denomina determinant de la matriu. S’escriu det(A) o |A4|, on A és el nom de

la matriu.

Per a indicar el determinant d’una matriu, els seus elements s’han de posar entre dos

segments verticals i no entre paréntesis.

Exemple. Notaci6é pel determinant d’una matriu.

El seu determinant s’indica

A=l9 1 2 det(A) =19 1 _o
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5.3.1. Meétode de calcul

Es definira el determinant de manera recursiva, és a dir, primer per a matrius de

dimensi6 1 x 1, a continuacié per a matrius de dimensié 2 x 2, i aixi successivament.

Determinant d’una matriu 1 x 1| Es igual al nombre que compon la matriu.

Exemple. Determinant 1 x 1.

siA=(3) det(A) =13/ =3

Determinant d’una matriu 2 x 2 | Es igual al producte dels elements de la diagonal

menys el producte dels altres dos elements.

Exemple. Determinant 2 x 2.

1 1 -1
si A= det(A) = =1-4-(-1)-2=6

Determinant d’una matriu 3 x 3 | Es calcula sumant aquests tres productes,

[ ] [ ] [ ] .‘ @ [ ] @ [ ] L ]
e 4 o e e e o _eo o
e o o e o o e o o

és a dir,

a1l ai2 a3

=0a11-0a22°a33 +a12-a23-a31 +a21-0ai3 - a3z
a1 G22 a23
—a31°0a22°0G13 — Q12021 *G33 — a1l a23 - a32

az1 as2 ass

Aquesta regla grafica per facilitar el calcul dels determinants d’ordre 3 s’anomena

regla de Sarrus.

Els determinants van aparéixer a Ies@

matematiques molt abans (s. XV )
que les matrius (s. XX). El terme
matriu va ser creat per James
Joseph Sylvester fent entendre que
era la "mare” dels determinants.
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Exemple. Determinant 3 x 3.

1 2 -3
_=1-1-1+2-(=2)- (1) +2-(-3) -3 (-1)-1-(-3)
2 1 -2|°
-2:2:1-1-(-2)-3=-14
-1 3 1

Determinant de matrius 4 x 4 | En aquest cas s’ha de descompondre el determinant.

Triem una fila o columna i desenvolupem per aquesta. Per exemple, si triem la primera

columna,
a1 a2 a1z ai4
az2 a3 a4 a2 a13 a4
a1 aze azs a4
att - aot -
Il azs as3s as4 2171 agz2 a3z as4
a3l a3z a3z as4
a42  a43 a4 a42 @43 a4
a41 @42 a43  a44
a2 a3 aus a2 a3
FA31 a9y any apa | T 17| age ass
as2 @43 aa a2 ass

Es a dir, es tracta de multiplicar cada element de la fila o columna triada pel de-
terminant de la matriu 3 x 3 que resulta d’eliminar la fila i la columna corresponent
a aquest element. A més, s’han d’alternar els signes sabent que ’element aj1 té

sempre el signe +. Per exemple, ’element a11 s’ha de multiplicar pel determinant de

la matriu que resulta d’eliminar la fila 1 i la columna 1, és a dir,

L’element a21, aquesta vegada canviat de signe, s’ha de multiplicar pel determinant

de la matriu que resulta d’eliminar la fila 2 i la columna 1, és a dir:

a2 a23 a24
S’elimina la fila 1 i la columna 1

az2 aszz as4

a42 a43 Q44

ai2 a3 a4
S’elimina la fila 2 i la columna 1

a32 asz3 a34

a42  A43 Q44

i se segueix d’aquesta manera amb tots els elements de la primera columna.
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El determinant que resulta d’eliminar la fila i i la columna j se I’anomena menor

complementari de ’element q;;, i s’indica o;; (a, alfa, és la primera lletra de

lalfabet grec).

Per exemple, en el cas de la matriu 4 x 4 anterior, el menor complementari d’a3; és

Q31 =

a2 ai3 ai4
a2 a23 a24
a42 Q43 Q44

Aixi, doncs, 'expressioé que calcula el determinant 4 x 4 es pot simplificar encara més:

ail

a21

az1

aq1

a12

a22

az2

a42

a13

a23

asz3

a43

alq

a24

a34

a44

=0a11011 —a21021 +a31031 — a41041

Iniciacié a les matematiques per a ’enginyeria

Aquest métode es pot utilitzar també per calcular els determinants de matrius d’ordre

2 i d’ordre 3.

El calcul del determinant es pot fer amb qualsevol columna (o fila) de la matriu (tenint
en compte els signes). S’ha utilitzat tan sols la primera columna per a simplificar

I'explicacio6.

Exemple. Determinant matriu 4 x 4.

Triem la primera columna.

-1 3 1
0o 2 3 -1 3 1 -1 3 1 -1 3 1
1/ 0 2 3
Ll 2 611 2 6o 2 3-%lo 2 3|=9
1 -2 6
1 0 3 1 0 3 1 0 3 I —2 6
0 1 0 3
També hauriem pogut calcular-lo desenvolupant per una altra fila o columna.
Si triéssim la segona fila quedaria
2 -1 3 1
-1 3 1 2 3 1 2 -1 1 2 -1 3
0 3
=1 2 6[t0fa 2 6|22 1 '3z 1 —2[=9
2 1 -2 6
1 0 3 0o 0 3 0o 1 3 0 1 0
0 1 0 3

Determinant de qualsevol matriu quadrada | Se segueix el mateix procediment que

en matrius 4 x 4: es multiplica cada element de la fila o columna que escollim pel

seu menor complementari. A més, s’han d’alternar els signes comengant sempre per
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I'element a11 que té signe +. Es a dir:

a1l a2 a3 Glp
a1 a2 a3 42
n+l
=a11x11 — a21a21 +aziazr —...+ (-1 an1Q
as1  asy  asy - asm 11011 — 21021 + 431031 (-1) n1Qn1l
anl Gp2 ap3 ... Qann

Recordem que el calcul del determinant es pot fer amb qualsevol columna (o fila) de

la matriu (tenint en compte els signes).

5.3.2. Propietats dels determinants

Tenim un conjunt de propietats que es compleixen per a determinants que qualsevol

ordre. Aquestes propietats ens poden ajudar a simplificar els calculs.

1) El determinant d’una matriu coincideix amb el de la seva transposada

det(A) = det(AT)

2) Siintercanviem dues files o dues columnes, el determinant és el mateix perd canvia

de signe.

3) Si multipliquem tota una fila o una columna per un valor k, el determinant queda
multiplicat per k. En particular, si tenim una matriu d’ordre n, det(k - A) =

k™ - det(A).

4) Si la matriu té dues files o dues columnes iguals o proporcionals (és a dir, és la

mateixa multiplicada per un nombre), el determinant val 0.
5) Si la matriu té una fila o columna de zeros, el determinant és 0.

6) Si a una fila o columna se suma una altra multiplicada per una constant, el

determinant no varia.
7) El determinant d’una matriu triangular és el producte dels valors de la diagonal.

8) El producte de determinants és igual al determinant del producte.
det(A- B) = det(A) - det(B).

Moltes vegades s’utilitza la propietat 7 per a aconseguir una fila o columna amb el
maxim de 0 possibles i aixi reduir els calculs a I’hora de calcular el determinant de la

matriu desenvolupant per aquella fila o columna.

5.3.3. Matriu d’adjunts

Relacionat amb el concepte de menors complementaris, i també com a eina per a cal-

cular la matriu inversa (en cas que n’hi hagi), podem definir I’adjunt d’un element
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de la matriu.
L’adjunt de I’element a;; de la matriu A s’indica amb A;; i es defineix de la manera

seglient:

L iy 4 i iy
A” = (—1) ;5 on gy és el menor complementari de aij

Es pot observar que si 4+ j és un nombre parell, A;; = ;. En canvi, si ¢ +j és un
nombre senar, A;; = —a;;. Es a dir, el signe que s’ha d’anteposar al menor comple-
mentari per a obtenir ’element corresponent adjunt es regeix per la matriu de signes

seglient:

-+

Per exemple, I'adjunt de I'element as34 és Asyq = (—1)3+4a34 = —a34. La matriu forma-
da per tots els adjunts dels elements de la matriu A s’anomena matriu d’adjunts

d’A, i s’'indica habitualment amb A’, tot i que a vegades també podem trobar Adj(A).

Cal vigilar amb aquesta definicio, ja que hi ha una definici6 alternativa (també usada)

en la qual es considera la matriu d’adjunts com la matriu transposada a A’.

5.4. Matriu inversa

Una matriu quadrada nxn es pot invertir sempre que el seu determinant

no sigui 0.

Per a trobar la inversa d’una matriu A haurem de calcular primer la seva matriu
d’adjunts. Una vegada trobada la matriu d’adjunts d’A, és molt senzill trobar la

matriu inversa d’A a partir de la férmula segiient:

_ 1 NT
‘- det(A)( )

Dit d’una altra manera, la m matriu d’adjunts, transposada i dividida entre el valor
del determinant d’A. Es evident que, com ja s’ha dit, el determinant d’A ha de ser
diferent de 0; en cas contrari, la férmula no es pot aplicar. Alternativament, podem

calcular primer la transposada de la matriu i després la matriu d’adjunts

_ 1 ’
A= det(A) (4%)
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Calcul pel métode de Gauss. Un altre métode per a trobar la matriu inversa
és el de Gauss. En aquest métode partim d’una matriu dividida en dues parts: en la
primera part (esquerra) colloquem la matriu donada A = (as;) i en la segona part

(dreta) la matriu identitat. Per a una matriu 3 x 3, ens quedaria
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a1l a2 a3
a21 a22 a3
a3zl a3z as3

Després apliquem transformacions lineals (veurem tot seguit quines son les transfor-
macions permeses) a les files de la matriu fins a arribar a una matriu en qué la matriu
identitat estigui a la primera part (esquerra)

1 0 0|bix b1z bi3

0 1 01]b2y boo bog

0 O 1 |b31 b3y b33

Aleshores la matriu inversa és la que ens ha quedat en la segona part (bs;)

Les transformacions lineals que podem fer son:

e Canviar l'ordre de les files.
e Multiplicar una fila per un nombre que no sigui 0.

e Sumar a una fila una altra multiplicada per un nombre diferent de 0.

Aquestes transformacions s’han de fer simultaniament en les dues parts de la matriu.

Normalment s’indica quines sén les transformacions que fem a cada pas escrivint com
s’ha obtingut la nova fila. Denotem per Fi la fila ¢ i C'j la columna j. Podem veure-ho

en el segiient exemple.
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5.5. Resolucio de sistemes

Un sistema d’equacions lineals amb m equacions i n incognites com el segiient,

ail -1 +a12-xr2 +... +ain-Tn =by

as1-x1 +ass-xr2  +... +4aop-Tn =bs
]

aml - T1 +am2-T2 +... +amn-Tn =bm

es pot expressar en forma matricial de la manera segiient:
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a1l a2 a3 - dln z1 b1
a1  az2 a3 v a2 ) b2
az1  az2 azzy v asp z3 | 7| b3
aAml am2 am3 ... OGmn Tn bm

—_— N —
A X B

Aquesta manera d’escriure’l es denomina equacié matricial. Ens fixem que és del

tipus

on A s’anomena matriu associada al sistema, B el vector de termes independent, i on

X és una matriu n x 1 d’incognites.

Conceptes previs. Per a conéixer el nombre de solucions d’un sistema matricial,
s’han d’introduir alguns conceptes: menor d’ordre k, rang d’una matriu i matriu

ampliada d’un sistema matricial.

Menor d’ordre k| Donada una matriu A, si se seleccionen k files i k columnes de la

matriu, i es calcula el determinant d’aquestes kfiles i kcolumnes, a aquest determinant
se ’anomena menor d’ordre k de la matriu A. En cas que s’escullin totes les files
excepte una, i totes les columnes excepte una, ens trobem, com és sabut, davant un

menor complementari.

Exemple. Menor d’ordre k.

-3 -1 3 1

2 6

menor d’ordre 2

eliminant files 1,2

2 1 -2 6 i columnes 2,3 0 3

Rang d’una matriu | Es I'ordre maxim dels menors de la matriu que no sén 0. El

rang d’una matriu A s’indica rang(A). Per a trobar-lo, s’han de calcular tots els
menors d’ordre maxim per si n’hi ha algun de diferent de 0. Si no és aixi, es calculen
tots els menors d’ordre una unitat menor per si n’hi ha algun de diferent de 0. I aixi

successivament. L’ordre del primer menor diferent de 0 sera el rang de la matriu.
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Exemple. Rang d’una matriu.
En el cas de la matriu anterior s’observa que el determinant és 0 (és a dir, el
menor d’ordre 4 és 0), aixi que s’ha de comprovar si hi ha algun menor d’ordre

3 que no sigui 0.

-3 -1 3 1
0o 2 3
2 0 2 3 menor d’ordre 3 19
bl AN _
eliminant fila 1 1 -2 6
2 1 2 6 i columna 1
1 0 3
0 1 0 3

Per tant, aquesta matriu té rang 3 perqué un dels seus menors d’ordre 3 no és
01 el d’ordre 4 és 0.

Matriu ampliada | Si considerem el sistema matricial A+ X = B, la matriu ampliada

és la matriu formada per la matriu A més la columna B. Generalment, aquestes dues

parts de la matriu ampliada se separen per una linia i s’indica la matriu ampliada

per A,
En el sistema matricial inicial, la matriu ampliada és:
a1 a2 a3 - aip | b
a1 age a3 - agp | b2
A= a3l az2 a3z - asp | b3
Gml @m2 am3 --- Gmn | bn

Discussi6 de sistemes. Donat un sistema matricial A-X = B, on A és una matriu
mxn (m és el nombre d’equacions i n el nombre d’incognites) ens podem trobar amb
tres tipus diferents de sistemes segons el nombre de solucions que tenen. No cal que
intentem calcular les solucions per a saber de quin tipus de sistema es tracta; n’hi ha
prou de calcular el rang de la matriu associada al sistema A i el rang de la matriu

ampliada A*. Vegem-ne els diferents casos:

Podem resumir el teorema de !B

Rouché-Frobenius amb amb
I'esquema segiient

e El sistema no té solucié si el rang de la matriu A i el de la matriu ampliada A*
son diferents, és a dir, si

rang(A) # rang(A”).

Sistema lineal amb m
equacions i n incognites
Rang(4) = Rang(A*)?

e El sistema té soluci6 en els casos qué el rang de la matriu A i el de la matriu

. P ( SI ) [ NO ]
ampliada sén iguals. (Sistena compatible]  (sistema incomparic)
!
*
rang(4) = rang (4"
Aleshores hem de comprovar si coincideix amb el nombre d’incognites (n); es )

sistema compatible sistema compatible
determinat indeterminat

poden donar els casos segiients:

o Si|rang(A) =n, | la soluci6 és tnica, és a dir, hi ha una tnica matriu X que
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compleix que A- X = B.
o Si |rang(A) <n, | la solucié no és tnica; de fet, en aquestes condicions, el

sistema té infinites solucions.

Aquest resultat es coneix com el teorema de Rouché-Frobenius.

Exemple. Discussié d’un sistema. Donat el sistema d’equacions lineals

1 1 1 -1 T 1
z 4y +z -—w =1
+y -z 4w =-1 equvala | 0 1 -1 1 Y =1
- = =
3z +6z2 —-6w =6 3 0 6 -6 P 6
-y +z ~w =1
0 -1 1 -1 1 1

Si calculem els rangs de les matrius A i A* obtenim
rang(A) = rang(A*) =2<n =4
Per tant, aquest sistema té infinites solucions (com es pot comprovar en el

tema dedicat a sistemes d’equacions).

5.5.1. Amb la matriu inversa

Per a resoldre el sistema, ens trobem amb dos casos: que el sistema té una tunica

solucié o que en té infinites.

Si el sistema matricial A- X = B té solucié tnica (si es compleix que

’ rang(A) = rang(A*) =n ‘), es tria un menor d’ordre n de la matriu A que no sigui 0

(la submatriu d’aquest menor s’anomena A) i es trien les files de B que coincideixin
amb les files de la submatriu del menor d’ordre n escollit (aquestes files s’anomenen
B). Fixeu-vos que si n =m A coincideix amb A i B coincideix amb B.

Per a resoldre el sistema A-X = B, n’hi ha prou de resoldre A-X = B . Ara bé,
com que A és una matriu quadrada el determinant de la qual no és 0, existeix la seva

. c . . —-1
inversa. Per tant, podem multiplicar a banda i banda per A

A A.x=2"B

J— _1 J—
Sabem que A - A = I; per tant, la soluci6 del sistema és

Sistemes homogenis
Un sistema homogeni és aquell en
qué el vector de termes
independents B és zero.
Fixem-nos que en aquest cas
sempre tindrem

Rang(A) = Rang(A*)
Per tant, sempre tindrem un
compatible.
En cas que rang(A) coincideixi
amb el nombre d'incognites (n),
tindrem un sistema compatible
determinat en qué I'Gnica solucié és
x1=...=xpy =0.

G
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Exemple. Resolucié d’un sistema amb una tnica soluci6.

rT+y+2=0 Lo L 0
4
20 -5y —2z=-2 2 -5 =2 )
equivalent a y |=
3x+4y+2=8 3 4 1 8
2 +2y+22=0 @
2 2 2 0

Té una tnica solucié perqué rang(A) = rang(A*) = 3. Per a resoldre’l, s’ha
d’escollir un menor d’ordre 3 que no sigui 0 (per exemple, el menor format per
les tres primeres files). Aixi tenim que, per a resoldre el sistema plantejat, n’hi

ha prou de resoldre el sistema equivalent A- X = B on
1 1 1 0

A=l9 5 -9

w
S
—
|
oo

i la soluci6 del sistema és

3 3 3 3 3 3 0 1
—-1 1 1
sid =l s 2 4 |PX= 8 o2 o4 [ 2 |7 2
23 -1 -7 23 -1 -7 |\ -8 =3

Aixi, doncs, la solucié és z =1,y = 2,2 = =3 (o bé (z,y,2) = (1,2,-3)).

En el cas que ’ rang(A) = rang(A*) =r<n ‘ el sistema té infinites solucions; tot i

aixi, s’ha de fer el mateix.

Només cal tenir en compte que, una vegada escollit el menor d’ordre r, s’ha de trans-
formar el sistema d’equacions inicial, de manera que les incognites que no correspon-
guin amb una columna del menor anterior s’han de situar a l’altre costat del signe
igual, en el vector de termes independents B. Aixi s’obtindra un sistema amb r in-
cOgnites, que es podra expressar en forma matricial. També la B contindra alguna de

les incognites.

Ara ja es podra resoldre el nou sistema de la mateixa forma (perqué es tracta d’un
sistema amb 7 incognites, la matriu de la qual té rang r). S’ha d’assenyalar que la
solucid, en aquest cas, vindra donada en termes d’algunes de les incognites, per la

qual cosa no sera una solucié tnica.
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5.5.2. Meétode de Gauss

Vam veure en el tema de sistemes d’equacions que un dels métodes per resoldre un
sistema és utilitzar el métode de Gauss. Aquest métode consisteix en transformar el
sistema en un d’equivalent que sigui triangular. D’aquesta manera és facil trobar la
solucié per substitucié cap enrere.

Es pot utilitzar el métode de Gauss per a la resolucié d’equacions transformant només

la matriu ampliada, sense necessitat d’escriure repetidament les incognites.
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5.5.3. Regla de Cramer

Un altre métode per resoldre un sistema amb el mateix nombre de solucions que
d’incognites i determinant de la matriu associada al sistema diferent de 0 és conegut

com la regla de Cramer.

La regla de Cramer ens diu que davant un sistema de n equacions i n incognites
tal que det(A) # 0 (on A matriu assoaciada al sistema) podem calcular les matrius
A1, Aa, ..., An que resulten de substituir les columnes 1, 2, ..., n d’A respectiva-

ment per la columna dels termes independents. Aleshores, la soluci6 del sistema és

x| [Ao] IAnl)
AT TA A

(w17w27-~-,$n)=(

on recordem | X| indica el determinant de la matriu X.
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Observem que si el sistema és compatible indeterminat també podem utilitzar aquest

métode afegint en el terme independent les incognites que siguin necessaries per tal
que la matriu del sistema sigui quadrada. D’aquesta manera amb el nou terme inde-

pendent també podrem aplicar aquest métode.
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Resum

Una matriu és un grup de nombres organitzats en files i en columnes limitats per

paréntesis:
columna 1 columna 2 columna 3 columna n
ail ai2 ai3 ain fila 1
azi a2 a3 aon, fila 2
A=
asl as2 ass asn fila 3
am1 am?2 ams3 - amn fila m

A és una matriu de dimensi6 m x n que també es pot escriure de forma simplificada

A= (aij)ilzl,“.,m

Jj=1,...,n

on 7 indica la fila i j la columna.

Matrius importants

e Matriu quadrada. Es una matriu que té el mateix nombre de files que de co-

lumnes, és a dir, té dimensié n x n.

e Matriu diagonal. La diagonal d’una matriu esta formada per aquells elements
la fila i la columna dels quals tenen el mateix nombre, és a dir, a1, a22, ass, .. ..
Quan una matriu quadrada té tots els elements 0 excepte els de la diagonal, direm

que és una matriu diagonal.

e Matriu nulla. Es una matriu en qué tots els seus elements s6n 0. Normalment

es denota per Omn, on m x n és la dimensié de la matriu.

e Matriu identitat. Es una matriu diagonal quadrada en la qual tots els elements

de la diagonal s6on 1. La matriu identitat de dimensié n x n s’indica amb I,.

e Matriu triangular. Es una matriu quadrada en qué tots els elements situats
per sota o per sobre de la diagonal sén 0. En el cas que siguin 0 els elements de
sota la diagonal, parlarem de matriu triangular superior. En canvi, si sén zero els

elements situats a sobre la diagonal, parlarem de matriu triangular inferior.

e Matriu transposada. La matriu transposada d’una matriu A es denomina AT;

és la matriu que resulta de canviar files per columnes en la matriu A.

e Matriu simétrica. Es aquella que coincideix amb la seva transposada.

Operacions basiques
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e Suma i Resta. Dues matrius es poden sumar o restar tinicament si les seves
dimensions son les mateixes. En aquest cas, la suma de les matrius és igual a la
suma ordenada dels elements que ocupen la mateixa posicio, i el resultat s’haura
de posar en la mateixa posici6 de la matriu suma. Es a dir, si A = (a;;) i B = (b;;)

s6n matrius de dimensiéo m x n,

la suma és A+ B = (aij) + (bij) = (aij + bij)

la resta és A— B = (aij) - (bij) = (aij — bij)

e Producte per un escalar. El producte d’una matriu per un nombre sempre es
pot fer, i consisteix a multiplicar tots els elements de la matriu per aquest nombre.
Es a dir, si r és un nombre real, i A = (a;;) és una matriu, el producte de la matriu

per I'escalar és
r-A=r-(aij) = (r-aij)

e Producte de matrius. Per a multiplicar dues matrius, A i B, i obtenir A - B,
s’ha de comprovar que el nombre de columnes de la matriu A coincideixi amb el
nombre de files de la matriu B. Es a dir, si A és una matriu de dimensi6é m x n,
només es pot multiplicar per la matriu B si aquesta té dimensié n x r. En el cas
que aixo sigui aixi, la matriu producte, P = A - B, té dimensié m x r, és a dir, el
mateix nombre de files que la matriu A i el mateix nombre de columnes que la

matriu B.

Per a trobar I’element p;;, s’han de multiplicar ordenadament els elements de la
fila i de la matriu A pels elements de la columna j de la matriu B i obtenim p;;
com la suma de tots aquests productes.

Pij = ailblj + aigbgj + aigbgj + ...+ ainbnj

El producte de matrius NO és commutatiu.

El determinant d’una matriu quadrada és un nombre que, entre altres

aplicacions, és molt tutil per a saber si una matriu té inversa i per a calcular-la. Per
a indicar que es calcula el determinant d’una matriu, els elements d’aquesta s’han de

posar entre dos segments verticals.

e Matriu 1 x 1: és igual al nombre que compon la matriu.

e Matriu 2 x 2: és igual al producte dels elements de la diagonal menys el producte

dels altres dos elements.
e Matriu 3 x 3: regla de Sarrus.

ailr a2 a3

=ai1-a22-a33 taiz2- a3 a3l +az1-ai3 - a32
a1 a2 a3
—a31-+0a22-a13 —a12 a1 - a33 — ail - a23 - a32

a3l a3z as3

e Matriu 4 x 4 (o d’ordre superior): calcul de manera recursiva a partir de matrius



© FUOC o PID 00270075 159 Iniciacié a les matematiques per a I’enginyeria

3 x 3.

ail a2 ai3 a4
a1 a2 a3 a4
=a11011 —a21021 +a31a31 — a410¢41

a31p a32 a3z a34

a41 Q42 @43 Q44

on a;; és el menor complementari d’a;;, és a dir, el determinant que resulta

d’eliminar la fila 7 i la columna j del determinant.

Si el producte de dues matrius quadrades A i B de dimensié n xn

és igual a I,
A-B=I,iB-A=1,

B és la matriu inversa d’A i es denota B = A™L.

Una matriu quadrada n x n es pot invertir sempre que el seu determinant no

sigui 0.

_ 1 NT
AT det(A) (4)

on A’ és la matriu d’adjunts dels elements de la matriu A. Un adjunt d’un element
aij de la matriu A es denota A;;.
Aij = (-1) 7 ay

on ay; és el menor complementari d’a;;.

Rang d’una matriu | Si se seleccionen k files i £ columnes de la matriu, i es calcula

el determinant d’aquestes k files i k columnes, aquest determinant s’anomena menor
d’ordre k de la matriu A.
L’ordre maxim dels menors de la matriu que no soén 0 és el rang d’una matriu A i

s’indica rang(A).

Discussi6 i resolucié de sistemes amb matrius | Un sistema d’equacions lineals amb

m equacions i n incognites com el segiient

ai1-x1 +aij2-r2 +... +aipn-Tn =b1
as1 - 1 +ag2 -T2 +... +a2p - Tn =bo
aml1 - T1 +am2- -T2 +... +amn-Tn =bm

es pot expressar en forma matricial de la manera segiient:
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a1l a2 a3 - dln 1 b1
a1 a2 a3 v a2n T2 b2
az1  az2 azzy v asp z3 | 7| b3
aAml am2 am3 ... OGmn In bm

Aquesta manera d’escriure’l es denomina equacié matricial. Fixem-nos que és del
tipus A+ X = B, on A s’anomena matriu associada al sistema, B el vector de
termes independents i X és una matriu n x 1 d’incognites. La matriu ampliada

(A*) és la matriu formada per la matriu A més la columna B.

e Fl sistema no té solucié si el rang de la matriu A i el de la matriu ampliada A*
son diferents, és a dir, si

rang(A) # rang(A*).

e Fl sistema té soluci6 en els casos qué el rang de la matriu A i el de la matriu

ampliada soén iguals:

rang(A) = rang(A*)
Aleshores hem de comprovar si coincideix amb el nombre d’incognites (n), i es
poden donar els casos segiients:
o Si rang(A) = n, la solucié és tnica, és a dir, hi ha una tnica matriu X que
compleix que A- X = B.

o Sirang(A) < n, la solucié no és tinica; de fet, en aquestes condicions, el sistema

té infinites solucions.

Aquest resultat es coneix com el teorema de Rouché-Frobenius.

Esquema de la discussié d’un sistema d’equacions

sistema incompatible

sistema compatible
indeterminat
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Exercicis resolts

0 0 -1
1. Si I3 és la matriu identitat d’ordre 3 i A = 1 1 —1| resol les equacions
1 0 2

matricials segiients:

(a)X~A:A+13

(b)2-Y-A-Y = At

Solucio:

(a) En primer lloc observem que det(A) = 1 # 0; per tant, podem calcular la matriu
inversa d’A.

X A=A+lI3 o X=(A+13)- A =13+ A7!

Només ens cal calcular la inversa de la matriu A

T
2 1 -1 2 0 1
-1
A7=710 1 of =|1 1 1
1 1 0 -1 0 0
3 0 1
Si sumem la matriu identitat a aquesta matriu, obtenim X =| | o
-1 0 1

(b) Igual que en apartat anterior, veiem que
2Y-AY=A'e (2 3-A)Y=AT oy =(2-I3-A)1. AT
Per tant, utilitzant la formula de la matriu inversa, tenim
0 0 -1
@ I-AT"= 4 1

1 0 2
1 1 -2
Si ara multipliquem aquesta matriu per la matriu AT, obtenim Y = 1 3 _3
-2 -3 5

2. Resol les equacions segiients per la incognita x:

1 0 1
7 0
@z 1 of*5=
0 1
0 = =
r+1 1 1

Solucio:

1 0 1

(a) Calculem, per una banda, el primer determinant x 1 ol==+ 22 i, per altra

0 = =
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7 0
banda, el segon = 7; per tant, ens queda 'equaci6 z2 +z+5=7 < 22+ -2 =0.

0 1
Si resolem aquesta equacié aplicant la formula de ’equacié de segon grau, obtenim dues
solucions: z =11z =-2.

(b) Igual que en lapartat anterior, calculem el determinant de I’equacio:

z+1 1 1
1 z+1 1 |=@+1)®*+2-3(x+1)=2(z+3)

1 1 r+1
Si igualem aquest resultat a 0, obtenim una equacié amb dues solucions: z =0 i x = -3.

3. Donades les matrius segiients

1 4 7
A=l_2] B:(5 2 1)7 C=1-2 1
3 0 3
-3 2 2 -1
17 -2
D=lo|. E=|l3 -3 3| F=
2 4 1
0 0o 0 1

(a) Indica quantes files i columnes tenen i decideix quines parelles es poden
sumar entre elles i quines es poden multiplicar. En el segon cas indica ’ordre
en qué es poden multiplicar. Efectua totes les sumes possibles i només els
productes possibles en qué aparegui la matriu E.

(b) Decideix si les operacions segiients s6n possibles, i en cas afirmatiu efectua

les operacions:
A-D'+E+F.C, (A+D)-E, B-E-C-F, (B+E)-C.

Solucio:

(a) Comencem per donar les dimensions de les diferents matrius:

Matriu A B C D E F

Dimensions | 3x1 | 1x3 | 3x2 | 3x1 | 3x3 | 2x3

-2

Pel que fa la suma, només podem sumar A+ D =] _o|.

3
Pel que fa als productes, podem calcular
A-B B-A E-A F-A B-C B-D D-B

B-EFE E-C F-C C-F E-D F-D F-E
Calculem tots els productes que contenen la matriu E.

-9 -12 -15 6
E-A=|18 B'E=(—4 4 2) E-C=|18 27 E-D=|_9
3 0o 3 0
19 -19 18
F.-E-=
16 -16 15

(b)Observem que només podem calcular B-E-C - F = (12 - 240 30)
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4. Calcula el rang de la matriu segons el valor de k.

Solucié: Com que A és una matriu de dimensions 3 x 4, el rang maxim que pot tenir és 3.
Per tal que aquesta matriu tingui rang 3, algun dels 4 possibles menors d’ordre 3 ha de ser
diferent de 0.
Els calculem:

2 1 1 2 1 k 1 1 k 2 1 k

2 3 -1=0 |2 3 1|=7-9% |3 1 qf=-T+9% 4o g q|=-T+9%
3 0 3 3 0 1 0o 3 1 3 3 1
Veiem que si -7+ 9k # 0 < k # L la matriu A té rang 3, en canvi si k = % llavors tots els

9
menors d’ordre 3 valen 0 i per tant el rang de la matriu no pot ser 3.

En aquest daltim cas, veiem perd que tenim com a minim un menor d’ordre 2 que no és 0; per

2 1
exemple, si agafem les dues primeres files i les dues primeres columnes, =4.

2 3

O sigui que podem concloure que quan k = g el rang de la matriu A és 2 i quan k # g el rang
de la matriu A és 3.

5. Comprova que (A+B)™!# A7l + B! amb les matrius

12 1 1 2 3
A=lo 1 o B=l2 4 5
2 1 1 3 5 6

-1 1 1 1 -3 2
A=l 1 o0 Bl=13 3 -1
2 -3 -1 2 -1 0
Si ara les sumem, tenim
0o -2 3

5
2 4 4 522 0
A+B=lg9 5 5 (A+B)'=lu 3
13
5 6 7 “oy

Veiem, doncs, que aquestes dues matrius que hem calculat no coincideixen

6. Discuteix el sistema segiient segons els valors de m i calcula’n la solucié pels
valors que siguin compatibles:

r-my=1

mx—-y=2m+2
Solucié: Comencem escrivint la matriu ampliada associada al sistema:
1 -m 1

m -1 | 2m+2

Restem a la segona fila la primera multiplicada per m i obtenim una matriu triangular



© FUOC o PID 00270075 164 Iniciacié a les matematiques per a I’enginyeria

1 -m 1
0 m?2-1|m+2

Ara estudiem el rang(A) i en primer lloc veiem det(A) =m? — 1.

e Sim2-1%0 (ésadir, si m#-1,1), el rang(A) =2 i rang(A*) = 2, i com que tenim 2
incognites el sistema és compatible determinat.

e Sim=1

1 -1]1

0 0 |3
rang(A) =1+ rang(A*) = 2; per tant, tenim un sistema incompatible.
Sim=-1

1 11

0 01

rang(A) =1 #rang(A*) = 2; per tant, tenim un sistema incompatible.

Les solucions en els casos en qué m # 1, -1 sén per substitucié cap enrere

)

m+2 2m?+2m-1
(@y)=|— .
m= —1

m2 -1
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Exercicis per a practicar amb les solucions

7. Resol les equacions segiients per a la incognita z:

(b) El1 determinant de 2- B és 160, on B=|, ., 4 2

x 2-22 1

8. Determina els valors de a, b, ¢, d, e tals que es compleixi A + C = 2B per les

matrius

A= B-= C=
-1 2 ¢ 5 -2 1 d

Per a aquests valors, calcula (si es pot) A-BT,cT.BiA-B.

9. Calcula el rang de les matrius segiients:

1 2 3 1 -1 1 2
A=l5 6 7 B=l2 1 2 41
9 10 11 3 0 3 0
10. Calcula les inverses de les matrius segiients:

1 2 3 4

1 -2 1
0 2 3 4

A=lop 2 -2 B=

0 0 3 4

2 3 1
0 0 0 4

11. Resol els sistemes segiients (si es pot):

3z+2y=1 z+y+2=0
20 -3y =2 2c+az=1
z+y=0 r+ay=1

Solucions:

7. (a) x=a,—cenelcas b 0. En el cas b =0 qualsevol nombre real és solucio.

(b) z=3

8. Els valors son a = -4,b=4,c=-2,d =11, e = —6. El producte A - B no es pot calcular; els

productes que si que es poden calcular sén
75 =27
CTB=|_9 10
-4 4

9. Rang(A) =21 Rang(B) = 3.

10.

1 -1 0 0
2 5 1
3 12 6

o L1 -1 o
1 _1 1 2 2
3 12 6

o o * i
1 7 1 3 3
3 12 6

26

0

8
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11. El primer sistema és incompatible; per tant, no té soluci6. El segon sistema és compatible
determinat per a # 0,3 i incompatible per a = 0,3. Les solucions per als casos en queé és
compatible sén

1-a 1+d?
(o) = )

3-a’3a-a2"a?2-3a
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6. Funcions
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6.1. Concepte de funcid

El concepte de funcio6 es va establir cap al segle XVIII, tot i que anteriorment alguns El matematic suis Leonhard Euler ~@

matematics ja hi treballaven de manera intuitiva.

En Dobra Introductio in analysin infinitorum, Leonhard Euler va intentar proporcio- concepte de funcié. Va fer un

nar per primera vegada una definici6é formal del concepte de funci6 en afirmar:

Una funcio de quantitat variable és una expressio analitica formada de qualse- va néixer amb les primeres relacions

vol manera per aquesta quantitat variable i per nombres o quantitats constants. que segurament va sorgir, a I'inici

Tal com veurem, aquesta definici6 difereix de I'actual. De fet, set anys després d’a- I'egipcia i la xinesa.

(1707-1783) és un cientific
essencial en el desenvolupament de
les funcions perqué va precisar el

estudi sistematic de totes les
funcions elementals, incloent-hi les
derivades i integrals. No obstant
aixd, el concepte mateix de funcié

observades entre dues variables, fet

de les matematiques, amb
civilitzacions com la babildnica,

questa afirmacio, en el proleg de les Institutiones calculi differentialis el mateix autor

ja va afirmar:

Algunes quantitats depenen d’altres si en combinar aquestes aquelles també Abans d'Euler, el matematic i @
filosof francés René Descartes
canvien. Les primeres es diuen funcions de les segones. Aquesta denominacio (1596-1650) va mostrar en els seus
treballs de geometria que tenia una
és bastant natural i comprén cada meétode mitjangant el qual una quantitat pot idea molt clara dels conceptes de
. . . . . variable i funcié. Va fer una
ser determinada per unes altres. Aixi, si x denota una quantitat variable, totes classificacié de les corbes

les quantitats que depenen de x en qualsevol forma estan determinades per x

i s’anomenen funcions de x.

Per a poder establir el concepte de funcio, és necessari recorrer primerament a les

relacions que es poden establir entre conjunts. Vegem en qué consisteixen.

6.1.1.

Correspondéncia entre conjunts

algebraiques segons els seus graus,
reconeixent que els punts
d’interseccié de dues corbes
s'obtenen resolent de manera
simultania les equacions que les
representen.

Els conjunts que es tracten en matematiques solen ser conjunts de nombres, com

per exemple els naturals, els enters, els racionals o els reals. Els elements d’aquests



© FUOC e PID 00270075 168 Iniciacié a les matematiques per a I’enginyeria

conjunts no es poden llistar perqué n’hi ha una quantitat infinita. Ara bé, si es
considera un conjunt finit d’aquests nombres, si que es poden escriure. En aquest cas,
els elements seleccionats s’expressen entre claus. Es a dir, els elements d’un conjunt

finit es poden indicar en una llista delimitada per claus i separats per comes.

Exemple. Representacié d’'un conjunt de nombres.
El conjunt format pels nombres naturals 1, 2, 3, 4, 6 1 11 es pot denominar A.
Aleshores, el conjunt es pot expressar aixi:

A ={1,2,3,4,6,11}

Una altra manera d’expressar un conjunt de nombres és de manera grafica. En aquest
cas, es considera una forma elliptica que conté els elements del conjunt i s’indica el

nom del conjunt en la part exterior.

Exemple. Representaci6 grafica d’'un conjunt.
Anomenem A el conjunt format pels nombres naturals 1, 2, 3, 4, 61 11.

Aquest conjunt es pot expressar graficament d’aquesta manera:

A

Una correspondéncia entre dos conjunts, A i B, és una relacié entre ambdos
conjunts que fa correspondre elements del conjunt A amb elements del conjunt B.
Graficament, aquest fet es pot representar mitjancant fletxes que tenen l'origen en
algun element del conjunt A i el final en algun element del conjunt B. Una fletxa
entre un element del conjunt A i un element del conjunt B indica que I’element d’A

esta relacionat amb ’element de B.

Qué és una correspondéncia entre 9

conjunts?

Es una relacié entre ambdés
conjunts que fa correspondre
elements del segon a elements del
primer. Una correspondéncia es pot
representar graficament mitjangant
diagrames.
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Exemple. Correspondéncia entre elements de dos conjunts.
Siguin els conjunts A= {2,4,6,8,41} i B= {1, 3,5,6}. Podem definir i represen-

tar una correspondéncia entre A i B, que anomenem R, de la manera segiient:

Aixi, la correspondéncia R relaciona: el 2 del conjunt A amb 1’1 del conjunt
B, el 8 del conjunt A amb el 5 del conjunt B, el 4 del conjunt A amb el 5, i el
6 del conjunt B i el 6 del conjunt A amb 1’1 del conjunt B.

El nom de la correspondéncia, R, s’indica per evitar confusions amb altres

possibles correspondéncies.

D’acord amb la notacié general utilitzada:

e El conjunt A es denomina conjunt de partida, i el conjunt B conjunt d’arri-

bada.

e El conjunt de tots els elements del conjunt de partida dels quals surt alguna fletxa
rep el nom de domini de la correspondéncia R i s’escriu DomR. En canvi, el
conjunt de tots els elements del conjunt d’arribada als quals es dirigeix alguna
fletxa s’anomena imatge o recorregut de la correspondéncia R i s’escriu ImR

(o també RecR).

e Donat un element qualsevol del domini d’una correspondéncia, es denomina imat-
ge de l’element el conjunt de tots els elements de la imatge de la correspon-
déncia que reben una fletxa d’aquest element. De manera similar, es defineix
I'antiimatge d’un element de la imatge de la correspondéncia com el conjunt
de tots els elements del domini de la correspondéncia tals que la seva imatge in-
clou aquest element, és a dir, tots els elements dels quals parteix una fletxa cap a

aquest element de la imatge.

Exemple. Elements d’una correspondéncia entre dos conjunts.
Considerem ’exemple de la correspondéncia anterior, R que relaciona els con-

junts A= {2,4,6,8,41} i B={1,3,5,6}. Aleshores:
e El domini de la correspondéncia és el conjunt DomR = {2,6,4,8} i la
imatge de la correspondéncia és ImR = {1,5,6}.

e La imatge del 2 és el conjunt {1}, la imatge del 8 és el conjunt {5}, la
imatge del 4 és el conjunt {5,6} i la imatge del 6 és el conjunt {1}.

e L’antiimatge de 1’1 és el conjunt {2,6}, la del 5 és {4,8} i la del 6 és {4}.
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Per a establir la definicié de funcié, és necessari estudiar un tipus molt concret de
correspondéncies, aquelles en qué tots els elements del domini tenen un tnic element

en la seva imatge. Aix0 es tracta en 'apartat segiient.

6.1.2. Aplicacions i funcions

Una aplicacid és una correspondéncia que compleix la condicié segiient:
Tots els elements del seu domini tenen un unic element en la seva imatge.

Dit d’una altra manera, en la representacié d’una aplicacid, de qualsevol element del
domini ha de sortir una tnica fletxa. Aixi, doncs, en ’exemple de 'aplicacié anterior
R, la correspondéncia no és una aplicacié perqué de ’element 4 surten dues fletxes,
la qual cosa indica que la imatge del 4 és formada per més d’un element. En canvi,
la correspondéncia S segiient entre els mateixos conjunts si que ho és perqué en una

aplicacio no hi ha cap element d’A que tingui més d’una imatge.

S

P ’

En aquest cas, el domini de S és DomS = {2, 4, 6,8}, i la imatge de la correspondéncia
és ImS = {1, 3,6}. De qualsevol element del domini parteix una tnica fletxa, és a dir,

la seva imatge consisteix en un sol element i, per tant, es tracta d’una aplicacio.

Les aplicacions es poden classificar d’acord amb la seva imatge. Aixi, es diu que una
aplicacio és:
e Exhaustiva, quan la imatge de ’aplicacié coincideix amb el conjunt d’arribada.

Per exemple, 'aplicacio F' és exhaustiva.

e Injectiva, quan cada element de la imatge de l'aplicacié només té una tunica

antiimatge. Per exemple, I’aplicacio G és injectiva.

Qué és una aplicacié?

Per tal que una correspondéncia
entre conjunts sigui una aplicacié,
s'ha de complir que tots els
elements del seu domini tinguin un
Gnic element en la seva imatge. Es
a dir, en la representacié d'una
aplicacié, de qualsevol element del
domini ha de sortir una dGnica fletxa.

o
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e Bijectiva, quan I'aplicacio6 és exhaustiva i injectiva a la vegada, és a dir, quan cada
element del conjunt d’arribada té una tnica antiimatge. Per exemple, ’aplicacio

T és bijectiva.

Cal remarcar que aquesta classificacié no abraga totes les aplicacions. N’hi ha prou
d’estudiar l'aplicacié S per a adonar-se’n. L’aplicacié S no és injectiva, atés que
I'element 1 té dues antiimatges, ni exhaustiva, ja que l’element 5 no pertany a la

imatge. Per tant, tampoc no és bijectiva.

Quan una aplicacié es defineix entre conjunts numérics, es denomina funci6. Mol-
tes situacions reals es poden explicar com la relacié entre dues magnituds en forma
de funci6. Per exemple, la temperatura en un lloc concret i ’hora del dia sén dues
magnituds relacionades entre elles, ja que a cada moment del dia correspon una tem-
peratura concreta. Aixi, la temperatura és una funcié del temps. D’aquesta manera,
es podrien escriure les hores d’un dia en un conjunt, les temperatures en un altre,
i una fletxa podria unir cada element del primer conjunt (les hores) amb un dnic

element del segon conjunt (la temperatura en aquesta hora).

6.2. Representacié d’una funcio

La relacié que s’estableix mitjangant una funcié es pot representar de diverses mane-

res. Vegem-les.

6.2.1. Taula d’una funcié

Una manera senzilla d’expressar una funcié consisteix a posar els elements dels con-
junts que hi intervenen en una taula de valors. En la primera columna de la taula
se solen escriure els valors del domini de la funci6, i en la segona columna els valors

de les imatges corresponents, tal com es veu a continuacio.

Exemple. Taula d’una funcié.

La funci6 F definida anteriorment es pot expressar mitjancant aquesta taula:

DomF' | ImF

D
Ol = W O =

41

Qué és una taula d’una funcié? 9

Es una taula amb dues columnes.
La primera conté valors del domini
de la funcié i la segona els valors
corresponents de la seva imatge.
Quan el domini o la imatge sén
conjunts massa grans, una taula de
la funcié només conté alguns dels
valors de la funcié.
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Evidentment, no sempre és possible construir una taula amb tots els elements del
domini de la funci6, ja que el domini i la imatge poden ser conjunts massa grans (fins
i tot infinits). En aquest cas, es pot construir una taula amb alguns valors del domini

i les seves imatges corresponents.

Per exemple, considerem la funcié temperatura d’un lloc concret que a cada moment
d’un dia associa la temperatura en aquest instant. Els valors possibles per als instants
d’un dia van des de les 0 hores fins a les 24 hores, és a dir, tot 'interval de nombres
reals [0,24). No és possible escriure tots els instants del dia, i per aixd només se’n trien
alguns de representatius. En particular, es poden prendre mostres de la temperatura
cada minut, o cada cert nombre de minuts. Per a no estendre’ns massa, la taula del
marge presenta, per exemple, només les temperatures corresponents a cada 2 hores.
Aquesta correspondéncia és una funcié perqué a cada instant de temps només s’hi pot
associar una tunica temperatura. En la taula tampoc no s’hi poden considerar tots
els valors de la funcio, siné només alguns, perqué tant el domini com la imatge de
la funcié contenen massa valors per a llistar-los en una taula. En casos com aquests
es trien normalment només alguns valors del domini, distribuits de manera uniforme

per tot el domini, tal com es mostra amb I’exemple.

6.2.2. Expressiéo d’una funcié

La funci6 segiient F' fa correspondre al valor 6 del domini de la funci6 el valor 3 de
la imatge. També es pot dir que la imatge del 6 per la funcié F' és el 3, o fins i tot

que la funci6 avaluada en el 6 dona com a resultat el 3.

A F- §
|

Aquesta manera d’expressar-ho és llarga i incomoda si volem donar la imatge d’altres
valors del domini. Per a evitar aquest problema, s’usa una forma més breu de donar
la imatge d’un element del domini: s’escriu el nom de la funcié i a continuacio, entre
paréntesis, el valor del domini del qual es vol calcular la imatge. Seguidament, s’escriu

el signe igual i, finalment, el valor de la imatge corresponent.

Exemple
DomF ImF
Instant (hora) | Temperatura (°C)

0:00 5
2:00 7
4:00 8
6:00 12
8:00 13
10:00 18
12:00 23
14:00 25
16:00 26
18:00 24
20:00 22
22:00 15

Taula d’una funcié instant-temperatura

Qué és I'expressi6 d’una funcié? 9

Es una expressié algebraica amb
una variable que permet trobar la
imatge de qualsevol element del
domini de la funcié. Per a fer-ho,
s'ha de substituir la variable de
|'expressié pel valor del domini. El
valor numeéric resultant d'aquesta
expressié és el valor de la imatge
d’'aquest element del domini.
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Exemple. Expressi6 d’'una funcié. Notaci6.
En el cas de la funcié F, s’escriu
F(6)=3
i es llegeix “F de 6 és igual a 3”, que significa que la imatge del valor 6 del
domini és el valor 3 en el cas de la funci6 F.

De la mateixa manera, si s’observa el diagrama anterior de la funci6 F,
e la imatge de 2 és 1; per tant, F((2) =1
e la imatge de 4 és 6; per tant, F'(4) =6

e la imatge de 8 és 1; per tant, F(8) =1

la imatge de 41 és 5; per tant, F'(41) =5

En molts casos no es pot proporcionar una llista completa de les imatges de tots els
valors del domini d’una funcié6. Per exemple, en el cas de la funcio, diguem-li g, a cada
nombre real hi fa correspondre el mateix nombre al quadrat. En aquest cas no es pot
donar una llista completa perqué el domini és un conjunt infinit (tots els nombres

reals). Alguns d’aquests valors tenen les imatges segiients:
e laimatge de 0 és 0% = 0; per tant, g(0) = 0? = g(0)=0

la imatge de 5 és 52 = 25; per tant, g(5) = 5% = g(5) = 25

e laimatge de —1 és (-1)? = 1; per tant, g(1) =12 = g(-1) = 1

la imatge de -2 és (—2)? = 4; per tant, g(-2) = (-2)% = g(-2) =4

Tal com veiem, aquesta llista no s’acaba mai perqué no és possible escriure tots els
nombres reals. Hem de buscar una manera d’expressar la funcié que pugui donar la
imatge de qualsevol nombre del domini sense haver d’escriure’ls tots. Habitualment,
es dona una regla algebraica que permeti calcular la imatge per a qualsevol element
del domini. Per exemple, en el cas de la funci6 g és g(z) = 2.

Aquesta expressio, denominada expressio algebraica de la funcid, indica que per
a qualsevol nombre del domini, representat per la lletra z, el valor de la funcié és igual
al quadrat d’aquest valor. En definitiva, aixo diu que, per a trobar el valor de la funcié
per a un element qualsevol del domini, en I'expressi6 algebraica de la funcié s’ha de
substituir el valor de la lletra x pel valor del nombre en qiiesti6 i fer les operacions

que indiqui I’expressio.

Exemple. Expressi6 algebraica d’una funci6.
L’expressi6 algebraica d’una funci6 és
2
g(z) =z
Aleshores, el valor de la funcié g per al valor del domini 4 és
g(4) =4> =16

la qual cosa indica que la imatge del 4 per la funci6 g és igual.

La lletra que s’usa per a I’expressi6 algebraica d’una funcié rep el nom de variable
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independent o, simplement, variable. Moltes vegades, els valors que pren la funcié
s’expressen amb una altra lletra, que sol ser la y, denominada variable depenent,

justament perqué depén del valor de la z, la variable independent.

6.2.3. Grafica d’una funcio

Si f és una funci6é qualsevol, les parelles de nombres x i f(x) que estan en una taula
de la funci6 es poden interpretar com a parells ordenats (z,y) = (=, f(z)), és a dir,
punts del pla cartesid. Aquesta identificacié fa possible representar qualsevol dels

punts d’una funcié.

Recordem que per a representar el pla cartesia es prenen dues rectes perpendiculars,
que s’anomenen eix X o eix d’abscisses, i eix Y o eix d’ordenades, i que es creuen
en el punt (0,0). Aquest punt rep el nom d’origen de coordenades o, simplement,
origen. D’aquesta manera, és possible determinar tot punt del pla amb dos nombres
reals ordenats, x i y. El primer rep el nom de coordenada x o abscissa, i el segon el

de coordenada y o ordenada del punt.

Vist com es determina un pla cartesia, vegem amb un exemple concret com es pot

representar qualsevol dels punts (z, f(z)) de la grafica d’una funcié.

Suposem que t és una funcié que dona la temperatura d’una ciutat cada hora, des de
les vuit del mati fins a les onze de la nit. La taula de valors del marge proporciona
dades relatives a aquesta funci6. D’acord amb aquesta taula, els punts corresponents

a la funcio t, que son de la forma (x,#(x)), es poden expressar aixi:

(8.10), (9,11), (10,13), (11,15), (12,16), (13,18), (14,20), (15,19),
(16,18), (17,16), (18,16), (19,15), (20,14), (21,12), (22,10), (23,9).
Aleshores, la representacio grafica de tots aquests punts en el pla cartesia és la grafica

de punts segiient:

Eix Y (temperatura, °C)
20 L

Eix X (instant, hores)
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Notem que en aquest cas no s’ha dibuixat la part negativa dels eixos per comoditat,

ja que no hi ha punts amb coordenades negatives.

La representaci6 de tots els punts de la forma (x, f(z)) es denomina grafica d’una

funcié. Notem que, si una funci6é té per domini tot el conjunt de nombres reals, és

Queé és la grafica d’una funcié f? 9

Es el conjunt de tots els parells de
punts (z,y) del pla cartesia que
coincideixen amb els valors
d’aquesta funcié. La coordenada =
és un valor del domini, i la
coordenada y = f(z), el valor
corresponent de la imatge. Per a
dibuixar la grafica d'una funcié,
n'hi ha prou en dibuixar en el pla
els punts que es descriuen en una
taula de la funcié de la manera

(z, f(@)).

G

El sistema de coordenades
cartesianes es fa servir per a poder
determinar de manera inequivoca
tot punt P del pla amb dos
nombres reals ordenats, z i y. El
primer rep el nom de coordenada z=
o abscisa, i el segon el de
coordenada y o ordenada del punt.
Aixi es pot identificar P(z,y). Els
sistemes de coordenades cartesianes
s'estenen de manera analoga a
I'espai de tres dimensions i a espais
de dimensions superiors.

Exemple
z (hora) | t(z) (°C)
08:00 10
09:00 11
10:00 13
11:00 15
12:00 16
13:00 18
14:00 20
15:00 19
16:00 18
17:00 16
18:00 16
19:00 15
20:00 14
21:00 12
22:00 10
23:00 9

Taula instant-temperatura
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impossible representar-ne tota la grafica (perqué no hi cabria en un full de paper). En
aquest cas, haurem de conformar-nos amb la representacié d’una part d’aquesta gra-
fica solament, i és costum continuar denominant-la grafica de la funci6é pero indicant

I'interval del domini que representem.

A continuaci6 es poden observar les representacions grafiques de dues funcions con-
cretes en intervals concrets, que s’estudiaran detingudament en temes posteriors. A
I’esquerra es presenta la funci6é f(z) = 2z en els punts de domini en Uinterval [-3,3].

A la dreta s'observa la funcié g(z) = 42% — 4z — 35 en Dinterval [-3,4].

g(x) 12'—4x-35

flz) = 2z

En aquests casos observem com, en representar-se tots els punts d’un interval deter-
minat, els punts de la grafica estan tan proxims que formen una linia continua, que
en el cas particular de ’esquerra és recta i en el cas de la dreta corbada.

De fet, en general, totes les funcions el domini de les quals son els nombres reals tenen
aquesta caracteristica: la seva grafica apareix com una linia continua o com diverses
linies continues.

Cal destacar que la grafica d’una funcié no pot tenir una forma com les que es pre-
senten a continuacié, ja que en ambdoés casos hi ha valors en 'eix X tals que la seva

imatge no és un tunic valor.

Aquest fet es pot comprovar tragant qualsevol recta vertical en les grafiques, tal com
mostra la imatge segiient. Si una recta vertical talla diversos punts de la grafica
que s’estudia, es pot assegurar que la grafica no és d’una funcié perqué el valor de
zdeterminat per aquesta recta té com a minim més d’una imatge, fet impossible en

una funcié.
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6.3. Operacions entre funcions
6.3.1. Operacions basiques

Entre funcions diferents qualssevol, es poden realitzar certes operacions. Aquestes

operacions son les que s’exposen a continuacio:

’Suma (o resta) de funcions‘ La suma (o resta) de dues funcions, f(z) i g(z), es

designa per f + g i es calcula de la manera segiient:
(f£9)(z) = f(z) £ g()
Aquesta suma es pot calcular sempre que z estigui en el domini de les dues funcions
que se sumen.
Per exemple, la suma de les funcions f(z) =3z i g(z) = 42% 1 ¢s
(f+9)(z) = f(z) +g(x) =3z +42° -1 =42” + 3z -1

La suma (o resta) de funcions té les propietats segiients:
e Commutativa: f+g=g=+ f
e Associativa: f+(g+h)=f+(g+h)

e Hi ha un element, denominat funcié zero, que és I’element neutre de la suma de
funcions, de manera que qualsevol funci6 sumada amb aquest element no varia.

Aquesta funci6 és z(z) = 0.

e Per a cada funcié f(z), hi ha la funcié oposada —f(x) que, sumada a la funcié

original, resulta la funci6 zero.

Producte de funcions ‘ El producte de dues funcions, f(z) i g(x), es designa per f-g

i es calcula de la manera segiient:
(f-9)(=z) = f(z) - g(x)
Aquest producte es pot calcular sempre que la variable x estigui en el domini de les
funcions que es multipliquen.
Per exemple, el producte de les funcions f(z) = 3z i g(z) = 42% - 1 és
(f-9)(x) = f(z) - g(x) = 3z~ (42” - 1) = 122° - 32

El producte de funcions té les propietats segiients:
e Commutativa: f-g=g- f
e Associativa: f-(g-h)=f-(g-h)

e Hi ha un element, denominat funcié unitat, que és el neutre del producte de
funcions, de manera que qualsevol funcié multiplicada per aquest element no varia.

Aquesta funcié és u(z) = 1.

Operar amb funcions.

Les operacions essencials amb
funcions sén la suma, la resta, la
multiplicacié, la divisié i la
potenciacié. En tots els casos, el
domini de la funcié resultant és la
interseccié dels dominis de les
funcions amb les quals s’opera. En
el cas de la divisié, a més, no
pertanyen al domini aquells punts
que anullen el denominador. Una
altra operacié important entre
funcions és la potenciacié. En el
cas de la potenciacid, no pertanyen
al domini tots aquells punts que
anullen alhora la base i I'exponent.

/)
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’ Quocient de funcions | El quocient de dues funcions, f(z) i g(z), es designa per f i
g

(-5

Aquest quocient es pot calcular sempre que la variable x estigui en el domini de les

es calcula de la manera segiient:

funcions que es consideren i, a més, la funcié del denominador g(z) no sigui la funcié
0.
Per exemple, el quocient de les funcions f(z) = 2> - 11 g(z) =z + 1 és

(i)(x):M—m2_1:x—l
g

g(z) z+1

Poténcia de funcions‘ La poténcia d’una funci6é f(x) per una altra funci6 g(z) es

designa per f9 i es calcula de la manera segiient:
(/%) (@) = f (@)™
Aquesta poténcia es pot calcular sempre que la variable, x, estigui en el domini d’amb-
dues funcions, f i g, i que cap de les dues funcions s’anullin.
Per exemple, la poténcia de la funcié f(z) = 422 — 1 per g(z) = 3z és

(fg) (33) = f(w)g(z) _ (41‘2 _ 1)31

6.3.2. Composicié de funcions i funcié inversa

Donades dues funcions, f i g, es pot definir la composicié de la funcié f amb la
funcié g. Aquesta composici6 es designa per go f i es calcula de la manera segiient:
(90 £)(@) = 9((2))

Per tal de poder calcular la composici6é de la funcié f amb la funcié g en un punt a,

és necessari que f(a) pertanyi al domini de g.

Exemple. Composici6é de dues funcions.
Donades les funcions f(z) = z° i g(x) = 2z, es poden definir les composicions
de funcions:

(90 1)(@) = g(f()) = 9(z%) = 2 (27) = 227

(fo9)(2) = f(g(2)) = f(22) = (20)° = &z®

Amb aquest exemple es pot observar com la composici6 de funcions no és commu-
tativa. Es a dir, g o f no sol ser igual a f o g. En altres paraules, no és el mateix la

composicié de f amb g que la composicioé de g amb f.

A partir del concepte de composici6é de funcions, es pot definir el concepte de funcié
inversa d’una altra funcié. Si f és una funcio, es diu que g és la funci6 inversa de f

si es compleixen alhora les dues condicions segiients:
e (go f)(z) =z per a tot z que pertany al domini de f

e (fog)(z) == per a tot  que pertany al domini de g

Per tant, aquestes condicions impliquen que el domini de la funci6 f és igual a la
imatge de la funci6 g, és a dir, que Domf = Img. Aix0 significa que si f és una funcioé
tal que f(3) = 5, s’ha de complir (go £)(3) = g(£(3)) = g(5) = 3. Es a dir, que si la

Queé sén la composicié de funcions i 9

la inversa d’una funci6?

La composicié d'una funcié f amb
una funcié g és una altra funcié,
go f, tal que a cada element del
domini hi fa correspondre g(f(z)).
Es diu que f i g sén inverses una
de l'altra si (go f)(z) =z i
(fog)(xz) =x. La funcié inversa de
f es denota per fﬁl.
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imatge del 3 per la funcio f és 5, la imatge del 5 per la funci6 g és 3. I aix0 s’ha de

complir per a qualsevol valor de f.

De manera general, es diu que una funci6 g és la inversa de f si es compleix que si
f(z) = y lavors g(y) = x. En cas de ser aix{, la funcié inversa de f es denota per f~*
i, en particular, si y = f(z), s'escriu = = £ (y).

Aquest fet mostra com una propietat important, que es pot demostrar, és que si una
funci6 té inversa aleshores ambdues funcions, la funcié original i la seva inversa, son

bijectives.

Exemple. Funcions inverses.

Soén parells de funcions inverses

flz)=z+ai f_l(y) =y —a, amb a € R un parametre qualsevol
flz)=a-=zi f_l(y) =a -y, amb a € R un parametre qualsevol

f@)=a-zif(y)= Y amb a € R un parametre qualsevol i a # 0
a

6.4. Caracteristiques d’una funcié

Les funcions es classifiquen en tipus diferents depenent de com s’utilitza la variable
independent. En particular, cada un d’aquests tipus de funcions presenta un domini,
una imatge i una forma grafica especifica. En aquest sentit, es pot parlar de families

de funcions: polindomiques, trigonométriques, exponencials, logaritmiques...

Exemple. Tipus de funcions.
f(z) = 52 — & — 2 és una funcié polinomica.
g(z) =sin(z) és una funci6 trigonomeétrica.

h(z) = 3" és una funcié exponencial.

Quan les funcions son tan especifiques, és possible determinar certes caracteristiques
de la seva forma en particular. A banda del seu domini i recorregut, aquests trets
principals son les interseccions de la funcié amb els eixos coordenats, la determinacioé
de possibles simetries, els intervals de creixement i decreixement, 1’existéncia de punts
extrems, els intervals de concavitat o convexitat, I’existéncia de punts d’inflexi6 i el

seu comportament asimptotic.

Els temes que segueixen presenten les principals families de funcions, que cal no
solament conéixer, sin6 també saber identificar i representar graficament. Amb 'estudi
d’aquestes families de funcions, s’introdueixen els termes que fan referéncia als trets
caracteristics de qualsevol funci6. Es presenten aquests trets i s’explicita com poden

determinar per a cada una de la familia de funcions que s’estudia.
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Resum

Concepte de funcio '

’ Correspondéncies entre conjunts

Definicié. Una correspondéncia entre dos conjunts és una relacié entre ambdos
conjunts que fa correspondre a elements del primer conjunt elements del segon con-

junt.

Representacid. Graficament, les correspondéncies entre conjunts es representen amb
diagrames. Els conjunts es representen amb formes ovalades i les correspondéncies que
s’estableixen entre ells amb fletxes que relacionen els elements que contenen aquestes

formes.

Exemple i elements. En una correspondéncia com la que mostra la imatge, s’iden-

tifiquen:

e El nom de la correspondéncia: R.

e El conjunt de partida: A = {2,4,6,8,41}.
e El conjunt d’arribada: B = {1,3,5,6}.

e El domini de R: DomR = {2,4,6,8}.

e La imatge de R: ImR = {1,5,6}.

e La imatge d’elements concrets:

o La imatge de I’element 2 és I’element 1.

o La imatge de ’element 4 sén els elements 5 i 6.
e [’antiimatge d’elements concrets:

o L’antiimatge de I’element 6 és ’element 4.

o L’antiimatge de ’element 1 sén els elements 2 i 6.
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Aplicacions i funcions

Exemples i definicio6.

S’anomena aplicacié tota correspondéncia en qué cada element té una tinica imatge.

Quan una aplicaci6 és definida entre conjunts numeérics, s’anomena funcié.

Tipus d’aplicacions. Es distingeixen tres tipus d’aplicacions segons com és la seva

imatge:

e Exhaustives: aplicacions tals que la seva imatge coincideix amb el conjunt d’ar-
ribada.

A §
|

e Injectives: aplicacions tals que cada element de la imatge només té una tnica

antiimatge.

e Bijectives: aplicacions exhaustives i injectives al mateix temps.

Representacié de funcions

Hi ha diferents maneres de representar una fumcio.

Taula d’una funcié. Es una taula de valors amb dues columnes. La columna de
I'esquerra conté valors del domini de la funci6 i la columna de la dreta conté els
valors corresponents de la seva imatge.

Ezxemple: taula de la funcié F' anterior.

DomF | ImF

(=2}
[ O e N

41
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Expressié d’una funcié. Es una expressi6 algebraica amb una variable que permet
trobar la imatge de qualsevol element del domini de la funcié. Per a determinar la
imatge, s’ha de substituir la variable de ’expressié pel valor del domini que aquest
pren, i operar d’acord amb ’expressié donada.

Ezxemple: Si la funci6 g és aquella que fa correspondre a un nombre el mateix nombre
al quadrat, la seva expressié ha de ser g(z) = z2. Aleshores, la imatge de 4 per la

funcio g és 16, perque g(4) = 42 = 16.

Grafica d’una funci6. Es el conjunt de tots els punts (z,y) del pla cartesia tals
que les seves coordenades coincideixen amb els valors del domini i les imatges cor-
responents d’aquesta funcié. En aquest cas, la primera coordenada, x, correspon a
un valor del domini, i la segona coordenada, y = f(z), denota el valor corresponent
de la imatge. Per a dibuixar la grafica d’'una funcid, s’han de dibuixar tots els punts
continguts en la taula de la funcio6.

Ezemple: la grafica de la funcié f(x) = 2z quan el domini és l'interval [-3,3]:

’ Operacions amb funcions

Si f i g son dues funcions, es poden definir les operacions segiients:

e Suma (o resta) de les funcions f(z) i g(x). Es designa per f + g i es calcula
(f£9)(z) = f(z) £g(x). Aquesta suma es pot calcular sempre que zestigui en el

domini d’ambdues funcions, f i g.

e Producte de les funcions f(x) i g(z). Es designa per f-gies calcula (f-g)(z) =
f(z) - g(z). Aquest producte es pot calcular sempre que x estigui en el domini
d’ambdues funcions, f i g.

e Quocient de les funcions f(z) i g(z). Es designa per I i es calcula (i) (z) =

g g
f(z)
9(@)

dues funcions, f i g i, a més, g(x) no sigui 0.

Aquest quocient es pot calcular sempre que z es trobi en el domini d’amb-

e Poténcia de les funcions f(z) i g(z): es designa per f7 i es calcula com (f9) (z) =
f(ac)g(m). Aquesta poténcia es pot calcular sempre que = estigui en el domini

d’ambdues funcions, f i g, i, a més, que f(z) i g(z) no siguin 0.

e Composicié de la funcié f amb la funcié g. Es una altra funcié, que es designa
per go f, que compleix (go f)(x) = g(f(x)). Aquesta nova funcié es pot calcular

sempre que f(x) estigui en el domini de la funcié que s’aplica en segon lloc, g.
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e Inversa d’una funcié. Les funcions f i g sén inverses una de 'altra si
(go f)(x) =z i (fog)(x) = = alhora. Si hi ha inversa, ambdues funcions sén

bijectives. La funcié inversa de f es denota per f_l.
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Exercicis resolts

1. Digueu si aquestes correspondéncies sén funcions. En cas afirmatiu, feu la
taula de valors de cada una i digueu si sé6n bijectives, exhaustives o injectives.

Solucio:
Totes les correspondéncies son funcions perqué cada element del conjunt de sortida només té
una imatge. Les seves taules de valors sén:

1 69 2 5 2 1
3 6 4 6 4 6
5 1 6 3 6 3
8 69 8 1 8 5

41 9

Aleshores, podem dir:
e [ no és ni injectiva ni exhaustiva.
e ( és injectiva perqué cada element de la imatge té només una tnica antiimatge.

e H és bijectiva perqué és injectiva (cada element de la imatge té només una tnica antii-
matge) i també és exhaustiva (la imatge coincideix amb el conjunt d’arribada).

2. Determina el domini i, si n’hi ha, els punts de tall amb els eixos d’aquestes

funcions:
(a) f(z)=2?-2z+1
(b) g(x) =
(c) h(z)=3
z2 -1
(d) a(z) = "

(e) b(z)=Vz+1
(f) c(z)=Vz2-1
Va2 -4

x+5

(g) d(z) =

Solucio6:

(a) f(z)=x®-2z+1
Domini: Tota la recta real, perqué es tracta d’un polinomi.
Punts de tall:
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e EixY:Siz=0, f(z) = f(0) = 1. Per tant, el punt (0,1).
e EixX: f(x)=0=22-22+1=0= x=1. Per tant, el punt (1,0)
1
(b) g9(=) = —

x
Domini: Tota la recta real excepte els valors que anullen el denominador, és a dir, tots
menys €l 0 (z #0). Per tant, R\{0}

Punts de tall:

e Eix Y: Siz =0, g(0) no existeix perqué z = 0 no és del domini de la funci6. Per
tant, no existeixen punts de tall amb l'eix Y.

° Eix X: No existeix cap « ge compleixi g(z) = 0. Per tant, no hi ha punts de tall
amb eix X.

(c) h(z)=3

El domini és tota la recta real, perqué qualsevol nombre té la imatge igual a 3.

Punts de tall:

e Eix Y: Si z=0= h(z) = 3. Per tant, el punt (0, 3).

. Eix X: Com que h(z) ha de ser sempre 3, no pot ser mai 0. Per tant, no hi ha punts
de tall amb ’eix X.

2
d) a(x) =
(@ a(e) = =
Domini: Tota la recta real, excepte aquells valors que anullen el denominador. Els valors
que anullen el denominador sén: x + 2 = 0 = x = —2. Per tant, el domini és R\{-2}.
Punts de tall:
e EixY: Six:Oéa(O):fé. Per tant, el punt (0,—%).
¢ EixX:Sia(z)=0=22-1=0=z={1,-1}. Per tant, els punts (1,0) i (-1,0).
(e) b(z)=Vz+1
Domini: L’interior de ’arrel no pot ser negatiu. Aixo vol dir que, necessariament, z +1 >
0 = z > -1. Per tant, el domini és l'interval [-1, +o0).
Punts de tall:
e FEix Y: Six=0=b(0) =1. Per tant, el punt (0,1).
e EixX:Sib(z)=0=z+1=0= x=-1. Per tant, el punt (-1,0).

(f) c(z)=Vva2-1

Domini: L’interior de ’arrel no pot ser negatiu. Aixd vol dir que, necessariament, z2 —
1>0= 22 >1= |z|] > 1. Per tant, el domini és producte de la unié dels intervals
(—o0,-1]U[1,+00).

Punts de tall son:

e Eix Y: Siz =0, ¢(0) no existeix perqué z = 0 no és del domini de la funci6. Per
tant, no hi ha punts de tall amb l'eix Y.
e Eix X:Sih(z)=0=2?=1=x={-1,1}. Per tant, els punts (-1,0) i (1,0).

(@) da) = T2

Domini: En aquest cas s’han de complir dues condicions:
. L’interior de I’arrel no pot ser negatiu. Aixd vol dir que #2-4>0 = 22 >4 = || > 2.
. El denominador no es pot anullar. Aixo vol dir que z+5+0 =z # -5

Per tant, el domini és producte de la unié de les tres condicions: ((—o0,-2] U [2,00)) \{-5} =

(=o0,=5) U (-5,-2]U[2,00)

Punts de tall:

e Eix Y: Siz =0, d(0) no existeix perqué z = 0 no és del domini de la funci6. Per
tant, no hi ha punts de tall amb l'eix Y.

e FEix X:Sid(z)=0= Va2-4=0= 22 =4= {-2,2}. Per tant, els punts (2,0) i
(-2,0).
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Exercicis per a practicar amb les solucions

3. Doneu ’expressiéo d’una funcié que tingui aquesta taula:

2 | f(@)
-2 5
1
5
17
26
37

S UL N O

4. Trobeu les imatges de la funcié f(z) = 3z2 -2z + 1 pels valors 0, 1 i -3.

5. Digueu si aquestes grafiques corresponen a una funcio:
Grafica 1:

Grafica 2:

-

6. Siguin les funcions: f(x) = 222 -3z + 1, g(x) =3z + 1 i h(z) = ¢®. Determineu les
composicions de funcions segiients:

(@) (fog)(z)

(b) (gof)(=)

(©) (foh)(x)

(d) (hogof)(z)

Solucions:

3. f(z)=22+1

4. Per a trobar les imatges dels valors demanats, s’ha de substituir la variable de ’expressio
pel valor donat i, posteriorment, operar d’acord amb ’expressié numérica resultant:

(a) F(0) =1
(b) £(1) =2
(c) £(-3)=34

5. La primera grafica si que correspon a una funcié, pero la segona no perqué hi ha valors
que tenen més d’una antiimatge, per exemple, x =0 on f(0) = {-1,1}.
6. Les funcions composici6 resultants son:
(a) (fog)(z)=18z2+3x
(b) (go f)(z) =622 -9z +4
(c) (foh)(z)=2(e")?-3e* +1
() (hogo f)(@) =0 9o+
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7. Funcions polindmiques

Index

7.1. Funcions lineals.........ooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinieneennnns

7.1.1. Definicio i exemples ........couiiiiiiiiiiiii

7.1.2. Representacio grafica ...t
7.2. Funcions afins ...t
7.2.1. Definicio i exemples ...
7.2.2. Representacio grafica ...,

7.2.3. Propietats ...
7.3. Funcions quadratiques ........coiiiiiiiiiiiiiiineenenns
7.3.1.
7.3.2.

Definicio i exemples ...t
Representacio grafica ..........oooiiiiiiiiiiiiii i
7.4. Funcions polindmiques .........coiiiiiiiiiiiiinneneennens

7.4.1. Definicié i exemples ...

Una funcié polinomica és tota aquella funcié que té per expressié algebraica un po-

linomi. L’estudi de les funcions polinomiques es fa segons el grau del polinomi, i

per tant té sentit comencar per les funcions que tenen per expressié un polinomi de

grau 1, és a dir, quan en l'expressié algebraica de la funcié la variable apareix un

sol cop multiplicada per ella mateixa. Comencem, doncs, per conéixer aquests casos

particulars de funcions polinomiques.

7.1.

7.1.1.

Una funcié lineal o de proporcionalitat directa és aquella funci6 I’ expressio de

la qual és el producte d’un nombre per la variable. En altres paraules, es diu que f

Funcions lineals

Definici6é i exemples

és una funcio6 lineal (o de proporcionalitat directa) si

f(=

Qué caracteritza una funcié lineal? Q

L'expressié algebraica d'una funcié
lineal o de proporcionalitat directa
és producte d'un polinomi de grau
1 sense terme independent, és a
dir, del tipus f(z) = az. El nombre
a rep el nom de pendent de la recta
i informa de la seva inclinacié. La
grafica corresponent és una recta
que passa per |'origen de
coordenades.

on a és un nombre real qualsevol. El nombre que multiplica la variable, a, es denomina

radé de proporcionalitat.

Exemple. Funcions lineals i ra¢ de proporcionalitat.

g(z) = 2z, és una funci6 lineal amb ra6 de proporcionalitat 2.
h(x) = 4z, és una funcié lineal amb ra6 de proporcionalitat 4.

s(x) = =3z, és una funci6 lineal amb raé de proporcionalitat —3.
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Per estudiar la forma de la grafica d’una funcié lineal, es pot crear, en primer lloc,

una taula de la funcié. D’aquesta manera, en representar els punts de la taula s’obté

la grafica associada. Ho exemplifiquem amb la funcié f(z) = 2z. Exemple

Una taula de valors associada a la funci6 f(z) = 2z és la que apareix en el marge. En _xl fE;:)
representar els punts que conté aquesta taula en el pla cartesia s’obté la primera de :8:2 jg
les dues grafiques que hi ha a continuaci6é. En observar aquesta grafica de punts, es -0.2 | -0.8
pot deduir, de manera gairebé directa, on dibuixar tots els punts de la grafica de la 8:421 70%4
funcié. El resultat d’aquest fet dona una recta que passa per 'origen de coordenades, 0.6 1.2
tal com mostra la grafica de la dreta. Aquesta segona grafica correspon a la grafica OiS 156

de f(x) =2z. Taula de la funcié f(z) =2z

7.1.2. Representacié grafica

La grafica de qualsevol funci6 lineal és una recta que passa per 'origen de coordenades.
Aixo es deu al fet que qualsevol funci6 lineal és de la forma f(x) = ax, on a és un
nombre real no nul. En buscar la imatge del 0, s’obté f(0) = a-0 = 0. En conseqiiéncia,
la imatge del 0 sempre és 0 i, per tant, el punt (0,0) pertany sempre a la grafica de

la funcio.

Aixi, per a dibuixar una funcié lineal qualsevol del tipus f(z) = az, només cal seguir

aquests passos:

1) Es troba la imatge d’un valor qualsevol z¢ del domini de la funcié que no sigui el

0, doncs ja sabem que la imatge del 0 és f(0) = 0.

2) Es marca el punt P que correspon a aquest parell ordenat en el pla cartesia:

(20, f(20))-

3) Es traga la recta que passa pel punt (0,0) i pel punt P anterior. Aquesta recta es

correspon amb la grafica de la funcio lineal.

La grafica de qualsevol funcié s’ha d’interpretar mirant-la d’esquerra a dreta. Dit
aixo, en dibuixar diverses funcions lineals, com per exemple f(z) = -2z, g(z) = —=z,
h(z) = —%x, t(z) = 3z, s(z) = %x i r(x) = 2z, es pot observar com varia el pendent

(o inclinacio) de les rectes. En particular, es té que:

e Si la radé de proporcionalitat és positiva, la recta creix amb més rapidesa com
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més gran és la rad. Aquest fet s’observa en comparar les grafiques de les funcions

t(z) = 3z, s(z) = %a: i r(z) = 2z, tal com mostra la imatge segiient:

e Sila ra6 de proporcionalitat és negativa, la recta decreix amb més rapidesa com

més petita (més negativa) és la rad. Aquest fet s’observa en comparar les grafiques

de les funcions f(x) = -2z, g(z) = -z i h(z) = —%m, tal com mostra la imatge

segiient:

h(z)

-05

Atesa la relacié que hi ha entre la ra6 de proporcionalitat i el pendent de la grafica,

la ra6 de proporcionalitat també se 'anomena pendent de la recta.

7.2. Funcions afins

Qué caracteritza una funcié afi? Q

L'expressié algebraica d'una funcié
afi és un polinomi de grau 1, és a
dir, del tipus f(z) = az + b. El
nombre a rep el nom de pendent de

7.2.1. Definicié i exemples

Una funcié afi és aquella funcié 'expressio algebraica de la qual és producte d’un

la recta i informa de la seva
inclinacié. El nombre b s’anomena
terme independent i informa del tall

f(ﬂl') —ar+b ar?l‘: I'eix Y. La grafica d'una funcié
afi és una recta.

on a i b sén dos nombres reals qualssevol. El coeficient de la variable, a, es denomina

polinomi de primer grau, és a dir, de la forma

pendent, com en el cas de la funci6 lineal. I’altre nombre, b, es denomina terme

independent o ordenada a ’origen. D’acord amb aquesta expressio, I'tinica diferéncia
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que hi ha entre una funci6 afi i una funcié lineal és que la funcio6 afi afegeix el terme

independent b.

Exemple. Funcions afins i els seus elements.
g(z) = 3z — 2 és una funci6 afi amb pendent 3 i terme independent —2.

h(x) = 2x — 7 és una funci6 aff amb pendent 2 i terme independent —7.

7.2.2. Representaci6 grafica

En representar diferents punts d’una funcié6 afi, es pot arribar a deduir la forma de la

seva grafica. Exemple
. . . x f(z)
Per exemple, considerem la funcié f(x) =2z + 3 i calculem una taula de valors de la 3 _3
funcié com la del marge. Aleshores, la representaci6 grafica resultant és la grafica de _2; _?
punts que mostra la primera de les dues imatges que hi ha a continuaci6. A partir -1.5 0
. N . . -1 1
d’aquesta grafica de punts es pot deduir la grafica completa de la funci6é considerada, 05 5
f(z) = 2z + 3. Es tracta d’una recta que no passa per 'origen de coordenades, tal 0 3
0.5 4
com mostra la segona de les dues imatges de sota. 1 5
1.5 6
2 7
w0 0 2.5 8
° 3 9
8 [ ] 8
° Taula de la funcié f(z) =2z +3

Aixi, conegut el fet que acabem d’observar, és possible representar una funci6 afi a
partir de la seva expressi6 algebraica. Si f(z) = ax + b és 'expressio general d’una

funcio afi, els passos a seguir per a representar-la graficament es poden resumir aixi:

1) Es busquen dos parells ordenats P i Q: (zo, f(z0)) i (z1, f(z1)) que pertanyin a
la grafica de la funci6.

2) Es representen els punts P i Q en el pla cartesia.

3) S’uneixen els punts dibuixats mitjangant una recta.

Aquesta recta resultant correspon a la grafica de la funci6 afi f(x) = ax + b.

En la grafica de tota funcié afi f(x) = ax +b es distingeixen dos punts de manera des-

tacada. Aquests son els punts de tall amb els eixos de coordenades. Més concretament:

e El punt intersecci6 entre la recta de la funci6 i I'eix Y. Aquest punt és (0, f(0)).
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En particular, com que per definicié de la funci6 afi f(0) és el terme independent

b de I'expressi6 de la funcio, el punt interseccié és exactament (0,b).

e El punt intersecci6 entre la recta de la funci6 i I’eix X. Aquest punt es pot trobar
calculant antiimatge del 0, és a dir, = tal que f(z) = 0. Si T és la solucié d’aquesta
equacio, el punt d’interseccié amb 1’eix d’abscisses sera (Z,0). Més concretament,

com que f(z) =ax+b=0=x = —%,a + 0, i per tant el punt és exactament

2
(g ) 0) : punt de tall amb I'eix d'abcises

1 2 3 4

(0, —2) : punt de tall amb I'eix d'ordenades

Expressio de la funcié donats dos punts. A vegades és necessari determinar la
funcié afi que passa per dos punts determinats.

Donada ’expressi6 general d’una funcié afi, f(z) = az + b, sabem que a indica el
pendent de la funci6 i b el seu terme independent. Si volem trobar I’expressi6 alge-
braica de f(x), hem de trobar els dos valors, a i b. Per a aconseguir-ho, és necessari
definir un sistema d’equacions que caldra resoldre posteriorment. Vegem-ho amb un

exemple.
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Exemple. Com trobar una funci6 afi a partir de dos punts.

Volem trobar una funcié afi de manera que la seva grafica contingui els punts
del pla (1,-1) i (-2,-7).

Com que el punt (1,-1) és de la grafica de la funci6: f(1) = —1. Com que
busquem f(z) =az+b,a-1+b=-1.

Com que el punt (-2, -7) és de la grafica de la funci6, f(-2) = —7. Pel mateix
raonament que abans, a-(-2) +b=-2a+b=-T7.

Cal resoldre el sistema d’equacions que sorgeix de les dues condicions anteriors

a+b =-1

—2a+b =-T7

En resoldre el sistema s’obté que les solucions del sistema sén a =21b = —-3.
Només cal substituir el valors de a i b trobats en 1'expressié general f(z) =

ax + b, d’on resulta
f(z)=22-3

7.2.3. Propietats

En comparar la grafica de diverses funcions afins que tenen el mateix pendent, s’ob-
serva que totes elles son rectes paralleles. Aixi es visualitza en la figura segiient,
que presenta les grafiques de les funcions f(z) = 3z, g(z) =3z + 1, h(z) =3z +2 i
s(x)=3z-1.

3
nf 9 ff s

Que les rectes siguin paralleles vol dir que 'inica modificaci6é grafica que té lloc en
modificar el terme independent d’una funcié consisteix a desplacar parallelament la
recta. Alhora, es pot observar que una funcié lineal no és més que una funci6 afi en
queé el terme independent és 0. Dit d’una altra manera, es tracta de la corresponent

funcio6 afi que passa per origen.

D’acord amb aquest ultim fet, es distingeixen tres tipus de funcions afins atenent

al valor del seu pendent. Aquestes son:
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e Les funcions afins que creixen a mesura que es desplaga la vista cap a la dreta.
S’identifiquen com a funcions creixents i es corresponen amb les que tenen el

pendent positiu. Es a dir, f(z) = ax +b amb a > 0.

e De manera similar, perd en sentit invers, les funcions afins que decreixen a mesura
que desplacem la vista cap a la dreta. Aquestes funcions es denominen funcions
decreixents i es corresponen amb les que tenen el pendent negatiu. Es a dir,

f(z) =az+bamba<0.

e Finalment, les funcions afins que sé6n paralleles a I’eix X. S6n funcions constants
i es corresponen amb les que tenen el pendent nul. Es a dir, f(z) = ax + b amb
a=0.

Exemple. Tipus de funcions afins.

Funci6 aff constant: f(x) =3, té pendent 0.
Funcio6 afi creixent: h(z) = 3z — 4, té pendent 3 > 0.

Funci6 afi decreixent: g(x) = —2x + 4, té pendent -2 < 0.

Les grafiques corresponents a aquestes funcions séon

N /
f@) =3

s 2 25 3 35

g(z) = —2cx+4

D’acord amb les definicions anteriors, una funci6 afi és creixent quan, a mesura que
augmenta el valor de la variable, x, també augmenta el valor de la imatge de la funcio,
Y.

Per contra, una funci6 és decreixent quan, a mesura que augmenta el valor de la x,
disminueix el valor de la y.

Finalment, una funcié és constant quan el valor de la imatge, y, no canvia en variar

el valor de la variable, . Una funcié constant no és creixent ni decreixent.

7.3. Funcions quadratiques
7.3.1. Definicié i exemples

L’expressié d’una funcié quadratica correspon a un polinomi de segon grau amb una

Gnica variable. Es a dir, és de la forma

f(2) =az® + bz +c

amb a,b,c € Ria#0 (si a =0 aleshores tenim una funcié afi i no quadratica). a és el

Qué caracteritza una funcié 9

quadratica?

L’'expressié algebraica d'una funcié
quadratica és un polinomi de grau
2. La seva representacié grafica és
una parabola i els punts essencials
d’ella sén I'eix de simetria, el vertex
i les branques.
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coeficient de segon grau, b el coeficient de primer grau i ¢ el terme independent.

Exemple. Funcions quadratiques.

flz) = 322 + 2z — 2 és una funcié quadratica amb terme de segon grau 3,

terme de primer 2 i terme independent -2.

g(z) = 2% +5 és una funcié quadratica amb terme de segon grau 5 i terme

independent 5. No té terme de primer grau.

Per a representar una funcié quadratica, en primer lloc convé construir una taula de

valors amb alguns dels valors de la funci6é. Vegem-ho amb un exemple. Exemple

. .. 2 z f(z)
En el marge hi ha una taula que correspon a la funci6 f(x) = 3z° - 3z — 6 (no 0.6 | —3.12
s’han inclos més valors a la taula perqué seria massa extensa). En representar els "g‘i _i';;
punts que conté aquesta taula, s’obté la grafica de l'esquerra. A partir d’aquesta -0.3 | -4.83
grafica no és complicat deduir que la representacié completa de la funci6 quadratica :8? :gii
f(z) = 3z - 3z — 6 en Dinterval [-2, 3] és la que presenta la figura de la dreta. 0 -6
0.1 -6.27

0.2 -6.48
_ 0.3 | -6.63
0.4 | -6.72

0.5 -6.75

0.6 | -6.72
X o 0.7 | -6.63
. : 0.8 -6.48
. N s 0.9 | -6.27

N 1 -6
s . 1.1 | -5.67
1.2 | -5.28
1.3 -4.83
1.4 -4.32
. , 1.5 | -3.75
Com en els casos anteriors, observem que, una vegada representats els punts d’una 16 | —312

taula de valors de la funcid, no és complicat deduir la representacié de tots els punts
Taula de la funcié f(x) =322 -3z -6
en qué la funcié és definida, i es dona lloc aixi a la grafica de la funcié. En el cas de

les funcions quadratiques, la grafica resultant és una corba.

7.3.2. Representacié grafica

Tal com s’acaba de veure, la grafica d’una funci6 quadratica és una corba. Aquesta

corba rep el nom de parabola.

Elements principals d’una parabola. Tota parabola presenta uns elements des-
tacats. Anirem definint quins s6n aquests elements i alhora veient-los amb un exemple

concret a partir de la funcié f(z) = 3z% - 3z - 6.

e L’eix de simetria. Tota parabola és sempre simétrica respecte d’una recta, que
rep el nom d’eiz de simetria. De manera general, si f(z) = az? + bz +c = 0 és
I’expressié de la funcié quadratica, aleshores x = —2% és 'equaci6 de la recta que
defineix I’eix de simetria de la funcié.
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D’acord amb la taula de valors de la funcié f(z) = 322 -32-6 anterior, el
valor d’aquesta funcié f quan xz = 0.5 és —6.75. En estudiar les imatges dels
valors de = de la funcié f, observem que aquest és I'tnic punt de la funci6é en
queé el valor de la imatge no s’assoleix per altres valors de . En canvi, si que

es repeteixen per qualsevol altre valor de x.

-0.5 -3.75 1.5 -3.75
-0.4 -4.32 1.4 -4.32
-0.3 -4.83 1.3 -4.83
-0.2 -5.28 1.2 -5.28
-0.1 -5.67 1.1 -5.67
0 -6 1 -6
0.1 -6.27 0.9 -6.27
0.2 -6.48 0.8 -6.48
0.3 -6.63 0.7 -6.63
0.4 -6.72 0.6 -6.72

Es clar, doncs, que a banda i banda de = = 0.5 els valors de la funci6 f es
van repetint. Aquest fet es pot visualitzar dibuixant una recta perpendicular a
I’eix X, que passi pel punt z = 0.5. En dibuixar aquesta recta es veu clarament
que la part de la grafica que queda a l’esquerra d’aquesta recta és la imatge

reflectida de la part dreta, i es mostra aixi la simetria de la funcié.

e El vértex. La interseccio entre la parabola i I’eix de simetria és un punt que rep
del nom de vértex de la parabola. En particular, si f(z) = az®+br+cés I’expressio
general de tota funcié quadratica, el vértex de la parabola té com a coordenada

b
d’abscisses = = o0 Aleshores, el punt sera producte del parell ordenat:
a
~b (b -b b2 b
P f a =\ — 7 tc¢
2a 2a 2a 4a 2a

Seguim amb la funci6 f(z) = 322 —37—6 . Hem vist que el vértex de la parabola
és en el punt de coordenades (0.5, —6.75).

Fem la comprovaci6 analitica: per ser f(z) = 322 - 3z — 6, tenim a =3, b= -3
i c = —6. Per tant, la coordenada x del vértex és x = —% = % = 0.5, tal com
haviem observat anteriorment.

e Les branques. A partir del vértex de la parabola, aquesta es desenvolupa en
dos tragos simétrics a banda i banda, cadascun dels quals es denomina branca.
Ambdues branques es poden dirigir cap amunt o bé cap avall.

En particular, si f(x) = az’ +bx+c és I’expressié general d’una funcié quadratica,

es té que:
o Si a >0, les dues branques de la parabola es dirigeixen cap amunt, i la funcio
és decreixent en l'interval (—oo, —%) i creixent en l'interval (—%, +c>o).

o Si a <0, les dues branques de la parabola es dirigeixen cap avall, i la funci6 és

. . b\ - . . b
creixent en l'interval (—oo, —%), i decreixent en l’interval (—%, +c>o).
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8

ix de simetria

-

-:4 -——— e - ———————

Juntament amb el vértex, altres punts importants d’una parabola sén les interseccions

de la parabola amb els eixos coordenats.

e Tota parabola té una tnica interseccié6 amb ’eix Y. Per a trobar-la, n’hi ha prou
de calcular la imatge de z = 0. Aleshores, el punt interseccié és (0, f(0)). Si tenim

en compte que f(z) = az? + bz + ¢, veiem que sera el punt (0, c).

e Per a trobar la interseccié de la parabola amb 1’eix X, s’ha d’igualar la funcié a
0. Es a dir, s’ha de resoldre I’equaci6 de segon grau f (x) =0, denominada equa-

cid associada a la funcié quadratica. De manera general, aquests punts es poden

b+ Vb2 - 4dac
a

escriure (Z,0), on T = o son les solucions de l’equaci6 associada a

la funci6 (si en té).

La imatge segiient mostra tots els punts de tall de la funcié f(z) = 322 = 32— 6 amb

els eixos.
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Tal com acabem de veure, les interseccions d’una funcié quadratica amb l’eix X es
corresponen amb les solucions de 1’equacié associada f(z) = az® + bz + ¢ = 0. Com
que una equaci6é de segon grau pot tenir dues, una o cap solucié en funcié del seu
discriminant A = b? —4ac, una parabola podra tenir dues, una o cap interseccions amb
I'eix X depenent de si I’equaci6 associada té dos, una o zero solucions. En particular,

doncs, es conclou que una funcié quadratica f(z) = az? + bz + c té:
e dos punts de tall amb l'eix X si A = b? - dac>0
e un punt de tall, que resulta doble, amb l'eix X si A = b2 —4ac=0

e cap punt de tall amb l'eix X si A = b2 —dac<0

Exemple. Punts de tall d’una funcié quadratica amb I'eix X.
Vegem un exemple d’una funcié quadratica que talla I’eix X en dos punts, una

altra en un punt i una tercera que no talla mai I'eix X.
e A lesquerra, f(z) = 372 — 3z — 6. Aquesta funcié talla I'eix X en dos punts
perque 'equacid 322 — 37 — 6 = 0 té dues solucions: z = —1 i z = 2.

e En el centre, g(z) = 22 —dz+4. Aquesta funci6 talla ’eix X en un sol punt

perqué I'equacid 2?2 — 4z + 4 = 0 té una tnica solucié: z = 2.

e A la dreta, h(z) = 222 — 3z + 6. Aquesta funcié no talla ’eix X perqué

I’equacid 272 - 32+ 6 = 0 no té cap soluci6.

f(z)=322-32-6 g(z) =2 -4z +4 h(z) =222 -3z +6

També concloem que si una parabola talla en dos punts l'eix X, ’equaci6é de segon
grau associada a la funcié quadratica té dues solucions; si talla en un tnic punt,

I’equacié té una tnica solucio, i si no talla en cap punt, ’equacié no té cap solucio.

Representacié d’una parabola. Donada ’expressié d’una funcié quadratica, se’n

pot obtenir la representacié grafica en el pla cartesia seguint uns passos concrets.
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