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3.1. Sistemes lineals de dues equacions i dues incognites

3.1.1.

Definicio

Un sistema de dues equacions lineals amb dues incognites és un conjunt

de dues equacions de primer grau amb dues incognites cadascuna com a maxim,

representades amb les mateixes incognites.

Exemple. Sistema de dues equacions lineals amb dues incognites.

dr -3y =5
20 +4y =3

Tal com es pot observar, per a indicar que es tracta d’un sistema d’equacions i no

de dues equacions independents, les dues equacions van encapgalades per una clau {,

que les agrupa.

Es molt comu escriure les equacions de la manera segiient: tots els termes amb incog-

nites se solen trobar en el membre de 'esquerra, mentre que tots els nombres (termes

independents) se solen trobar en el membre de la dreta. Si les equacions no estan

expressades d’aquesta manera, convé transformar-les en d’altres d’equivalents que ho

siguin d’aquesta manera.
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3.1.2. Solucions i tipus de sistemes

S’ha d’insistir que una solucié d’un sistema amb dues incognites, si existeix, és un
parell numéric, és a dir, ha de constar de dos nombresun per a cada incognita, i que
aquests dos nombres han de satisfer les dues equacions alhora. Pel que fa al nombre

de solucions d’un sistema d’equacions, ens podem trobar amb tres casos:

e Un sistema amb una tnica solucié. Per exemple:

z+2y =10
20—y =5

que té una tnica solucié (z,y) = (4, 3).

e Un sistema amb infintes solucions. Per exemple:

2z +4y =20

z+2y=10
que té aquestes (i moltes altres) solucions: (z,y) = (4,3), (z,y) = (2,4), (z,y) =
(0,5), ...

e Un sistema sense solucions. Per exemple:

20 +y =8
2r+y=1
En aquest cas, és facil comprovar que no és possible que la mateixa expressié pugui

resultar igual a 8 en un cas i igual a 1 en ’altre.

3.1.3. Meétodes de resolucidé

Resoldre un sistema d’equacions significa trobar les solucions del sistema, és a dir,
aquells nombres que, en substituir les incognites, transformin les equacions en igual-
tats numeériques certes. Cal destacar que els mateixos nombres han de substituir les

incognites en ambdues equacions alhora.

Exemple. Soluci6é d’un sistema de dues equacions i dues incognites:
2z +3y =19
z+4y =17
té com a soluci6 (z,y) = (5,3), ja que
2:5+3-3=19
5+4-3=17

Per a trobar la solucié de sistemes d’equacions lineals amb dues incognites, hi ha

principalment tres de métodes de resolucio.
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Meétode de substitucié. Consisteix a aillar una de les incognites en una de les dues

equacions i substituir-ne I’expressié en ’altra equaci6. Una vegada resolta aquesta

altima equaci6 es resol 'altra equacié introduint el valor trobat.

Meétode d’igualacié. El métode d’igualacié consisteix a aillar la mateixa incognita
en ambdues equacions del sistema. A continuacio, s’han “d’igualar” les dues expressi-
ons que han resultat d’aillar aquesta incognita, i definir aixi una nova equaci6. Una
vegada resolta aquesta equacio, se substitueix el valor en una de les equacions inicials

i es resol per trobar I’altre valor.
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Meétode de reduccié. El métode de reduccié consisteix a multiplicar convenient-

ment les dues equacions del sistema per uns nombres de manera que en restar les
equacions resultants es “redueixi” el nombre d’incognites de dues a una. Una vega-
da resolta ’equacioé resultant, es pot substituir aquest valor en una de les equacions

inicials i resoldre-la per a obtenir la soluci6é general.
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Observem que, després de resoldre el mateix sistema amb els tres métodes, el métode

que s’utilitza per a resoldre un sistema d’equacions no influeix en la solucio6 del sistema.

3.2. Sistemes lineals de tres equacions i tres incognites
3.2.1. Defincié

Igual que abans, podem definir un sistema de tres equacions lineals amb tres incognites

com un conjunt de tres equacions de primer grau amb les tres mateixes incognites en
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cadascuna de les equacions.

3.2.2. Meétode de resolucié

La solucié d’un sistema de tres equacions lineals amb tres incognites consta de tres
nombres que, en substituir les incognites corresponents alhora, permeten resoldre el

sistema.

Per a resoldre un sistema d’aquest tipus, es pot utilitzar un métode semblant al de

reduccié operant de la manera segiient:

1) Operar adequadament amb la primera equacid per eliminar la primera incognita
de les dues equacions segiients.
En multiplicar la primera equacié per 2 i restar-la de la segona s’obté —7y—4z = —2.
Multiplicant la primera equaci6 per 3 i restant-la de la tercera, s’obté y — 2z = 8.

Evidentment, ambdos sistemes soén equivalents.

T+y+z =0 r+y+z =0
Eq2=FEq2-2-Eql
_—

2z -5y =2z =-2 Eq3=Eq3-3-Eql

Ty -4z =-2
3r+4dy+z =38 y -2z =8
2) Operar adequadament amb la segona equacid del nou sistema per eliminar la se-
gona incognita de la tercera equacid.

Per a trobar la tercera equaci6é nova, multipliquem la tercera equaci6é per 7 i ho

sumem a la segona. Observem que en 'altima equacié queda ara una sola incog-
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nita.

z+y+z =0 z+y+z =0
Eq3=7-Eq3+Eq2

Ty —4z = -2 - Ty —4z = -2

y—2z =8 -18z =54

3) Resoldre liltima equacid que tindra només una incognita:

-54
-182=54 <= z=—=-3.
18

4) Resoldre la segona equacid de 1’ultim sistema, substituint la z pel valor trobat. En
aquest cas tenim que z = -3

-2-12
Ty—-4-(-3)=2<y=——=—=2

7
Obtenim que y = 2.

5) Finalment, substituir els valors trobats de la y i la z en la primera equacid, i trobar
la x. Utilitzant z = -3 1 y = 2, tenim
r+2-3=0<=2z=1

En aquest cas, x = 1.

Per tant la soluci6 del sistema és (z,y,z) = (1,2,-3).

Aquest métode s’anomena métode de Gauss.

3.3. Sistemes lineals de m equacions i n incognites

Ara volem estudiar com treballar amb sistemes d’equacions lineals amb qualsevol

nombre d’equacions lineals i incognites.

3.3.1. Definicio

Un sistema de m equacions i n incognites (que denominarem z1, 2, ..., Tn)
amb termes independents by, ..., by, també denominats constants i on m i n sén dos

nombres naturals, té la forma segiient:

a11r1 +a12x2 + ...+ aipnn = b1

a1T1 + a2 + ...+ agnTn = bo

Am1T1 + Am2x2 + ... + AmnTn = by

Com en la resta de sistemes, una solucié d’aquest sistema és un n-tupla (és a dir,
una collecci6 de n nombres) que, en substituir z1, x2, 3, ..., Tn convenientment en
aquest sistema, resol totes les equacions simultaniament. Es evident que algun dels
coeficients de cada incognita ha de ser diferent de 0 en alguna de les equacions (en

cas contrari, aquesta incognita seria supérflua).
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3.3.2. Meétode de Gauss

Tal com hem vist en el cas de sistemes amb tres equacions i tres incognites, el métode
de Gauss consisteix a aplicar una série de transformacions lineals al sistema inicial

fins a obtenir un sistema més facil de resoldre.

Les transformacions lineals que podem aplicar quan utilitzem el métode de Gauss

son:

e Dues equacions qualssevol son intercanviables.

e Una equacié qualsevol del sistema es pot multiplicar (en ambdés membres) per

una constant diferent de zero.

e Una equacié qualsevol del sistema es pot reemplacar per I’equacié que resulta de
sumar a aquesta mateixa equacidé qualsevol altra equacié del sistema, la qual es

pot multiplicar a més per qualsevol nombre.

Aquestes tres transformacions elementals se solen denominar (en aquest ordre): in-

tercanviar equacions, reescalar (és a dir, multiplicar per un nombre) i pivotar.

En cada una de les equacions del sistema lineal, la primera incognita que apareix amb
un coeficient diferent de zero es denomina incognita inicial de ’equacié. Es diu que
un sistema esta en forma esglaonada (o és triangular) si la incognita inicial en
cada equaci6 (Obviament, excepte en la primera) és a la dreta de la incognita inicial
de lequaci6 que la precedeix. Es a dir que (en cas que tinguem el mateix nombre

d’equacions que d’incognites, m = n) la forma del sistema en forma esglaonada és la

segiient:

a11T1 +ai2x2 +aizry +... +... +a1(n—1)xn71 +a1nTn = b1
+ag2r2 +ag3xr3 +... +... +a2(n_1):vn_1 +a2nTn =bo
+a33ry +... +... +a3(n-1)Tn-1 +a3nTn =b3

+ + +. + =

O + + + =

+A(n-1)(n-1)Tn-1 +0(n-1)nTn =bn-1

+tannTn =bn

El métode de Gauss consisteix a utilitzar les tres transformacions elementals
entre equacions (intercanviar, reescalar i pivotar) per trobar un sistema equivalent

a l'inicial en forma esglaonada. Aixi, comengant per 1’'ultima incognita, podrem

resoldre facilment el sistema.
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Per a aconseguir-ho:

1) Comencem repassant tots els coeficients de z1 (a11, a21, - .., am1) fins a trobar el
primer coeficient que sigui diferent de zero. Aquest coeficient podria ser el mateix
a11. Si no és el primer, s’intercanvia ’equacié amb la primera que tingui aquest

terme diferent de 0.
2) Considerem que un nou sistema té un nombre diferent de 0 com coeficient a1.

3) Mitjancant les operacions de reescalar i pivotar, es fa que tots els coeficients que
estiguin sota aquest nou a1 siguin 0. Aixi, si en ’equacio que ocupa la fila k-ésima
el seu primer coeficient ayq és diferent de 0, es pivota multiplicant la primera fila
per % i restant el resultat a la fila k-ésima. El resultat sera la nova fila k-ésima.

El nou sistema tindra aquesta formas:

a11r1  +aiexre +... +ainxTn =b1
tahota ... +ah,xn = by
Fap,oT2  +... FampTn = by

4) Una vegada eliminats tots els coeficients de la primera incognita (excepte el de la
primera equacio), repetim el mateix procediment amb els coeficients de la segona

incognita, x2, a partir de la segona equaci6.

5) A continuacio, es fa el mateix procediment amb la tercera incognita, x3, a partir
de la tercera equacio. I aixi successivament fins a arribar a I'tltima equacié. Una
vegada arribat al final del procés, el nombre d’equacions que no sén del tipus 0 =

0 és igual a un cert nombre, que denominarem r, de manera que r < m.

3.3.3. Solucions i tipus de sistemes

Una vegada finalitzat el procediment de Gauss, el sistema resultant s’haura de trobar

en una d’aquestes situacions:

e (QQue aparegui una fila amb tots els coeficients iguals a zero i amb la constant
diferent de zero. En aquest cas el sistema no té cap soluci6. Es diu que el sistema

és incompatible.

e (Que no aparegui cap equacié amb zeros, o que totes les files amb coeficients iguals
a zero tinguin també constants iguals a zero (en aquest cas totes aquestes files son
supeérflues i es poden eliminar). Si aixo és aixi, el sistema té solucié. Es diu que el

sistema és compatible, i pot ser:

o Compatible determinat: la soluci6 és tnica si el nombre r d’equacions re-

sultants en el sistema esglaonat és igual a n (el nombre d’incognites).
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o Compatible indeterminat: amb infinites solucions si el nombre r d’equaci-

ons en el sistema esglaonat és menor que n (el nombre d’incognites).

Vegem com sén les solucions en el cas de sistemes compatibles:

Cas n | El sistema resultant en forma esglaonada, després d’utilitzar el métode
de Gauss sera de la forma:
ail1ri1 +aigre +aizrzy +... +... +a1(n71)wn71 +a1nTn = b1
+a9oxo +ag3ry ... +... +a2(n-1)Tn-1 +aonTn =bo
+as3xrs +... +... +a3(n_1)xn_1 +a3nTn = b3
+ + +. + =
0 + + + =
+A(n-1)(n-1)Tn-1 +0(n-1)nTn =bn-1
+annTn =bn

Per a trobar la solucié tnica d’aquest sistema, s’utilitza ’anomenada substitucic cap

enrere (un procés molt semblant s’ha seguit en els sistemes de tres equacions lineals):

1) Sailla zy, de I'altima equacio:

b,
Tp = —.
ann

2) Se substitueix aquest valor en ’equaci6é anterior i es troba el valor de xp_1:

1 bn
Tp1=—|bp_1 - A(n-1)n "~
A(n-1)(n-1) Ann
3) Se segueix el mateix procediment de substituci6 cap enrere fins que s’han trobat

els valors per a totes les incognites.

El sistema d’equacions quedaria de la manera segiient:

al11xl +ai12x2 +aizrs +... +... +... +... +ainTn = bl
ag2x2 +ag3xrs +... +... +... +... +a2nTn =bo

0 o0+ ... T
ArnTr  +Op(pt1)Tr+l F... FarpTn = by

Per a resoldre aquest sistema, farem:

e Reduir aquest sistema a un sistema amb tantes incognites com files. Per fer aixo,

es passen totes les incognites a partir de x,41 a l'altre membre.
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aijlry +aixz +aizxs +... +airTr =by — A1(r+1)Tr — ...~ AlnTn
ag9xs  +a93r3 +... +a2,Tr =bo — a2(r41)Tr = ... — A2nTn
ArnTr =br — Ar(n+1)Tr+l = ... — Grndn

e D’aquesta manera, tenim les r primeres incognites en el membre esquerre de les
equacions i les n —r incognites del membre de la dreta de les equacions es tracten
com si fossin valors coneguts (com els nombres b;). Obtenim aixi un sistema amb
r equacions i r incognites, que es pot resoldre fent el procés de substitucié cap

enrere.

e Ara bé, s’obtindra la soluci6 per a les r primeres incognites, que dependran del
valor que tinguin les n — r incognites restants, i aquestes n — r podran prendre
qualsevol valor real. Per aixd mateix, aquest tipus de sistemes té més d’una

solucié (de fet, té infinites solucions).

3.4. Sistemes d’inequacions
3.4.1. Sistemes d’inequacions lineals amb una incognita

Definicié. Un sistema d’inequacions lineals amb una tnica incognita és format per
diverses inequacions lineals i limitat per una clau que indica precisament que es tracta

d’un sistema, i no d’inequacions independents.

Exemple. Un sistema d’inequacions podria ser:

3r+4<2x+8

2c—1>x

Un nombre és solucié d’un sistema d’inequacions d’aquest tipus si és soluci6 de totes
les inequacions que formen el sistema. Tinguem en compte que la solucié d’un sistema
d’inequacions lineals amb una incognita pot tenir solucié o no, i en cas que tingui
solucié aquesta pot ser un sol nombre, un interval de nombres o bé la uni6 de diversos

intervals.

Exemple. x = 3 és una soluci6 del sistema d’inequacions anterior, ja que

3:3+4<2-3+8 13<14

—

2:3-1>3 5>3
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Meétodes de resolucié. Per a resoldre sistemes d’inequacions, proposem dos mé-
todes diferents.

En el primer métode, els passos per a la resoluci6 séon els segiients:

1) Es resolen per separat les equacions associades a cada una de les inequacions
del sistema. L’equaci6é associada a una inequacid és la resultant de substituir la
desigualtat de la inequaci6 per una igualtat. En ’exemple anterior, hem de resoldre
cada una de les dues equacions segiients:

3r+4=2x+8<=>x=4
2r-l=zcssx=1

2) Es marquen en la recta real les solucions anteriors. Aixo fara que la recta real

quedi dividida en 3 parts. En 'exemple:

3) Se selecciona un nombre de cadascuna de les parts en les quals queda dividida la

recta pels nombres anteriors. En I’exemple, es poden escollir els nombres 0, 2 i 6.

[ l

4) FEs comprova quins d’aquests nombres, a més de les solucions de les equacions,
son solucid de tot el sistema d’inequacions. En I’exemple, s’han de provar el 0, 2 i
6 que hem marcat en el pas anterior i les dues solucions 1 i 4. Es facil comprovar

que s6n unicament solucié del sistema el 2 i el 4.

5) Finalment, les solucions del del sistema sén els nombres que estan en el mateix
interval que els nombres que en el pas 4 hem comprovat que eren solucid del
sistema d’inequacions. A més, inclourem les solucions obtingudes en 'apartat 1
si compleixen el sistema d’inequacions. En I’exemple, els nombres que s6n solucioé
del sistema estan entre 1’1 i el 4, més el 4, i per tant Uinterval (1,4], la seccié

acolorida d’aquesta recta real:

A
1 1 O
1

—
4

Ut 1—

[ =
w

Per tant, les solucions del sistema d’equacions lineals

3r+4<2x+8

20 -1>x
sén tots els nombres més grans que 1 i menors o iguals a 4, és a dir, tots els
nombres, x, que compleixen 1 < z < 4. En forma d’interval, la soluci6 s’expressaria

de la manera segiient:

(1,4]

Un segon métode per a resoldre aquest sistema és:
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1) Resolem la primera inequacid. En ’exemple, hem de resoldre

3r+4<2x+8

Tal com hem vist en el métode anterior, la soluci6é de ’equacié associada és x = 4,
i si comprovem els valors 0, 4 i 5 a 'inequacié obtenim com a solucié 'interval

(—00,4],

2) Resolem la segona inequacid. En 'exemple, procedim de la mateixa manera que

en el pas anterior i obtenim que la soluci6 de 2z — 1 > = és l'interval (1,+oo].

3) Busquem quins son els punts en comi que tenen les dues solucions obtingudes. En

I'exemple veiem que coincideixen en linterval (1,4]

F'S

¥

= {
e 1

3.4.2. Sistemes d’inequacions de segon grau amb una incognita

Definicié Un sistema d’inequacions de segon grau amb una tdnica incognita és for-

mat per diverses inequacions lineals o de segon grau i limitat per una clau.

Exemple. Un sistema d’inequacions de segon grau pot ser

20+52>22—«x

2% -2 -2<a? -z +4

Un nombre és solucié d’un sistema d’inequacions d’aquest tipus si és solucié de totes
les inequacions que formen el sistema. Tinguem en compte que la solucié d’un sistema
d’inequacions lineals amb una incognita pot tenir solucié o no, i en cas que tingui
solucié aquesta pot ser un sol nombre, un interval de nombres o bé la uni6 de diversos

intervals.

Meétode de resolucié. Un procediment per a trobar les solucions d’'un sistema

d’inequacions de segon grau és molt semblant al de resolucié de sistema d’inequacions
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lineals. De fet podem triar qualsevol dels dos métodes que hem vist i utilitzar-los
també en aquest cas. Triem per exemple el segon. Aixi, per trobar la soluci6é del
sistema cal resoldre cadascuna de les equacions a part, després buscar les solucions

de les dues inequacions per separat i finalment buscar totes les zones comunes:

1) Es resolen les dues equacions associades.
20 +5=2-zc<=r=-1
2x2—2m—2:x2—x+4©m:—2, 3
2) Es resolen les dues inequacions per separat.

e Lasolucio de 2z +522— 1z és [-1,+00).

| —e— |
-3 -2 -1 0 1

[N o
w
Iy

e La soluci6 de 22% -2z -2 < 2% -z +4 és [-2,3].

F—eo— | | —eo——
-3 -2 -1 0 1 2 3

| | o ! | | 4
: : 3

Per tant, les solucions del sistema d’equacions de segon grau

20 +522-x

202 20 -2<2% -z +4
sén tots els nombres més grans o iguals a —1 i menors o iguals a 3, és a dir, tots els
nombres, x que compleixin —1 < z < 3. En forma d’interval, la soluci6 s’expressaria

de la manera segiient: [-1, 3].
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Resum
Sistema de dues equacions lineals amb dues incognites
Definicié: és un conjunt de dues equacions de pri- 3z -6y=>5
mer grau amb dues incognites cadascuna, representa- | Lremple:
des per les mateixes lletres. 20 -2y =4

Escriptura habitual: termes amb incognita en el
membre de l'esquerra i termes numeérics en el de la
dreta.

Soluci6é: un parell de nombres que, en substituir les

incognites corresponents en cada una de les equacions, rtu=3

donen lloc a dues igualtats certes. { y=
2z —y=3

Resolucio: procés de cerca de les solucions del siste- té soluci6 (z,y) = (2,1), ja que

ma. ) ) )
2+1=3
2:2-1=3

Meétodes de resolucié
Métode de substitucio

Procediment Ezxzemple: dr -2y =8
20 +y=4

1. Es tria una de les dues equacions. 20 +y=4

2. S’allla una de les incognites de ’equaci6 triada. y=4-2x

3. Se substitueix el valor de la incognita en I’altra equa- 4r-2-(4-2x) =8

cio.

dr-8+4xr=8+<=8x-8=8
4. Es resol I’equacio resultant. 16
=8zr=16=r=—=2

y=4-2-2=0
Solucié: (z,y) = (2,0)

4.2-2.0=8=8=8
2:2+0=4=4=4

5. Es substitueix el valor trobat en ’equaci6é del pas 2
i obtenim el valor de l’altra incognita i la solucio.

6. Es comprova la solucié.

Meétode d’igualacio

Procediment Ezxzemple: dz-2y=8
2e+y=4
4x -8
- . . Y= =2z =4
1. S’allla la mateixa incognita en les dues equacions. 2
() = 4=
2. S’igualen les dues expressions resultants. 2c-4=4-2z

20 -4=4-2z < 4x =8
3. Es resol I'equacio resultant.
Sr=-=2
y=4-2-2=0
Solucié: (z,y) = (2,0)

{4-2—2-0:8:,8:8

4. Se substitueix la incognita de qualsevol de les equa-
cions del sistema del pas 1 pel valor trobat.

5. Es comprova la soluci6.
2:2+0=4=>4=4
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Metode de reduccio
4x — 2y =
Procediment Exemple: r-2y=8
20+y=4
1. Es tria una de les dues incognites. Per exemple, y
2. Es multipliquen els dos membres de la primera 1-(do-2y=8)
equacio pel coeficient de la incognita escollida en -2-(2z+y=4)
la segona equacio6 i els dos membres de la segona U
equacio pel coeficient de la incognita escollida en 4 -2y =8
la primera equaci6. 4z 2y =-8
dr -2y =8
3. Es resten les dues equacions resultants. - —4x -2y =-8
8z =16
4. Es resol I’equacio resultant. wm=2
Se substitueix z =2 a
5. Se substitueix el valor de la incognita trobada 2z+y =4
en qualsevol de les equacions del sistema. 2-2+y=4

6. Es resol I’equacio6 resultant.

4+y=4=y=0
Solucié: (z,y) = (2,0)

7. Es comprova la solucio6.

4-2-2.0=8=8=8
2:2+0=4=>4=4

Sistema de m equacions i n incognites

Un sistema de m equacions i n incognites (que denominarem z1, z2, ..

termes independents by, ..
nombres naturals, té la forma segiient:

a11x1 +a12T2 + ...+ a1pxn = b1
a21%1 +a22x9 + ...+ aspTy = ba

Am1T1 + Am2T2 + .. + AmnTn = bm

., bn, denominats també constants, i en el qual m i n sén dos

., Tpn), amb

Resolucié d’un sistema de diverses equacions lineals pel métode de Gauss

1. Operar amb la primera equaci6é per eliminar la
primera incognita de les altres equacions.

T+Y+2 =0
2x -5y -2z =-2
3r+4y+z =8
z+y+z =0
~Ty—4z =-2
y—2z =8

Eq2=-2-Eql+Eq2
b
FEq3=-3-Eql+Eq3

2. Operar amb la segona equacié per eliminar la
segona incognita de les equacions segiients.

3. Es fa la mateixa operacié fins a exhaurir les
equacions i s’obté un sistema esglaonat.

4. Es resol I'tiltima equaci6 i se substitueixen els
valors cap enrere.

t+y+z =0 g poirEgs
LRGP

—Ty—4z =-2
y—2z =8
z+y+z =0
-Ty—-4z =-2
-18z =54
182=54=2z=-54-_3

-Ty—-4-(-3)=-2=y=2
z+2-3=0=z=1

Nombre de solucions d’un sistema

Un sistema de m equacions i n incognites pot no tenir solucio, tenir-ne una o tenir-ne

infinites.

e [FEl sistema no té cap solucié quan apareix una fila amb tots els coeficients iguals
a 0 i amb la constant diferent de 0. Es diu que el sistema és incompatible.

e En cas contrari, el sistema té solucid, s’anomena sistema compatible i pot ser:

o Compatible determinat (amb solucié unica): si el nombre d’equacions re-
sultants en el sistema esglaonat és igual al nombre d’incognites.

o Compatible indeterminat (amb infinites solucions): si el nombre d’equa-
cions en el sistema esglaonat és menor que el nombre d’incognites.
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Sistemes d’inequacions

Un sistema d’inequacions amb una tnica incognita és format per diverses inequacions i
limitat per una clau que indica precisament que es tracta d’un sistema i no d’inequacions
independents.

Resolucié de sistemes d’inequacions

1) Es resolen les equacions associades a les inequacions del sistema.
2) Es marquen les solucions anteriors en la recta real.

3) Se selecciona un nombre de cadascuna de les parts en les quals queda dividida la recta
pels nombres anteriors.

4) Es comprova quins d’aquests nombres son solucié del sistema d’inequacions.

5) Les solucions del sistema son els nombres que estan en el mateix interval que els
nombres que en ’apartat 4 hem comprovat que eren solucié del sistema d’inequacions.




© FUOC o PID 00270075 104 Iniciacié a les matematiques per a I’enginyeria

Exercicis resolts

1. Troba les solucions al sistema d’equacions usant el métode de Gauss:

T -y =0
2 -2y 4z +2w =4
Yy +w =0
2z +w =5

Solucio:

S’observa que la primera incognita inicial és la x en la primera equacio, ja que el seu coeficient
és diferent de 0 (és 1). Pivotant aquest element s’obté:

T -y =0 T -y =0
2r -2y +z +2w = 4 Eq2=Eq2-2-Eql z +2w =4
Yy +w =0 Y +w =0

2z +w =5 2z +w =5

Només la primera equacié té incognita x, i per tant la primera incognita inicial, que és y,
és en la tercera equaci6é (ja que en la segona equacié no hi ha incognita y). Aixi, doncs,
intercanviem les files:

T -y =0 T -y =0

z +2w =4 Eql-Eq2 Yy +w =0
_—

Y +w =0 z +2w =4

2z +w =5 2z +w =5

D’aquesta manera, ja no hi ha més incognites y. La nova incognita inicial de la tercera equacio
és z; per tant, se’'n pot mantenir a la posicid i servird de pivot per a eliminar la incognita z
de I'ultima equacio:

T -y =0 T -y =0
Y +w =0 Eg4=Eq4-2-Eq3 Y +w = 0

z 42w =4 z +2w =
2z +w =5 -3w =-3

S’ha arribat a ’'altima equacio, i la situacié és d’igual nombre d’incognites que d’equacions.
Per tant, es tracta d’un sistema compatible determinat. S’aplica la substitucié cap enrere a
I’altim sistema per resoldre’l:

e Es dedueix que w =1 de I'altima equacio.

e Se substitueix aquest valor en ’equacié anterior i es resol:
z+2-1=4=2=4-2=2.

e Se substitueixen z =2 i w =1 en ’equacié anterior:
y+1=0=>y=-1.

e Se substitueixen y=-1, z=2, w=1:
z-(-1)=0=>2=-1.

Per tant, la solucié del sistema és z = -1, y = -1, z = 2, w = 1. També es pot escriure
($,y,Z7’LU) = (_17_17271)'

2. Troba les solucions al sistema d’equacions usant el métode de Gauss.

T +y +z ~w =1
y -z 4w =-1
3x +6z —6w = 6
-y +z —w = 1
Solucio6:

Per a obtenir la forma esglaonada fem el segiient:

T +y +z —w =1 T +y +z —w =1
Yy -z +w =-1 Eq3=Eq3-3-Eql Yy —z +w = -1 Eq3=Eq3+3-Eq2
_— _
3z 46z 6w= 6 -3y +3z -3w = 3 Fat=Eqi+Eq2

-y +tz ~w =1 -y +z —~w =1
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T4y +z —w =1

Eq3=Eq3+3-Eq2 Yy —z+w = -1
B ik i
Eq4=Eq4+Eq2 0 =

0 =

Eliminem les dues igualtats 0 = 0, ja que s6n supérflues. El sistema esglaonat és:

{x+y+z—w 1

Yy —z+w=-1

En aquest cas, n =4 i r = 2; per tant, es tracta d’un sistema compatible indeterminat. Per a
poder utilitzar el procediment de substitucié cap enrere, hi ha d’haver tantes incognites com
equacions; per aix0, movem les dues incognites restants al membre de la dreta.

rz4+y=1 -z +w
y =-1+z —w
Ara ja podem resoldre el sistema. L’altima equaci6 ens dona el valor de la y.

y=-1+z-w.
Si substituim cap enrere el valor de la y en la primera equacio,

z-l+z-w=1l-z+w=>2x=2-2z+2w.
Aixi, les solucions sén d’aquest tipus:
T=2-2z+2w
y=-l+z-w

on z i w poden ser qualsevol nombre. Escriurem la solucié (z,y,z,w) = (2-2z +2w,1 +z -
w, z,w) per z, w € R. Per aix0, el sistema té infinites solucions, tantes com valors es donin a
z 1 w. Exemples concrets serien els seglients:

e Siz=0iw=0,llavors x =2 iy = —1. Per tant, una soluci6 del sistema és z =2, y = -1,
z=0,w=0.

e Siz=1iw=-2,la soluci6 del sistema seria z=-4, y=2, z=1, w=-2.

Aixi doncs, per a cada parell de valors qualsevol z,w podem aconseguir una soluci6é del
sistema. Es a dir, el sistema té solucions infinites.

3. Troba les solucions del sistema.
20+3y+z=4
T-2y+z=-2
8x+5y+5z=1
Soluci6:

Solucionem el sistema trobant la forma esglaonada. Per aixo fem el seglient:

2¢ 43y +z = 4 T -2y +z = -2
Eql—Eq2 Eq2=FEq2-2-Eql
— - ) — — N
r -2y +z = -2 20 43y +z = 4 Fq3-Eq3-8Eql
8x +by +bz = 1 8x +b5y +bz = 1
T -2y +z =-2 T -2y +z = -2
Eqg2=Eq2-2-Eql Eq3=Eq3-3-Eq2
_ _ — _ s =
Eq3=Eq3-8-Eql Ty -z =38 Ty —z=8
21y -3z = 17 0 =-7

En vista de la tercera equacio, que no té cap possible solucié perqué sempre és falsa, podem
deduir que el sistema és incompatible.

4. Afegeix una equacié al sistema segiient, de manera que resulti...
{a: +y +z =1
x -z=2
(a) compatible determinat.
(b) compatible indeterminat.

(c) incompatible.

Solucié:

(a) Ens hem d’assegurar de trobar una tercera equacié que no doni lloc a un sistema incom-
patible o que sigui irrellevant. Com que la segona equacié no té la variable y, podem
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donar una tercera equacié amb aquesta variable, per exemple, y = 0. O bé, per a com-
plicar més aquesta tercera equacio, y = 0 més una combinaci6é lineal de les altres dues
equacions (de manera que en simplificar el sistema retorni a y = 0).

Amb aquesta tercera equacié (y = 0), fent substitucié cap enrere, ens queda el sistema

{z +z=1 Eq2=Eq2-Eql {:l? +z=1
—_

xr -z =2 -2z =1

I com que és un sistema esglaonat de dues equacions i dues variables, ja sabem que és
compatible determinat. Saps resoldre’l?

(b) Com que amb les dues equacions que ens donen ja tenim un sistema amb dues equacions i
tres incognites, si afegim una equaci6 irrellevant mantindrem el mateix tipus de sistema.
Per exemple, la tercera equacié podria ser 0 = 0 (que sempre és certa i no dona més
informaci6 que la que ja tenim, i per tant és irrellevant), z — z = 2 (que és idéntica a la
segona equacid) o qualsevol combinacié lineal de les equacions inicials.

(c) Per tal que el sistema resulti incompatible, n’hi ha prou amb donar una equaci6é que

no es pugui solucionar. Per exemple, si la tercera equacié fos 0 = 1 no hi hauria soluci6é
del sistema (ja que la tercera equacié mai no seria certa), i per tant el sistema seria
incompatible.
Una altra opci6 és donar una tercera equacioé que sigui realment incompatible amb alguna
de les anteriors, per exemple, x — z = 1. Com que la segona equaci6 és x — z = 2, no pot
ser que les dues siguin certes alhora (dit d’una altra manera, en restar una equaci6 de
Paltra obtindriem 0 = 1 com abans); per tant, el sistema és incompatible.

5. Troba la soluci6 del sistema d’inequacions segiient:

T —
2x — >z
z+1
r—-1<3-
Solucio:
Si operem la primera inequacié, tenim:
z-1
20— >
3
z-1
r >
3

3r >x-1

2 > -1

-1
r > —

2

Mentre que, per a la segona,
+1

r-4 < _z

2

22 -8 <—(z+1)

3z <7
7
r <=
3 17
Per tant, si unim les dues solucions tenim la soluci6 x € (—5, g)

6. Resol el sistema d’inequacions segiient:
222 -3<6z+5
Trx+1<13+4x

Soluci6:
Si reordenem la primera inequacid, tenim
2% - 62 -8<0.

Ara, si igualem la part de ’esquerra a 0 i solucionem ’equacié6 aplicant la férmula de ’equacié
de segon grau, tenim x = —1,4 com a solucions. Aquests valors son on la inequaci6 se satisfa
amb una igualtat. Per a saber quin dels intervals que queden soluciona la inequacid, prenem
un valor de cada interval i els avaluem:

e Agafem un nombre més petit que —1, per exemple, -2, i el substituim en la inequacio,
de manera que queda 8 < 0. Com que aixd no és cert, aleshores I'interval (—oo,-1) no
pertany a la solucio.
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e Agafem un nombre entre -1 i 4, per exemple, el 0, i el substituim a la inequacio, de
manera que queda —8 < 0. Com si és cert, aleshores aquest interval si pertany a la soluci6.

e Agafem un nombre més gran que 4, per exemple, 5, i el substituim en la inequaci6, de
manera que queda 12 < 0. Com que aixd no és cert, Uinterval (4,+00) no pertany a la
solucib6.

En conclusié, la primera inequacié té com a soluci6 l'interval [-1,4].

Solucionem la segona inequacié de manera que queda

Tr+1 <13+4x
Tx—4r <13-1

3z <4
i, per tant, té com a soluci6 x < 4.

Ara sabem que la solucié del sistema sera la interseccié de les solucions de cadascuna de les
inequacions. Aixi tindrem que la soluci6 del sistema és [-1,4].
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Exercicis per a practicar amb les solucions

7. Troba les solucions dels sistemes d’equacions segiients usant el métode de

Gauss:
(a)
r +3y =-1
r -2y=9
3 +4dy = 7
(b)
3z +y +z +u +v =0
+z —u =1
2v =4
(c)
-2z +y +z —t =2
y +z +2t =4
z +2t =3
(d)

r -2y +3z=0
-4z +5y -6z =1

T +2y +2z =3
y +z =1

r +y +z =0

8. Un sistema lineal s’ha resolt de dues maneres obtenint els dos conjunts de
solucions segiients:

T=X r=3p-1
y=1-2\ y=3-6u
z=2+A z=1+3p

per a A\, u € R. Prova que les dues solucions coincideixen.

9. Resol els sistemes d’inequacions de grau 1 segiients:

(a)

20 - (z-4)<6
z>3-(2z-1)+18
(b)
r-1 x-4
- >2r -1
2
2r-——">z-3

10. Resol els sistemes d’inequacions de grau 2 segiients:

(a)
22 -Tx+6<0
—z2 +8x>7
(b) ,
x4 -9 <0
r-1
7-(3-xz)=5
Solucions:
7.

(a) x:57y:_2

3-y-2

b) (21 uu2)
3t

(©) (1—5,1,3—27571&)
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-2 -1
(d) (7 -1z, 5 —4z,z)
(e) Es un sistema incompatible
8. Comprovem que per a A = 3 — 1 obtenim les mateixes expressions per a les solucions.
9.
(a) (~o0,~3)
(®) (-7,1)
10.

(a) (1,6]
(b) (=00, -3]u (1, 18]
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