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8.1. Razones trigonométricas
8.1.1. Razones principales de un angulo agudo

En un tridngulo rectangulo ABC como el siguiente,

c

\\i\\ﬁo b (cateto-opuesto)
o

¢ (cateto-adyacente)

La trigonometria es una parte de @

las matematicas que estudia la
relacién entre la medida de los
angulos y los lados del triangulo.
De hecho, la propia palabra,
trigonometria, tiene origen en ello::
tri significa tres, gono significa
angulo y metria significa medida, es
decir, trigonometria significa
medida de (figuras) con tres
angulos.

podemos definir las razones trigonométricas del &ngulo agudo « de la manera siguien-

te:

del angulo « es el cociente entre el cateto opuesto al &ngulo y la hipotenusa.

Se indica sin(a) y se calcula asi:

in(a) b cateto opuesto
sin(q) = — = —/—m88—
a hipotenusa

Se tiene que destacar que el seno es un niimero positivo nunca mayor que 1, y un

cateto no puede ser nunca superior a la hipotenusa: 0 < sin(a) <1 .
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de este angulo « es el cociente entre el cateto adyacente al angulo, la

hipotenusa se indica cos(a) y se calcula as:

(@) c cateto adyacente
cos(v) = —= ———
hipotenusa

También hay que destacar que el coseno es un nimero positivo nunca mayor que

1 (un cateto no puede ser nunca superior a la hipotenusa) 0 < cos(«) < 1.

tangente | de este dngulo a es el cociente entre el cateto opuesto y el cateto ) - 0
Las razones trigonométricas de un

adyacente al dngulo y se indica tan(a) o tg(a) (se usan indistintamente los sim- angulo no dependen del triangulo
rectangulo escogido para definirlas.

bolos tg o tan, a pesar de que durante el curso acostumbraremos a usar tan), y se

calcula asi:

b tet t
ta(a) = tan(a) = & = cate op.)osa
¢ catet adjacent

No es dificil constatar que la tangente también puede calcularse como el cociente
del seno entre el coseno:
sin(a)

tg(a) = tan(a) = cos(a) -

Qlale o

Razones trigonométricas de los angulos mas usados. Los dangulos se miden

habitualmente en el sentido antihorario y en grados (°) o bien en radianes (rad).

angulo correspondiente tiene una medida que denominamos radian (rad).

N

Si en una circunferencia cogemos un arco de longitud igual a la del radio, el

Su amplitud no depende del radio. De hecho, puesto que la longitud de la circunfe-

rencia es 277 y el angulo de una vuelta entera es 360°, tenemos

o
360" = 27w rad
Veamos una tabla con las razones trigonométricas de los angulos més utilizados. 9
iPor qué el seno y el coseno de %
rad (45°) coinciden? Si uno de los
angulos de un tridngulo rectangulo
. igual a Z rad, es evidente que el
a(en rad a(en graus sin(a cos(a tan(o es lgual a 5 rad, a
( ) ( g ) ( ) ( ) ( ) otro angulo (aparte del recto) tiene
que medir también - rad. or la
™ o dir también Z rad. Por |
g 30 5 7 ? misma razén, los dos catetos tienen
que ser iguales, es decir, b = c. Por
s o \/5 \/§ lo tanto, el seno y coseno
Z 45 2 2 1 coincidiran.
T \/§ 1
- 60° — = V3
3 2 2
™ o
3 90 1 0 00
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Teorema fundamental de la trigonometria. Dado un tridngulo de catetos by

¢, y de hipotenusa a se puede calcular

(sin(a))? + (cos(a))? = (2)2 + (5)2 = b—z + C—z = v’ +202 = 12 =1

a a a

teniendo en cuenta el teorema de Pitagoras, a?=v%>+c% En definitiva,

(sin(a))? + (cos(a))? = 1

Es decir, para cualquier d4ngulo « la suma de los cuadrados del seno y el coseno es

igual a 1. Esta igualdad también se escribe a menudo asi:
sin? () + cos®(a) = 1

Esta férmula nos permite calcular el seno a partir del coseno (y al revés):

sin?(a) = 1 - cos®(a) <> sina = /1 - cos?(a)
Del mismo modo, cosa = /1 —sin?(a).

Ejemplo. Aplicacion del teorema fundamental de la trigonometria.
Si el sino de un angulo « fuera 0.4, su coseno tendria que ser
cos(a) = V1-0.42 =0.9165
Del mismo modo, si el coseno de un dngulo a fuera 0.8, su sino serfa sin(a) =

VvV1-0.84=0.6

8.1.2. Razones principales de un angulo cualquiera

Las razones trigonométricas de un angulo cualquiera se pueden deducir a partir de
las razones trigonométricas de un angulo agudo.

Para calcular las razones trigonométricas dde un angulo cualquiera, sea agudo o no,
trabajaremos con la circunferencia unidad (también llamada circunferencia gonio-
métrica). Para lo cual, tenemos que dibujar en el plano cartesiano una circunferencia

unitaria de centro el origen de coordenadas y radio 1.
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Se dibuja el angulo a del cual queremos calcular las razones trigonométricas con
el vértice en el centro, el primer lado sobre el eje X y el segundo que corte la cir-
cunferencia unidad. Como que la hipotenusa coincide con el radio, que es 1, tenemos

que el punto de corte con la circunferencia unidad tiene coordenadas (cos(a),sin(«)).

£

(cos(ar),sin(ar))

sin(a)

PP an(a) =
sin(a) tan(o)

cos(w)

Ahora dibujamos un segundo angulo 3, esta vez obtuso. Como en el caso anterior, las

coordenadas del punto de corte con la circunferencia son (cos(83),sin(3)).

—

(cos(a), sin(a))

sin(3)

1 cos(5) 1

Vemos que aqui el coseno de 3 seré negativo, mientras que el sinus de 3 sera positivo.
Ahora bien, su valor absoluto no puede ser, en ningin caso, mayor que 1.

En general, se pueden definir de esta manera las razones trigonométricas de cualquier
angulo entre 0 y 27 rad (de manera equivalente, entre 0 y 360°), donde el sino y
el coseno de cualquier dngulo son ntmeros comprendidos entre —1 y 1. Lo vemos
en el grafico siguiente, donde recordamos que cada punto de la circunferencia tiene

coordenadas (cos(a),sin(a)).



© FUOC o PID 00270088 216 Iniciacién a las matematicas para la ingenieria

0,1)

(0,-1)

Por otro lado, cualquier 4ngulo méas grande que 27 rad (o en grados 360°) se corres-
ponde con un angulo entre 0 y 27 rad (de manera equivalente, entre 0° y 360°), tal

como se muestra en la imagen siguiente:

7

rad

e}
=3

., I 97 . . . .
Vemos que los angulos vE rad y il 27 = 1 tienen las mismas razones trigonomé-
tricas.

En general, si @ es un angulo entre 0 y 27 rad (de manera equivalente, entre 0° y

360°),
sin(a) =sin(2r + @) =sin(2- 27+ a) = ...
cos(a) = cos(2m + @) =cos(2- 27+ ) = ...
es decir, las razons trigonométricas se repiten cuando se suma 27 a un angulo. Asi,

por ejemplo (en grados),

sin(8342°) = sin(23 - 360° + 62°) = sin 62°.
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Cuadrantes. Cada cuarto del plano dividido por las dos rectas reales se denomina
cuadrante. Asi, pues, en la circunferencia unidad hay cuatro cuadrantes, que se
numeran del 1 al 4 en el sentido antihorario. En cada cuadrante cambia el signo
de las razones trigonométricas, tal com se puede ver a partir de las coordenadas

(cos(a),sin()) de cada punto. Lo resumimos en la imagen siguiente:

Cuadrante IT Cuadrante I

Juadrante 111 Cuadrante IV

En todo caso, las razones trigonométricas de cualquier angulo se pueden encontrar
conociendo tinicamente las razones trigonométricas de los 4ngulos del primer cuadran-

te. Podemos observar las relaciones siguientes si « és un angulo del primer quadrant:

sin(m — a) = sin(«) sin(m + a) = —sin(a) | sin(-a) = —sin(a)
cos(m —a) = —cos(a) | cos(m+a)=-cos(a) | cos(—a) = cos(a)

—tan(a) | tan(w+ ) =tan(a) | tan(-a) = —tan(a)

tan(m — a)

Observamos que el dngulo —« es el mismo que el angulo 27 — a.
Vemos que en cualquier caso la propiedad fundamental de la trigonometria se cumple,

es decir, para cualquier 4ngulo «,

sin?(a) + cos®(a) = 1

Esto es asi porque en tltimo término el seno y el coseno de un angulo cualquiera siem-
pre se calculan a partir del seno y el coseno de un angulo agudo: la tinica modificacién

es el signo, que no es importante cuando se eleva el valor al cuadrado.

8.2. Funciones seno y coseno

Las funciones circulares o trigonométricas son las asociadas a las razones trigonomé-
tricas. Las més importantes son la seno, la coseno y la tangente. La variable de estas
funciones circulares se expresa habitualmente en radianes y no en grados sexagesima-

les.
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Estas funciones tienen la propiedad de ser periéodicas, o sea que las mismas imagenes
se repiten cada vez que al valor z le sumamos una cantidad fijada, que se llama

periodo.

8.2.1. Definicién y ejemplos

Funcién seno. La funcién seno es aquella funcién que asocia a un angulo en radia-
nes su seno. O sea que en cada valor del sinus de la circunferencia unidad se traslada
a su posicion correspondiente en el valor del angulo del eje de abscisas. Asi, por ejem-
plo, sin(g) =1osin(m) =-1.

De esta forma, se obtiene la grafica siguiente, que vemos que se repite en cada intervalo

de longitud 27.

sin(x)

|
rol ST
O

Algunas de las caracteristicas fundamentales de la funcién seno son:

e La imagen de la funcién es el intervalo [-1,1].

e Tiene periodo 27 y, por lo tanto, basta con conocer los valores y caracteristicas
de la funcién en cualquier intervalo de longitud 27, por ejemplo, en el intervalo
[0,27).

e Los puntos de corte con el eje X son: ... — 27, —m, 0, w, 27, .... Por lo tanto, en

general son los puntos (km,0) k € Z.

e [Es creciente en intervalos de longitud =, por ejemplo, en los intervalos (7%, %) 0

(3z 5z

o ) De manera general es creciente en los intervalos (%’T + 27k, 57” + 27rlc)

para cualquier k € Z.

e Es decreciente en los intervalos (g + 27k, 3777 + 27Tk) para cualquier k € Z.

—37”, 5 5777 ...y minimos en los puntos
51 T 37

%5 ~%:%5 ... Demanera general, tiene maximos en (g + 27k, 1)
y minimos en (37“ + 27k, —1) para cualquier k € Z.

e Tiene maximos en los puntos de abscisas . ..

de abscisas ...—

e Es una funcién impar o simétrica respecto al origen porque cumple sin(-z) =

—sin(x).

Funcién coseno. La funcién coseno es aquella funcién que asocia a un angulo en
radians su coseno. La grafica de esta funcién se construye de manera parecida a como
se construye la del seno. Igual que con el seno, vemos que la gréafica se repite a cada

intervalo de longitud 27.

El término seno tienen una historia @

curiosa. Una antigua obra hindi
sobre astronomia, Surya Siddhanta,
presenta una tabla de
medianas-cuerdas (muy dtiles para
calcular los movimientos de las
estrelles) que coinciden con la idea
del seno de un angulo.
Posteriormente, la obra Aryabhatiya
d'Aryabhata, también hind( y del
500 dC aproximadamente, hace un
estudio mas profundo de las
medianas-cuerdas, que denomina
jiva (en sanscrito). Los arabes la
tradujeron, y el término jiva fue
transformado en el arabigo jiba,
pero escrito jb (ya que el arabe
clasico no tiene vocales). Mas
adelante, los traductores de esta
obra al latin tradujeron jb por sino,
ya que pensaron que se referia a
jaib (y no a jiba), y jaib significa
“pecho” o “sina". Asi, del significado
original, “mediana-cuerda”, se pasé,
por una traduccién errénea, a
“seno”.

El coseno surgié de la necesidad de@

calcular el sino del angulo
complementario. Asi, originalmente,
en 1620 Edmund Gunter escribié
“co.seno” precisamente para indicar
“seno del angulo complementario”
(que, como sabemo, es igual al
coseno del angulo). Un poco mas
tarde, John Newton (no Isaac
Newton) estandarizé el término
coseno, del cual proviene nuestro
coseno.
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cos(x)

Algunas de las caracteristicas de la funcion coseno son:

e La imagen de la funcién es el intervalo [-1,1].

e Tiene periodo 27 y, por lo tanto, basta con conocer los valores y caracteristicas
de la funcién en cualquier intervalo de longitud 27, por ejemplo, en el intervalo

[0,27).

e Los dos puntos de corte con el eje X son: ... =5~, 7”, g, % ... Por lo tanto, en

general, son los puntos ((2k + 13, 0) keZ.

e Es creciente en intervalos de longitud m, por ejemplo, en los intervalos (m,0) o
(, 2m). De manera general, se dice que es creciente en los intervalos (7 + 27k, 27 + 27k)

para cualquier k € Z.
e Es decreciente en los intervalos (27k, 7 + 2wk) para cualquier k € Z.

e Tiene maximos en los puntos de abscisas ... —2m,0, 27 ... y minimos en los puntos
de abscisas ... — m,m ... En general, tiene maximos en (27k,1) y minimos en

(7 + 27k, —1) per a qualsevol k € Z.

e Es una funcién par o simétrica respecto al eje X porque cumple cos(x) = cos(—z).

8.2.2. Relaciéon seno y coseno

A primer vistazo, se puede comprobar que la funcién seno y la funcién coseno son
muy parecidas. Si representamos ambas funciones en un mismo grafico, este parecido

se hace mas patente:

sin(x)

AN

SIE]
I~1]

Observamos que su forma es exactamente la misma, pero la funcién seno (en azul)
esta ligeramente “avanzada” (en 3 respecto de la funcion coseno (en rojo). Esto es asi

porque
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cos(z) = sin (:p + g)

En esta tabla se muestra esta relacion de manera mas detallada, describiendo cada

una de las funciones segun el cuadrante:

T 0 | Cuadrante % Cuadrante 7 | Cuadrante 37’7 Cuadrante 27
I 11 IIT v
sin(x) | 0 | positiva 1 posm\fa 0 negatlya 1 nega.tlva 0
. decreciente decreciente creciente
creciente
cos(x) 1 posmv'a 0 negatlYa 1 nega',tlva 0 p081't1va 1
decreciente decreciente creciente creciente

8.2.3. Transformaciones

Tanto la funcién seno como la funcién coseno pueden verse transformadas si las su-
mamos o multiplicamos numeros reales. Estas transformaciones son similares a las
que podemos encontrar en los otros tipos de funciones.

Veamos en qué consiste cada una.

Translaciones verticales ‘ En este caso, las funciones cumplen las mismas propiedades

que las funciones originales exceptuando los puntos de corte con el eje X.
Encontraremos una translaciéon vertical en expresiones de la forma

f(z) =sin(z) + k

g(x) =cos(z) + k
donde k puede ser cualquier valor real.
Si el valor k que sumamos es positivo, la funcién se trasladara k£ unidades hacia arriba
y, en cambio, si es un valor negativo, se movera k unidades hacia abajo. Podemos

comprobarlo con los ejemplos de la grafica siguiente:

4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
cos(z)

cos(z) — 1

-2

Dilataciones/contracciones verticales | En este tipo de transformaciones vemos como

cambia el recorrido de la funcién amplidndose o reduciéndose. Se mantiene el resto
de propiedades. Encontraremos una contraccién o dilatacién vertical en expresiones
de la forma

f(z) =C -sin(z)

g(z) = C - cos(x)
Si el valor |C| < 1, veremos que la funcién se contrae y el recorrido serd4 menor que

el inicial. En caso contrario, veremos una dilatacién y el recorrido serd méas grande.
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Tenemos que tener en cuenta también que en el caso de C' < 0 tendremos una simetria

respecto del eje X. Veamos unos cuantos ejemplos en las graficas siguientes:

cos(z)

f(@) = sin(x) i) =
sin(z) glx) = 3 cos(x)

—3 cos(x)

glz) = 2

1
h(z) =  sin(
@) = 3 sin(x)

Translaciones horizontales | Podemos pensar este tipo de transformaciéon como una

composiciéon de funciones sencilla. Conservamos las mismas propiedades, pero los
puntos de corte con el eje X, los maximos y minimos, intervalos de crecimi-
ento y decrecimiento se han trasladado. Las translaciones horizontales son de la
forma

f(z) =sin(z +b)

g(z) = cos(z +b)
En b > 0 la translacion es hacia la izquierda (mueve la funcion hacia la izquierda). En
b < 0 la translacion es hacia la derecha (mueve la funcion hacia la derecha). Veamoslo

en las graficas siguientes:

: f(w) = cos(x)
g(z) = cos(z+3)
h(z) = cos(x —2)

Dilataciones/contracciones horizontales | Finalmente, estas transformaciones afectan

al periodo, y con él los puntos de corte en el eje X y los maaximos y minimos,
intervalos de crecimiento y decrecimiento que no se trasladan como en el caso
anterior, pero los puntos de corte y otras caracteristicas serdn més cercanos o mas
distantes segun la transformacion. Las dilataciones o contracciones horizontales son
de la forma

f(z) =sin(a-z)

g(x) = cos(a-x)
Vemos que en 0 < a < 1 tendremos una dilataciéon de la funcién y el periodo sera
mayor. En cambio, en a > 1 tenemos una contraccién y el periodo sera menor. De

. .2 - <
hecho, el nuevo periodo sera 7” Veamoslo graficamente:

f(z) = sin(z)
) g(x) = sin(2 z)

h(z) = sin(% 1')
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En resumen, las transformaciones que podemos tener son:

f(z) =C-sin(ax +b) + k
g(z) =C-cos(ax +b) + k

k Translaciones verticales. La grafica se desplaza k unidades verticalmente. Sube

en k> 0y bajaen k<0.

C Dilataciones/contracciones verticales. En |C| < 1 la gréifica se baja, y en

|C| > 1 la grafica se estira. En C < 0 hay una simetria respecto al eje X.

b Translaciones horizontales. La grafica se desplaza b unidades horizontalmente.

Hacia la izquierda en b > 0 y hacia la derecha en b < 0.

a Dilataciones/contracciones horizontales. Hay un cambio de periodo que afec-
ta a todas las caracteristicas de la funcién. En 0 < a < 1 el periodo sera mayor y

en a > 1 el periodo serd menor.

8.3. Funciones tangente y cotangente
8.3.1. Definicién y ejemplos

Funciéon tangente. La funcién tangente es aquella funcién trigonométrica que aso-

cia a un dngulo en radianes su tangente. Para construirla, se tiene que tener en cuenta

sin(z)

tan(x) = tg(z) = cos(2)

La representacion grafica de esta funcion es

2+ tan(x)

Algunas de las caracteristicas fundamentales de la funcién tangente son:
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e A diferencia de la mayoria de las funciones estudiadas hasta el momento, el domi-
nio de esta funcién no incluye todos los numeros: para los valores en los cuales el
coseno es 0, la funcién no existe (porque se tendria que dividir entre 0, cosa que
es imposible). Esto pasa cuando x es igual a g + k7, donde k es un ntimero entero

cualquiera. Es decir, para ... %, _5777, % —x m 3m 5t I

»72020 72072072

e La imagen de la funcién son todos los nimeros reales.

e Tiene periodo 7, por lo tanto basta con conocer los valores y caracteristicas de la

funcién en cualquier intervalo de longitud =, por ejemplo, en el intervalo [-m, ).

e Los puntos de corte con el eje X son ... —27, —m,0,7, 2 .... Por lo tanto, en

general son los puntos (km,0) k € Z.
e Es una funcion creciente en todo su dominio.

e No tiene maximos ni minimos.

Funcién cotagente. La funcién cotangent es aquella funcién trigonométrica que
asocia a un angulo en radianes su cotangente. Para construirla, se tiene que tener en

cuenta

cos(z) 1

coteg() = sin(z)  tan(z)

La representacion grafica de esta funcién es

2t cotg(z)

l
ol
B

Algunas de las caracteristicas fundamentales de la funcion cotangent son:

e El dominio no incluye todos los niimeros, como en el caso de la tangente: para
los valores en los cuales el sino es 0, la funcién no existe (porque se tendria que
dividir entre 0, cosa que es imposible). Esto pasa cuando z es igual a km (donde

k es un namero entero cualquiera). Es decir, para ... — 2w, —7,0,7,27. . ..
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e La imagen de esta funcién se compone de todos los nimeros reales, positivos o

negativos.

e Tiene periodo 7, y por tanto basta con conocer los valores y caracteristicas de la

funcién en cualquier intervalo de longitud , por ejemplo, en el intervalo [, ).
e Los puntos de corte con el eje X son (g + km, O), donde k es un ntmero entero.
e Es una funcién decreciente en todo su dominio.

e No tiene maximos ni minimos.

8.4. Funciones secante y cosecante
8.4.1. Definicién y ejemplos

Las funciones secante y cosecante se definen de la manera siguiente:

1 1
sec(z) = cos(@) cosec(z) = (o)

Se pueden representar de la manera siguiente:

2t : cosec(x)

b sec(a)

Se trata, pues, de dos funciones periédicas de periodo 27, las caracteristicas esenciales

de las cuales son:

e Los dominios son:

o La funcion secante: todos los nimeros excepto % + k7, donde k es un ntmero

entero.

o La funcién cosecante: todos los ntumeros excepto kw, donde k£ es un numero

entero.
e La imagen se compone de todos los niimeros reales, excepto el intervalo (—1,1).
e Los intervalos de crecimiento son (sin contar los puntos que no son del dominio):

o La funcién secante: es creciente en (2km, (2k + 1)) y decreciente en ((2k +

1), (2k + 2)7), donde k es cualquier nimero entero.
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o La funcién cosecante: es creciente en ((4k +1)3, (4k + 3)%) y decreciente en

((4k +3)%, (4k + 5)%), donde k es cualquier nimero entero.
e Maximos y minimos:

o La funcién secante: tiene minimos en (2km, 1), y maximos en ((2k + 1)7,-1),

donde k es un numero entero.

o La funci6n cosecante: tiene minimos en ((4k + 1) 5 1) y maximos en ((4k +3)Z, —1)7

donde k es un ntmero entero.

e La secante tiene un tnico punto de corte con el eje Y en el punto (0,1) mientras

que la cosecante no tiene ninguno.

8.5. Funciones inversas
8.5.1. Definicién y ejemplos

Todas las funciones trigonométricas tienen inversa en el intervalo de periodicidad
propio de la funciéon. En cualquier caso, las mas importantes son las funciones inversas
del sino, coseno y tangente. Para denominarlas, todas preceden el nombre de la funciéon

original del término arco.

e La funcion inversa de la funcién seno se denomina arc seno y es una funciéon que
asigna a cada valor del intervalo [—1,1] el 4ngulo cuyo seno corresponde a este

valor. Como hay muchos valores donde pasa esto, solamente se utilizan los valore
_T

2772
ejemplo, arcsen(0) = 0, ya que el angulo que corresponde al valor del seno 0 es el

de los angulos entre [ ] Esta funciéon se designa con el simbolo arcsen. Por

angulo 0 radians.

e La funcién inversa de la funcién coseno se denomina arc coseno y es una funcién
que asigna a cada valor del intervalo [-1,1] el 4ngulo cuyo coseno corresponde a
este valor. Como hay muchos valores donde pasa esto, solamente se utilizan los
valores de los 4ngulos entre [0, 7]. Esta funcién se designa con el simbolo arccos.
Por ejemplo, arccos(0) = 5, ya que el ngulo que corresponde al valor del coseno

0 es el angulo g radianes.

e La funcion inversa de la funcion tangente se denomina arc tangente y es una
funcién que asigna a cada valor real el angulo cuya tangente corresponde a este
valor. Como hay muchos valores donde pasa esto, solamente se utilizan los valores
de los angulos entre (—g, g) Esta funcién se designa con el simbolo arctan. Por
ejemplo, arctan(0) = 0, ya que el d4ngulo que corresponde al valor de la tangente

0 es el angulo 0 radianes.

Estas son las representaciones de estas funciones que son funciones simétricas de la

funcién original respecto de la recta y = x por ser funciones inversas:

Muchas calculadoras usan sin™! 0

cos™! y tan~! para referir se a
arcsin, arccos yarctan
respectivamente. Pero esta
notacién no quiere decir que sean
las funciones —L—~, —L _ pj
sin(z) ' cos(x)

1 . .
Tan(z) ' Sino que son las funciones
inversas.
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Resumen

Funciones Trigonométricas '

En un tridngulo rectangulo ABC como el siguiente,

C

b (cateto-opuesto)

¢ (cateto-adyacente)

podemos definir las razones trigonométricas del &ngulo agudo « de la manera siguien-

te:

del angulo o

in(a) b cateto opuesto
sin(a) = — = ——mm
a hipotenusa

coseno | del angulo «

c cateto adyacente
cos(a)=—=—""——
a

hipotenusa

del angulo «
sin(a) b cateto opuesto

t =t = =~ =
g(a) = tan(a) cos(a) ¢ cateto adyacente

Los angulos se pueden medir en grados (°) o bien en radianes (rad).
Si en un circunferencia cogemos un arco de longitud igual a la del radio, el
angulo correspondiente tiene una medida que denominamos radian (rad).
Su amplitud no depende del radio y, de hecho, como que la longitud de la circunfe-
rencia es 27 y el Ajngulo de una vuelta entera es 360°, tenemos

360° = 27 rad.

Teorema fundamental de la trigonometria

sin® () + cos®(a) = 1

Razones principales de un angulo cualquiera. Trabajaremos con la circunfe-
rencia unidad. Por eso, se dibuja el angulo « del cual queremos calcular las razones
trigonométricas, con su vértice en el centro, su primer lado sobre el eje X y el segundo

cortando la circunferencia unidad. Como que la hipotenusa coincide con el radio, que
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es 1, tenemos que el punto de corte con la circunferencia unidad tiene coordenadas

(cos(a),sin(a)).

&

(cos(a),sin(c))

; sin(a)
REPR an(a) = ——=%
sin(a) n{a) ('os(ka)

(cos(a),sin(c))

sin(5)

1 cos(B) 1

sin(3)

cos(f3)

tan(p) =

Podemos encontrar las razones trigonométricas de un angulo cualquiera a partir de

las relaciones siguientes, tomando « € (O7 %)

sin(m — a) = sin(«) sin(m + a) = —sin(a) | sin(-a) = —sin(a)
cos(m —a) = —cos(a) | cos(m+a)=-cos(a) | cos(-a) = cos(a)
tan(m — a) = —tan(a) | tan(m+a) =tan(a) | tan(-a) = —tan(a)

Observamos que el angulo —a es el mismo que el angulo 27 — a.
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Funcién seno

sin(r)

i
vl =

Algunas de las caracteristicas fundamentales de la funcién seno son:

e Imagen: [-1,1].

e Periodo: 27.

e Puntos de corte con el eje X: (km,0) k € Z.

e Creciente en los intervalos: (3777 + 27k, 57” + 27Tk) para cualquier k € Z.

e Decreciente en los intervalos: (g + 27k, 37“ + 27rk) para cualquier k € Z.

e Maximos en (g + 27k, 1) y minimos en (37” + 27k, —1) para cualquier k € Z.

e Funci6n impar o simétrica respecto al origen. Cumple sin(—z) = —sin(z).

Funcion coseno

cos(r)

Algunas de las caracteristicas de la funcién coseno son:

e Imagen: [-1,1].

e Periodo: 27.

e Puntos de corte con el eje X: ((2k + 1)%,0) keZ.

e Creciente en los intervalos (7 + 27k, 27 + 27k) para cualquier k € Z.

e Decreciente en los intervalos: (27k,m + 27k) para cualquier k € Z.

e Maximos en (27k,1) y minimos en (7 + 27k, —1) para cualquier k € Z.

e Funcién par o simétrica respecto al eje X. Cumple cos(z) = cos(—z).



© FUOC o PID 00270088 230 Iniciacién a las matematicas para la ingenieria

Funcién tangente

24+ tan(z)

Algunas de las caracteristicas fundamentales de la funcion tangente son:

e Dominio: R\ {§ + kn}, donde k es un nimero entero cualquiera.
e Imagen: todos los numeros reales.

e Periodo: 7.

e Puntos de corte con el eje X: (km,0) k € Z.

e Funcién creciente en todo el dominio.

e No tiene méaximos ni minimos.

Las transformaciones del seno y coseno que podemos tener son:

f(z) =C-sin(axz +b) + k
g(z) =C-cos(ax +b) + k

k Translaciones verticales. La grafica se desplaza k unidades verticalmente. Sube

en k>0 o bajaen k<0.

C Dilataciones/contracciones verticales. En |C| < 1 la grafica se aplasta, en

|C| > 1 la grafica se estira. En C < 0 hay una simetria respecte al eje X.

b Translaciones horizontales. La grafica se desplaza b unidades horizontalmente,

hacia la izquierda en b > 0 o hacia la derecha en b < 0.

a Dilataciones/contracciones horizontales. Hay un cambio de periodo que afec-
ta a todas las caracteristicas de la funcién. En 0 < a < 1 el periodo sera mayor y

en a > 1 el periodo serd menor.
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Ejercicios resueltos

1. Considera la funcién f(z) =sin(z) cos (z — a).
(a) Para a =0 da todos los puntos de corte con el eje X.

(b) Para a = 7, calcula su amplitud.

Solucion:

(a) Para encontrar todos los puntos de corte con el eje X, imponemos sin(z) cos(z) = 0, y
por lo tanto seran los puntos tales que sin(z) =0 o cos(z) =0, y los puntos = = wk por
un lado y los puntos x = % +k por otro con k € Z. Si unimos todos los puntos podemos
decir que la funcién se anulara en los puntos x = gk con keZ.

(b) Nos fijamos que cos (x - %) es igual a sin(z), y por lo tanto la funcion que consideramos
es f(z) = sin?(x). Esta funcién solo toma valores positivos menores que 1, y por lo tanto

su amplitud es 1.

2. Resuelve las ecuaciones trigonométricas siguientes:
(a) sin?(z) +3sin(z) +2=0
(b) 2sin?(x) +3cos(z) =3

Solucion:

(a) Para resolver la ecuacién sin?(z) + 3sin(z) + 2 = 0, llamaremos y = sin(x), de manera
que la ecuaciéon queda de la forma 32 + 3y + 2 = 0.
Si resolvemos esta ecuacion de segundo grado, obtenemos dos soluciones y = -2y y = —1.
Como que y = sin(z), podemos descartar la primera de las dos soluciones, ya que el
sin(z) solo toma valores entre —1 y 1. Las soluciones de la ecuacion inicial seran las
soluciones de la ecuacién sin(z) = -1, y estas son x = 377" + 27k con k € Z.

(b) En primer lugar, vemos que la ecuacién tiene términos en sin(z) y cos(x). Utilizaremos
el teorema fundamental de la trigonometria para reescribir la ecuaciéon solo en términos
de cos(z). Como que sin?(z) = 1 - cos?(x), obtenemos 2(1 - cos?(x)) + 3 cos(z) = 3, que
simplificamos para obtener

—2cos?(x) +3cos(x) -1 =0

Como en el caso anterior, llamaremos

y = cos(x)
, de manera que la ecuacién queda —2y2 + 3y — 1 = 0.
Resolvemos esta ecuacién de segundo grado y obtenemos dos soluciones: y=1y y = %
Por lo tanto, las soluciones seran aquellos valores que cos(x) =1 o cos(z) = %
Buscamos estos valores y obtenemos las soluciones de la ecuacién inicial x = 2wk para
la primera yr = Z + 2k y = = 5?77 + 27k con k € Z. Por lo tanto, todos estos valores son

3
solucion de la ecuacién inicial.

3. A partir del teorema fundamental de la trigonometria demuestra que
(a) sec?(z) =1+ tan?(x)

(b) cosec?(z) = 1+ cotan?(z)

Solucién:
1
(a) Por un lado a partir de la definicion obtenenmos sec?(z) = ——=—— y por otro
cos2(z)
1+ tan?(z) =1+ sin?(xz) _ cos?(x) +sin?(x) _ 1
cos?(x) cos2(z) cos?(x)

por lo tanto obtenemos la igualdad que queriamos.

1
(b) Igual que antes vemos por un lado a partir de la definicién que cosec?(z) = ﬁ y
sin®(x
por el otro

2 2 2
cos?(x) sin®(z)+cos’(z) 1

sin(z) sin?(x) sin?(x)

1+ cotan?(z) =1+

4. Encuentra una funcién con seno o coseno que tenga amplitud 2, periodo 7 y
tal que f(0) =2.

Solucion:

Proponemos un par de soluciones, una con seno y otra con coseno (no son tnicas). En ambos
casos hemos multiplicado la  por 2 para que el periodo sea la mitad del periodo del seno y
coseno. También hemos multiplicado por 2 la funcién ppara conseguir la amplitud deseada.
Finalmente podemos jugar con las translaciones (horizontales y verticales) para que la funcion
pase por el punto (0,2).

Vemos la grafica de dos funciones con estas caracteristicas: f(x) = 2sin(2z) +2 y g(x) =
2 cos(2x).
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2sin(2z) +2

2cos(2r)

5. (Puedes encontrar valores de z tales que sin(z) = tan(z)?
Solucién:

A partir de la definicion de tan(z) podemos escribir la ecuaciéon de la forma

sin(z)
cos(z)
Por lo tanto, vemos que esta igualdad se cumplira en los casos en que sin(z) =0 o cos(z) =1,
pero nos fijamos que si se cumple la primera igualdad seguro que se cumple la segunda ya que
en los puntos en donde sin(x) = 0 tenemos que cos(z) = +1 (no es cierto el reciproco). Por lo
tanto, los puntos donde coinciden la funcién seno y la tangente son los puntos en donde las
dos se anulan, x = wk para k € Z.

sin(z) = <> sin(z) cos(x) = sin(z) < sin(z)(cos(xz) - 1) =0

6. A partir de la grafica de sin(z + 2) justifica y construye la grafica de sin(2z) -5
y 3sin (%m)

-

sin(z + 2)

-2

Solucion:
Empezamos escribiendo g(z) = sin(2z)-5 a partir de transformaciones de la funcién sin(z+2)

g(z) =sin(2(z+2)-4)-5

Esto significa que desplazamos la funcion sin(z + 2), 5 unidades hacia abajo, 4 unidades a la
derecha y la contraemos horizontalmente dividiendo el periodo inicial por 2.
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K): sin(z +2) /—"‘\ /\

g(xz) = sin(2z) -5

Hacemos lo mismo para g(z) = 3sin (%w) y obtenemos

g(z) = 3sin(%(w+2) - 1)

Por lo tanto en este caso, hemos desplazado la funciéon 1 unidad a la derecha, hemos dilatado
horizontalmente la funcién obteniendo un periodo el doble del inicial y hemos dilatado la

funcion verticalmente 3 unidades.
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Ejercicios para practicar con las soluciones

7. Determina el periodo de las siguientes funciones:
(a) sin(2z)
(b) cos(3z)
(c) sin (%x)
(d) tan(4x)

8. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas
(a) tan?(z) - tan(z) =0
(b) 1-cos?(z) = cos?(x)

9. Utiliza las relaciones trigonomeétricas conocidas para simplificar las siguientes
expresiones

()

sin(7 + x) — sin(7 — z)

cos(m + x) + cos(m — )
cos(z) —sin(x)
1-tan(z)

(b)

10. Encuentra todos los valores tales que

o o ce(2))
(b) tan (arcsin (%))

11. ;Es par la funcién f(z) = sin(z?) +cos(x) + 37 (Recuerda que una funcién es par
si f(-z) = f(z) para cualquier valor de z).

12. Encuentra la expresion algebraica de esta funcién utilizando solo el seno

Yy

13. Encuentra la expresion algebraica de esta funcién utilizando solo el coseno

Y

[N
=
]
| S
S
@l
\

[S
-
-

H




© FUOC e PID 00270088 235

Iniciacién a las matemaéticas para la ingenieria

Soluciones:
7. (a) w
27
() =
(c) 4m
@2

8. (a) x:ﬂkyz:%+7rkconkez
3 5 7
(b) x:E+7rk,;t:l+7rk,z=l+7rlcyx:j+7rkconkez
4 4 4 4
9. (a) tan(x)
(b) cos(x)

10. (a) ig

(b) £
11. Si, la funcién f(z) es par.
12. sin(z+ %)
13. 2cos(2z) + 3
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