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Introduccio

Les xarxes de comunicacions estan formades per un conjunt de recursos que
pretenen que la informacié es transmeti a través seu de manera eficient.
Aquests recursos son limitats i seran compartits per multiples usuaris amb di-
ferents necessitats. Aquestes necessitats dependran del tipus de dades que els
clients vulguin transmetre i del moment en que les vulguin transmetre; per
tant, el transit a les xarxes variara de manera aleatoria i caldra un estudi esta-
distic de la capacitat que han de tenir els diferents recursos. Hi haura moments
en que els recursos no seran suficients per a poder absorbir el transit demandat
pels usuaris i caldra disposar de sistemes d’espera.

La teoria de cues és una eina matematica molt Gtil per a poder gestionar cor-
rectament els sistemes d’espera i per a poder dimensionar correctament els re-
cursos per a donar un determinat servei. A partir de la teoria de cues podrem
modelitzar el sistema i obtenir la millor disciplina de servei per a cues amb di-

versos tipus de clients.

En aquest modul didactic analitzarem diferents models de cues i les seves prin-
cipals caracteristiques. Comencarem veient una introducci6 als processos de
Poisson i als processos de Markov, que ens permetran caracteritzar 1’aleatorie-
tat de les arribades al sistema, i ens serviran de base per a l'estudi dels sistemes
d’espera. Posteriorment, modelitzarem el tipus de transit i veurem els princi-
pals models de cues amb cua Gnica. Finalitzarem el modul amb una introduc-

cio a les xarxes de cues.
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Objectius

Aquests materials didactics han de permetre assolir els objectius segiients per
part dels estudiants:

1. Recordar diversos conceptes estadistics com soén: la funcié de distribucio,
la funci6 de densitat de probabilitat, la mitjana i la variancia.

2. Entendre els processos de Poisson i les seves propietats.

3. Entendre el concepte de cadena de Markov, obtenir 1'equacio de futur i
poder representar el diagrama d’estats.

4. Coneixer les diferents definicions associades al concepte de transit, com
son els tipus de transit i les probabilitats associades.

5. Coneixer els principals models de cues, la notacio6 i els principals parame-

tres que els caracteritzen.

6. Poder diferenciar els diferents models de cues comparant-ne les caracte-

ristiques.

7. Poder analitzar una xarxa de cues a partir del teorema de Jackson.



© FUOC  PID_00268533 7

Analisi mitjancant teoria de cues

1. Introduccio

Les xarxes es dissenyen tenint en compte diferents variables. Dues de les varia-
bles que cal tenir en compte en el disseny d’una xarxa sén el servei i el cost.
Per tal de tenir controlats aquests dos parametres hem d’optimitzar el rendi-
ment del sistema. Una manera d’optimitzar aquest rendiment és mitjancant
models analitics basats en la teoria de cues, que ens proporcionen una gran

ajuda per a poder dissenyar xarxes amb un rendiment elevat.

Es molt important per a poder dimensionar la capacitat d'un sistema de trans-
missio utilitzar unes técniques que facin estimacions del transit en funci6 de

diferents parametres d’entrada, com poden ser:

e La carrega de transit.
e El grau de servei.
e El tipus de transit.

e Els metodes de mostratge.

Encara que la teoria de cues és matematicament forca complexa, aplicar-la a

I’analisi del rendiment dels sistemes normalment és molt més senzill.

Els sistemes de transmissié sovint els podem modelitzar segons un esquema

com el de la figura segiient:

Figura 1. Model simplificat d’un sistema d’espera

0
[
— [
[
1 1

Cua d’espera Servidor

Aqui es mostra una font generadora de dades i una cua d’espera en que s’acu-
mularan les unitats de dades que esperen ser ateses per un servidor. Tant el
procés d’arribada de les unitats al sistema com el procés de servei son dos
processos estocastics. Hi ha dos parametres que cal tenir en compte: la disci-
plina amb que es generen les dades i la disciplina amb qué se serveixen. El
terme disciplina fa referéncia a quins séon els parametres estadistics d’aquests

elements.

La disciplina de generacio, o d’arribada, de les dades, és l'estadistica
dels temps d’arribada de les unitats de dades. La disciplina de servei és
de l'estadistica dels temps que es tarden a servir-les.
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Es pot considerar que les unitats arribaran independentment de 1'estat del sis-
tema, per la qual cosa el seu comportament es podra analitzar conjuntament
com un procés estocastic discret en temps continu. El temps de servei de les
unitats sera impredictible i el modelitzarem també com un procés estocastic
discret en temps continu independent del procés d’arribada.

Un parametre que ens definira el comportament de les arribades i del meca-
nisme de servei sera el corresponent a la mitjana d’aquestes estadistiques, que
esta caracteritzat per A i u, respectivament.

Ens podem trobar diferents possibilitats en funcié dels valors que prenguin A

ipe

e A<y, el sistema és estable i la cua no s'omplira.
e A >y, el sistema se saturara i s'omplira la cua d’espera.
e ) = és el limit d’estabilitat, se serviran tantes dades com n’arribin.

Per tal que l'espera no sigui molt llarga, s'intenta que les cues no quedin molt
ocupades; aix0 vol dir que A < p. Tot i que per a optimitzar el cost habitualment
es dimensiona el sistema de manera que es considera la possibilitat d’'una certa

congestid, sempre que es garanteixi un minim nivell de qualitat del servei.

Observeu que en qualsevol sistema que es vulgui analitzar hem de considerar
els aspectes segilients:

El model d’arribada de les unitats de dades al sistema.

e FEl model de servei de les unitats en el sistema.

¢ La disciplina d’operacio de les cues, des del punt de vista de I'ordre de lliu-
rament als servidors de les unitats emmagatzemades perque siguin ateses.

¢ Elnombre de servidors que treballen en paral-lel (quantes unitats es poden

servir simultaniament)

¢ FElnombre de fonts que generen unitats cap al sistema.

Velocitats mitjanes

e ) és la taxa mitjana, o veloci-
tat mitjana, d’arribades al
sistema.

® 1 és la velocitat mitjana
de servei.

Principals disciplines
de cues

Les disciplines de cues més
importants sén les segiients:

® RR: round robin.

o FIFO: first in first out.

o SIFO: shortest in first out.
e LIFO: last in first out.
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2. Processos de Poisson

Una de les disciplines més utilitzades per la seva simplicitat, propietats i carac-
teristiques generals son els processos de Poisson. Aquestes caracteristiques
nomeés permeten analisis més aviat simples que s’ajusten a fonts de dades en
general, pero no valides per a casos en els quals tinguem fonts de dades més o

menys complexes, com els multimedia (audio, video, etc.).

Abans de passar a definir els processos de Poisson veurem algun dels conceptes
previs al seu desenvolupament.

2.1. Distribucid exponencial. Sistema sense memoria

Un procés amb estadistica exponencial és un procés aleatori que té una pro-

babilitat distribuida que segueix una funci6 de distribuci6 de tipus expo-

nencial.

Una funci6 de distribuci6 exponencial és una funci6é continua que té
una funcio de densitat de probabilitat de tipus exponencial. Aixo vol dir
que: i =r-e™ perat>0

Figura 2. Representacié grafica de la funcié de distribucié exponencial

v
~

La seva funci6 de distribuci6, obtinguda d’integrar la funcié de densitat de
probabilitat, és:

F)=1-¢™ perat>0
A partir de la funcié de densitat de probabilitat podem obtenir la mitjana, o

esperanca, d’aquesta variable aleatoria:

m=E[t]= [the™Mdt = %
0
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I 1a variancia:

2 2 2 T2 ot 1 1
o’ = E[t?]- E*[t] = [t*re™™Mdt - — ==
1) Rt

Sistema sense memoria

Es tracta d’un sistema definit
amb una funcié de distribucié

siderar un sistema sense memoria. exponencial.

Un sistema amb distribucié de probabilitat exponencial el podem con-

Anem a considerar un sistema en un temps d’observacié continu t, i observem
I'estat del sistema en dos instants de temps reals positius x i y. La distribuci6
de probabilitat de t direm que és sense memoria si la probabilitat en qualsevol
instant no depen de la probabilitat en instants anteriors. Matematicament ho
podem expressar:

Pt>x+ylt>x)=P(t>y)

Podem comprovar que un sistema definit amb la funci6é de distribuci6 expo-

nencial és un sistema sense memoria, ja que compleix aquesta igualtat:

e—x(x+y)

P(t>x+ylt>x)=——r

_ N
p=v, =e " =P(t>y)

2.2. Definicié d’un procés de Poisson

Considerem un procés d’arribades aleatories de manera continua en el temps,

tal com es mostra a la figura segilient:

Figura 3. Representaci6 grafica de la distribucié de les arribades
d’un procés

Per a definir un procés de Poisson, considerem les hipotesis segiients:

a) Un procés sense memoria, en el qual cada arribada sigui independent de
quan s’ha produit l'anterior.

b) Poblaci6 infinita, és a dir, que el nombre de fonts sigui tan gran que es pu-
gui considerar que la taxa mitjana d’arribada d’unitats no depén del temps, i
per tant, és una constant de valor A.
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c) Estacionari. La probabilitat que es produeixi una arribada sigui proporcio-
nal al temps d’observacio At, és a dir, que sigui AAt.

Tenint en compte aquestes hipotesis, es pot obtenir que la probabilitat que es
produeixin n arribades en un temps , es pot calcular com:

Es pot demostrar facilment que aquesta probabilitat estd normalitzada. Es a dir:

$ 5000

n=0

La probabilitat que no es produeixi cap arribada en un temps ¢ és, doncs:

0
A)T _
Po(t):(o') ekt:ekt

Aquest resultat ens permet calcular la probabilitat de tenir alguna arribada en
I'instant de temps £, que es pot obtenir com:

Praot)=1-Py()=1- e

2.3. Mitjana i variancia

Un cop definida la probabilitat d’arribada d’unitats en el sistema podem obte-
nir el nombre mitja d’unitats en el sistema en un interval de temps ¢, que es
pot avaluar segons 'expressio:

E[n(t)]= Z:: n.p, ( M :eu.g%

e MateM =t

"v ﬁMs

Com que E[n(t)] = At, es pot deduir que A és la velocitat mitjana de les arriba-
des per unitat de temps, ja que A = E[n(t)]/t. E1 parametre A s"anomena taxa
d’arribades.

La variancia de les arribades d'un procés de Poisson es pot calcular com:

o2 = E[n?(t)] - E?[n(8)] = E[n(®(n(®) - 1)] + E[n(®)] - E*[n()] =
=2+ 1t - (D2 =t

Mitjana i variancia

En un procés de Poisson la mit-
jana i la variancia prenen el
mateix valor: At




© FUOC » PID_00268533 12 Analisi mitjancant teoria de cues

2.4. Distribucio de les arribades en un procés de Poisson
La manera com es distribuiran en el temps les arribades és la funci6 de distribucio
del procés. Per a poder-la calcular suposarem un interval de temps amb un origen

de temps arbitrari, al final del qual es produeix I'arribada de la unitat segiient.

Figura 4

En aquest cas hi ha una arribada a t = 0 i la segiient es produeix per a t =t. No
es rep cap unitat en 'interval de temps compres en (0, 1), i per tant, la proba-
bilitat de no tenir cap arribada en l'interval (0, t) és exactament la probabilitat
que t sigui més gran que t. Es a dir,

P(x>1t) =Py(t) =e™
Per aixo la funci6 distribucio és:

Ft)=Fx<t)=1-¢M

I derivant obtenim la funci6 de densitat de probabilitat de tipus exponencial:

£(t) =d’;—£t) e

A partir d’aquesta funci6 de densitat, tal com hem vist anteriorment, podem

obtenir la mitjana de temps entre les arribades i la variancia:

S’ha tractat la funcié de densitat de

0
— — -t — 1 robabilitat al subapartat 2.1 d’aquest
m=E[t]= J.t.k.e dt = n Modul didactic. 4

0

1

o® = E[t?] - E*[t] = v

Observem que en un procés de Poisson la durada mitjana entre dues arribades
consecutives coincideix amb la seva desviacio tipica c.

2.5. Propietats

Les dues propietats que tractarem en aquest subapartat son les segiients:

e Superposicio.

e Descomposicio.
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1) Superposici6é

Suposem n fonts de Poisson independents amb taxes d’arribada ;. La font re-
sultant de la suma dels processos de Poisson és un altre procés de Poisson amb
una taxa d’arribades (1) igual que la suma de les taxes dels processos.

A=A +h+ ...+,

Figura 5. Superposicié de processos de Poisson

2) Descomposicio

Suposem una font generadora que segueix un procés de Poisson amb una taxa
d’arribades L. Si descomponem aleatoriament aquest flux en un conjunt de
fluxos més petits amb una probabilitat P;, els fluxos resultants tindran una

taxa A; = AP;, que seran també de Poisson.

Figura 6. Descomposicié d’un procés de Poisson
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3. Cadenes de Markov

Les cadenes de Markov s6n una eina per a analitzar el comportament de de-
terminats tipus de processos estocastics, com per exemple el nombre de truca-
des que arriben a una central telefonica o el nombre de compradors que

arriben a un taulell.

Un sistema pot canviar el seu estat des de l'estat actual a un altre. El sistema
estara en un estat o un altre en funcié d’unes probabilitats. A partir d’aquestes
probabilitats, es poden calcular un conjunt de parametres que permetran ca-

racteritzar el sistema.

Considerem un sistema amb diversos estats. Anomenem E; l’estat i en que, per
exemple, i usuaris estiguin en un instant donat fent una trucada telefonica. Si
hi hagués n circuits en total per a cursar les trucades, caldria definir des d'un
estat E fins a un estat E,, (Eq, Eq, Eo, ..., E;,).

Com que el sistema és estocastic, no es pot coneixer el seu estat amb exactitud,
sin6 que nomeés coneixerem la probabilitat associada a cada estat. Aquesta pro-
babilitat d’estar en cadascun dels estats en l'instant ¢; es pot escriure com Py(t;),

Py(t), Pa(t)), ..., Py(ty).

Una cadena de Markov ens representa un sistema que varia el seu estat al llarg
del temps. Cada canvi d’estat s’anomena transicid. Una cadena de Markov esta
formada per un conjunt d’estats que es poden representar graficament mitjan-
cant nodes, enllacats entre ells mitjangant arcs o fletxes de transici6 entre uns
estats i altres de manera semblant al diagrama segiient.

Figura 7. Representacié grafica d'una cadena de Markov

@/\

En general, I'evolucié d’un sistema pot dependre de tots els estats passats.

Els processos de Markov tenen la caracteristica que el seu comporta-
ment futur no depén del passat; només depen de l’estat present: sén
processos sense memotia.
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La probabilitat que E,,,(t;) =j només depen de I'estat anterior del sistema E,(t;) =
i, amb t, < t1, i ho podem expressar en forma de probabilitat condicional com:

PE(ty) =] | Ey(tp) = i] = Ppyy(ty, t) = Dij

Els valors p;; s’anomenen probabilitats de transicio de 1'estat i a 1’estat j. Si aquestes
probabilitats soén estacionaries, és a dir, no depenen de l'instant t que conside-
rem, parlarem d’una cadena de Markov homogenia.

3.1. Cadenes de Markov de temps continu

Els sistemes amb canvis d’estat en instants de temps indefinits s'anomenen
sistemes de temps continu. Com que en els sistemes de comunicacio les ar-
ribades i sortides es produeixen en instants de temps indeterminats i indepen-
dents del temps, tractarem les cadenes homogenies de temps continu.

La probabilitat d’estar en cadascun dels n estats es pot escriure, doncs, com
Py(t), P1(1), Py(1), ..., P,(t). Aquest conjunt de probabilitats dels estats d'un sis-
tema s’anomena vector d’estat.

Aquestes probabilitats compliran les propietats:

La probabilitat d’estar en 1’estat n en un instant t es pot descompondre segons
el conjunt de tots els camins procedents de cada un dels estats anteriors fins a
n, i podem escriure que:

P (8) =2, ()P, (wt)

Figura 8

4 estat |

I
m estats r———’T estat n
|

|

|

|

T > temps
u t

El conjunt de probabilitats de transicié entre estats P, (u,t) 'anomenarem

matriu de transicions.

Probabilitats de transicio

Les probabilitats de transicié
ens indiquen la probabilitat de
passar d'un estat al segiient, i
les indicarem com pj;.

Vector d’estat

Vector format pel conjunt de
probabilitats d’estar en cadas-
cun dels estats d’un sistema.

Matriu de transicions

Es la matriu formada pel con-
junt de probabilitats de passar
d’un estat a un altre.
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3.2. Equacié de futur

La figura seglient ens mostra 1’evolucio6 del sistema des d'un estat m en l'ins-
tant u fins a un estat n en l'instant t + At, passant per p estats en l'instant ¢.

Figura 9.

4 estat

>
»

|

|

|

/ |

—— ’\Tl::ésmts/'T
| |

|

|

I

+

estat n

I

I

I

T T > temps
u t t+At

Definim 1'equaci6 de futur (equacié de Chapman-Kolmogorov) com:

Py (u,t + AL) Z Py (L8 +AL) Equacié de futur
Es una relacié entre les proba-
Extraient el terme p = n del sumatori i restant P,,,,, (1, t) a tota l'expressio, zlt?t;r?)igsranmo dels estats
P, (ut+At)-P = > B, (wt)P,, (t,t +At) |+ P, (u,t)P, (t,t+At)-D,, (ut)
p#n

Dividint per At i fent el limit quan At — 0, aquesta expressié es converteix en
I'expressio de la derivada o variaci6 de la probabilitat en el temps, amb la qual

cosa resulta I'equaci6 de futur segiient:

Py (u,t)
ot

Z Pop (u,t)an (t)] + Py (14,1 ) G (1)

p#n

En que g, (t) es defineix com la taxa de transicio entre dos estats, i la podem
considerar com la velocitat a la qual el sistema pot passar d'un estat a 'altre, i
qun(D) és la taxa de permanéncia en un estat:

P (t,t+At)
t)= lim “pnitm T
qpn() At—0 At
. P (t t+At)—1
t)= lim -/ —
an() At—0 At

Si considerem que en l'instant inicial, amb temps u = 0, el sistema esta en 1’es-

tat 0, Py, (0,t) = P,,(t). Llavors I'equaci6 de futur quedara:

[ZP an ] Pn(t)an(t):ZPp(t)Qpn(t)

p#n p



© FUOC  PID_00268533 17

Si definim la matriu Q(f) com la formada pel conjunt de velocitats [qpn(t)] ite-
nint en compte que P(t) és el vector d’estat, es pot escriure 1’equaci6 vectorial
seguent:

3.3. Processos de naixement i mort

Els processos de naixement i mort sén el model més adequat per a modelitzar
canvis en la grandaria de la poblacio, perd també per a analitzar les prestacions
de les xarxes de comunicacions; per exemple, per a caracteritzar les trucades
que s’estan cursant en una central de commutacid, o bé els paquets que hi ha
en un encaminador.

Fins ara hem estudiat les cadenes de Markov, en que des de qualsevol estat es
pot anar a qualsevol altre en I'instant de temps segiient.

Un cas particular dels processos de Markov podria ser fent la restriccié que en
el segiient instant de temps Gnicament es pot passar a un estat immediata-
ment vei, és a dir, des de ’estat E,, es pot passar als estats E,,, 1, E,,_; 0 mantenir-
se en l'estat E,,. Aix0 ens permet definir els processos de naixement (quan es
passa a un estat superior) i mort (a un estat inferior) que seran un cas particular
dels processos de Markov.

En aquest cas, totes les probabilitats de transicio seran nul-les excepte Py, ;.1

Pm,m i Pm,m-l-

Aixi doncs, I’equaci6 de futur en un procés de naixement i mort queda reduida
a l'expressio segtient:

dr, (1)
dt

=D (t)%z—l,n (t) + Py (t)QnJrl,n (t) +5, (t)%zn (t)

Es defineix la taxa de naixement com:
qn—l,n(t) = hp1(8)
I la taxa de mort com:

qn+1,n(t) = (D)

Es pot demostrar facilment que:

Z‘Jpn (t) =0

Processos de naixement
i mort

Aquests processos sén un cas
particular de processos de
Markov, en que les transicions
només es poden dur a terme
entre estats adjacents.
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De l'equaci6 anterior, si aillem q,,,(),

nn(t) = - [%Hl,n(t) + ‘In—l,n(t)] = — A1) + py(9)]

Aleshores, substituint, I'equaci6é de futur ens quedara com un sistema d’equa-
cions diferencials:

dPZ—t(t):“'Hl(t)PnH(t)“‘}‘n—l(t)Pn—l(t)_[Kn(t)+Hn(t)]Pn(t) , n>0
dpgt(t)zul(t)Pl(t)_kO(t)Po(f) , n=0

Per a resoldre’l, tindrem en compte que:

Graficament, una cadena de Markov de temps continu per a processos de nai-
xement i mort es pot representar:

Figura 10
Ao(t) M (D A (1) Apa(®) A Api1 (D)
oNolol=Nolcl
*___/ x_
p1 (D) p2(t) p3(t) Hn®  Hp®  Hae(®)

3.4. Processos de naixement i mort en régim permanent

Habitualment no ens interessara el regim transitori d’un sistema, siné que ens
interessara el seu régim permanent. Suposarem que els sistema ha evolucionat
suficientment perque les probabilitats d’estat ja no depenguin del temps, i per
tant no depenguin de l'estat inicial. Les variacions de les probabilitats —per

tant, les derivades respecte del temps— passen a ser nul-les.

En el cas dels processos de naixement i mort, en régim permanent, el sistema

, . .. Regim permanent
d’equacions queda reduit a:

En un sistema en régim perma-
nent les probabilitats d’estat es
mantenen constants.

0 = 1Py + A1 Py = oy + 1yl Py , 1>0

O=M1P1—7L0PO , n>0
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Graficament el procés de naixement i mort en régim permanent es pot repre-
sentar:

Figura 11

\g\z}j\f .............. m ................

3.5. Probabilitats d’estat dels processos de naixement i mort

Per a obtenir les probabilitats d’estat, podem resoldre les equacions, comencant
des de l'estat O fins a arribar a I’estat n, per a obtenir una expressio general:

a) Peran=0:
Mo

M1

b) Peran=1:

Iy AoA
woPy = ~hoPo +[M1 + ] P = ~hoPo +[M +u1]u_0Po =- ﬁ L Py
1 1

P, = rort Py
HiM2

seguint la iteracio, per a qualsevol valor de n, facilment es pot deduir que:

P, - Aohp - kn1p PH Aic1
K2 .- Ky i

En que Py, es pot obtenir substituint P,, en 1'expressio:

I obtenim que:
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Tenint en compte que Py és la probabilitat que no hi hagi cap unitat en el sis-
tema, observeu que el valor (1 - Pp) és la probabilitat que hi hagi alguna unitat
en el sistema.

Com que la probabilitat de servei dels sistemes de naixement i mort no depén
de la quantitat de servei rebut, tindrem que les probabilitats d’estat d’aquest
tipus de sistemes no dependran de la disciplina de gestié de cua. Per aixo, uti-
litzarem en molts casos, com a exemple, la disciplina FIFO, ja que és la més

senzilla.

Exemple de procés de naixement pur
Considerem un procés en qué no es pot passar a un estat anterior; per tant, no hi ha

morts (u = 0). Si suposem que la velocitat de naixement és constant (poblacié infinita),
en podem representar la cadena de Markov:

Figura 12

en que A és la velocitat de naixement.

Aleshores la seva equacio de futur:

De la segona equaci6é podem obtenir que:
Pyt)y=C-e™
Sabent que en l'instant inicial el sistema esta en l’estat 0, aleshores:
Py =1 = Py(t) =™

D’aqui, mitjancant ’equacié de futur, podem obtenir P;(%):

dlzlf) =Py ()= AP, (t) = re™™ = AP (1)
P(t)=nte™

Podem utilitzar recursivament I’equacié de futur per a obtenir una expressi6 general de
la probabilitat que el sistema estigui en un estat n.

(t)= (”nt!)" o
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4. Conceptes de transit

A partir d'un sistema de naixement i mort en régim permanent com el que
hem vist en l’apartat anterior definirem diferents conceptes referents al tran-

sit.

Suposarem unes taxes o velocitats de naixement: Aq, A1, A, ..., Ay, i unes taxes

de mort: pg, 1y, My, --., Uy, tal com mostra la figura segiient.
Figura 13
n+1
Hns1 un+2

Hem obtingut que la probabilitat que el sistema estigui en un estat n esta de-

terminada per l'expressio:

P, - AoAp .. anp PHzl

K2 ---Hp

4.1. Nombre d’unitats

Per aquest sistema podem calcular el nombre mitja esperat d’unitats ofertes i
servides, és a dir, el nombre d’'unitats que han arribat al sistema i el nombre
d’unitats que han finalitzat, en un cert interval de temps T.

El nombre d’unitats ofertes el calcularem a partir del producte dels naixe-
ments en cada estat per la probabilitat d’estar en aquest estat i per a 'inter-
val T:

No = [;xnpan

El nombre d'unitats servides (cursades) el calcularem a partir de les morts en
cada estat multiplicades per la probabilitat d’estar en aquest estat i per I'inter-
val T:

No=( S, |1

n
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Cal tenir en compte que el nombre d’unitats ofertes no coincidira amb el
nombre d’'unitats cursades, ja que es perdran les unitats que trobin els servi-
dors i la cua (si n’hi ha) plens, és a dir, les unitats perdudes.

4.2. Tipus de transit

La intensitat de transit, o simplement transit, és una unitat de mesura de la
ocupaci6 d'un determinat recurs per unitat de temps.

Es pot obtenir del quocient entre el temps d’ocupaci6 respecte del temps d’ob-
servaci6. Es una magnitud sense dimensions que habitualment s’expressa en
Erlangs.

Per a calcular el transit cursat i, per tant, la quantitat d’unitats servides amb
exit, cal tenir en compte les unitats servides per unitat de temps i la durada

mitjana de les unitats per servir (1/u):

Zﬂnpn
_n

u

Ac

El transit ofert i, per tant, el que arriba al sistema, es pot calcular de manera
similar a partir de les unitats ofertes:

zknpn
__n

u

Ao

El transit ofert seria el que s’hauria cursat si el sistema 1’hagués pogut absorbir
tot, cosa que no sol passar mai. Hi ha unes trucades que perden al primer in-
tent per la limitaci6 del sistema, i aquestes trucades formen el transit perdut:

Ap=Ap-A

Si suposem que el sistema pot servir C unitats simultaniament i té una cua d’es-
pera de Q unitats, es comencaran a perdre unitats quan es trobin els C servidors i
la cua plens. El transit perdut correspondra, doncs, a l'estat C + Q del procés.

Figura 14

AciQ-2 Aciq Acrq

:

Mcra Herq Hcrqe

Erlang

Un Erlang (Er) es defineix com
el temps que un recurs esta
ocupat durant I’hora carrega-
da. El seu nom, Erlang, és de-
gut a I'enginyer danés A. K.
Erlang, creador de I'enginyeria
de transit i la teoria de cues.

Parametres per a mesurar
el transit

L’hora carregada (HC) és el
periode d’una hora del dia en
que el transit és més elevat. De
la definicié d’Erlang podem
deduir que la intensitat de
transit d’un recurs com a ma-
xim pot arribar a valer la unitat
(1 Er = 60 minuts de transit en
un circuit en I'HC). El transit
d’un erlang correspondria a un
Unic recurs utilitzat continua-
ment, o bé, a dos canals utilit-
zats un 50%.
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Es podra calcular com:

Ap = (XC+QPC+Q)5

4.3. Grau de servei

El grau de servei (GoS) és un parametre que s'utilitza per a mesurar la
qualitat del servei, i es calcula com el quocient entre el nombre d'uni-
tats perdudes i el nombre d’unitats ofertes.

En aquest punt definirem els principals conceptes per a avaluar el grau de ser-
vei o la qualitat del servei. Aquest concepte esta associat directament a la pro-
babilitat de bloqueig.

La probabilitat de bloqueig d'un sistema és la probabilitat que una unitat no
es pugui servir perque tots els servidors es troben ocupats perque la capacitat
(K) del sistema és limitada.

C+Q

PB= ) P
k=C

La probabilitat de pérdua d’un sistema equival a la part d’unitats ofertes en
el sistema que es perden per trobar el sistema ple.

D kP
_No-N¢ _;_X%

PP
No D Py
K

La probabilitat d’espera o demora d’un sistema és la part d'unitats ofertes en
el sistema que, sense perdre’s, s’han d’esperar a ser servides perque el sistema
esta ocupat.

C+Q-1

>
pPD=_kC
D hiPy
X

La probabilitat de servei immediat és la probabilitat que la unitat se serveixi
immediatament i, per tant, no es perdi ni s’hagi d’esperar.

PSI=1- (PP + PD)
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5. Models de cues

Tal com hem comentat anteriorment, hi ha uns models matematics que ens
interpreten diferents fenomens que es poden produir, com sén les arribades a
una centraleta telefonica o a un encaminador, i que ens permeten obtenir ex-
pressions que ens relacionen un conjunt de probabilitats amb unes condicions

d’arribades, nombre de servidors i tipus de cua, entre d’altres.

5.1. Parametres d’un model de cues

Els principals parametres que hem de fixar per a poder fer un model de cua

com podria ser el d'un encaminador son els segilients:

a) Model d’arribades: suposarem les unitats que apareixen aleatoriament en
el temps; aixo es pot fer si el nombre de fonts és gran. Suposarem en tots els

casos que és un procés de Poisson amb una taxa \.

b) Model de servei: esta determinat pel temps de servei o pel nombre d'uni-
tats servides per unitat de temps. Habitualment suposarem un temps de servei
aleatori, de distribuci6 exponencial de mitjana 1/p. En alguns casos suposa-
rem el temps de servei constant.

c) Disciplina de cua: el métode meés senzill és el metode FIFO: el primer que

arriba sera el primer de ser servit.

d) Capacitat del sistema: és el nombre maxim de clients que hi pot haver en
el sistema (finit o infinit). Quan arriba una unitat i es troba el sistema ple, es

perd.

e) Nombre de servidors: és la quantitat de servidors que poden atendre trucades
simultaniament. Poden tenir una cua cadascun, o bé compartir una sola cua.

f) Poblacio: I'origen de les trucades que arriben és el que es coneix com a po-
blacié, i normalment la podem suposar infinita. Aixo implica que la taxa d’ar-
ribades la podem suposar constant. Si considerem la poblaci6 finita, el transit
que arribara s’anira reduint a mesura que vagin arribant trucades al sistema, ja
que el nombre de possibles trucades per arribar s’anira reduint. Habitualment
s’utilitza la suposici6 de poblaci6 infinita.

g) Tractament en cas d’ocupacid: podem tenir retencié de trucades, amb la
qual cosa caldra un altre intent en rebre senyal de congesti6. Una altra possi-
bilitat és I’alliberament de trucades, en que s’esperara un temps per a tornar a
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enviar el que constituira una altra trucada. Un tercer cas és un sistema d’espe-
ra, que representa que la trucada entrara en una cua d’espera.

h) Accessibilitat: és el nombre de sortides que pot tenir una certa entrada.
Pot ser completa, i per tant qualsevol entrada te accés a qualsevol sortida,
o bé limitada, i per tant no totes les sortides lliures es poden connectar a
les entrades.

Figura 15. Sistema amb accessibilitat completa

Sortides
Entrades 1
1

N
b AW N

A partir d’aqui podrem obtenir la informaci6é necessaria referent a les unitats

que hi ha al sistema, als temps i a les probabilitats.

5.2. Nombre de servidors

En aquest subapartat veurem els casos segiients:

e (Cues d'un sol servidor.
e (Cues multiservidor.

1) Cues d’un sol servidor

El model de cues d'un sol servidor és el més senzill. Es tracta d'un servidor que
ofereix servei a les unitats que li arriben. Les unitats d'una certa poblacio arri-
ben al sistema per a ser servides; si el servidor esta buit passen a ser servides
automaticament, i si no, passen a una cua d’espera.

Figura 16. Model de cues amb un sol servidor

W, 1/u

Les unitats arriben al sistema amb una taxa d’arribada A (unitats mitjanes/se-
gon). En qualsevol moment hi haura un cert nombre d’unitats esperant a la
cua per a ser servides. El temps mitja d’espera d’'una unitat a la cua ’anome-

nem W,. El servidor atendra les unitats amb un temps mitja de servei de valor
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1/w; per tant, el temps mitja que estara una unitat al sistema sera W, que s’ob-
tindra de sumar el temps d’espera a la cua i el temps de servei.

Si la cua és infinita mai no es perdra cap unitat, pero si la cua només permet
un nombre finit d’unitats, quan estigui plena les unitats que vagin arribant es
perdran.

2) Cues multiservidor

El model d'un servidor es pot generalitzar facilment per al cas que tinguem
multiples servidors compartint una cua comuna. Si suposem els servidors
identics, quan una unitat arriba al sistema se serveix per qualsevol dels servi-
dors que estigui lliure. Quan tots els servidors estan plens les unitats que arri-
ben es comencen a emmagatzemar a la cua a l'espera fins que un servidor

estigui lliure i puguin ser servides amb una determinada disciplina de servei.

Figura 17. Model de cues multiservidor

_.@_.

v
-

Les caracteristiques habituals d'una cua multiservidor s6n les mateixes que per

a una unica cua: poblacié infinita, cua infinita i servei de tipus FIFO.

5.3. Tractament en cas de congestio

Segons com actui el sistema davant 'arribada d’unitats quan el sistema esta
congestionat, podem parlar dels casos segiients:

a) Sistemes amb pérdues:

e LCC: quan el sistema esta congestionat (tots els servidors es troben ocu-
pats) senyalitza a I'entrada indicant que esta ocupat i I'obliga a reintentar
la comunicaci6 al cap d’una estona. Qualsevol usuari pot reintentar la co-

municacio. Es el sistema que utilitzen les centrals de commutaci6 a Europa.

e LCH: quan una trucada és bloquejada, senyalitza a l’usuari que reintenta
la trucada sense espera. Es el sistema que utilitzen les centrals de commu-
tacié a America del Nord.

LCC és la sigla de lost calls cleared.

LCH és la sigla de lost calls held.




© FUOC  PID_00268533

27

Analisi mitjancant teoria de cues

b) Sistema d’espera (LCD): en aquest cas, quan el sistema esta congestionat,
no s’avisa a la font que el sistema esta ocupat de manera immediata, sin6 que
espera en un sistema de cues un temps fins que algun servidor estigui dispo-
nible. En aquest cas, un parametre important és el temps d’espera en funcio

de la carrega de transit.

c) Sistema amb reintent (LCR): quan una entrada queda bloquejada, el sis-

tema va fent reintents fins que la trucada se serveix. Es un model derivat del

model LCC.

En general tots els encaminadors utilitzen un sistema de perdues. De totes ma-
neres en encaminadors moderns en determinades parts s’utilitza el concepte

de sistema d’espera.

5.4. Models de transit

En aquesta taula hem comparat alguns dels models de transit. Els més utilit-

zats son els d’Erlang B, Erlang B esteés i Erlang C.

Taula comparativa d’alguns models de transit

LCD és la sigla de lost calls delayed.

LCR és la sigla de /ost calls retried.

Model Poblacié Model Tractament en Model
de transit d’arribades cas de bloqueig de servei
Poisson Infinita Aleatori Pérdues LCH Exponencial
Erlang B Infinita Aleatori Pérdues LCC Exponencial
Erlang B estes Infinita Aleatori Reintent Exponencial
Erlang C Infinita Aleatori Retard Exponencial
Engset Finita Variacions Pérdues LCC Exponencial
suaus
Pollaczek- Infinita Aleatori Retard Constant
Cronmellin
Binomial Finita Aleatori Pérdues LCH Exponencial
Retard Finita Aleatori Retard Exponencial
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6. Relacions entre cues. Formula de Little

La férmula de Little és una expressié que s'utilitza en els sistemes d’es-
pera que ens relaciona els temps mitjans de permanencia en la cua d’es-
pera amb el nombre mitja d'unitats que hi ha en el sistema.

Siguin:

* N, (t): nombre d'unitats que han arribat al sistema en l'instant t.
¢ N (#): nombre d'unitats que s’han servit en l'instant .
* N(t) = N (t) — Ng(t): nombre d’unitats en el sistema en cada instant t.

Figura 18. Relaci6 entre processos estocastics

X
Ne (® | N@®)
¥

Ns(t)

>
>

= N W h 00OV NN

El valor mitja d’entrades al sistema (taxa d’arribada):

El temps mitja de permanencia en el sistema:

W_(t) _ J.OZZ\\;(T)dT

e(t)

Aleshores obtenim la relacié entre aquests parametres:
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I d’aqui resulta, suposant ergodicitat i que estem en régim permanent, la for-
mula de Little, que ens diu que el nombre mitja d'unitats presents en el sis-
tema és igual al valor mitja d’unitats acceptades, multiplicada pel temps mitja
de permanéncia:

L=\W

e L:nombre mitja d'unitats en el sistema.

e W:temps mitja d’espera en el sistema.

Aquesta expressio €s molt general i aplicable a tots els models de cues. L'ex-
pressid, tenint en compte només la cua i deixant de banda els servidors, és:

L,=\W

q q

* L, nombre mitja d’unitats en la cua.
e W, temps mitja d’espera en la cua.

La formula de Little

Relaciona el temps mitja de
permanencia en el sistemai la
velocitat d’arribada A amb el
nombre mitja d’unitats en el
sistema.
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7. Notacio de Kendall i models de cues

La notaci6 de Kendall és una notaci6 abreujada que s’ha desenvolupat
per a resumir les principals suposicions que es fan a 1’hora de desenvo-
lupar un model de cues.

Aquesta notaci6 segueix el format: A/B/c/K/N/Z.

Aquestes variables caracteritzen els elements segilients de les cues d’espera:

a) A:distribuci6 de temps entre les arribades de les unitats. Fa referéncia al pa-
rametre A. En general pot ser:

e M: exponencial (Markov), amb estadistica de Poisson.

D: determinista, temps entre arribades constant.

U: uniforme.

¢ G: generalista, sense especificar.

Hy: hiperexponencial de k nivells.

E: Erlang.

b) B: distribuci6 de temps de servei de les unitats. Depen de ’estadistica del
servei ofert i la notaci6 és la mateixa que en el parametre anterior.

¢) c:nombre de servidors que atenen en la mateixa cua. Els suposem tots amb
la mateixa capacitat.

d) K: nombre maxim d’unitats que hi pot haver alhora en el sistema, que esta
directament relacionat amb la mida de la cua. Per defecte aquest parametre in-

dica un valor infinit.

e) N: nombre d'unitats que poden arribar, també anomenat poblacié. Per de-
fecte aquest parametre és infinit i independent de 1’estat del sistema.

f) Z: la disciplina de cua utilitzada: FIFO, LIFO, SIRO o altres. Per defecte la
disciplina de cua és FIFO.

Quan algun dels parametres no s’especifica se'n suposa el valor per defecte. Per
exemple, una cua M/M/1/« modelitza un sistema de cues amb estadistica de
Poisson (Markov), amb temps entre arribades exponencial, i temps de servei
també de tipus exponencial, amb un tnic servidor i capacitat «. Es equivalent
a escriure M/M/1.

La notacié de Kendall

Aquesta notacié s’ha desenvo-
lupat especificament per a des-
criure els sistemes d’espera.
S’anomena notacio de Kendall,
en honor a David Kendall.
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Un altre exemple és el model de cua M/D/1. En aquest sistema, les arribades
segueixen una estadistica de Poisson, i el servei és determinista, amb un Gnic
servidor. Igual que en I'exemple anterior, la cua és de longitud . Els serveis
deterministes es caracteritzen pel temps de servei constant. Un tipus de xarxes
que operen d’aquesta manera sén les basades en tecnologia ATM.

7.1. Model M/M/1
Es la forma abreujada del model M/M/1/e0/o0/FIFO. Considerem el model amb

una taxa d’arribades A i una taxa de servei p. Cada estat representa el nombre
d’unitats en la cua d’espera.

Figura 19. Model M/M/1

_,@_.

El primer pas en l'estudi d'un sistema és la representacié de la cadena de

Markov associada. A partir d’aquesta, i mitjancant un estudi per mitja de flu-
xos o fent servir directament les expressions que ja hem obtingut per a les pro-
babilitats d’estat, en farem I’estudi estadistic.

Com que les arribades es produeixen amb una taxa A, aquesta sera la taxa de
naixements independentment del nombre d'unitats que hi hagi en el sistema.
Pel que fa a les taxes de mort, el servidor sempre serveix a una taxa p, indepen-
dentment de l'estat de la cua.

La representacio6 de la cadena queda:

Figura 20

A A A A A N
olololr Wolol
x_ v
H v} y u u u

1) Probabilitats d’estat

Tenint en compte les expressions obtingudes al subapartat 3.5 i considerant
que les taxes son constants, A; = A per a Vi, i p;= p per a Vi.

i A Y
B =R ==
i-1

1
B i
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Suposant que A < p, tenim que

1 1 1
Fo=—% ST o A :1_%
IO CERES (IR /g/
n=1li=1 Mi n=1\H 1-

n

Per tant,

Com que el factor d'utilitzaci6 del servidor és p = A/p, podem escriure la pro-
babilitat d’estat:

Factor d'utilitzacio

El factor d'utilitzacio, p, és la
probabilitat que el servidor es-
P,=(1-p)p" tigui ocupat.

2) Nombre mitja d’unitats en el sistema

Aquest valor es pot obtenir mitjancant un simple calcul estadistic, tenint en
compte que cada estat indica el nombre d'unitats en el sistema. Per tant, en
I’estat O hi ha zero unitats, en l'estat 1 hi ha una unitat, etc.

3) Temps mitja de permanencia en el sistema

Per al calcul del temps mitja de permanencia, és a dir, el temps d’espera a la
cua més el temps de servei, només cal utilitzar la férmula de Little:

A
e o

A _1—%_u(1—p)

W =

> | =

Noteu que aquest resultat conté tant el temps d’espera en cua com el temps de

servei:

Figura 21

_.@_.

< >
< >

W, 1/u
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Per tant, el temps mitja d’espera en la cua sera el temps de permaneéncia en el
sistema menys el temps de servei:

wow L w1 M

1 M W M ILL(1_%)_1u(1—p)

I aplicant una altra vegada la féormula de Little, obtenim el nombre mitja
d’unitats en la cua:

o
1-p

Exemple numeric
Suposem un sistema modelitzat mitjancant M/M/1 en el qual la unitat minima d'arribada
sén paquets d'informaci6é de mida fixa de 100 bytes. La taxa d’arribada és de A = 8 pa-

quets/s, i la taxa de servei de p = 10 paquets/s.

La probabilitat que el sistema estigui desocupat:
-1-M-1-8/ _
Ry =1-%=1-8/7=0,2

La probabilitat de tenir n paquets en el sistema:
Py=(1-p)p"=(1-08)(0,8)"=0,2-08"

El nombre mitja de paquets en el sistema:

p 0,8
L=——= =4 paquets
1-p 1-0,8 paq

El temps mitja de permanéncia en el sistema d'un paquet:

1 1
W= = =0,5 segons
pu(l-p) 10(1-0,8) &

El temps que un paquet haura passat de mitjana en la cua:

p 0,8
W, = = =0,4 segons
1 u(l-p) 10(1-0,8) &

El nombre mitja de paquets a la cua:

z2 (0,8
L, = P ) =3,2 paquets
1-p 1-0,8

—~

7.2. Model M/M/c. Erlang C

Aquest és un sistema amb un nombre finit de servidors, ¢, amb una cua infi-
nita. Igual que per al sistema anterior, considerem una poblaci6 infinita amb
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una taxa d’arribades A i una taxa de servei p en cada servidor. Les trucades ar-
riben segons un model aleatori exponencial. Les trucades que no es puguin
servir passaran a la cua d’espera. Cada estat representa el nombre d'unitats en
el sistema.

Figura 22. Model M/M/c

_.@_.

v
<|E>

En conseqiiéncia, hi pot haver fins a ¢ unitats ateses simultaniament i un
nombre il-limitat d'unitats esperant en la cua. Les c primeres unitats seran ate-

ses pels ¢ servidors. La primera unitat que anira a la cua sera la unitat c + 1.

Aixi doncs, quan l'estat del sistema sigui superior a c, tots els ¢ servidors esta-
ran actius, i per tant, la taxa de servei per als estats superiors a c¢ sera constant,
de valor cp. Per altra part, les arribades es produeixen amb una taxa A indepen-
dentment del nombre d'unitats en el sistema.

Figura 23

A A A A A A
ollollo"= Wollol
w_ S xS
u 2y 3p e e e

1) Probabilitats d’estat

Utilitzant les expressions corresponents i considerant en aquest cas que les ta-
xesson: A;=Apera Vi, =i-pperai<c ip; =cpperai>c. Enaquestcas
caldra que & < ¢ - p per tal que el sistema sigui estable.

En aquest cas, definirem la intensitat de transit, A, i el factor d'utilitzacio, p,

com:
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Aleshores obtindrem:

n !
Ao n!

B, =Ry] |_1.1 =
i-1 i c

D’on podriem obtenir Py:

Py = =

Aquesta expressio de P és valida sempre que es compleixi que A < ¢, o de forma
equivalent es pot expressar com p < 1. Es tracta de la condici6 d’estabilitat que
garanteix que el transit ofert é&s menor que el nombre de recursos disponibles.

2) Probabilitat de bloqueig

La probabilitat que una arribada quedi bloquejada i hagi d’esperar en la cua
correspondra a la possibilitat que els ¢ servidors estiguin ocupats i, per tant, a
la probabilitat que el sistema estigui en un estat c o superior. Es pot expressar
mitjancant 1'expressio d’Erlang C:

Aleshores,

A A€
_ cl _ ¢l
C(C’A) c—1 A" AS (1 _ p)
(I-p) 2 "+
n. (&

Aquesta probabilitat es pot calcular facilment amb les calculadores en linia, o
http://www.erlang.com/
bé, en les taules que teniu a I’annex. calculator/

3) Nombre mitja d’unitats en la cua

El nombre mitja de clients en la cua el podem calcular com:

0 0 0 CC s n+c AC 0 "
L‘I:Z(n_C)Pn:Z”Pn+c: ”F[aj -PO:FPOZnP
=c n=0 n=0 n=0

A€ p p.C(c,A)
:_|p0 5=
cl T (1-p) 1-p
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4) Temps mitja de permaneéncia en la cua

Per al calcul del temps mitja de permanéncia en la cua, només cal utilitzar la
férmula de Little:

Exemple numeric
Suposem un sistema d’atenci6 en linia. Cada operador disposa d'un terminal i pot servir
al client tipic en 5 minuts amb una durada aleatoria distribuida exponencialment. Les
trucades arriben aleatoriament i el sistema permet acumular les trucades que no poden
ser ateses immediatament. Quan l’activitat és maxima es poden arribar a atendre 36 tru-
cades per hora. La probabilitat que una trucada trobi tots els operadors ocupats no pot
superar el O,1.
Calculem quants operadors calen per a complir les condicions.
La taxa d’arribades (maxima) és:

A = 36 trucades/hora = 0,6 trucades/ minut
La taxa de servei d'un operador:

p=1/5=0,2 trucades/minut
La intensitat de transit és:

A =\/p =3 Erlangs

Perque el sistema sigui estable el factor d’utilitzaci6é ha de complir

b=t 1
c.p
Aillant ¢ obtenim que ¢ > 3; per tant, calen com a minim 4 servidors.

La primera condici6 de disseny ens diu que
©

3 P,=C(c,3)<0,1

n=c

Observant la taula de ’annex observem que per a tenir un transit de 3 Erlangs, amb una
probabilitat del 10%, ens calen com a minim 6 servidors; per tant, ¢ > 6.

Per tant, calen 6 operadors per a donar aquest servei.

7.3. Model M/M/x

Aquest model és un cas particular del model anterior, M/M/c, en qué no hi ha
temps d’espera ni rebuig d’unitats, ja que el sistema sempre disposa de recur-
sos lliures.

Considerarem doncs, igual que el cas anterior, una taxa d’arribades A i una
taxa de servei p per a cada servidor. A partir de la notacié de Kendall, podem
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observar que aquest sistema és multiservidor amb infinits servidors; per tant,
mai no hi haura cap unitat en la cua d’espera, ja que sempre hi haura un ser-
vidor lliure per a atendre la unitat que arribi. Aquest sistema no necessita cap
cua, ja que es tracta simplement d'un conjunt de servidors que atenen totes
les unitats rebudes.

Figura 24. Model M/M/

_.@—.

>
\4
v
Gﬁ

Representaci6é de la cadena de Markov associada: les arribades es produei-
xen amb taxa A, independentment del nombre d'unitats en el sistema, la
taxa de naixements. Pel que fa a les taxes de mort, el fet que sempre hi hagi
un servidor esperant una unitat que acabi d’arribar fa que la taxa de servei
sigui igual al nombre d’unitats ateses simultaniament pel valor d’un Gnic
servidor, que és . Es a dir, si hi ha una unitat en el sistema, se serveix a
una taxa p. Si n’hi hagués dues, la taxa seria 2p. Si n’hi hagués n, la taxa
seria np.

La cadena de Markov sera:

Figura 25

w .............. m ................

g (n +Du (n+2)p

1) Probabilitats d’estat

Utilitzant les expressions corresponents, tal com hem fet al subapartat an-
terior, i considerant en aquest cas que les taxes s6n A; = A per a Vi, i y; =i.u

per a Vi,

wenfpenl ol 2

1”1
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D’on podriem obtenir Py, tenint en compte que A < p, ja que sempre tindrem

servidors lliures,

P, - 1 _ 1 :ef%

Per tant,

Podem observar que n segueix una distribuci6é de Poisson amb parametre A/p.
2) Nombre mitja de servidors ocupats

Dels resultats obtinguts pels processos de Poisson podem deduir que:

3) Temps mitja de permaneéencia

En aquest cas, com que no hi ha cua, W, =01i L, = 0. Per tant, el temps mitja
de permaneéncia en el sistema és igual al temps mitja de servei, és a dir, que

w1
n

I la distribuci6 en el temps és igual que la distribuci6 del temps de servei; per
tant, és exponencial amb mitjana 1/p.
Exemple numeéric
Suposem que a una central telefonica arriben trucades de manera aleatoria amb una taxa
d’arribades de 140 trucades/h. Les trucades tenen una durada mitjana de 3 minuts. Suposant
que hi ha moltes linies per a atendre les trucades, quin sera el nombre mitja de linies en ts?
Suposarem el model M/M/«, amb la taxa d’arribades segiient:
A = 140 trucades/hora = 2,33 trucades/minut
La taxa de servei:
p = 1/3 trucades/minut
Aleshores el nombre de linies utilitzat de mitjana és:
L=x/n=233-3=7linies

Per tant, el nombre de linies segueix una distribucié de Poisson de parametre 7.
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7.4. Model M/M/c/c. Erlang B

Aquest és un model de cues exponencial amb un nombre limitat de servidors
El model M/M/c/c

i amb perdues. Considerem una altra vegada que el nombre de fonts és infinit,

Aquest model s"anomena mo-
del amb pérdues LCC, i és el que

servidor. Les arribades arriben aleatoriament. Cada estat representa el nombre utilitzen les centrals telefoni-
ques

i per tant, tenim una taxa d’arribades constant A i una taxa de servei p en cada

d’unitats en la cua d’espera. En aquest cas, el sistema només te ¢ servidors amb

un nombre maxim d’unitats en el sistema de c elements. Per tant, no hi ha cua
d’espera i les unitats que es trobin els servidors ocupats es perdran sense tenir
la possibilitat de ser emmagatzemades.

Figura 26. Model M/M/c/c
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En aquest cas només hi ha c estats possibles.

Figura 27

1) Probabilitats d’estat

Considerem en aquest cas que les taxes son ;= A perai€[0, c—1], yj=i-p
perai€[1, ¢]. Tenint en compte que la intensitat de transit esta definida com:

= |>

Aleshores obtindrem:

n
1(A 1

moni —| =] Pp=—A"P n<c
Pn=PoH'—1= n![uj 0 0

i—1 Mi
=1 0 n>c
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D’on Py:

1 1 1
P0= - -

LI S 2

Hi n=0

Aquesta distribuci6é també s’anomena distribucid de Poisson truncada.

2) Probabilitat de bloqueig

Correspon a la probabilitat que els ¢ servidors estiguin ocupats. En aquest cas,
el sistema no té cua d’espera i quan els servidors estiguin ocupats l'entrada no

es podra servir i es perdra. Correspon a la probabilitat que el sistema estigui en
un estat c i es pot expressar mitjancant I'expressioé d’Erlang B:

1
Pg =B(c,A)=P. =—X
A
n=0 n!
3) Nombre mitja de servidors ocupats

Dels resultats obtinguts pels processos de Poisson podem deduir que:

L= an PZn—z cl(n{nl)_‘PA:Z;iT A(1-B(c,A))

4) Taxa d’entrada al sistema

S’obté de les arribades al sistema que es poden servir i no es perden:
Ly =A(1 - B(c,A))

5) Temps mitja de permanencia

Com que no hi ha cua d’espera, W, = L, = 0. Aplicant la férmula de Little po-
dem calcular el temps mitja de permanencia en el sistema:

Amb una distribuci6 del temps de servei,

W) =1-eH

http://www.erlang.com/
calculator/
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Aquest model és el que s’adequa als circuits d'una central telefonica, ja que si
les trucades no es poden servir perque la central esta ocupada, la trucada es
perd i s’ha de tornar a generar una trucada nova. Es el model que s’utilitza per
a dimensionar sistemes de commutaci6 de circuits.

Exemple numeric

Una empresa instal-la un sistema de comunicaci6 intern entre les seves dues seus. Les tru-
cades reben un senyal d’ocupat quan totes les linies estan ocupades. Sabem que el sistema
genera trucades aleatoriament segons un procés de Poisson amb una taxa de 105 truca-
des/hora i que les trucades tarden 4 minuts de mitjana a ser servides.

Pretenem instal-lar les linies necessaries per a assegurar que la probabilitat de rebre senyal
d’ocupat sigui inferior al 0,005.

a) Quantes linies calen?
Podem obtenir les taxes d’arribada i de servei:

A = 105 trucades/hora = 1,75 trucades/ minut
p = 1/4 trucades/minut

Aleshores la intensitat de transit és:
A=2n=1,75-4 =7 erlangs

Per tant, a partir de les taules d’Erlang B de I'annex (amb B = 0,5%), hem d’obtenir el valor
minim de ¢ que compleixi la desigualtat

B(c,7) <0,005
El resultat sera que ¢ > 15 linies.
b) Quantes linies calen si la probabilitat de rebre el senyal de congesti6 és de 0,01?
B(c,7)<0,01
El resultat sera que ¢ > 14 linies, només una menys que en el cas anterior.
¢) Quina sera la probabilitat de rebre el senyal de congestié amb només 10 linies?
Amb el calculador d’Erlang obtenim que:

B(10,7) < 0,079
7.5. Model M/G/1
Considerem una poblaci6 infinita amb arribades de Poisson amb una taxa A i
sense cap disciplina de servei concreta (genérica), amb un anic servidor i una

cua infinita.

Figura 28
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Per a poder fer I'estudi d’aquest model genéric ens cal coneixer la mitjana i la
variancia de la distribucié de probabilitat dels temps de servei, m = 1/u i 62,

respectivament.

1) Nombre mitja d’unitats

La férmula de Pollaczek-Khinchine ens indica el nombre mitja d'unitats en la
Pollaczek-Khinchine http://
cua: en.wikipedia.org/wiki/
2 2 2 Pollaczek%E2%80%93Khinchine_
L _7».('5 +p ambp—&<1 formula
T 2(1-p) W

El nombre mitja d'unitats en el sistema sera:

2262 +p?

L=p+=2—"
2(1-p)

2) Temps mitja de permanéncia

Aplicant la férmula de Little podem obtenir la mitjana de temps que una uni-

tat ha d’esperar en la cua per a ser servida:

De manera analoga, el temps de permanencia en el sistema sera el temps d’es-

pera més el temps de servei:

1 noZ4p?
T 2(1-p)

Aquest model general es pot particularitzar per a diferents disciplines de servei:
a) Disciplina de servei exponencial (M/M/1):

En cas que la disciplina de servei sigui exponencial amb temps mitja de servei
1/p, correspondria al cas M/M/1 que hem vist anteriorment. Com que:

Aleshores el nombre mitja d’unitats és:

I :k2.02+p2: p2

7 2(1-p) 1-p
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Aotip?
2(1-p) p-x

L=p+

I els temps mitjans de permanencia seran:

_k.02+p2_ p
T 2(1-p) n(1-p)

1 ho?+p”

1
=—+
wo 2(1-p) p op(l-p) p-»2

b) Disciplina de servei determinista (M/D/1):

Si la disciplina de servei és determinista, el temps de servei sempre és el mateix
per a totes les arribades i de valor 1/p amb una variancia nul-la. Com que en
aquest cas,

Aleshores, les formules de Pollaczek-Khinchine ens permetran calcular el
nombre mitja d’unitats:

c) Disciplina de servei d’Erlang (M/E;/1):

En aquest cas la disciplina de servei és d’Erlang de parametre k. La distribucio
d’Erlang té la funci6 de densitat de probabilitat segiient:

(ut)kfl

f(t)=pe™ =
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Els valors de la mitjana i la variancia estan determinats per les expressions:

1
m=—
ku
2oL
kp

Podem aplicar les formules de Pollaczek-Khinchine amb o2 = 1/kp? i calcular
les unitats que hi ha en la cua i els temps de permanéncia:

_l2.62+p2_(+1j p2 1+k A2
k

17 2(1-p) k)2(1-p) 2k p(u-2)

Lq:1+k A

T % 2k p(p-»r)

Podem observar que el nombre d'unitats en les cues en els tres meétodes com-
pleix que:

L, (M/D/1) < Ly(M/Ey/1) < L,(M/M/1)
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8. Xarxes de cues

Una xarxa de cues és un conjunt de nodes interconnectats per mitja de
camins. Cadascun d’aquests nodes esta format d’un sistema de cues
amb un o més servidors. Aquestes cues estan connectades per mitja de
linies que operen de manera asincrona i concurrent, és a dir, no hi ha
sincronisme entre entrades i sortides, i actuen simultaniament.

Les cues poden estar connectades entre elles en serie o tandem, en que el transit
que surt d'una cua és el transit que entra en la segiient, perd també ens podem
trobar bifurcacions i fusions de transit en que es divideix el flux de transit o s'unei-
xen diversos fluxos de transit. Exemples de xarxes de cues son les xarxes d’ordi-

nadors, les linies de producci6 en una fabrica, el transit de vehicles en una ciutat...
Podem diferenciar dos tipus de xarxes de cues:

a) Tancades: els fluxos ni entren ni surten del sistema, i per tant continuen
circulant per l'interior del sistema indefinidament. El nombre d'unitats es
manté constant, ja que no es pot identificar un inici i un final.

b) Obertes: cada flux entra al sistema per un punt en un moment donat, i des-
prés de passar per una o més cues, surt del sistema. No podem considerar el

nombre d’unitats constant. Poden ser:

e Acicliques: un flux mai no pot tornar a la mateixa cua.
e (Cicliques: hi ha bucles en la xarxa.

Figura 29. Xarxa de cues

Yi P;

Parametres d’una xarxa de cues:

e Les cues es representen mitjancant N nodes connectats mitjancant camins.

¢ Elnode i dona servei amb distribuci6é exponencial amb una taxa de servei p;.
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¢ Lesunitats que arriben al sistema des de I’exterior a un node i, arriben amb
una distribuci6 de Poisson amb una taxa y;.

e Un cop s’ha servit una unitat en un node passa al node segiient amb una
probabilitat fixa o surt del sistema. La probabilitat d’anar del node i al node
j (G = i) sera P;;> 0.

e La probabilitat de sortir del sistema és:

N

qi=1-2 B
=1
j#i

e La probabilitat que una unitat abandoni el sistema des d'un node i és Pj,.

8.1. Xarxes en série

L’estructura de xarxa més simple és la de les xarxes en serie, que son les que

compleixen el segiient:

[ i=1
it ix2

1, j=i+1, 1<i<N-1
P;=:1, i=N, j=0
0, resta

Les unitats entren pel node 1 i surten pel node N després de passar per cadas-
cun dels nodes.

Teorema de Burke

La sortida d'una cua del tipus M/M/1, M/M/c o M/M/«, amb una taxa
d’arribades, és un procés de Poisson amb taxa. En qualsevol instant de
temps t, el nombre d’unitats que hi ha en el sistema és independent de
les sortides que hi ha hagut abans d’aquest instant. Podriem dir que el
sistema és reversible.

Segons el teorema de Burke, per a un sistema de cues M/M/c/w, si la capacitat
de les cues és infinita, podem estudiar cadascuna de les cues per separat, i per
tant la série estara formada per N cues independents. La probabilitat que en
un instant hi hagi n; unitats a la cua 1, n, unitats a la cua 2, ..., i ny unitats a
la cua N és:

N
P(m) =T R(m)

i=1
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Exemple numeric

Volem estudiar un supermercat en hora punta. Suposem que els clients arriben de mane-
ra aleatoria amb una taxa d’arribades A = 40 clients/hora. El temps que passen al super-
mercat segueix una distribuci6é de tipus exponencial de mitjana 45 minuts. Les caixes
atenen exponencialment amb una taxa de 4 clients/minut de mitjana.

a)Quantes caixes calen?

Podem modelitzar el sistema com a dues cues en série. Segons el teorema de Burke la segona
cua és del tipus M/M/c, amb una taxa d’entrades A = 40 clients/hora i una taxa de sortides
amb p = 4 clients/minut

Figura 30
n ,n1 m2

R

E—

~_
S’ha de complir que:
L<1, Cm>&=%=2,67z3 caixes
bt w607

b)Si finalment es posa una caixa més que el nombre minim. Quin és el temps que es tarda
a fer la compra?

En el primer sistema M/M/« (supermercat) tindrem, segons el subapartat 7.3, que:

1= r_ 40 30 clients de mitjana comprant
n 4/3
1_ 1 ; .
W, =— =——=45 minuts de mitjana
no 4/3

Segons el subapartat 7.2, a la segona cua, la que modelitza les caixes:

a=_2 _s67 , p=2-20 _o67
w15 cn 4.15

Py = ! = ! =0,057

-1 4
A, A 2(2,67)"+ (2,67)
aonl cl(l-p) = nl " 41(1-0,67)

Els temps mitjans d’espera a la cua son:

c 4
quipo P _(267) 5 457 0,67 ~=0,74 clients
R TR T (1-0,67)
L
Wq:—":o’74=0,018h=1,1min.
40

Aleshores, podem calcular els valors mitjans en el segon sistema:

w, = 1 +W, =0,086 = 5,14 minuts de mitjana
un

L, =AW, = 3,44 clients de mitjana

Sumant obtenim els valors mitjans de clients al supermercat i el temps mitja de durada
de la compra:

W= Wy + W, = 50,14 minuts de mitjana
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L =L+ L,=33,44 clients de mitjana

8.2. Xarxes de Jackson obertes

Per a fer I'analisi d'una xarxa oberta ens podem basar en el teorema de Jackson

per a xarxes obertes.
El teorema es basa en els suposits segiients:
e Els N nodes tenen servei exponencial amb taxa de servei p;.

¢ Les unitats que arriben de l'exterior a un node i tenen distribuci6 de Pois-

son amb una taxa y;.

* La probabilitat d’anar del node i al node j (j # i) és P;; > 0 i la d’abandonar
el sistema és Pj.

El teorema de Jackson ens diu que en una xarxa de cues amb les condicions
anteriors cada node és un sistema independent amb entrada de Poisson,
cada node es pot analitzar per separat de la resta utilitzant un model
M/M/1 o M/M/ci els resultats es poden combinar estadisticament.

Per tant, com que el flux total d’entrada a un node j ha de ser igual que el que

surt, tindrem les equacions de transit:
N
7\,, = ’YI + 217\,11)1]
i=

Perque el sistema no se saturi caldra que es complexi la condici6 segiient a
cada node i (¢c;, nombre de servidors en el node i):

7\,'
pi=——<1 , A<y
Cilt

La resoluci6 d’aquest sistema de N equacions lineals ens permetra obtenir les
taxes d’arribada a cadascun dels N nodes, A;.

Aleshores el teorema de Jackson ens diu que en estat estacionari la distribucio
del nombre d’unitats a cada node és:

N
P(”)=1}Pi(ni)

En queé P;(n;) és la probabilitat que hi hagi n; clients en el node i, calculada se-
gons els models M/M/c.

En el cas de només un servidor (c = 1), els resultats son:
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P(n)=TT(1-p;)p!" =(1-p1)pi" (1-p2)p5*...(1-pn) PR

—

Il
—

Es a dir, en estat estacionari, en un instant de temps qualsevol I'estat del node i
(n;) és independent de la resta dels nodes. El comportament de les cues no és de
Poisson pero en valor mitja es pot considerar cada cua com a M/M/c independent.

A més podem obtenir els parametres segiients de 1’analisi de la xarxa:

a) La taxa d’entrada a la xarxa és la suma de les taxes d’arribada des de 1'exte-
rior a cadascun dels nodes:

N
Mxarxa = ZY:’
i=1

b) El nombre mitja d’unitats en la xarxa sera la suma dels nombres mitjans

d’unitats en cadascun dels N nodes:

N
Lyarxa = Zui
i=1

El temps mitja de permaneéncia en el sistema és el temps mitja que passa des

que una unitat entra a la xarxa fins que en surt:

W — anrxa
xarxa — 7\’
xarxa

Exemple de xarxa oberta

Analitzarem el cas d’'una xarxa formada per 3 sistemes de cues tal com es mostra a la fi-
gura. Els servidors tenen una taxa de servei p = 12.

Figura 31

a)Indiqueu el nombre de servidors en cada cua.

Calcularem la taxa d’arribades a cada node:
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N
M=1n +z)"iR'/’ =7, =10
i1
Ay =7y + AP, =5+0,5)
Ay =M Pyg + AyPys + AsPys = 0,50, + 4y + 0,67,

Aleshores,
A =10, Xrpy=10, Ar3=45

Segons la condici6é d’estabilitat

p1=Z‘—L<1 , p1=%<1 , =1

1 1

p2=2”—2H<1 , p2=C1?2<1 , =1
2 2

p3=£<1 , p3=£<1 , ;=4
C3u 312

Cal un servidor en el sistema 1 i en el sistema 2, i fins a 4 servidors en el sistema 3.

b)Calculeu el temps d’espera en cada node.

En els nodes 11 2 les cues s6n del tipus M/M/1, i el nombre mitja d’unitats i el temps
mitja de permanencia sén:

Li=L,=-PL -5 | w=w,="1=0,5

En el node 3 la cua és del tipus M/M/4. En aquest cas,

A:h:§:3,75, p=h=0,94
poo12 Gu
Py=—17 ! = ! —=0,0063
A A 3 (3,75)"  (3,75)

—+
Sonl o cll-p) &l 41(1-0,94)

Aleshores el nombre mitja d’unitats i el temps mitja de permanéncia sén:

¢ 4
L,=2p P _ 3756, 0063 %24 ~=13,55
cl T (1-p) 4! (1-0,94
w oL _1355_
a4 '

8.3. Xarxes de Jackson tancades

El teorema de Jackson per al cas de les xarxes tancades es basa en els suposits
seguents:

¢ Laxarxa de cues consta de N nodes, tots i cadascun amb servei exponencial

independent amb taxa de servei ;.
e FEl nombre d’'unitats que hi ha en el sistema és constant, de valor M.

¢ No hi ha entrades ni sortides; per tant, y; =01 P;y = 0.



© FUOC  PID_00268533 51

Analisi mitjancant teoria de cues

¢ Un cop s'ha servit una unitat en un node passa al node segiient amb una
probabilitat fixa. La probabilitat d’anar del node i al node j (j = i) sera P;;.

e (Cada node es comporta com una cua amb un model M/M/c.

Com que el flux total d’entrada a un node ha de ser igual que el flux total de

sortida del node, tindrem que les equacions de transit en aquest cas son:

Aquestes N equacions formen un sistema lineal indeterminat amb un grau de
llibertat, que resoldrem per a trobar les taxes d’arribada relatives a cada node,
A;. Per a resoldre’l suposarem, per exemple, que A1 = 1.

Mitjangant l'analisi del valor mitja (MVA) podem resoldre el sistema d’equa-

cions i calcular els parametres seglients del sistema amb M unitats:

e [;(M): nombre mitja d'unitats en el node i.
e W;(M): temps mitja de permanéncia en el node i.

e );i(M): taxa real d’arribades/sortides en el node i.

Es un algorisme iteratiu que va calculant L;(m), W;(m) per als diferents valors
creixents de m, a partir de m = 0. Obtindrem:

L;(m-1
Wi(m):i+M, 1<j<N,1sm<M
B GHy
AW (m
Lj(m)=m—" i ), 1<j<N,1<m<M
2 %iW; (m)
i=1

Tenint en compte que inicialment:
Li0)=0 1<j<N

Exemple de xarxa tancada

Analitzarem el cas d'una xarxa formada per 4 sistemes de cues, tal com mostra la figura.
Hi ha un servidor per node, amb una taxa de servei p = 5. Les probabilitats de transicié
entre nodes sén: PIZ = 0,3,’ P14 = 0,7,' P23 = 1; P31 = 1; P41 =1.

Analisi del valor mitja

Aquesta analisi és una manera
simplificada d’analitzar les xar-
xes tancades.
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Figura 32

TN

)

Calcularem la taxa d’arribades a cada node a partir de les equacions de transit:

N
M= z)"iﬂj =3Py + Ay Py
i1

Ay =hPry
Az =hyPy3
Ay =MDy

Suposant A, = 1 obtenim:
rM=1 2=03; 213=03; hg=0,7
Si considerem que inicialment no hi ha unitats en el node j:
Li0)=0 1<j<N

Aleshores, mitjancant les expressions segiients podem calcular les unitats i el temps de
permanencia iterativament per als diferents valors de m:

1+L;(m-1
W,(m):%, 1<j<4,1<m<M
L (m) m4W1(m) ,  l<ms<M
> MW (m)
i=1
Lz(m)=m(l'3'WZ(m), 1<ms<M
20 Wi(m)
i-1
L3(m)=m(l'3'w3(m), 1<m<M
20 Wi(m)
i=1
L4(m)=mm 1<m<M

4 ’
z)"ivvi (m)
i-1

Els valors de L;(m) s’han d’anar estabilitzant a mesura que augmenta el valor de m. Si el
valor L;(m) continua creixent per a un cert valor i, direm que en el node i hi ha un coll
d’ampolla.
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Resum

En aquest modul hem analitzat els diferents models de cues i les seves carac-
teristiques principals.

Hem comencat definint els principals conceptes utilitzats en I'analisi de cues
i hem definit les diferents disciplines de servei. Una de les principals disci-
plines, per a analisis simples, son els processos de Poisson.

Seguidament hem estudiat els processos de Poisson com a processos amb esta-
distica exponencial i sense memoria, que ens han permeés modelitzar el procés

d’arribades a un sistema d’espera considerant una poblacio infinita.

També hem estudiat les cadenes de Markov i el seu Gs per a I'analisi de siste-
mes a partir dels diferents estats en que es poden trobar i de les probabilitats
d’estar en cadascun d’aquests estats. Un cas particular son els processos de nai-

xement i mort com a model per a caracteritzar les xarxes de comunicacions.

A partir d’aqui hem definit diferents models matematics que ens permeten ca-
racteritzar els models de cues i obtenir-ne els parametres principals. Concreta-

ment, hem estudiat els models de cua Ginica:

e M/M/1, amb un sol servidor.

e M/M/c, model amb un nombre finit de servidors.

¢ M/M/xo, amb servidors infinits; per tant, sense espera.

e M/M/c/c, amb un nombre limitat de servidors i sense espera.

e M/G/1, model amb disciplina de servei generica amb un tnic servidor.

Finalment, com que molts sistemes estan formats per la interconnexi6 de di-
ferents sistemes de cues, hem definit i analitzat les xarxes de cues, i hem vist
que segons el teorema de Jackson cada node es pot analitzar com un sistema
independent per separat utilitzant els models de cues anteriors.
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Activitats

1. Els usuaris arriben a la biblioteca d’acord amb un procés de Poisson amb una mitjana d’ar-
ribades de 200 persones per hora. Cada usuari és a la biblioteca durant 24 minuts de mitjana.
Suposant que el temps que un usuari és a la biblioteca esta distribuit exponencialment i és
independent dels altres usuaris. Quants usuaris hi ha a la biblioteca de mitjana?

2. Considerem una cua del tipus M/M/1 finita de N estats. Digueu quins son els valors neces-
saris de N per als casos:

a) p=0,5amb Pg=1031PB =10,
b) p=0,8 amb Py =1073i PB = 10°.

3.Suposem que a un centre de procés arriben unitats segons un procés de Poisson amb una
taxa d’'una unitat cada 12 minuts. Els temps de servei els suposarem exponencials amb taxa
de servei cada 8 minuts. Calculeu Li W.

4.El caixer d'una benzinera treballa en un anic taulell. Les arribades segueixen una distribu-
ci6 de Poisson amb una mitjana de 10 per hora. Cada usuari és atés d'un en un, i el temps de
servei segueix una distribucié exponencial de mitjana 4 minuts.

a) Quina és la probabilitat que es formi una cua?

b) Quina és la longitud mitjana de la cua?

¢) Quin és el temps mitja que un client necessita per a ser ates?

d) Quin és el temps mitja que un client passa a la cua esperant que l’atenguin?

5.Una empresa de distribuci6 de productes alimentaris té una centraleta telefonica amb 3 li-
nies. L'empresa té un pic de trucades durant 3 hores en les quals alguns clients no es poden
posar en contacte amb l’empresa a causa del transit que arriba (sabem que si el client troba
les linies ocupades no el podem retenir). L'empresa estima que el 60% de les trucades que no
ha ates fan la comanda en una altra empresa. Durant les hores punta, les trucades segueixen
una distribucié de Poisson amb una mitjana de 20 trucades per hora i cada telefonista atén
durant 6 minuts cada trucada (distribucié exponencial). El benefici mitja d'una venda és de
210 euros.

a) Quants diners perd l’empresa didariament per les trucades no respostes?
b) Si cada treballador costa a ’empresa 24 euros/hora i un treballador ha de treballar 8 hores
al dia. Quin és el nombre optim de treballadors? Les hores punta sempre sén a la mateixa
hora. La centraleta esta oberta durant 16 hores i la pot atendre només un treballador quan
no sé6n hores punta. S’assumeix que el cost d’afegir una linia és negligible.

Exercicis d’autoavaluacio

1. Una impressora rep treballs per a imprimir d’'una font de Poisson amb una taxa de 6 tre-
balls/segon. Suposem que el 10% del transit total generat per la font aleatoriament va a la
impressora. Responeu:

a) Quin és el temps mitja entre les arribades de dos treballs consecutius?
b) Quina és la probabilitat que el proper treball tardi més de mig minut a arribar?
¢) Quina és la probabilitat que arribi més d’un treball a la impressora en 1 minut?

2. El servei telefonic de resolucié d’incidéncies d'una empresa eléctrica té 7 operadors. Cadas-
cun d’ells tarda una mitjana de 12 minuts a resoldre cada incidéncia. Entre una incidéncia i
la seglient, passen 2 minuts de mitjana. A més, tots els operadors poden resoldre qualsevol
tipus d’incidéncia. El temps mitja des que un client truca per indicar la incidéncia fins que
la incidencia es resol és de 30 minuts.

a) Indica raonadament si el sistema és estable.

b) Quin és el nombre mitja d’operadors ocupats?

¢) Quin és el temps mitja que un client espera fins que és ates?

d) Quin és el nombre mitja de clients en el sistema?

e) Quin és el nombre mitja de clients que esperen?

f) Assumint que els temps entre arribades de clients i els temps de servei son variables
aleatories exponencials, representeu el diagrama de transici6 entre estats.
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3. A un centre de calcul arriben clients segons un procés de Poisson amb taxa de S clients/
hora. Sabem que consumeixen un temps de processador aleatori amb distribuci6é exponenci-
al de mitjana 10 minuts i que la disciplina d’atenci6 és FIFO. Es demana:

a) Quin és el nombre mitja de clients en el sistema i el nombre mitja de clients que s’estan
servint?

b) Si a la sala d’espera hi ha 4 cadires, quina és la probabilitat que un usuari que arriba s’hagi
d’esperar dret?

c) Calculeu el temps mitja total d’estada al centre d'un usuari.

4. Durant 9 minuts s’observa l’ocupaci6é d'un grup de circuits i s'obtenen els resultats se-
glients:

Circuits
A
6 —
5 —
4 _I_
3 —

2 —
1 —

. Temps
10' (minuts)

T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

a) Quina és la taxa mitjana de trucades cursades?

b) Quin és el volum de transit cursat?

©) Quin és el temps en mitjana de servei per trucada?

d) Quin és el transit en mitjana que cursa un servidor (recurs simple)?

e) Quina és la probabilitat del fet que el recurs estigui buit?

f) Quina és la probabilitat del fet que el recurs tingui dues trucades?

5. La taxa d’arribada de paquets a un commutador és de 1.000 per hora. Hi ha un sol servi-
dor que atén 50 paquets per minut.

a) Calcula les principals mesures del sistema, L, Lg, W, Ws, Wq
b) Quina és la probabilitat que hi hagi 2 paquets al sistema?

6. Una entitat bancaria estima que la taxa d’arribades de clients (segueix una distribucié de
Poisson) és de 30 clients/hora. En el cas d’estudi hi ha només una finestreta oberta al public
i el temps de servei esta distribuit de manera exponencial amb una mitjana de 115 segons/
client. Es demana:

a) Nombre mitja de clients al sistema i nombre mitja de clients en espera.

b) Temps mitja d’espera i temps mitja de permanencia a la sucursal.

c) A partir dels resultats obtinguts es decideix obrir una segona finestreta al pablic. Repeteix
els calculs realitzats.
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Solucionari

1.Els treballs arriben a la impressora amb la taxa d’arribades segiient:
A =0,1-6=0,6 treballs/segon

a) L’instant de temps en qué es produeixen les arribades, t, té una distribucié:
F)=Pr<t)=1-eM=1-¢00t

La mitjana:

1
0,6

m = E[t] =% = =1,67 segons

b) La probabilitat que el temps entre trucades sigui superior a 30 segons:
P(t>30)=1-P(t<30)=F30)=1-¢3%=0,99
c) Considerant que N és el nombre de treballs que arriben en un minut:
PIN>1)=1-P(N=0)=1-¢9006~1

2.
e La taxa de servei: p = 1/12 clients/minut.
e La taxa d’arribades: A = 1/2 clients/minut.

a) El factor d’utilitzacio és:

Per tant, el sistema és estable.

b) El nombre mitja de servidors ocupats correspon al valor de la intensitat de transit:

c) Sabem que W =30 minuts; aleshores, el temps mitja d’espera a la cua és:

W=Wq+l
un

w, =W—1=30—12=18minuts
n

d) Aplicant la férmula de Little,

L=2W=1/2-30=153 clients
e) Analogament:

Ly=2AW,;=1/2-18 =9 clients

f) El diagrama de transici6 entre estats és:

A A A A A A
ollollol Nollol
“__~ v
p 2p 3p 6p 7u 7u
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3. Podem utilitzar el model d’aquest procés com un model M/M/1 amb una taxa d’arribades
A =5 clients/hora i una taxa de servei p = 6 clients/hora.

El factor d’utilitzaci6 és:

)
p=—==-x<1
w6
Per tant, el sistema és estable.
a) El nombre mitja de clients en el sistema és:
L=L=i=5 clients
1-p -5

El nombre mitja de clients que utilitzen el computador és:

L-L =&=§ clients
u

b) Perque un client s’hagi d’esperar dret, cal que a la sala hi hagi més de 4 clients esperant;
aleshores:

(1-p)p"

P(L,>4)=1-P(L,<4)=1-

4
n=

c) Aplicant la férmula de Little:

4. En aquest exercici disposem només d’una finestra de temps de 9 minuts, per tant, hem
de realitzar els calculs en funci6 de la informacié d’aquesta finestra.

a) Per a calcular la taxa mitjana mirem el nombre de trucades que han arribat durant
I'interval de temps d’estudi i ho dividim pel temps total.

9 trucades/9 minuts = 1 trucada/minut

b) Per a obtenir el volum de transit cursat mirem I’area sota el grafic. El volum de transit cur-
sat sera:

18 minuts

c) El temps en mitjana de servei per trucada:

18 minuts/9 trucades = 2 minuts

d) El transit en mitjana que cursa un servidor sera:

L’enunciat ens diu que tenim 6 servidors. Per altra banda 1’'ocupaci6 mitjana és de 2 trucades.
Per tant:

2 trucades/6 servidors = 1/3 trucades/servidor

e) La probabilitat que el recurs tingui dues trucades. Si mirem el grafic només es produeix
una vegada, per tant:

1 cas/9 minuts

a) Calculem les principals mesures del sistema
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A = 16,6 paquets/minut
p =50 paquets/minut
Temps mitja en cua:
W, =1/p = 0,02 minuts

Nombre de paquets mitja en el sistema:

p=A/pn=0,33

L=-FP - 0,5 paquets
I-p

Nombre de paquets mitja en cua:

2
L,="—=016

I-p
Temps mitja en el sistema:

W,
1-p

W =

=0,03 segons

Temps mitja en cua:

W, =pW =W -W, =0,01 segons

b) La probabilitat que hi hagi dos paquets al sistema és:

Sabem que per a aquest cas (model M/M/1) P, = (1 —&j(&j

plu
la probabilitat que hi hagi 2 paquets al sistema és:

P, =(1-0,333)-0,3332 =0,074=7,4 %

a) Es demana calcular el nombre mitja de clients al sistema i el nombre mitja de clients en
espera. El primer que ens cal és saber la taxa d’entrada i la taxa de sortida per a poder calcular
el factor d’ocupacio.

Taxa d’entrada:

A = 30 clients/hora = 0,5 clients/minut

Taxa de sortida:

1/pu=115 segons/client — p = 60/115 clients/minut = 0,5217 clients/minut

Factor d’ocupaci6 p = 0,9583

Un tnic servidor. Per tant, segueix una distribucié: M/M/1

Nombre de clients en el sistema (L) = % =23 clients
—-P
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2
Nombre de clients en cua (Lq) = lp =22,02 clients
-pP

b) Temps en el sistema i temps d’espera en cua

Temps total en el sistema:

= 1 =0,76 hores = 45,64 minuts
p-(1-p)
Temps a la cua:
Wq = 1 =0,72 hores = 43,72 minuts
p-(1-p)

c) Repetim els calculs perd ara amb dues finestretes:
Si ara obrim una segona finestra queda: M/M/2

L’expressié que ens dona el nombre mitja de paquets en cua depen de P. Aixi, el primer que
calculem és Py:

A l'expressi6 tenimc=2, A=A/ pnip=A/c

p—— L 035
c-1 A” AE

Yoo it o1

n=0pl = cl(1-p)

Nombre mitja d'unitats a la cua i el nombre mitja d’unitats al sistema sera:

AT p0,958% .. 0,479
! 0 a-p? 20 77T (1-0,479)2

Lq =0,283clients

L=Lg+ A =1,241clients
0

En aquests resultats, per mitja de la llei de Little calcularem el temps mitja d’espera i el temps
mitja de permanencia a la sucursal per al model que s’analitza.

wa - La 0,283

=0,009 hores = 33,96 segons
A 30

w =% = 1’3231 =0,041 hores = 2,48 minuts

Glossari

bloqueig m Estat d'un sistema en que tots els servidors estan ocupats.

cadena de Markov fEs una seqiiéncia de variables aleatories en qué el comportament futur
no depén del passat, sin6 només de 1’estat present.

canal de servei m Es el sistema que serveix les unitats o clients.
client m Unitat que arriba al sistema per fer algun servei.
congestid f Vegeu bloqueig.

cua fNombre de clients que esperen per a ser atesos.
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disciplina de generacié f Estadistica dels temps d’arribada de les unitats de dades.

disciplina de servei f Estadistica dels temps que es triga a servir les unitats en un sistema
de cues.

equacié de Chapman-Kolmogorov f Es una relacié entre les probabilitats de transicio
dels estats d'un procés.

equacio de futur [ Veure equacio de Chapman-Kolmogorov.
erlang m El temps que un recurs esta ocupat durant I’hora carregada.

Erlang B m Es un model de cues exponencial amb un nombre limitat de servidors i amb
pérdues.

Erlang C m Es un sistema amb un nombre finit de servidors i amb una cua infinita.
factor d’utilitzacié m Es la probabilitat que el servidor estigui ocupat.

formula de Little f Expressié que ens relaciona els temps mitjans de permanéncia en la
cua amb el nombre mitja d’'unitats que hi ha en el sistema.

formula de Pollaczek-Khinchine f Expressié que ens permet calcular el nombre d’uni-
tats en una cua.

funcio de densitat de probabilitat fFuncié que indica com esta distribuida la probabi-
litat d’una variable aleatoria.

funcioé de distribucié fFunci6 de probabilitat acumulada d’una variable aleatoria.

grau de servei m Quocient entre les unitats perdudes i les unitats ofertes. Mesura la qualitat
de servei.

hora carregada [ Periode d'una hora del dia en que el transit és més elevat.
intensitat de transit f Es la mesura de 'ocupacié d’un recurs per unitat de temps.
mort [ Desaparici6 d'una unitat del sistema de naixement i mort pérque s’ha servit.
naixement m Aparicié d'una unitat en el sistema de naixement i mort.

notacidé de Kendall f Notaci6 abreujada dels diferents models de cues.

poblacié f Nombre d’unitats que poden arribar a un sistema.

prioritat fRegla per a decidir qui sera el proper client a ser servit.

procés estocastic m Senyal aleatori.

servidors m Element que modelitza el servei que es fa en un determinat node de la xarxa.
sistema sense memoria m Sistema en que l'estat futur no depén dels estats anteriors.
taxa d’arribades f Velocitat mitjana d’arribades al sistema.

taxa de servei [ Velocitat mitjana de servei de les unitats en el sistema.

taxa de transicio [ Velocitat o probabilitat de transicié d'un estat a un altre.

transit cursat m Quantitat d’unitats servides amb eéxit.

transit ofert m Quantitat d’unitats que arriben al sistema per a ser servides.

transit perdut m Quantitat d’'unitats que no s’han pogut servir a causa de la congesti6.

vector d’estat m Vector format pel conjunt de probabilitats d’estar en cadascun dels estats
d’'un sistema.

xarxa de cues f Sistema format per un conjunt de cues interconnectades.

xarxa oberta f Xarxa de cues amb entrada i sortida d’unitats al sistema.
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xarxa tancada f Xarxa de cues sense entrada ni sortida d’unitats. El nombre d’unitats es
manté constant.
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Maximum Offered Load Versus B and N
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44 24.33 26.53 27.64 30.80 32.54 34.68 38.56 43.09 47.09 51.09 59.92 71.01
27.3

45 25.08 27.32 28.45 31.66 33.43 35.61 39.55 44.17 48.25 52.32 61.35 72.67
46 25.83 28.11 29.26 32.52 34.32 36.53 40.55 45.24 49.40 53.56 62.77 74.33
47 26.59 28.90 30.07 333 35.22 37.46 41.54 46.32 50.56 54.80 64.19 76.00
48 27.34 29.70 30.88 34.25 36.11 38.39 42.54 47.40 51.71 56.03 65.61 77.66
49 28.10 30.49 31.69 35.11 37.00 39.32 43.53 48.48 52.87 57.27 67.04 79.32
50 28.87 31.29 3251 35.98 37.90 40.26 44.53 49.56 54.03 58.51 68.46 80.99

51 29.63 32.09 33.33 36.85 38.80 41.19 45.53 50.64 55.19 59.75 69.88 82.65
52 30.40 32.90 34.15 37.72 39.70 42.12 46.53 51.73 56.35 60.99 71.31 84.32
53 31.17 33.70 34.98 38.60 40.60 43.06 47.53 52.81 57.50 62.22 72.73 85.98
54 31.94 34.51 35.80 39.47 41.51 44.00 48.54 53.89 58.66 63.46 74.15 87.65
55 32.72 35.32 36.63 40.35 42.41 44.94 49.54 54.98 59.82 64.70 75.58 89.31

56 33.49 36.13 37.46 41.23 43.32 45.88 50.54 56.06 60.98 65.94 77.00 90.97
57 34.27 36.95 38.29 42.11 44.22 46.82 51.55 57.14 62.14 67.18 78.43 92.64
58 35.05 37.76 39.12 42.99 45.13 47.76 52.55 58.23 63.31 68.42 79.85 94.30
59 35.84 38.58 39.96 43.87 46.04 48.70 53.56 59.32 64.47 69.66 81.27 95.97
60 36.62 39.40 40.80 44.76 46.95 49.64 54.57 60.40 65.63 70.90 82.70 97.63

61 37.41 40.22 41.63 45.64 47.86 50.59 55.57 61.49 66.79 72.14 84.12 99.30
62 38.20 41.05 42.47 46.53 48.77 51.53 56.58 62.58 67.95 73.38 85.55 101.0
63 38.99 41.87 43.31 47.42 49.69 52.48 57.59 63.66 69.11 74.63 86.97 102.6
64 39.78 42.70 44.16 48.31 50.60 53.43 58.60 64.75 70.28 75.87 88.40 104.3
65 40.58 43.52 45.00 49.20 51.52 54.38 59.61 65.84 71.44 77.11 89.82 106.0
66 41.38 44.35 45.85 50.09 52.44 55.33 60.62 66.93 72.60 78.35 91.25 107.6
67 42.17 45.18 46.69 50.98 53.35 56.28 61.63 68.02 73.77 79.59 92.67 109.3
68 42.97 46.02 47.54 51.87 54.27 57.23 62.64 69.11 74.93 80.83 94.10 111.0
69 3.77 46.85 48.39 52.77 55.19 58.18 63.65 70.20 76.09 82.08 95.52 112.6
70 44.58 47.68 49.24 53.66 56.11 59.13 64.67 71.29 77.26 83.32 96.95 114.3

71 45.38 48.52 50.09 54.56 57.03 60.08 65.68 72.38 78.42 84.56 98.37 116.0
72 46.19 49.36 50.94 55.46 57.96 61.04 66.69 73.47 79.59 85.80 99.80 117.6
73 47.00 50.20 51.80 56.35 58.88 61.99 67.71 74.56 80.75 87.05 101.2 1193
74 47.81 51.04 52.65 57.25 59.80 62.95 68.72 75.65 81.92 88.29 102.7 120.9
75 48.62 51.88 53.51 58.15 60.73 63.90 69.74 76.74 83.08 89.53 104.1 122.6

76 49.43 52.72 54.37 59.05 61.65 64.86 70.75 77.83 84.25 90.78 105.5 1243
77 50.24 53.56 55.23 59.96 62.58 65.81 71.77 78.93 85.41 92.02 106.9 125.9
78 51.05 54.41 56.09 60.86 63.51 66.77 72.79 80.02 86.58 93.26 108.4 127.6
79 51.87 55.25 56.95 61.76 64.43 67.73 73.80 81.11 87.74 94.51 109.8 129.3
80 52.69 56.10 57.81 62.67 65.36 68.69 74.82 82.20 88.91 95.75 111.2 130.9

81 53.51 56.95 58.67 63.57 66.29 69.65 75.84 83.30 90.08 96.99 112.6 132.6

82 54.33 57.80 59.54 64.48 67.22 70.61 76.86 84.39 91.24 98.24 114.1 134.3
83 55.15 58.65 60.40 65.39 68.15 71.57 77.87 85.48 92.41 99.48 115.5 1359
84 55.97 59.50 61.27 66.29 69.08 72.53 78.89 86.58 93.58 100.7 116.9 137.6
85 56.79 60.35 62.14 67.20 70.02 73.49 79.91 87.67 94.74 102.0 118.3 139.3

86 57.62 61.21 63.00 68.11 70.95 74.45 80.93 88.77 95.91 103.2 119.8 140.9
87 58.44 62.06 63.87 69.02 71.88 75.42 81.95 89.86 97.08 104.5 121.2 142.6
88 59.27 62.92 64.74 69.93 72.82 76.38 82.97 90.96 98.25 105.7 122.6 1443
89 60.10 63.77 65.61 70.84 73.75 77.34 83.99 92.05 99.41 107.0 124.0 1459
90 60.92 64.63 66.48 71.76 74.68 78.31 85.01 93.15 100.6 108.2 125.5 147.6

91 61.75 65.49 67.36 72.67 75.62 79.27 86.04 94.24 101.8 109.4 126.9 149.3
92 62.58 66.35 68.23 73.58 76.56 80.24 87.06 95.34 102.9 110.7 128.3 150.9
93 63.42 67.21 69.10 74.50 77.49 81.20 88.08 96.43 104.1 111.9 129.8 152.6

94 64.25 68.07 69.98 75.41 78.43 82.17 89.10 97.53 105.3 113.2 131.2 1543
95 65.08 68.93 70.85 76.33 79.37 83.13 90.12 98.63 106.4 114.4 132.6 155.9

96 65.92 69.79 71.73 77.24 80.31 84.10 91.15 99.72 107.6 115.7 134.0 157.6
97 66.75 70.65 72.61 78.16 81.25 85.07 92.17 100.8 108.8 116.9 1355 159.3
98 67.59 71.52 73.48 79.07 82.18 86.04 93.19 101.9 109.9 118.2 136.9 160.9
99 68.43 72.38 74.36 79.99 83.12 87.00 94.22 103.0 111.1 119.4 138.3 162.6
100 69.27 7~.25 75.24 80.91 84.06 87.97 95.24 104.1 1123 120.6 139.7 164.3

N is the number of servers. The numerical column headings indicate blocking probability B in %. Table generated by Dan Dexter
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Erlang C Traffic Table

Maximum Offered Load Versus B and N
Bisin %
N/B 0.01 0.05 0.1 0.5 1.0 2 5 10 15 20 30 40

.0001 .0005 .0010 .0050 .0100 .0200 .0500 .1000 1500 .2000 .3000 4000
.0142 .0319 .0452 1025 .1465 2103 .3422 .5000 .6278 7403 .9390 1.117
.0860 .1490 1894 .3339 4291 5545 7876 1.040 1.231 1.393 1.667 1.903
2310 3533 4257 .6641 .8100 .9939 1.319 1.653 1.899 2.102 2.440 2.725
4428 .6289 7342 1.065 1.259 1.497 1.905 2313 2.607 2.847 3.241 3.569

A N I S I

6 7110 9616 1.099 1.519 1.758 2.047 2532 3.007 3.344 3.617 4.062 4.428
7 1.026 1.341 1.510 2,014 2297 2.633 3.188 3.725 4.103 4.406 4.897 5.298
8 1.382 1.758 1.958 2.543 2.866 3.246 3.869 4.463 4.878 5.210 5.744 6.178
9 1.771 2.208 2.436 3.100 3.460 3.883 4.569 5.218 5.668 6.027 6.600 7.065
0 2.189 2.685 2942 3.679 4.077 4.540 5.285 5.986 6.469 6.853 7.465 7.959

11 2.634 3.186 3.470 4.279 4712 5.213 6.015 6.765 7.280 7.688 8.33 8.857
12 3.100 3.708 4.018 4.896 5.363 5.901 6.758 7.554 8.099 8.530 9.212 9.761
13 3.587 4.248 4.584 5.529 6.028 6.602 7.511 8.352 8.926 9.379 10.09 10.67
14 4.092 4.805 5.166 6.175 6.705 7.313 8.273 9.158 9.760 10.23 10.98 11.58
15 4614 5.377 5.762 6.833 7.394 8.035 9.044 9.970 10.60 11.09 11.87 12.49

16 5.150 5.962 6.371 7.502 8.093 8.766 9.822 10.79 11.44 11.96 12.77 13.41
17 5.699 6.560 6.991 8.182 8.801 9.505 10.61 11.61 12.29 12.83 13.66 14.33
18 6.261 7.169 7.622 8.871 9.518 10.25 11.40 12.44 13.15 13.70 14.56 15.25
19 6.835 7.788 8.263 9.568 10.24 11.01 12.20 13.28 14.01 14.58 15.47 16.18
20 7.419 8.417 8.914 10.27 10.97 11.77 13.00 14.12 14.87 15.45 16.37 17.10

21 8.013 9.055 9.572 10.99 11.71 12.53 13.81 14.96 15.73 16.34 17.28 18.03
22 8.616 9.702 10.24 11.70 12.46 13.30 14.62 15.81 16.60 17.22 18.19 18.96
23 9.228 10.36 10.91 12.43 13.21 14.08 15.43 16.65 17.47 18.11 19.10 19.89
2 9.848 11.02 11.59 13.16 13.96 14.86 16.25 17.51 18.35 19.00 20.02 20.82
25 10.48 11.69 12.28 13.90 14.72 15.65 17.08 18.36 19.22 19.89 20.93 21.76

26 11.11 12.36 12.97 14.64 15.49 16.44 17.91 19.22 20.10 20.79 21.85 22.69
27 11.75 13.04 13.67 15.38 16.26 17.23 18.74 20.08 20.98 21.68 22.77 23.63
28 12.40 13.73 14.38 16.14 17.03 18.03 19.57 20.95 21.87 22.58 23.69 24.57
29 13.05 14.42 15.09 16.89 17.81 18.83 20.41 21.82 22.75 23.48 24.61 25.50

30 13.71 15.12 15.80 17.65 18.59 19.64 21.25 22.68 23.64 24.38 25.54 26.44
3 14.38 15.82 16.52 18.42 19.37 20.45 22.09 23.56 24.53 2529 26.46 27.38
3 15.05 16.53 17.25 19.18 20.16 21.26 22.93 24.43 2542 26.19 27.39 28.33

1
2
33 15.72 17.24 17.97 19.95 20.95 22.07 23.78 253 26.32 27.10 2831 29.27
4 16.40 17.95 18.71 20.73 21.75 22.89 24.63 26.18 27.21 28.01 29.24 30.21
5 17.09 18.67 19.44 21.51 22.55 23.71 25.48 27.06 28.11 28.92 30.17 31.16
6 17.78 19.39 20.18 22.29 2335 24.53 26.34 27.94 29.00 29.83 31.10 32.10
7 18.47 20.12 20.92 23.07 24.15 25.36 27.19 28.82 29.90 30.74 32.03 33.05
38 19.17 20.85 21.67 23.86 24.96 26.18 28.05 29.71 30.80 31.65 32.97 34.00
9
0

3 19.87 21.59 22.42 24.65 25.77 27.01 2891 30.59 31.71 32.57 33.90 34.94
4 20.58 22.33 23.17 25.44 26.58 27.84 29.77 31.48 32.61 33.48 34.83 35.89
41 21.28 23.07 23.93 26.23 27.39 28.68 30.63 32.37 33.51 34.40 35.77 36.84
42 22.00 23.81 24.69 27.03 28.21 29.51 31.50 33.26 34.42 35.32 36.70 37.79
43 22.71 24.56 25.45 27.83 29.02 30.35 32.36 34.15 35.33 36.23 37.64 38.74
44 23.43 2531 26.22 28.63 29.84 31.19 33.23 35.04 36.23 37.15 38.58 39.69
45 24.15 26.06 26.98 29.44 30.67 32.03 34.10 35.93 37.14 38.07 39.51 40.64
46 24.88 26.82 27.75 30.24 31.49 32.87 34.97 36.83 38.05 39.00 40.45 41.59
47 25.60 27.57 28.52 31.05 32.32 33.72 35.84 37.72 38.96 39.92 41.39 42.54
48 26.34 28.33 29.30 31.86 33.14 34.56 36.72 38.62 39.87 40.84 42.33 43.50
49 27.07 29.10 30.08 32.68 33.97 35.41 37.59 39.52 40.79 41.76 43.27 44.45
50 27.80 29.86 30.86 33.49 34.80 36.26 38.47 40.42 41.70 42,69 4421 45.40
51 28.54 30.63 31.64 3431 35.64 37.11 39.35 41.32 42.61 43.61 45.15 46.36
52 29.28 31.40 32.42 35.12 36.47 37.97 40.23 4222 43.53 44.54 46.10 4731
53 30.03 32.17 33.21 35.94 37.31 38.82 41.10 43.12 44.44 45.47 47.04 48.27
54 30.77 295 33.99 36.76 38.15 39.67 41.99 44.02 45.36 46.39 47.98 49.22
55 31.52 33.72 34.78 37.59 38.99 40.53 42.87 44.93 46.28 47.32 48.93 50.18
56 3227 34.50 35.57 38.41 39.83 41.39 43.75 45.83 47.20 48.25 49.87 51.13
57 33.03 35.28 36.37 39.24 40.67 42.25 44.64 46.74 48.12 49.18 50.82 52.09
58 33.78 36.06 37.16 40.07 41.51 43.11 45.52 47.64 49.04 50.11 51.76 53.05
59 34.54 36.85 37.96 40.90 42.36 43.97 46.41 48.55 49.96 51.04 52.71 54.01
60 35.30 37.63 38.76 41.73 43.20 44.83 47.29 49.46 50.88 51.97 53.65 54.96
61 36.06 38.42 39.56 42.56 44.05 45.70 48.18 50.37 51.80 52.90 54.60 55.92
62 36.82 39.21 40.36 43.39 44.90 46.56 49.07 51.27 52.72 53.83 55.55 56.88

63 37.59 40.00 41.16 44.23 45.75 47.43 49.96 52.18 53.64 54.77 56.49 57.84
64 38.35 40.80 41.97 45.06 46.60 48.30 50.85 53.10 54.57 55.70 57.44 58.80
65 39.12 41.59 42.78 45.90 47.45 49.16 51.74 54.01 55.49 56.63 58.39 59.76
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66 39.89 42.39 43.58 46.74 48.30 50.03 52.64 54.92 56.42 57.57 59.34 60.72
67 40.66 43.18 44.39 47.58 49.16 50.90 53.53 55.83 57.34 58.50 60.29 61.68
68 41.44 43.98 45.20 48.42 50.01 51.77 54.42 56.75 58.27 59.44 61.24 62.64
69 42.21 44.78 46.02 49.26 50.87 52.65 55.32 57.66 59.20 60.37 62.19 63.60
70 42.99 45.58 46.83 50.10 51.73 53.52 56.21 58.57 60.12 61.31 63.14 64.56

71 43.77 46.39 47.64 50.95 52.59 54.39 57.11 59.49 61.05 62.25 64.09 65.52
72 44.55 47.19 48.46 51.79 53.45 55.27 58.01 60.41 61.98 63.18 65.04 66.48
73 4533 48.00 49.28 52.64 54.3 56.14 58.90 61.32 62.91 64.12 65.99 67.44
74 46.11 48.81 50.10 53.49 55.17 57.02 59.80 62.24 63.84 65.06 66.94 68.40
75 46.90 49.61 50.92 54.34 56.03 57.90 60.70 63.16 64.76 66.00 67.89 69.37

76 47.68 50.42 51.74 55.19 56.89 58.78 61.60 64.07 65.69 66.94 68.85 70.33
77 48.47 51.23 52.56 56.04 57.76 59.65 62.50 64.99 66.63 67.88 69.80 71.29
78 49.26 52.05 53.38 56.89 58.62 60.53 63.40 65.91 67.56 68.82 70.75 72.25
79 50.05 52.86 54.21 57.74 59.49 61.41 64.30 66.83 68.49 69.76 71.70 73.22
80 50.84 53.68 55.03 58.60 60.36 62.30 65.21 67.75 69.42 70.70 72.66 74.18

81 51.63 54.49 55.86 59.45 61.22 63.18 66.11 68.67 70.35 71.64 73.61 75.14
82 52.43 55.31 56.69 60.30 62.09 64.06 67.01 69.59 71.28 72.58 74.57 76.11
83 53.22 56.13 57.52 61.16 62.96 64.94 67.92 70.52 72.22 73.52 75.52 77.07
84 54.02 56.95 58.35 62.02 63.83 65.83 68.82 71.44 73.15 74.46 76.47 78.04
85 54.81 57.71 59.18 62.88 64.70 66.71 69.73 72.36 74.08 75.40 77.43 79.00

86 55.61 58.59 60.01 63.73 65.57 67.60 70.63 73.28 75.02 76.35 78.38 79.97
87 56.41 59.41 60.84 64.59 66.45 68.48 71.54 74.21 75.95 77.29 79.34 80.93
88 57.21 60.23 61.67 65.45 67.32 69.37 72.45 75.13 76.89 78.23 80.30 81.90
89 58.02 61.06 62.51 66.32 68.19 70.26 73.35 76.06 77.82 79.18 81.25 82.86
90 58.82 61.88 63.34 67.18 69.07 71.15 74.26 76.98 78.76 80.12 82.21 83.83
91 59.62 62.71 64.18 68.04 69.94 72.04 75.17 77.91 79.69 81.06 83.16 84.79
92 60.43 63.54 65.02 68.90 70.82 72.92 76.08 78.83 80.63 82.01 84.12 85.76
93 61.23 64.36 65.86 69.77 71.70 73.81 76.99 79.76 81.57 82.95 85.08 86.73
94 62.04 65.19 66.70 70.63 72.57 74.71 77.90 80.69 82.50 83.90 86.03 87.69
95 62.85 66.02 67.54 71.50 73.45 75.60 78.81 81.61 83.44 84.84 86.99 88.66

96 63.66 66.85 68.38 72.36 74.33 76.49 79.72 82.54 84.38 85.79 87.95 89.62
97 64.47 67.69 69.22 73.23 75.21 77.38 80.63 83.47 85.32 86.74 88.91 90.59
98 65.28 68.52 70.06 74.10 76.09 78.27 81.54 84.39 86.26 87.68 89.87 91.56
99 66.09 69.35 70.90 74.97 76.97 79.17 82.46 85.32 87.20 88.63 90.82 92.53
100 66.91 70.19 71.75 75.84 77.85 80.06 83.37 86.25 88.13 89.58 91.78 93.49

N is the number of servers. The numerical column headings indicate blocking probability B in %. Table generated by Dan Dexter
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Poisson Traffic Table
Maximum Offered Load Versus B and N
Bisin %
N/B 0.01 0.05 0.1 0.5 1.0 2 5 10 15 20 30 40
1 .0001 .0005 .0010 .0050 .0101 .0202 .0513 .1054 1625 2231 3567 5108
2 0142 .0320 .0454 .1035 .1486 2147 3554 5318 .6832 .8244 1.097 1.376
3 .0862 1497 .1905 3379 4360 5672 8177 1.102 1.331 1.535 1.914 2.285
4 2318 3552 4286 6722 .8232 1.016 1.366 1.745 2.039 2.297 2.764 3.211
5 1.078 1.279 1.530 1.970 2.433 2.785 3.090 3.634 4.148

6 7137 9672 1.107 1.537 1.785 2.089 2.613 3.152 3.557 3.904 4517 5.091
7 1.030 1.348 1.520 2.037 2.330 2.684 3.285 3.895 4348 4.734 5.411 6.039
8 1.387 1.768 1.971 2.571 2.906 3.307 3.981 4.656 5.155 5.576 6.312 6.991
9 1.778 2.220 2.452 3.132 3.508 3.953 4.695 5.433 5.973 6.429 7.220 7.947
0 2.198 2.699 2.961 3.717 4.130 4.618 5.425 6.221 6.802 7.289 8.133 8.904

11 2.643 3.202 3.492 4.321 4.771 5.300 6.169 7.021 7.639 8.157 9.050 9.864
12 3.112 3.726 4.042 4.943 5.428 5.996 6.924 7.829 8.484 9.031 9.972 10.83
13 3.600 4.269 4.611 5.580 6.099 6.704 7.690 8.646 9.336 9.910 10.90 11.79
14 4.106 4.828 5.195 6.231 6.782 7.424 8.464 9.470 10.19 10.79 11.82 12.76
15 4.629 5.402 5.794 6.893 7.477 8.153 9.246 10.30 11.06 11.68 12.75 13.72

16 5.167 5.990 6.405 7.567 8.181 8.891 10.04 11.14 11.92 12.57 13.69 14.69
17 5.718 6.590 7.028 8.251 8.895 9.638 10.83 11.98 12.79 13.47 14.62 15.66
18 6.281 7.201 7.662 8.943 9.616 10.39 11.63 12.82 13.67 14.37 15.56 16.63
19 6.856 7.822 8.306 9.645 10.35 11.15 12.44 13.67 14.55 15.27 16.50 17.60
20 7.442 8.453 8.958 10.35 11.08 11.92 13.26 14.53 15.43 16.17 17.44 18.57

21 8.037 9.093 9.619 11.07 11.83 12.69 14.07 15.38 16.31 17.08 18.38 19.54
22 8.642 9.741 10.29 11.79 12.57 13.47 14.89 16.24 17.20 17.99 19.32 20.51
23 9.255 10.40 10.96 12.52 13.33 14.25 15.72 17.11 18.09 18.90 20.27 21.48
24 9.876 11.06 11.65 13.26 14.09 15.04 16.55 17.98 18.98 19.81 21.21 22.46
25 10.50 11.73 12.34 14.00 14.85 15.83 17.38 18.84 19.88 20.73 22.16 23.43

26 11.14 12.41 13.03 14.74 15.62 16.63 18.22 19.72 20.77 21.64 23.10 24.41
27 11.78 13.09 13.73 15.49 16.40 17.43 19.06 20.59 21.67 22.56 24.05 25.38
28 12.43 13.78 14.44 16.25 17.18 18.23 19.90 21.47 22.57 23.48 25.00 26.36
29 13.09 14.47 15.15 17.00 17.96 19.04 20.75 22.35 23.48 24.40 25.95 27.33
30 13.75 15.17 15.87 17.77 18.74 19.85 21.59 23.23 24.38 25.32 26.91 28.31

31 14.42 15.87 16.59 18.53 19.53 20.66 2245 24.11 25.29 26.24 27.86 29.29
32 15.09 16.58 17.32 19.31 20.32 21.48 23.30 25.00 26.19 27.17 28.81 30.26
33 15.76 17.30 18.05 20.08 21.12 22.30 24.15 25.89 27.10 28.09 29.76 31.24
34 16.44 18.01 18.78 20.86 21.92 23.12 25.01 26.77 28.01 29.02 30.72 32.22
5 17.13 18.73 19.52 21.64 22.72 23.95 25.87 27.66 28.92 29.95 31.67 33.2

36 17.82 19.46 20.26 22.42 23.53 24.77 26.73 28.56 29.84 30.88 32.63 34.18
37 18.52 20.19 21.01 2321 24.33 25.60 27.60 29.45 30.75 31.81 33.59 35.16
38 19.21 20.92 21.75 24.00 25.14 26.44 28.46 30.35 31.66 32.74 34.54 36.14
39 19.92 21.66 22.51 24.79 25.96 27.27 29.33 31.24 32.58 33.67 35.50 37.11
40 20.62 22.40 23.26 25.59 26.77 28.11 30.20 32.14 33.50 34.60 36.46 38.09

41 21.33 23.14 24.02 26.38 27.59 28.95 31.07 33.04 34.42 35.54 37.42 39.07
42 22.05 23.88 24.78 27.18 28.41 29.79 31.94 33.94 35.33 36.47 38.38 40.05
43 22.76 24.63 25.54 27.99 29.23 30.63 32.81 34.84 36.26 37.41 39.34 41.04
44 23.48 25.38 26.31 28.79 30.05 31.47 33.69 35.74 37.18 38.34 40.30 42.02

45 24.20 26.14 27.08 29.60 30.88 3232 34.56 36.65 38.10 39.28 41.26 43.00
46 24.93 26.90 27.85 30.41 31.71 33.17 35.44 37.55 39.02 40.22 42.22 43.98
47 25.66 27.65 28.62 31.22 32.53 34.01 36.32 38.46 39.94 41.16 43.18 44.96
48 26.39 28.42 29.40 32.03 33.37 34.87 37.20 39.36 40.87 42.09 44.14 45.94
49 27.13 29.18 30.18 32.85 34.20 35.72 38.08 40.27 41.79 43.03 45.10 46.92
50 27.86 29.95 30.96 33.66 35.03 36.57 38.97 41.18 42.72 43.97 46.06 47.90

51 28.60 30.72 31.74 34.48 35.87 37.43 39.85 42.09 43.65 4491 47.03 48.89
52 29.34 31.49 32.53 35.30 36.71 38.28 40.73 43.00 44.58 45.85 47.99 49.87
53 30.09 32.26 33.31 36.13 37.55 39.14 41.62 43.91 45.50 46.80 48.95 50.85
54 30.84 33.04 34.10 36.95 38.39 40.00 42.51 44.82 46.43 47.74 49.92 51.83
55 31.59 33.82 34.90 37.78 39.23 40.86 43.40 45.74 47.36 48.68 50.88 52.82
56 32.34 34.60 35.69 38.60 40.07 41.72 4429 46.65 48.29 49.63 51.85 53.80
57 33.09 35.38 36.48 39.43 40.92 42.59 45.18 47.56 49.22 50.57 52.81 54.78
58 33.85 36.16 37.28 40.26 41.77 43.45 46.07 48.48 50.15 51.51 53.78 55.77
59 34.60 36.95 38.08 41.09 42.61 44.32 46.96 49.40 51.09 52.46 54.74 56.75
60 35.36 37.73 38.88 41.93 43.46 45.18 47.85 50.31 52.02 53.40 55.71 57.73

61 36.13 38.52 39.68 42.76 44.31 46.05 48.75 51.23 5295 54.35 56.68 58.72
62 36.89 39.31 40.48 43.60 45.16 46.92 49.64 52.15 53.89 55.30 57.64 59.70
63 37.66 40.11 41.29 44.43 46.02 47.79 50.54 53.07 54.82 56.24 58.61 60.68
64 38.42 40.90 42.09 45.27 46.87 48.66 51.43 53.99 55.76 57.19 59.58 61.67
65 39.19 41.70 42.90 46.11 47.73 49.53 52.33 54.91 56.69 58.14 60.54 62.65
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66 39.96 42.49 43.71 46.95 48.58 50.41 53.23 55.83 57.63 59.08 61.51 63.64
67 40.74 43.29 44.52 47.79 49.44 51.28 54.13 56.75 58.56 60.03 62.48 64.62
68 41.51 44.09 4533 48.64 50.30 52.16 55.03 57.67 59.50 60.98 63.45 65.61
69 42.29 44.89 46.15 49.48 51.16 53.03 55.93 58.59 60.44 61.93 64.41 66.59
70 43.07 45.70 46.96 50.33 52.02 53.91 56.83 59.52 61.37 62.88 65.38 67.58

71 43.84 46.50 47.78 51.17 52.88 54.79 57.73 60.44 62.31 63.83 66.35 68.56
72 44.63 47.31 48.60 52.02 53.74 55.66 58.63 61.36 63.25 64.78 67.32 69.54
73 45.41 48.11 49.42 52.87 54.60 56.54 59.54 62.29 64.19 65.73 68.29 70.53
74 46.19 48.92 50.24 53.72 55.47 57.42 60.44 63.21 65.13 66.68 69.26 71.52
75 46.98 49.73 51.06 54.57 56.33 58.30 61.35 64.14 66.07 67.63 70.23 72.50

76 47.76 50.54 51.88 55.42 57.20 59.19 62.25 65.06 67.01 68.58 71.20 73.49
77 48.55 51.36 52.70 56.28 58.07 60.07 63.16 65.99 67.95 69.54 72.17 74.47
78 49.34 52.17 53.53 57.13 58.94 60.95 64.06 66.92 68.89 70.49 73.14 75.46
79 50.13 52.98 54.35 57.98 59.80 61.84 64.97 67.85 69.83 71.44 74.11 76.44
80 50.92 53.80 55.18 58.84 60.67 62.72 65.88 68.77 70.77 72.39 75.08 77.43

81 51.72 54.62 56.01 59.70 61.54 63.61 66.79 69.70 71.72 73.35 76.05 78.41
82 52.51 55.43 56.84 60.55 62.41 64.49 67.70 70.63 72.66 74.30 77.02 79.40
83 53.31 56.25 57.67 61.41 63.29 65.38 68.60 71.56 73.60 75.25 77.99 80.39
84 54.10 57.07 58.50 62.27 64.16 66.27 69.51 72.49 74.54 76.21 78.96 81.37
85 54.90 57.89 59.33 63.13 65.03 67.15 70.43 73.42 75.49 77.16 79.93 82.36

86 55.70 58.72 60.16 63.99 65.91 68.04 71.34 74.35 76.43 78.11 80.91 83.34
87 56.50 59.54 61.00 64.85 66.78 68.93 72.25 75.28 77.38 79.07 81.88 84.33
88 57.31 60.37 61.83 65.72 67.66 69.82 73.16 76.21 78.32 80.02 82.85 85.32
89 58.11 61.19 62.67 66.58 68.53 70.71 74.07 77.14 79.27 80.98 83.82 86.30
90 58.91 62.02 63.51 67.44 69.41 71.61 74.98 78.08 80.21 81.93 84.79 87.29
91 59.72 62.84 64.34 68.31 70.29 72.50 75.90 79.01 81.16 82.89 85.77 88.28
92 60.52 63.67 65.18 69.17 71.17 73.39 76.81 79.94 82.10 83.85 86.74 89.26
93 61.33 64.50 66.02 70.04 72.05 74.28 77.73 80.88 83.05 84.80 87.71 90.25
94 62.14 65.33 66.86 70.91 72.93 75.18 78.64 81.81 83.99 85.76 88.68 91.24
95 62.95 66.16 67.70 71.77 73.81 76.07 79.56 82.74 84.94 86.72 89.66 92.22

96 63.76 66.99 68.55 72.64 74.69 76.97 80.47 83.68 85.89 87.67 90.63 93.21
97 64.57 67.83 69.39 73.51 75.57 77.86 81.39 84.61 86.83 88.63 91.60 94.20
98 65.38 68.66 70.23 74.38 76.45 78.76 8231 85.55 87.78 89.59 92.58 95.19
99 66.19 69.50 71.08 75.25 77.33 79.65 83.22 86.48 88.73 90.54 93.55 96.17
100 67.01 70.33 71.92 76.12 78.22 80.55 84.14 87.42 89.68 91.50 94.52 97.16

N is the number of servers. The numerical column headings indicate blocking probability B in %. Table generated by Dan Dexter
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