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Introduccio

El calcul diferencial i el concepte de derivada sén molt probablement les apor-
tacions més importants i influents de la matematica aplicada. Els metodes i
tecniques del calcul diferencial van ser inventats i desenvolupats al final del
segle xVII per Newton i Leibniz independentment, i d’enca de llavors que les
derivades han estat una eina per a resoldre una infinitat de problemes: des de
la determinaci6 de la tangent a una corba, passant per problemes d’optimit-
zaci6 de tota mena i acabant per les equacions diferencials que modelitzen

molts dels fenomens del moén real.

En aquest modul treballarem el concepte de derivada d’una funcié en un punt,
que informalment podem dir que es correspon amb la variaci6 de la funci6 en
aquell punt. Per exemple, en el moviment d'un objecte, la derivada de la posi-
ci6 de I'objecte respecte del temps déna la velocitat a que es mou. Després de
donar la definicié formal de derivada, aprofundirem en la seva interpretacio
geometrica: pendent de la recta tangent. En segon lloc, estudiarem la funci6 de-
rivada, és a dir, una nova funci6 que déna la derivada en cada un dels punts,
i les regles de derivaci6 fent emfasi en la (important) regla de la cadena que
ens permet calcular la derivada d’'una composicié de funcions. En "apartat de
les aplicacions, estudiarem el creixement/decreixement d'una funcio i els seus

extrems relatius i ho aplicarem a la representacio grafica de funcions.

Finalment, farem una interpretaci6 de la derivada com a taxa/ritme de canvi

d’'una magnitud/quantitat que depen d’una altra.
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1. Derivacio

1.1. Definicié de derivada en un punt

El marc general en el qual introduirem el concepte de derivada és el marc de les
funcions reals continues de variable real. La derivada d’una funci6 representa

el canvi infinitessimal de la funcio respecte de la seva variable.

Comencem doncs definint formalment el concepte de derivada d'una

funcio f(x) en un punt x = xo com

F(xo) = lim (& =TX0) (1)

X—X0 X=X

si aquest limit existeix. Dit en paraules, la derivada d'una funci6 en un
punt és el limit del quocient entre 'increment de la funci6 i I'increment
de la variable independent h = x — Xy quan aquest Gltim tendeix a zero.

La notacio f’(xg), que es llegeix “efa prima de xy”, és deguda a Newton. Quan
existeix el limit f'(xg) i és finit diem que la funcié f(x) és derivable en x,. A
la practica, pero, poques vegades es calculen les derivades per mitja del limit
de la definici6 sin6 que es calculen més facilment a partir de les derivades
elementals i les regles de derivacio, que relacionen derivades i operacions,

com veurem en els subapartats segiients.

La condici6 de ser derivable és més restrictiva que la de ser continua. Rees-
crivint el limit de la definicié de derivada es comprova que, si una funcié és
derivable en un punt, llavors necessariament ha de ser continua en aquest

punt: f(xo) = }llg(l) f(xo +h).

1.1.1. Interpretaciéo geometrica

Geomeétricament, el valor de la derivada en un punt xo, f’(xo), és el pendent
(la inclinacio respecte de 1’eix horitzontal) de la recta tangent en aquell punt x,
(vegeu la figura 1). Per tant, la derivada ens diu com varia localment la funci6

en aquell punt i ens dona la direccié que segueix la funcié en aquell punt.
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Figura 1. La derivada en un punt xg és el pendent de la recta tangent
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L’equaci6 de la recta tangent és y = f(xg)(x — Xo) + [ (x0), ja que és la recta que
passa pel punt de coordenades (xo,f (o)) i té pendent f’(xo).

Exercici 1 Donada la funci f(x) = x* - 2x* + ¥ + 1, trobeu la recta tangent en
Xo = 2. Per a calcular la derivada useu les derivades basiques i les regles de derivacio.

1.2. Funcio derivada

La funci6 derivada f’(x) és la funci6 que per cada punt x ens déna el valor de
la derivada de la funci6 f(x) en aquell punt.

Donada una funci6 f definim la funcié derivada com
ff:A—R, x—f'(x),

amb domini del conjunt A de punts en que la funci6 f és derivable.

1.2.1. Calcul de les derivades de les funcions elementals

Usant la definici6 formal de derivada en un punt, el limit (equaci6 1) per un

punt variable, es pot calcular la funcié derivada per a cada una de les fun-

Figura 1

La recta tangent talla
localment en un sol punt la
grafica de la funcié.




CC-BY-SA e PID_00224044 9

Derivades i aplicacions

cions elementals: els polinomis, les exponencials i logaritmes, i les funcions

periodiques sinus i cosinus.

Els polinomis sén funcions que es basen en les operacions aritmétiques de
suma/resta i producte. La derivada d’un polinomi del tipus f(x) = x", en que
n > 0 és el grau del polinomi, és f/(x) = nx"!, que té un grau menys que el

polinomi original i esta definit per a tot valor de x.

Exemple 1

Per a calcular la derivada de la funcié f(x) = x en xo = 3 usant la definicio, cal fer:

f'(3) = lim

x—3

w:hmﬂ:hmlzl
x-3 x=3x-3 x—3

Es clar que si en lloc de 3 posem qualsevol valor, g, f/(a) = 1. Per tant, si f(x) = x, f'(x) = 1.
Exercici 2 Calculeu la derivada de f(x) = 2 i de g(x) = x% usant la definicio.

Aquesta derivada es pot estendre a valors negatius de n i fins i tot a valors
racionals (i a reals també!). Per exemple, f(x) = /x definida per x > 0, que
correspon a una poténcia d’exponent n = 1/2, té derivada f'(x) = 2—\1/;, que

existeix per a x > 0.

Exercici 3 Calculeu la derivada de f(x) = % Per a quins valors de x esta

definida la funcio i la seva derivada? Treballeu els exponents amb fraccions.

Més enlla dels polinomis tenim les funcions exponencials i logaritmiques. Hi
ha diverses maneres de definir formalment aquestes funcions, pero la idea in-
tuitiva que representa la funcié exponencial és la d’un creixement molt rapid.
Quan observem una magnitud que té un creixement molt rapid, es diu que
creix exponencialment i, al contrari, si creix molt lentament llavors tenim la

funcio logaritmica, que és la seva inversa.

Recordem que la funcié exponencial natural és y = €, en qué el nombre
2<e=2,718281--- < 3 és la base i x és 'exponent. El logaritme neperia o

natural és la funci6 inversa de I’exponencial:
y=¢" <+ x=In().

Més en general, les funcions exponencials de base a > 0 s6n de la forma y = a*
i son totes equivalents en el sentit que a* = ¢ per a una constant k adequada.
Les funcions logaritmiques de base a > 0: x =1og,(y) son les seves inverses.

Derivada d’'un monomi

f(x) = x" és f'(x) = nx*1,

Derivada de I'exponencial

f(x)=e*ésf’(x) =e*.

Derivada del logaritme

f(x) =In(x) és f'(x) = 1.

Nota

Quan la base és a:
a* =e*nd log y
(a>0,a+#1).

— Iny
“ Ina’
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Una manera de caracteritzar la funcié exponencial és dient que la derivada és
ella mateixa, si y = ¢* llavors y = ¢* per a qualsevol valor de x, i que ¢° = 1. Per
altra banda, la funci6 logaritme, vista com a funci6 de la variable x > 0 i no

com a funci6 inversa, compleix que y =In(x) iy’ = 1.

Les funcions periodiques basiques son el sinus i el cosinus, ja que fent combi-
nacions i canviant la freqgiiéncia angular s’obtenen les altres funcions periodi-

ques, per exemple, y = sin(2x) + 3 cos(5x) és una funcio periodica.

Les funcions sinus i cosinus compleixen que en derivar-les s’intercanvien en-
tre elles llevat d’un signe, més concretament: si y = sinx, llavors y’ = cosx i si

y = cos x llavors y' = —sin x.

1.2.2. Regles de derivacio

Les regles de derivacié ens permeten calcular les derivades de funcions cons-
truides a partir de les funcions elementals i les operacions aritmetiques de su-
ma/resta i producte/divisié. Usant les propietats dels limits, obtenim les regles

seglients:

1) (Producte per nombre) y = af(x), llavors y’ = af’(x).

2) (Suma de funcions) y=f(x)+g(x), lavors y' = f'(x) + g’ (x).

Es a dir, un factor constant multiplicand es pot treure fora de la derivada, i
la derivada d’'una suma és suma de derivades (ja que el limit d’'una suma és
suma de limits). Combinant les dues regles obtenim la resta i més en general
una combinacioé lineal: y = af(x) + bg(x), llavors ¥’ = af’(x) + bg'(x) en qué
a,b son dos nombres reals qualssevol. Per exemple, el polinomi de grau 4:
P(x) = 2x* = 3x3 + x - 7 té derivada P'(x) = 8x> - 9x% + 1, que és un polinomi de
grau 3.

Exercici 4 Calculeu la derivada de la funcié y = 100e* — 10x* - 1.

Per altra banda, la derivada del producte no resulta ser el producte de deri-
vades, pero tenim una férmula que ens dona la derivada del producte i sem-

blantment per a la divisio:

3) (Producte) y=f(x)g(x), Havors )y’ = f'(x)g(x) +f(x)g'(%).

f'Xg(x) ~f(x)g'(x)
™) '

4) (Divisio) y= %, llavors y' =

Es a dir, la derivada d’'un producte és la derivada del primer pel segon sense

derivar més la derivada del segon pel primer sense derivar. Per a la divisié que

Derivada del sinus

f(x) = sin(x) és

f'(x) = cos(x).

Derivada del cosinus

f(x) = cos(x) és

f'(x) = —sin(x).

Recordeu

2

sin® x + cos?2x = 1

Regles de la derivacio

Si f i g sén funcions
derivables, i a és un nombre:

o @ f)=a-f
o (F+8)=f"+¢
o (f-9)=f-8+f-§

o (Frgy =l
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és semblant, s’ha de tenir en compte que tant la funcié com la seva derivada
nomeés estan definides pels valors de x que g(x) # 0.

Amb les regles fetes fins ara ja podem calcular la derivada d'una funci6 ra-

cional (quocient de polinomis). Per exemple, y = 12+05X;2' y = T fso)j‘z)z, que esta
definida per tot x.

Exercici 5 Considereu la funcio continua y = ““T(X), anomenada funcio sinc.

Calculeu-ne la derivada. Quin és el valor de la funcio en x = 0?
Regla de la cadena

La regla de la cadena s'usa per a calcular la derivada de la composici6 de fun-

cions.

Si f 1 u sén dues funcions que es poden compondre, aleshores, la deri-

vada de la composicié (f o u)'(x) = f' (u(x))u' (x).

Exemple 2

Si f(x) = 3x+ 2 i u(x) = sin(x), aleshores, (f o u)(x) = 3sin(x) + 2, f'(x) = 3, v/(x) = cos(x),
per tant, (f o u)'(x) = " (u(x))u/ (x) = 3 cos(x).

Exercici 6 Calculeu (f ou) (x) si f(x) = tan(x), u(x) = In(x).

1.2.3. Taula de derivades

Els resultats obtinguts en els subapartats anteriors es resumeixen i s’amplien

en la taula 1.

Taula 1

Funcions simples Funcions compostes u = u(x)

y=x", y =nx"1 y=u", y ="
y=x,n#0, y = y=3u, ¥ =
y=e, y=¢é y=é, y =eu
y=a*,a>0, y =a*In(a) y=a", y =a"ln(a/
y=sin(x), y' =cos(x) y=sin(u), y =cos(uu’
y=cos(x), y' =-sin(x) y=cos(u), y =-sin(uu’
y=tan(x), ¥ =1+tan?(x) y=tan(w), ' = (1+tan?w)v’
y=ln), y=1 y=ln@w, y=1%
y=log,(x),a>0,a#1, y = ﬁ(m y=log,(w), y = #l(ﬂ)
y=arcsin(x) )’ = ﬁ y=arcsin(u) y' = 117,42 u
y =arccos(x) Y = - sz y=arccos(u) Y = - }wz !
y =arctan(x) y = ﬁ y =arctan(u) y = 1+]uZ !

Funcié sinc

La funcié sinc s’usa per
processar senyals digitals.
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1.2.4. Derivades laterals

En comprovar la derivabilitat d’'una funcié en un punt per a la definici6 for-
mal, pot passar que no existeixi el limit perd que si existeixin els limits laterals

per la dreta i per 'esquerra.

Definim les derivades laterals per la dreta i per 'esquerra:

f(x))c—i(xo) ; f—I(XO) = lim f(X)—f(Xo)
—Xo 5

/ . o
Xp) = lim i
f+( 0) — s X - X

o
X0

respectivament. Si coincideixen les derivades laterals f}(xo) = [ (xo), lla-
vors la funcio6 és derivable en aquell punt.

En alguns problemes apareixen funcions amb valor absolut. El cas més senzill
correspon a la funcié mateixa valor absolut f(x) = |x| = max{x, — x}, que és

continua en tots els punts i derivable en tots els punts excepte en x = 0.

Exemple 3
La funci6é continua f(x) = |(x + 5)(x — 10)| es pot definir a trossos: f(x) = —(x + 5)(x - 10)

si-5 <x <101 f(x) = (x+35)(x-10) altrament. La derivada també la podem calcular a
trossos:

-(2x-5 S<x<10
Foy=d
2x-5 x>0o0 x<-5

ien x =-5ix =10 lafunci6é no és derivable, ja que les derivades laterals no coincideixen.

Exercici 7 Considereu la funcio definida a trossos f(x) = 2= per x > 0 f(x) =

\/1’:7 + 1 per x < 0. Estudieu la continuitat i la derivabilitat de la funcio.

1.3. Derivades d’ordre superior

Donada una funci6 f derivable podem considerar la funci6 f’ derivada de f. Derivades d’ordre
Suposant que la funci6 f” estigui definida en un interval I, podem considerar superior

els punts en qué és derivable i la funcié derivada corresponent, que denota- . .
La derivada segona és la

rem amb f”. Aixi, f’ 'anomenarem derivada primera de f, f” 'anomenarem derivada de la derivada, i aixi
successivament...

derivada segona de f. La derivada de f” la denotarem amb "’ i I'anomenarem

derivada tercera de /. En general, la derivada definida per recurrencia la deno-
tarem amb f™ i ’'anomenarem derivada n-¢sima de f, o bé, derivada d’ordre n
def.
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Exemple 4

Considerem la funci6 f(x) = 3*, llavors calculant unes poques derivades podem obtenir
I’expressi6 de la derivada n-ésima de f,

') =3*In@3), f"(x) = 3*(In@))?, ---, f”(x) = 3*(In(3))"

Exemple 5

Considerem ara la funcio6 f(x) = In(1 + x), llavors

7 _ 1 _ -1
f(x)—m—(l"'x)

() = (1)1 +x)72
(%) = (D)(2)(1 +x)7

") = (1DE2)3) A +x)™*

) = ) - DA +x)™"

Exercici 8 Calculeu la primera i la segona derivada per a cada una de les fun-
cions segiients respecte de la seva variable independent.

a) x = 2 cos(3t) —sin(3t) b) y =10(1 + 3x)e*

¢) x = tsin(2t) + cos(2t) d)z= %;z

Exercici 9 Calculeu les tres primeres derivades de la funcio f(x) = ;& i d’aixd
deduiu una formula per a la derivada n-esima.
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2. Aplicacions

En aquest apartat veurem algunes aplicacions de la derivacioé: el signe de la de-
rivada ens permet decidir sobre el creixement i el decreixement d’una funcio;
la derivada també és util en la cerca d’extrems d'una funci6 i, per aix0, també
en la resoluci6 de problemes d’optimitzacio.

2.1. Creixement i decreixement d’'una funcio

En primer lloc, definirem els conceptes de funcié creixent i funcié decreixent.

Considerem una funci6é f definida en un interval obert (a,b) i prenem dos

punts qualssevol x;, x, d’aquest interval amb x; < x;, llavors:

1) Sif(x1) < f(x2) direm que f és monotona creixent en (a,b).
2) Sif(x1) > f(xp) direm que f és monotona decreixent en (a,b).
3) Sif(x1) < f(xp) direm que [ és estrictament creixent en (a,b).

4) Sif(x1) > f(x2) direm que f és estrictament decreixent en (a,b).

En la figura al marge es pot veure la grafica d'una funcio6 estrictament creixent.

Vegem com a partir de la derivada podem decidir si una funcio és creixent o

decreixent.

Considerem una funcio f derivable en un interval obert (a,b), llavors:

1) Si f’(x) > 0 per a tot x € (a,b), llavors f és monotona creixent en
(a,b).

2) Si f'(x) < 0 per a tot x € (a,b), llavors f és monotona decreixent en
(a,b).

3) Sif’(x) =0 per a tot x € (a,b), llavors f és constant en (a,b).

Per exemple, si considerem la funci6 f(x) = x*~12x+1, en calculem la derivada

f'(x) = 3x*> =12 i estudiem en quins punts s’anul-la aquesta derivada:

f(x)=0 < 3x*-12=0 & x=20x=-2

Grafica d’una funcié
estrictament creixent

Grafica de la funcio
fo)=x3-12x+1
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Observem que f'(x) >0six<-20x>2if'(x) <0si-2 < x < 2, per tant f és
creixent a (—oo,—2) U (2, + 00) i és decreixent en 'interval (-2,2), tal com es pot

veure en la figura del marge.

Exercici 10 Estudieu el creixement i decreixement de les funcions:
@) F(x) = (2 - 4)°
b) g(x) = xe*

2.1.1. Extrems relatius. Punts critics

Suposem una funcio f definida en un interval (a,b).

e Direm que f té un maxim relatiu en el punt x, € (a,b) si existeix un
entorn de Xy que escriurem (xo—e€,Xo +€) tal que per a qualsevol valor
x dins d’aquest entorn, x € (xo —€,Xo + €), es verifica que f(x) < f(xp).

e Direm que f té un minim relatiu en el punt x, € (a,b) si existeix un
entorn de Xy que escriurem (xo—¢€,xo+e€) tal que per a qualsevol valor
x dins d’aquest entorn, x € (xo —€,Xo + €), es verifica que f(x) > f(xp).

Un punt en que la funci6é tingui un maxim o un minim relatiu s’ano-

mena un extrem relatiu.

Al marge podeu veure la grafica d'una funcié amb un minim relatiu en que
podem observar que la imatge del punt x, seria la meés petita d’entre tots els

punts de l'interval (xo —€,xp +€).

A continuaci6 veurem una condicié necessaria perqueé una funcié tingui un
extrem relatiu en un punt. Suposem que f és una funcio real definida en un
interval (a,b). Suposem que f té un extrem relatiu en xy € (a,b) i que f és
derivable en xq. Llavors podem assegurar que f”(xo) = 0.

Per exemple, la funci6 f(x) = x*> sabem que té un minim en x = 0, i com que
f'(x) = 2x, llavors f'(0) = 0.

El reciproc no és cert, és a dir, és possible trobar una funci6 f derivable com

ara f’(xo) = 0 pero xo no és un extrem relatiu. Per exemple, si f(x) = x3, llavors

f'(0) = 0 perd f no té maxim ni minim relatiu en cap punt.

Els punts on f’(x) = 0 s’Tanomenen punts singulars o critics.

Grafica d’'una funcié amb
un minim relatiu.

| minim relatiu

1y N )
zo—e 0 go+e
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Una funcié pot tenir un extrem relatiu en un punt sense necessitat de ser
derivable. Per exemple, la funci6 f(x) = |x| té un minim relatiu en x = 0, i en

canvi f no és derivable en x = 0.

Resumint, podem dir que els extrems relatius d'una funcio f es troben entre:

1) els punts critics de f
2) els punts de no derivabilitat de

3) els extrems del domini de la funci6 f

Criteri de la primera derivada per a la classificaci6 dels extrems relatius

Podem estudiar la derivada per la dreta i per l’esquerra d’aquests punts de
manera que, si la funci6 creix per I'esquerra de x( i decreix per la dreta de xo,
deduirem que en xq la funcié té un maxim relatiu, i si la funcié decreix per
I'esquerra de x, i creix per la dreta de xo, deduirem que en X la funcié té un

minim relatiu.

Exemple 6

Considerem la funcié f(x) = 2x - 3x2/3 + 1 que esta definida en tots els reals. Els seus

extrems relatius els buscarem entre els punts critics de f, Classificacié dels extrems
relatius

ff=2-2x"1P=z0 o x=1.

Criteri de la primera derivada

i els punts en que la funci6é no és derivable. Observem que f no és derivable per x = 0. per la classificacié dels
Llavors estudiem el signe de la derivada per la dreta i per 'esquerra d’aquests punts extrems relatius de la funcié
i obtenim com a resultat el que es representa en ’esquema al marge. La grafica de la fx) =2x-3x23 + 1:

funcio f esta representada en la figura 2. Podem veure que els punts de no derivabilitat
(x = 0) soén punts en forma de punxa i en aquest punt hi hauria infinites tangents, en
canvi el punt critic de la funcié (x = 1) verifica que la seva tangent és paral-lela a 1'eix
0OX, ja que té pendent zero. o o

0 1
Maxim Minim
(Punt de no derivabilitaty  (Punt critic)

(=1 >0 f05) <0 f(2)>0

Figura 2. Grafica de la funcié f(x) = 2x-3x%3 + 1

A

24

Maxin] relatiu
1Q

-Q

Minim relatiu

Exercici 11 Determineu els extrems relatius de la funcio f(x) = x — x*/3.
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2.2. Concavitat i punts d’inflexiéo d’'una funcié

Direm que f es concava en un interval obert (a,b) si és derivable en
(a,b) i la seva derivada f’ és una funci6 creixent en (a,b). De manera
semblant, direm que f és convexa en (a,b) si existeix f’ i és decreixent

en (a,b).

En la figura 3 podem observar que si f és concava en un interval, llavors la
grafica de [ esta per sobre de les seves tangents en aquest interval, i si f és

convexa, la grafica de f esta per sota de les seves tangents en aquest interval.

Figura 3. Concavitat, convexitat i punt d’inflexié d’una funcié f

\

Convexa

\ Punt d'inflexid

-2

Concava

Els punts que separen zones de concavitat oposada es diuen punts d’in-
flexio.

Criteri de la segona derivada per a I’estudi de la concavitat:

1) Sif”(x) > 0 en un interval (a,b), llavors f és concava en (a,b).
2) Sif”(x) < 0 en un interval (a,b), llavors f és convexa en (a,b).

3) Sif té un punt d’inflexié en un punt x, i existeix "' (xo), llavors " (xg) = 0.

Per tant, per a obtenir els punts d’inflexié d’una funcié f dues vegades deri-
vable, només hem de trobar els punts com ara f”(x) = 0. Perd observem que
no tots els punts que verifiquen la condici6 f”/(x) = 0 s6n punts d’inflexio.
Per exemple, la funcié f(x) = x* té derivada segona f”(x) = 12x? i, per tant,
f"(0) = 0, perd en canvi x = 0 no és un punt d’inflexi6 per a la funci6 f(x) = x*,
ja que aquesta funcio6 és sempre concava.
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Igual que en el cas dels extrems relatius, per a decidir si un punt xo candidat
a ser punt d’inflexi6é ho és o no, podem fer un estudi del signe de la derivada
segona per la dreta i per l'esquerra de xy de manera que si hi ha canvi de
concavitat i xo pertany al domini de la funcid, podrem assegurar que xo és un

punt d’inflexid.

Exemple 7
Trobem els intervals de concavitat i convexitat i els punts d’'inflexié de la funci6 f(x) =

x%e*. Per aixo, primer calculem la primera derivada, f’(x) = 2xe* + x2¢* = (2x + x2)¢*, i
llavors calculem els zeros de la segona derivada,

/()= 2+2x)" + (2x+xP)e¥ = (2 +4x+x2)* =0 & x=-2-V20x=-2+V2

Fent l'estudi del signe de la derivada segona per la dreta i per I’esquerra d’aquests punts
obtenim l'esquema que es representa al marge, del qual es pot deduir que la funci6 és
concava a (—0o,-2-v/2)U(-2++/2,+c0) i convexa a (-2-v/2,-2++/2). Els punts x = -2—v/2
i x = -2 ++/2 sén punts d’inflexié.

La derivada segona també ens permet donar informacio6 sobre els extrems re-

latius.

Criteri de la segona derivada per a la classificacio dels extrems relatius:

1) Sif'(x0) =01if"(x0) >0, llavors f té un minim relatiu en x = xo.
2) Sif'(x0) =01if"(xp) <O, llavors f té un maxim relatiu en x = x,.

3) Sif'(x0) =0if"(x0) =0, llavors no podem extreure cap conclusié. La funcié

f pot tenir un maxim relatiu o un minim relatiu o un punt d’inflexié en x = x,.

Exemple 8

En ’exemple anterior, els punts critics de la funci6 f(x) = x%¢* s’obtenen de

fl)=C2x+x*)*=0 < x=00x=-2

Llavors

f"(-2) = —2¢2 < 0, per tant x = 2 és un maxim relatiu.

f7(0) =2 > 0, per tant x = 0 és un minim relatiu.

A vegades el calcul de la segona derivada pot ser complicat, per aix0, a I’hora de classificar

els extrems relatius és més facil utilitzar el criteri de la primera derivada tal com es pot
veure en la figura al marge.

Exercici 12 Calculeu els extrems relatius i punts d’inflexio de la funcio f(x) =

xt-2x% 4+ 1.

Estudi de la concavitat i
la convexitat de una
funcié

Esquema de I'estudi de la
concavitat i la convexitat de
la funcié f(x) = x%e*:

f'(=4)>0

N

f'(-1) <0 (0) >0

N

-2-V2 2+V2

Concava Punt d'inflexio

Classificacio dels extrems
relatius

Criteri de la primera derivada
per a la classificacié dels
extrems relatius de

f(x) = x%e*:

f(=1)<o0 fay=o
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2.3. Representacio grafica de funcions

Considerem una funcié y = f(x). La grafica de la funci6 f és el conjunt
de punts del pla:

G(f) = {(uf(x)) on x € Dom(f)}

A continuaci6 veurem unes pautes que convé seguir per a dibuixar un croquis

aproximat de la grafica d'una funci6. Ho anirem explicant sobre la funcio
f0) = V/x2(x+ 1)

1) Determinar el domini Dom(f) de la funci6. Estudiar la continuitat de f en
els punts de Dom(f). Si un punt a no pertany al domini de la funci6, pero
és un punt frontera del domini de f, convindra calcular els limits laterals,
X11_>nal+ f(x) i/o Xh_}n} f(x). Si algtin d’aquests limits és +oo 0 —oo, la recta x = a sera

una asimptota vertical de la grafica de f.

En el nostre exemple, com que Dom(f) = R, no és procedent fer aquest estudi
asimptotic. La funci6 f és continua a R, ja que és la composici6 de la funcio
polinomica fi(x) = x>(x + 1) i de la funci6 f>(x) = V/x, totes dues continues a R.

2) Asimptotes

En el nostre exemple no tenim asimptotes verticals, ja que el domini s6n tots
els reals. Tampoc no hi ha asimptotes horitzontals, ja que

lim /x2(x+1) = +cc.
X—r+00
Calculem les asimptotes obliqties, y = mx +n

3/32
m= lim M:l.

X—>+00 X

n= le (m—x)=+m—w
X—+00
n= lim (V2(x+1)-x) =

lim (V22 + 1) =) (V/x(x+ 12+ x3/x2(x + 1) + x?)

X—+00 f/x4(x+])2 +x\3/x2(x+1)+xz
x(x+1)-x3 1

xro0 A+ 12+ xy/2(x+ 1) +x2 3

Vegeu també

El calcul de les asimptotes ja
s’ha estudiat al

subapartat 2.3.2. del

modul 1.1.
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Per tant, y = x + 1/3 és una asimptota obliqua.

3) Punts d’interseccié amb 1'eix d’abscisses. Si ’equacié f(x) = 0 és de reso-
lucié6 facil, convindra buscar les arrels (zeros) d’aquesta equacio, les quals es
correspondran amb les abscisses dels punts d’intersecci6 de la grafica de f amb

I’eix d’abscisses.

Si ha estat possible determinar aquests zeros de la funcio, resultara convenient
estudiar el signe de la funci6. Si una funcié presenta canvis de signe, aquests
s’han de produir necessariament en els zeros de la funcid, o en els punts de
discontinuitat, o en els punts frontera del domini.

En el nostre exemple, els zeros de la funci6 sén els punts x=-1ix =0.

4) Estudi del creixement o monotonia. Determinaci6 dels extrems relatius

Buscarem l’expressié de la derivada f’ de la funci6. Es possible que la funcié
deixi de ser derivable en algun punt del Dom(f). Per aquest motiu, caldra de-
terminar el domini de la derivabilitat de la funci6é. Amb la intenci6 d’estudiar
el signe de [/, buscarem els zeros de I'equaci6 f’'(x) = O que pertanyin al do-
mini de derivabilitat de la funci6 f. L'estudi del signe de f” el farem tenint en
compte que els canvis de signe de f’ (si n’hi ha) s’han de produir necessaria-
ment en els zeros de f’, o en els punts de discontinuitat de f, o en els punts

de discontinuitat de f”.

En els punts en qué la derivada f’ és positiva, la funcié sera estrictament crei-
xent, i en els punts en que la derivada és negativa, la funci6 sera estrictament
decreixent. La funcié presenta un extrem relatiu en els punts del domini de
la funci6é en que hi hagi un canvi de monotonia. Si la funci6 és derivable en
aquests punts, la derivada haura de ser necessariament nul-la. Es tractara d'un

maxim o un minim.

En el nostre exemple, f'(x) = 222 Fl domini de derivabilitat de la funci6

3/x(x+1)
f és R—{-1,0}. La derivada f’ només s’anul-la en el punt x = -2/3. L'estudi del
signe de la derivada f’ i de la monotonia de f, queda reflectit en la figura que

teniu al marge.

Per tant, la funci6 té un maxim relatiu en x = -2/3 (punt critic) i un minim

relatiu en x = O (punt de no derivabilitat).

5) Estudi de la concavitat. Punts d’inflexi6

Buscarem l'expressi6é de la segona derivada f”’. Determinarem igualment el
domini de f” que, en tot cas, no podra superar el domini de derivabilitat de
f. Amb l'objectiu d’estudiar el signe de f”, buscarem els zeros de 1’equacio
f"(x) = 0 que pertanyin al domini de f”. L'estudi del signe de f” el farem
tenint en compte que els canvis de signe de f” (si n’hi ha) s’han de produir

necessariament en els zeros de [/, o en els punts de discontinuitat de f, f’ i f”.

En els punts en queé " és positiva, la funci6 és céncava, i en els punts que
f" és negativa, la funci6 és convexa. La funcid presentara un punt d’inflexi6
en els punts interiors del domini de la funci6é que siguin frontera entre dues
regions de concavitat de signe contrari. Si en aquests punts existeix la segona

derivada, aquesta haura de ser necessariament nul-la.

Monotonia de la funcio

) = Y2+ 1)

f(=2)>0 f(-08)>0 f(-05)<0 f/(2)>0

//

o

1 2/3 0

maxim minim
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En el nostre exemple, f”(x) = el domini de f” coincideix amb el

2
9x(x+1)/x(x+1)2”
domini de derivabilitat de f, la segona derivada /' no s’anul-la en cap punt, i
I'estudi del signe de la segona derivada f” i de la concavitat de f queda reflectit

en la figura que teniu al marge.
Per tant, la funci6 té un punt d’inflexié en x = -1.

Amb tot aquest estudi, la grafica de la funcio esta determinada per la figura 4.

Figura 4. Grafica de la funcié f(x) = /x2(x + 1)
A

2

A banda d’aquests passos generals que acabem de descriure, podem fer unes

comprovacions amb vista a simplificar la representacio:

1) Comprovar si l’expressi6 de f és el resultat d’aplicar a una funci6 g elemen-
tal o ja coneguda, una translacio6 en la direcci6 de 1’eix d’abscisses (f(x) = g(x +
a)) o una translacio en la direccié de l'eix d’ordenades (f(x) = g(x) + b), o una

AN

compressio"o "dilatacié"en la direcci6 de 1’eix d’abscisses (f(x) = g(kx), k > 0),
0 una compressié"o "dilataci6"en la direcci6 de 1'eix d’ordenades (f(x) = kg(x),
k > 0), o una simetria respecte de 1'eix d’abscisses (f(x) = —g(x)), o una simetria
respecte de 1’eix d’ordenades (f(x) = g(-x)), o una combinacié de dues o més

d’aquestes transformacions.

Si és aixi, el coneixement de la grafica de ¢ ens ajudara a intuir, i fins i tot a

dibuixar enterament, la grafica de la funcio f.

Exemple 9

En la figura al marge es representa la grafica de la funci6 f(x) = % (en negre), la funci6é
g1(x) = % + 2 (en vermell) que s’obté de la grafica de f(x) traslladada dues unitats cap

amunt, i la grafica de g»(x) = ﬁ (en verd) que s’obté de traslladar la funci6 f(x) dues
unitats cap a I'esquerra.

2) Estudiar l’existencia de possibles simetries respecte dels eixos de coordena-

des, és a dir:

Concavitat de la funcié

f0) = Y2+ 1)

f(=2)>0 f'(-0.5) <0 1y <o

N T

-1
Punt d'inflexio

Grafica de la funcio
f(x) = 1 i les seves
translacions
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e Sif(—x) = f(x) per a qualsevol x € Dom(f), la grafica de f és simetrica res-

pecte de I'eix d’ordenades.

e Sif(-x) = —-f(x) per a qualsevol x € Dom(f), la grafica de f és simetrica
respecte de 1'origen de coordenades.

3) Estudi de la periodicitat. Si existeix un valor real p > O tal que f(x+p) = f(x),
per a qualsevol x € Dom(f), llavors la funci6 és periodica. En aquest cas, caldra
buscar el valor més baix de p que compleix aquesta propietat. Llavors n’hi
haura prou de representar la grafica de f en un interval qualsevol [a,a + p] C
Dom(f) i, segons la periodicitat de f, estendre-la a la resta del domini.

A continuaci6 presentarem un altre exemple. Farem un estudi complet de la

funcio f(x) = ex>1 fins a obtenir-ne una representacio grafica aproximada.

1) Domini: els Gnics punts en que la funcié no esta definida sén aquells on
x%>-1=0, per tant quan x = 1 0 x = -1 i, per tant, Dom(f) = R - {-1,1}.

_1 1 2, .z
2) Simetries: veiem que f(—x) = e=*1 = ex21 = f(x), per tant és una funci6
simetrica respecte de 1'eix d’ordenades.

3) Asimptotes:

Per obtenir les asimptotes verticals, calculem els limits als extrems del domini:

. I
lim e¥@7 = e =" = +0
x—1*

1 1 _
lim e?7 =ev = =0
x—1-

Per tant, x = 1 és una asimptota vertical per la dreta.

. 1 1 _
lim ex@1 =¢” = =0
x—-1*

_1 1
lim e@1 = e =¢™™° = +0
x——1-

Per tant, x = -1 és una asimptota vertical per I'esquerra.

Per obtenir les asimptotes horitzontals calculem els limits a +oo i a —cc.

. L 1
lim ex@1 =e*~ =¢ =1
x—+inf

. 1 19
lim ex1 =e+= =¢" =1
x—1-

Per tant, y = 1 és una asimptota horitzontal.

4) Estudi de la monotonia. Determinaci6 dels extrems relatius. Com que les
funcions exponencials sén derivables i la divisié de funcions derivables és

derivable al seu domini, la funci6 sera derivable al seu domini i
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, =2
f (X) = €% ﬁ

Observem que f'(x) =0 <« x =0, per tant x = 0 és I'inic extrem relatiu
possible. Com que f/(x) > 0six < 01if’(x) < 0six > 0, tindrem que f(x) és
creixent a (oo, — 1) U (-1,0), decreixent a (0,1) U (1, + 0c0), i a x = 0 hi haura un

maxim relatiu.

5) Estudi de la concavitat. Punts d’inflexio.

1
Calculem la segona derivada i obtenim f”(x) = ex1 %. Igualem aquesta

derivada a zero per obtenir els possibles punts d’'inflexio:

f')=0 < 6x*-2=0 = x=i</gwi0,76

Amés, f’(x) < 0 per x € (~o00,-1)U(-1,-0,76)U(0,76,1) U(1,+00) i f(x) > O per
x € (-0,76,0,76) i, per tant, f(x) és convexa a (—oo,-1)U(-1,-0,76) U (0,76,1) U
(1,+00) i concava a (-0,76,0,76), i podem dir que x =-0,76 i x = 0,76 sén punts

d’inflexio.

Finalment i d’acord amb tots els passos anteriors, la grafica de la funci6 esta

determinada per la figura 5.

1
Figura 5. Grafica de la funcié f(x) = ex?-1
A

34

—_— 4 —. L —
| .
Maxim

5 4 3 2 Lt 0 2 3 4 5

|

|

|

|

|

|

|

|

|
o I
unt d'inflexio 0 Punt d'inflexié

4 . . . —
|
|

Exercici 13 Feu una representacio grafica de la funcio f(x) = % fent prévia-

ment un estudi complet de la funcio.

Exercici 14 Feu una representacio grafica de la funcio f(x) = 1’1(3") fent préevia-

ment un estudi complet de la funcio.
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3. Derivada i quocient de diferencials

La definici6é de derivada a partir del calcul d'un limit permet usar unes tec-
niques per a calcular la funci6é derivada i algunes regles per a derivar moltes
funcions i operacions entre funcions. Hi ha, pero, una altra metodologia, de-
guda a Leibniz, que permet obtenir el mateix resultat (derivades de funcions)
usant una tecnica diferent: el calcul mitjancant el quocient de diferencials. En
aquest curs només en farem una breu introduccio, especialment pel que fa a

la seva utilitat en certs contextos.

Si considerem una funcié y = f(x), la notaci6 diferencial %, que es lle-
geix “d de y partit per d de x”, contrasta amb la notacié funcional de
Newton (f’). Definim

dy .. Ay .
dx — Al)lgloﬂ a Al)ltE)lO

f(o+8%) (o) _
=),

essent Ax,Ay els increments en x i y respectivament. Aquesta definicio
és equivalent a la definici6é de derivada que hem fet al principi del tema.

En els origens del calcul diferencial, la derivada d’'una magnitud respecte d'u-
na altra s’escrivia i s’interpretava com un quocient: % és la variacié de la
variable dependent y respecte de la variaci6 (arbitrariament petita) de la vari-
able independent x. Aquesta notaci6 és molt Gtil i adequada encara avui dia,
especialment per a l'aplicacio de la regla de la cadena, el calcul de la derivada de
la funci6 inversa i també per a la resolucié d’equacions diferencials ordinaries
pel metode de separaci6 de variables.

També quan parlem de taxa de canvi o ritme de variacié o velocitat de vari-
acié (o expressions similars) d'una magnitud, ens referim a la derivada de la
magnitud respecte de la seva variable independent.

Exemple 10

Si deixem caure un objecte des d'una altura de 100 m, la seva posicio en vertical, suposant
caiguda lliure, esta representada per x(t) = 100—9,8% metres, en que t > 0 és el temps en
segons, i llavors la seva velocitat és v(t) = % =-9,8t m/s i la seva acceleracié és constant
a(t) = % =-9,8 m/s%.

Velocitat

La velocitat és I'espai
recorregut dividit entre el
temps transcorregut.
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Exercici 15 Si la posicio d’un objecte en caiguda lliure és x(t) = 100 - 9,8%
metres, quant temps (en segons) tarda a arribar a terra (x = 0) i a quina velocitat ho
fa (en metres per segon)?

Hi ha diverses maneres d’escriure la derivada d'una funcié y = f(x). Les expres-

sions segiients son equivalents:

V=2 orw= 2w

Es especialment ttil la notaci6 diferencial perqué permet tractar % com si fos
un quocient, amb numerador i denominador. Aquesta manera de manipular
els diferencials és especialment indicada en alguns casos, com veurem a con-
tinuacio.

3.1. Derivada de la funcio inversa

Seguint amb la notaci6 de Leibniz, la derivada de la funcio inversa es calcula Funcié inversa

de la manera segiient: . D
Si la funcié original és x — y,

la funcié inversa és y — x.

dy dx 1

— = X _— = ——

A A (5

Per tant, nomeés cal fer 1 dividit per la derivada de la funcio original i posar x
en funcio de y, és a dir, x = f~1(y). Per exemple, si y = In(x), x > 0, llavors x = ¢’
i derivant Z—; = ¢’ = x, per tant fent inversos obtenim %’ = 1. Les derivades
de les funcions trigonometriques inverses s’obtenen de manera semblant. Per

T _ ¢ deri dx _ 1 _ 2, _
exemple, si y = arctan(x), llavors x = tany i derivant &y = oty T l+tan®y =
1+ x2, per tant fent inversos obtenim % =7 L.

+X

Exercici 16 Considereuy = 15, x > 0. Calculeu la funcio inversa, és a dir, x en

. . . . dy & dx
funcio de y, i calculeu les derivades 7 i @ per separat.

3.2. Regla de la cadena

L'as de la notaci6 diferencial també és util per a simplificar la derivacié d'una
composici6 de funcions quan usem la regla de la cadena.

Suposem que tenim una variable y que depén de la variable x. Suposem ara que Cadena de variables

tenim una tercera variable z que depen de la segona variable y. Si encadenem
X —=y—Z

aquests dos fets tenim que l'altima variable z també depén de la primera x

(variable independent). A més, ens pot interessar saber com varia z respecte
de x:
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dz _dz dy
dx ~ dy dx

Es a dir, la variaci6 de z respecte de x és la variacié de z respecte de y per la
variaci6 de y respecte de x. Aquesta formula €s una altra manera de veure la
derivaci6 d'una composici6 de funcions: (f o u)’'(x) = f'(u(x))u'(x), on y = u(x)

iz=f().

Exemple 11

Considereu un globus esféric que s’esta inflant amb aire. En un cert instant de temps ¢t
el radi del globus és de r = 6 centimetres i esta creixent a un ritme de % = 2 centimetres
per segon. A quin ritme esta creixent el volum V del globus, en centimetres cibics, en
aquest mateix instant? Per una banda, V = %nr3 i % =4nr?i, per altra banda, la regla de

la cadena ens diu que ‘fi—‘{ = ‘%’ . Z{ Finalment tenim ‘fi—‘t/ =4mnr? .2 =288m =904,8 cm3/s.

Exercici 17 L'evolucio de la poblacio (en milers d’individus) d’una certa especie

100
1+4e2t7

creixement de la poblacio % en milers d’individus per any.

esta determinada per x(t) = en que t és el temps en anys. Calculeu el ritme de

Equacio logistica

Creixement d’una poblacié
amb recursos limitats.
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Solucions als exercicis

1) Funci6 f(x) = x* - 2x3 + % . 1, derivada f(x) = 4x> - 6x% + x i recta tangent
en Xxq _Z.y_f(Z)(x—2)+f(2) =10(x-2)+3.

2) f'x) =0, 8 (x) =2x.
3) Funci6 f(x) = x'¥¢ i derivada f'(x) = - 235 que existeixen per a x > 0.
4) Funci6 y = 100¢* - 10x* - x™" i derivada y’ = 100e* - 40x> + 1

5) Limit de la funci6 per a L'Hopital hm Snx - hII(l) €% = 1. Derivada per la
x—

regla del quocient: y’ = "C‘)S(’Qiz‘s‘“(")

6) La derivada de la composici6 és (1 + tan(In(x))?) - 1

7) La funci6 f(x) és continua en tots els punts, ja que f(0) = 1 i lin& fx)=1,
X—

i és derivable en tots els punts excepte en x = 0 en qué no coincideixen les

derivades laterals f/(0) = 1/2 i f/(0) = 1.

8) Derivades segones:

a) X" = -9(2 cos(3t) —sin(3t)) b) ¥’ = 90(-1 + 3x)e**

. 2_
c) x"" = —4tsin(2t) d) z’ = —Z(ﬁ(fyz)i)
9) f'x) = X+2)z; ()= (Xfés' " (x) = X_le)q, 7 (x) = (ifz)),ﬁ‘u
10)

a) De la funci6 f(x) = (x*~4)? calculem la derivada f’(x) = 4x(x*—4) i estudiem
en quins punts s’anul-la aquesta derivada.

F(x)=0 & 4x(x**-4)=0 < x=0,x=-2,x=2

Llavors estudiem el signe de la derivada per la dreta i per I’esquerra d’a-
quests punts i tenim que f'(-3) < 0, f'(-1) > 0, f'(1) < 01 f'(3) > 0O, per
tant f(x) és creixent a (-2,0) U (2, + co) i decreixent a (oo, — 2) U (0,2).

b) De la funci6 f(x) = xe* calculem la derivada i estudiem en quins punts

s’anul-la aquesta derivada.

f/(X)=6’X+X€X=eX(1+x)=O o ox=-1

Llavors estudiem el signe de la derivada per la dreta i per I'esquerra de
x = -11 tenim que f'(-2) < 01 f'(0) > 0, per tant f(x) és decreixent a

(=00, —1) i creixent a (-1, + co0).
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11) Els possibles extrems de la funci6 f(x) = x — x*3 els busquem entre els

punts critics

/ _ _2—1/3_ _ 2 _
ffx)=1 3X =1 3\3/)7_0 &
o 30A-2=0 & JA=2 & x=2
3 27

i els punts en que la funcié no és derivable, que és el punt x = 0, ja que aquest
punt anul-la el denominador de la derivada. Apliquem el criteri de la primera
derivada per classificar els extrems relatius i obtenim que f(x) té un maxim

relatiu en el punt (0,0) i un minim relatiu en el punt (%,5—‘; .

12) Busquem la primera derivada de la funci6 f(x) = x*—2x3 + 1 per trobar els

possibles extrems.

fl(x)=4x> —6x* =x*(4x-6)=0 < x=0,x=

o
N

Utilitzem el criteri de la segona derivada per a classificar aquests extrems.

f(x) = 12x* - 12x
f”(0) = 0 per tant, no classifica

f"(3/2) > 0 per tant, en x = 3/2 hi ha un minim relatiu

Per trobar els punts d’'inflexié busquem els punts que anul-len la segona deri-
vada.

f/(x)=12x* -12x = 12x(x-1)=0 < x=0,x=1

Estudiem el signe de la segona derivada per la dreta i per I’esquerra d’aquests
punts i, com que hi ha un canvi de concavitat en aquests punts, podem dir
que x =01ix =1 séon punts d’'inflexio.

13) Dom(f)=R-{-1,1}. La funci6 té dues asimptotes verticals, x=-1ix=1, i
una asimptota obliqua y = x. L'tinic punt de tall amb els eixos de coordenades
és el punt (0,0). Per I’estudi de la monotonia calculem la derivada f’(x) = ff ;_31")22 .
La funci6 creix a (oo, — v/3) U (v/3, + o0) i decreix a (-v/3,-1) U (=1,1) U (1,v/3),

té un maxim relatiu en (-3, - %), un minim relatiu en (ﬁ,%) i un punt

d’inflexi6 en (0,0). La funci6 és convexa a (-oo,1) U (0,1) i céncava a (-1,0) U
(1, + 00).

14) Dom(f) = (0, + 00). x = 0 és una asimptota vertical per la dreta i y = 0 és
una asimptota horitzontal quan x tendeix a +oc. La funcio creix a (0, exp(1/3))
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idecreix a (exp(1/3),+00). A x = exp(1/3) la funcio té un maxim relatiu. La fun-
ci6 és convexa a (0, exp(7/12) i concava a (exp(7/12), + o). El punt exp(7/12)
és un punt d’inflexio.

15) Posicio6 x(t) = 100—9,8% m., velocitat v(t) = % =-9,8t m/s, posicio inicial
x(0) = 100, posici6 final: 0 = 100 - 9,8% al temps t = 1/200/9,8 ~ 4,52 s i amb
velocitat v=-9,8 - 4,52 ~ 44,3 m/s.

16) Aillant x obtenim la inversa: (1 +x)y =x, xy—-x=-y, x(y-1)=-y, x = 1%},
1 idx 1

. Ldy _ dx _
Derivades: 77 = o L = e

17) Poblaci6 x(t) = 100(1 + 4¢7%)"! i ritme de creixement
dx

—2t
B _100(1 + ey e (-2) = D00¢

dt ~ T (1+4e2)2 >0

usant repetidament la regla de la cadena.
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