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Introduccio

Aquest modul esta dedicat a la revisié de conceptes i metodes fonamentals
d’algebra lineal i geometria, conceptes i meétodes que seran necessaris en 1’es-
tudi i comprensi6 d’altres moduls posteriors.

Entre els fonaments conceptuals que es revisen en aquest modul hi ha els d’es-
pai i subespai vectorial, combinaci6 lineal, independéncia lineal, dimensio,
matrius, determinants, i equacions de rectes i plans en 1’espai i alguns concep-
tes basics de la geometria metrica (producte escalar, ortonormalitat, angles i
distancies).

Els conceptes anteriors s’apliquen en ambits diferents: en programacio, per
exemple, sutilitza la terminologia d’arrays unidimensionals per a denotar els
vectors i d’arrays bidimensionals per a referir-se a les matrius; les equacions de
rectes i plans en 2D i 3D, i també les mateixes matrius, tenen un paper relle-
vant en I’ambit de la informatica grafica; en I’ambit de les xarxes de telecomu-
nicacions, la teoria de matrius serveix com a fonament a la teoria de detecci6
i correccio d’errors (control de paritat, codis lineals, etc.); també s’utilitzen
matrius en teoria de grafs, criptografia, etc.

El modul es presenta des d'un enfocament netament practic, per la qual cosa
s'inclouen exemples que il-lustren els conceptes introduits, i també outputs de
diferents programes matematics que es poden utilitzar a I'hora d’agilitzar o re-

visar els calculs.
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Objectius

L’objectiu general d’aquest modul és revisar els conceptes i metodes basics de

I’algebra lineal i de la geometria.

En particular, els objectius docents que es pretenen aconseguir amb aquest

modul sén els segiients:

1.

Revisar els conceptes associats al d’espai vectorial: independéncia lineal,

sistema generador, base, dimensio, etc.

Revisar la teoria basica sobre matrius i determinants (operacions amb ma-
trius, calcul de la matriu inversa, rang d’una matriu, calcul i propietats dels

determinants, etc.).

Revisar les equacions de les rectes en 2D i 3D, i també les equacions dels
plans en 3D.

Revisar i ampliar els conceptes de producte escalar i ortogonalitat de vec-
tors en R”.

Descobrir com el programari matematic en general pot ser d'utilitat per a:
a) experimentar amb els conceptes principals d’aquest tema, i b) automa-
titzar els calculs i operacions.

Explorar algunes de les multiples aplicacions que té la teoria de matrius en
ambits com el d’informatica i el de les telecomunicacions.
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1. Exemple introductori

Considerem una xarxa d’area local (LAN) composta per diversos ordinadors
servidors i diverses desenes d’ordinadors client. En cada jornada, I’estat de la
LAN (depenent de l’estat dels servidors) pot ser qualsevol dels segiients:

e [Estat A — la LAN funciona correctament, ja que cap servidor no ha caigut.

e Estat B — la LAN funciona amb algun problema, ja que algun servidor ha
caigut (la resta de servidors supleixen la seva funcio).

e FEstat C — la LAN no funciona, ja que tots els servidors han caigut.

A partir de I'historial d’observacions dels Gltims sis mesos, s'ha obtingut la tau-
la o matriu segiient. En aquesta es mostren les probabilitats que la xarxa passi
d’un estat X a un altre Y d'un dia per l'altre (se suposa que les condicions d’ad-

ministraci6, Gs i manteniment de la LAN romanen constants durant aquest

periode i continuaran aixi durant, com a minim, uns altres sis mesos):

Estat A

Estat B Estat C

Estat A 3/4 1/2 1/4
Estat B 1/8 1/4 1/2
Estat C 1/8 1/4 1/4

En altres paraules: si avui la LAN es troba en estat A, la probabilitat que dema
passi a estar en estat C és d’1/8; si avui esta en estat C, la probabilitat que dema
passi a estar en estat B és d’1/2, etc.

L'administrador de la LAN ens avanca que l'estat actual d’aquesta pot ser Bo C
amb la mateixa probabilitat. Es a dir: P(A) = 0, P(B) = P(C) = 1/2. Quina és la
probabilitat que la LAN estigui funcionant correctament dema? I d’aqui dos
dies? I d’aqui una setmana?

Les preguntes d’aquest exemple
es raonen i responen en el
solucionari del final del modul.

Y
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2. Espais vectorials

El concepte de vector apareix usualment en diversos contextos matematics, fi-
sics, de ’economia o de I'enginyeria. En els apartats segiients es presenta una de-
finici6 genérica de vector i d’espai vectorial real pero abans revisarem les

descripcions geometriques dels espais de vectors de R".

2.1. Vectors a l’espai R"

Vectors de R?

Donat un sistema de coordenades rectangulars en el pla sabem que un punt P
esta determinat per un parell ordenat (p,, p,) € R2. Per tant podem considerar

R? com el conjunt de punts del pla.

Donats dos punts en R?, P(p;, p,) i Q(q;, 9,) es defineix el vector v= PQ com
el segment orientat que té origen a P i final a Q. El vector v = PQ té com a

components o coordenades v= PQ = (q; - p;, 4, — P»)- Vegeu la figura 1.

Figura 1
eix y
F Y
Py mlem e o 1 P2)
I PQ=Q-P
(]
o FTTTTTTT ® Q@1 92)
. 1
0(0,0) : :
T : > eix x
P q1
Exemple 1

Donats els punts P(5, 5) i Q(7, 2), el vector PQ és el vector d’origen a P i
extrema Q, i.e.. PQ =(7,2)-(5,5) =(2, -3).

D’altra banda, el vector QP té origen a QiextremaP,i.e.: QP =(5,5) - (7,2) =
=(-2,3)=-(2,-3) =-PQ.

La seva representacié ens mostra que tots dos vectors tenen la mateixa lon-

gitud i direcci6, pero sén de sentit oposat.

Recordeu

R? = R X R, amb R el conjunt
dels nombres reals:

Nota

Considerarem que dos vectors
sén iguals si tenen la mateixa
longitud, la mateixa direcci6 i
el mateix sentit, és a dir, les
mateixes coodenades. En
aquest cas, parlem de vectors
lliures. Un vector lliure és de-
terminat Gnicament per les co-
ordenades, i per a representar-
lo en el pla, n’hi haura prou de
triar el punt origen o el punt fi-
nal.
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Vectors de R3

Generalitzant aix0 a R3, considerem aquest com el conjunt de tots els punts
de 'espai representats en un sistema de coordenades rectangulars de 1'espai,
vegeu la figura 2. Fls vectors de R3 son tripletes v = (v4, v,, v3) on un vector és
donat per les seves tres coordenades i es representa com un segment orientat
amb origen en un punt P(p,, p,, p;) de R?i extrem en un altre punt Q(q;, ¢, 43),

de manera que vi=q; —p;,Va=qp— Py i V3=(q3— Ps.

Figura 2

Exemple 2

Donats els punts P(-2, -3,1)i Q(3, 1,0), el vector PQ és el vector d’origen
aPiextremaQ, i.e.: PQ =(3,1,0) - (-2,-3,1) = (5,4,-1).

El vector QP és:

@ = (_21_3'1) - (3'1’0) = (_51_4)1) = _(5141_1) = _IT)

Generalitzant les descripcions geométriques dels vectors de R? i R? definim els
vectors de R".
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Donats dos vectors a R”, w = (uy, Uy, ..., 4,,) i v=(vy, vy, ..., ¥,,), i un nom-
bre k € R, es defineixen les operacions segiients:

Suma de vectors: u+ v = (u; + vy, Uy + vy, ..., U, + V)
Observeu que (u + v) € R”
Producte d'un vector per un escalar: k - u= (k- uy, k- uy, ..., kK- u,)

Observeu que (k - u) € R”

Exemple 3

Donats els vectors v = (1, -1) i u = (3, -1), la seva suma déna com a re-
sultat: v+u=(1+3,-1-1)=(4, -2).

Donat el vector v = (2, -3) i el nombre real k = 3, el producte déna com a
resultat: 3 -v=(3-2,3:(-3)) = (6, -9).

Exemple 4

Donats els vectors v= (1, -1, 0) i u = (3, -1, 1), la seva suma déna com a
resultat: v+u=(1+3,-1-1,0+1)=(4, -2, 1).

Donat el vector v = (2, -3, 1) i el nombre real k = 3, el producte déna com
aresultat: 3-v=3-2,3-(-3),3-1)=(6,-9, 3).

2.2. Definicio d’espai vectorial real

AT'apartat anterior hem considerat el conjunt de vectors R” (n > 1) i s’han de-
finit sobre aquest dues operacions: la suma de vectors (+) i el producte d'un
vector per un escalar (-). Aquestes operacions compleixen determinades propi-
etats (associativitat, commutativitat, existéncia d’element neutre, etc.), i do-
ten el conjunt R” d'una estructura especial que s’anomena espai vectorial. En

aquest apartat, generalitzarem aquest concepte:

Donat un conjunt V i dues operacions definides en aquest, la suma
d’elements de V (+) i el producte d'un element de V per un nombre real
(+), la combinaci6 (V, +, -) s’anomena espai vectorial real si es verifi-

quen les propietats segiients Vu, v, we V, Yk, h e R:

e Suma
— Associativa: (u+v)+w=u+ (V+w)
- Commutativa:u+v=v+u
- Existencia d’element neutre: 30 Vtalqueu+0=u=0+u
- Existencia d’element oposat: donatu € V, 3 v € V tal que

u+v=0=v+u

Recordeu

* u€ Vesllegeix “upertany al
conjunt V.

e Yu, v, we Vsignifica “Per a
tot u, v, wque pertanyena V".

e Vk, h, we Rsignifica “Per a
tot k, h, wque pertanyen a R”.

e 30 € Vesllegeix “Existeix 0
que pertany a V".
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e Producte
— Distributival: k- (u+v)=k-u+k-v
— DistributivaIl: (k+h) -u=k-u+h-u
— Associativa: k- (h-u)=(k-h) -u
— Existencia d’element neutre: 1 - u=u

Els elements d'un espai vectorial se solen anomenar vectors.

Exemple 5. D’espais vectorials reals

1) Donat n > 1, (R", +,-) és un espai vectorial real. En particular, (R?, +,-) és

'espai dels vectors del pla i (R3, +,-) és I’espai dels vectors de l'espai.

2) Donatn 2 1, (R, [x], +,-) és un espai vectorial real, essent R, [x] el conjunt
de polinomis de grau menor o igual a n, (+) la suma de polinomis i (-) el

producte d'un polinomi per un nombre real.

3) Donat un interval I c R, (Cy(x), +, - ) €s un espai vectorial real, essent C;(x)
el conjunt de funcions reals continues definides a I, (+) la suma de funcions

i (-) el producte d'una funcié per un nombre real.

Proposicid: sigui (V, +, -) un espai vectorial real. Vu e Vi Vke Res

compleix:

a) 0-u=0

b) (-1)-u=-u

c) k-0=0

d) k-u=0k=0 o u=0}

Subespai vectorial

Considereu l'espai vectorial real (R3, +, -) i el subconjunt no buit W =={(x, y, 2)
€ R3/ z=0} (és adir, W és el pla xy de R3). Doncs bé, I'estructura (W, +, - ) verifica
que tant la suma de dos elements de W, com el producte d'un escalar per un ele-
ment de W donen com a resultat un nou element de W. Aleshores es diu que (W,

+, +) és un subespai vectorial de (R3, +, - ). Més generalment:

Sigui (V, +, -) un espai vectorial real, es diu que (W, +, -) és un subespai
vectorial de (V, +, -) si es compleixen les condicions segiients:

1) WV
2) Vuywe W,u+we W
3) Vue W, Vke R, k-ue W

En aquest cas, se sol usar la notacié W< V.
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Un altre exemple de subespai vectorial de (R?, +, -) el trobem en el conjunt
W={(x,y,z) e R¥/x+y+z=0}1ila seva representacié geometrica és també
un pla de R? (tanmateix, un pla de R®> que no passés per ’origen no és subes-
pai de R3, ja que no contindria el vector (0, 0, 0)).

2.3. Combinacio lineal. Subespai generat

En aquest apartat veurem una de les maneres més comunes d’obtenir subes-

pais vectorials.

Sigui (V, +, -) un espai vectorial real, es diu que el vector v e V és com-
binacié lineal dels vectors u;, u,, ..., u, de V si existeixen k;, k5, ..., k,,
nombres reals tals que:

V=k1'u1+k2'u2+...+kn‘un

Exemple 6

A (R?, +, -), el vector (1, -=3) és combinacio lineal dels vectors (1, 0) i (0, 1),
ateés que:

(1,-3)=1-(1,0+(=3)- (0, 1).

A (R, +, ), el vector (2, -3, 1) és combinacio lineal dels vectors (1, 0, 0), (0, 3,
1)i (0, 0, 1), ja que:

(20 _31 1) =2 (L 0! 0) + (_1) ° (Or 31 1) +2- (O/ 0) 1)

Es demostra que donat un conjunt de vectors {u;, u,, ..., u,}, el conjunt format

per totes les seves possibles combinacions lineals és un subespai vectorial.

Sigui (V, +, -) un espai vectorial real i {u;, u,, ..., u,} un conjunt de vec-
tors de V. S’anomena espai vectorial generat per {u;, u,, ..., u,} el
subespai vectorial de V format per totes les combinacions lineals que es
poden formar amb els vectors {u;, u,, ..., w,}, i. e.:

<u1,u2, ...,un>={k1‘u1+k2'u2+...+kn'un/ki€ RVi=1,2, ...,n}.

El conjunt {u,, u,, ..., u,} constitueix un sistema generador de 1’espai
1 % n

vectorial ( uy, uy, ..., u, ).

Exemple 7
Donats els vectors (1, -1, 3) i (2, -5, 6) de R3, I’espai vectorial que generen

és:

<(11_1/3)/ (2,—5,6)>={k'(1,—1,3)+h'(2,—5,6)/k,h€ R}:
—{k+2h, —k—5h,3k+6h) [k he R).
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Exemple 8

El conjunt de vectors {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 0)} constitueix un
sistema generador de R3, ja que donat qualsevol u = (u;, u,, u;) € R3, es té

que:
u=u;-(1,0,0)+u,-(0,1,0)+u;-(0,0,1)+0-(1,1,0)
Per tant, (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0,0, 1), (1, 1, 0)) = R?

Observeu que també es compleix: (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)) = R3

2.4. Dependéncia i independéncia lineal. Base i dimensio

d’un espai vectorial

Donat un espai vectorial i un conjunt de vectors, es diu que aquests son line-
alment dependents si n’hi ha un d’ells que es pot expressar com a combinacio
lineal de la resta. En cas contrari, els vectors son linealment independents.

Més formalment:

Sigui (V, +, -) un espai vectorial real i {u;, u,, ..., u,} un conjunt de vectors
de V. Els vectors u;, u,, ..., u, son linealment dependents si existeix al-
gunie {1, 2, ..., n} tal que u; es pot expressar com a combinacio lineal de
la resta de vectors, i. e.:

lll-=k1 -u1+...+k,~_1 ~u1-_1+k,~+1 'ui+1+...+kn 'un.

i. e.: 'equacié k;-u;+k,-uy+ ... +k,-u,=0 té una soluci6 no trivial.

Per contra, uy, u,, ..., u, sé6n linealment independents si no es compleix
la condici6 anterior, i. e.: si donada 1’equacio
Ki-u;+Kky-uy+... +k, - u, =0, té nomeés la solucié trivial k;=0i=1, 2, ..., n.

Exemple 9

Els vectors (3, 3, 2), (1, 1, -1) i (2, 2, 3) sOn linealment dependents, ja que
el vector (3, 3, 2) es pot escriure com a combinacio lineal dels altres dos. En

efecte, observeu que prenent k = h =1, és certa 1'equacio:
3,3,2)=k-(1,1,-1)+h-(2,2,3)=(k+2h, k+2h, -k + 3h)

Exemple 10

Els vectors (1, 0) i (0, 1) s6n linealment independents. En efecte, si consi-

derem 1’equacio:
k-(1,0)+h-(0,1)=(0,0)

es té que (k, 0) + (0, 1) = (k, h) = (0, 0), d’on k = h = 0.



© FUOC « PID_00223884 14

Elements d'algebra lineal i geometria

Es defineix el rang d’'un conjunt de vectors com el nombre maxim de
vectors d’aquest conjunt que son linealment independents.

Exemple 11

El conjunt de vectors {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, O, 1)} té rang 3, atés que els tres
vectors son linealment independents.

El conjunt de vectors {(1, 2, 3), (0, 2, 2), (1, 4, 5)} té rang 2, ja que només
hi ha dos vectors linealment independents (el tercer vector és la suma dels

dos primers).

El conjunt de vectors {(1, O, 2), (2, 0, 4), (3, 0, 6)} té rang 1, ja que només
hi ha un vector linealment independent (els vectors segon i tercer sébn mul-
tiples del primer).

Podem comprovar el resultat anterior amb ajuda de programari matematic:

Figura 3

&) Fle Edt View Insert Format Spreadshest Window  Help

Dl==R[3] [ R[] ] [ZT[E] [EFE [=][=2] O] [*[a]a
[=]&] [@] 1 [#]

[> restart;

[> with(linalg):

[> A:= array([[1,0,2],[2,0,4],[3,0,6]1):

> rank(A) ;

1

™ Mathcad Professional - [Untitled:2] Edici6 | Operacions | simbols | Analisi | Matrius | Uni

|G) File Edit View Insert Format Math syn (& [ (D BT S| dbuxs

JD = é@ﬁ’|}'[hﬁ| L. “2 {0 O, | I XX | [0] | representa
il D oo ::.-.

| [Nomal ~[aia [| rang(r1,0,21,12,0,41,[3,0,61) = 1

— _— iy |
|l & @ @@ b - b

1 2 3
u=|(0 vi=|0 w=|0
2 4 6

rank{ augment(u, v, w)) = 1

Sigui (V, +, -) un espai vectorial real i B = {u;, u,, ..., u,,} un conjunt de
vectors de V tal que:

1) B és sistema generador de V.

2) B esta format per vectors linealment independents.

En aquest cas, es diu que B és una base de V, i que la dimensi6 de V és n
(dim V =n).

Nota

Aquesta definici6 té sentit per-
gue es pot demostrar que totes
les bases de V tenen el mateix
nombre de vectors.
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Exemple 12

El conjunt B = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} és sistema generador de R i, a
més, els vectors de B son linealment independents. Per tant, B és una base
de R3 i la dimensié d’aquest espai vectorial és 3. Una altra de les moltes
bases de R3 seria, per exemple, B' = {(1, 1, 0), (0, 2, 0), (1, 0, 4)}.

A R”, el conjunt de n vectors B = {(1, O, ..., 0), (0, 1, ..., 0), (0, O, ..., 1)} és
una base especial anomenada base canonica. També se sol usar la no-
tacio: e; = (1,0, ...,0),e,=(0, 1, ..., 0), ..., €,= (0, O, ..., 1).

Proposicid. Sigui (V, +, -) un espai vectorial real de dimensi6 n.

1) Tot sistema generador de V estara compost per un minim de n vec-
tors.

2) Tot conjunt linealment independent estara compost per un maxim
de n vectors.

3) n vectors linealment independents constitueixen una base.

4) Un sistema generador de V format per n vectors és una base.

Exemple 13

A R3, el conjunt de vectors {(1, 0, -1), (2, 3, 1)} no pot ser un sistema generador
de tot R3, ja que la dimensi6 de R3 és 3 i, per tant, qualsevol sistema generador
d’aquest espai haura d’estar compost per tres 0 més vectors. D’altra banda, els
vectors {(1,0,-1), (2, 3, 1), (0, 1, 1), (O, 1, -3)} no poden ser linealment indepen-
dents, ates que, en ser la dimensi6 de I'espai 3, cap conjunt amb meés de tres vec-

tors complira la condici6 d'independéncia lineal.

Exemple 14

A R3, el conjunt de vectors {(1, 0, -1), (0, 3, 1), (1, 1, 0)} constitueixen una
base, ja que sén tres vectors linealment independents. D’altra banda, el
conjunt de vectors {(1, 0, 0), (0, O, 1), (1, 1, 0)} constitueix una base, ates

que és un sistema generador de tot R® compost per tres vectors.
Coordenades d’un vector en una base

El concepte de base d'un espai vectorial V permet definir un “sistema de coor-
denades” de V. La clau per a poder definir-lo és el seglient teorema de repre-

sentacio tnica d’un vector en una base:

Teorema. Sigui B = {u,, ..., u,} una base de 1’espai vectorial real V. Es
demostra que per a cada vector v de V hi ha un tnic conjunt de nom-
bres reals ¢y, ..., ¢, tals que

V=0 U+ ... +C,0 1,

¢y, ---, ¢, s’anomenen coordenades de v en la base B.

Nota

El sistema de coordenades ens
permet pensar qualsevol espai
vectorial com si fos R”, ja que
un vector, donada una base, és
determinat per n nombres.
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Exemple 15

Donada la base B = {(1, 0), (2, 1)} de R?, les coordenades del vector (-2, 3)
de R? en la base B son ¢y, ¢, € R? tals que (-2, 3) =¢;- (1,0) +¢,- (2, 1) =
=(c;+ 2¢y, ¢,). Per tant, c; =-8ic, = 3. Es a dir, les coordenades de (-2, 3)
en la base B sén -8 1 3.

Observeu que les coordenades de (-2, 3) en la base canonica de R? son pre-
cisament -2 i 3.

Dimensi6é d’un subespai

La definicié de base d’un espai vectorial es generalitza a subespais:

Sigui W un subespai d’un espai vectorial V. Un conjunt de vectors de
W, B = {uy, ..., u,} és una base del subespai W si i nomeés si:

1) B és un sistema generador de W
2) B és un conjunt linealment independent

S’anomena dimensi6 del subespai (dimW ) el nombre de vectors d’'una
base.
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3. Matrius

3.1. Concepte de matriu

En la resoluci6é de molts problemes usem sistemes d’equacions lineals com, per

exemple:
x+4y-z=4
-x+3y+2z=4
2x+2y=4

Un sistema d’equacions lineals com l’anterior es pot representar d'una manera
més comoda, i sense que aixo signifiqui cap pérdua d’informaci6, mitjancant
una taula o matriu formada pels coeficients de les incognites i pels termes in-

dependents de cada equacio:

1 4 -1 4
-1 3 2 4
2 20 4

Aquesta taula o matriu podria representar també un altre tipus d’informaci6

com, per exemple, un conjunt de quatre vectors a R3:

V= (11 _1r 2)/ Vy = (4/ 3r Z)r V3= (_11 2) 0)7 Vy= (41 4r 4)

Observeu que, en tot cas, la taula o matriu anterior esta composta per dotze

elements distribuits en tres files (horitzontals) i quatre columnes (verticals).

En general, una matriu A €s una taula composta per m x n elements dis-
tribuits en m files (horitzontals) i n columnes (verticals):

Ay Gy o Gy | 4— filal

| 9 Gy ... Gy, | 4— fila2
A=| ¢ . .

a,, a, a,,) «— fiam

>

| eUuwNO> —p
Zeuwniod —p

u eUWN|0d

La matriu A també se sol representar per (a;), on a; fa referéncia a 'ele-
ment que ocupa la filai (1 <i<m)ila columnaj (1 <j<n). Una manera
usual de dir que la matriu A té m files i n columnes, és a dir que la di-

mensio o mida de A és m x n.
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Exemple 16

3 -1

La matriu A=(a,,)=(4 » s

] és de dimensi6 2 x 3, i. e.: esta composta

per dues files i tres columnes. Es compleix a més que: a3 =-51ia;, =-1.

Donades dues matrius A i B, es diu que son iguals si, i només si, tenen
la mateixa dimensio i els elements que ocupen el mateix lloc en totes
dues son iguals.

Exemple 17

. 3 b ¢y, d 7 4y , . .. L
Les matrius A= i B= sOn iguals si, i nomeés si, es
al 8 2 e g

compleix que:a=2,b=7,c=4,d=3,e=1ig=8.

Donades una matriu A, s’Tanomena matriu transposada de A, Af, aque-
lla matriu que s’obté en permutar en A les files per les columnes (és a
dir, la primera fila de A passara a ser la primera columna de A/, la segona
fila de A passara a ser la segona columna de A’, etcetera).

Exemple 18
3 -2 -1 31
Si A= , aleshores A'=| -2 1.
1 1 8 18

Observeu que:
a) (A) =A.

b) A té dimensi6 2 x 3 mentre que Af té dimensi6 3 x 2.

3.2. Tipus de matrius

Donada una matriu A de dimensi6 m x n, es diu que:
e A és una matriu fila si té una tnica fila (és a dir, m = 1).
e A és una matriu columna si té una Ginica columna (és a dir, n = 1).

e A és una matriu nul-la si tots els seus elements sén 0.
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e A ésuna matriu quadrada d’ordre 7 si té el mateix nombre de files
que de columnes (és a dir, m = n). En aquest cas, s’anomena diago-
nal principal de A el conjunt format per tots els elements de la for-

<« diagonal principal

e A ésuna matriu quadrada simeétrica si A = A’

e A ésuna matriu quadrada diagonal si tots els seus elements fora de
la diagonal principal son O (és a dir, a; =0 Vi # ).

e A és una matriu quadrada identitat d’ordre 7 si és una matriu
diagonal essent tots els elements de la seva diagonal principal
igualsa 1 (ésadir,a;=0 Vizjia;=1 V1<i<n).

e A és una matriu quadrada triangular superior si tots els seus
elements situats per sota de la diagonal principal sén 0 (és a dir,
aii = 0 Vl > ])

e A és una matriu quadrada triangular inferior si tots els seus
elements situats per sobre de la diagonal principal sén O (és a dir,

aij= O Vi<j).

Exemple 19
- Matrius fila: (-2 1) (r 4 -1
1 -1
— Matrius columna: (—8) 2
1
00O
- Matrius nul-les: 0 =[O o Oj 0,=/0 0 O

2x3 O O O

000
1 0 5
— Matrius quadrades: [O 1} 0 2 2
2 1 40 -1
1 0 -4
— Matrius quadrades simetriques: 0 1 0 2 2
-3 -4 2 -1



© FUOC » PID_00223884 20 Elements d’algebra lineal i geometria

10 0

— Matrius quadrades diagonals: [0 0 J 02 0

0 -3 00 -1

1 00

— Matrius identitat: I, = (1 Oj I,={0 1 0

01 00 1

1 5 -3

— Matrius de tipus triangular superior: [1 4 j 0 -2 1

0 -2 00 2

-5 0 0

— Matrius de tipus triangular inferior: [1 0 J 1 1 0
3 -2

-3

3.3. Operacions amb matrius. Matriu inversa

Suma de matrius

Per a sumar (o, alternativament, restar) dues matrius, A = (a;) i B = (by),
és necessari que totes dues tinguin la mateixa dimensio, i en aquest cas
se sumen terme a terme, i. e.:

A + B = C = (Cii) essent Cij = aij + bii’ Vi,j

Exemple 20
a b c+123_a+1 b+2 c+3
d e f) 45 6) \dvd e+5 f+6
La suma de matrius verifica les propietats segtients:

1) Es associativa: (A+B) + C=A + (B + C)

2) Bs commutativa: A+ B=B+A

3) Hi ha element neutre: A+0=0+A=A

4) Hi ha element oposat: A + (-A) = (-A) + A=0, on A = (a;) i -A = (-ay)

Producte d’'un nombre per una matriu

Per a multiplicar un nombre k € R per una matriu, A = (a;), es multiplica
el nombre per cada un dels elements de la matriu, i. e.:

k-A=C=(c) essent ci=k-ay Vij
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Exemple 21

1 0 k-1 k-0
k{3 1= k-3 k-1
1 2) k(=) k-2

El producte d'un nombre (escalar) per una matriu verifica les propietats
seguents:

1) k-(A+B)=k-A+k-B

2) (k+h)-A=k-A+h-A

3) k-(h-A)=(k-h)-A

4) 1-A=A-1=A essent K, h € R

Producte de dues matrius

Per a multiplicar una matriu A = (a;) per una altra B = (b;), €s necessari que
el nombre de columnes de A coincideixi amb el nombre de files de B, i en
aquest cas s'obté una nova matriu, C = (¢;), amb tantes files com A i tantes
columnes com B, els elements de la qual sén donats per I'expressio:

Cij = ail . bll ar aiz . bz; T co0 T ain . bm
Exemple 22
i b c 0 1 -1
Si A= [d fj iB=|3 -2 2 | espotcalcular el producte de A per B,
e
3 3 1

ja que el nombre de columnes de A coincideix amb el nombre de files de

B. El resultat sera una matriu de dimensio 2 x 3:

A.Bo a0+b3+c3 al+b(-2)+c(-3) a(-1)+b2+cl
T (d-o +e3+ f3 dl+e(-2)+ f(-3) d(-D)+e2+ f-1J

Observeu, tanmateix, que no és possible calcular el producte de B per A, ateés

que el nombre de columnes de B no coincideix amb el nombre de files de A.

El producte de matrius verifica les propietats segiients:

1) Esassociatiu: (A-B)-C=A- (B - C).
2) No és commutatiu: A-B=B - A.

3) Si A és una matriu quadrada d’ordre 1, es compleix que: A - I, =1,- A =
A, on I, és la matriu identitat d’ordre .
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Exemple 23

Figura 4

Aquests outputs il-lustren I'Gs
dels programes Mathcad i Wi-
ris per a realitzar operacions
basiques en matrius.

201
A=|300
&Ml

302 312 712
A+B=|4121 - AB=|303 BA=|1312
621 736 501
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4, Determinants

En aquest capitol presentem el concepte de determinant, diferents tecniques
per al seu calcul i importants aplicacions a l'estudi de les matrius i dels espais

vectorials.

4.1. Determinant associat a una matriu quadrada
d’ordre 20 3

Tota matriu quadrada A d’ordre n > 1 té associat un nombre concret,
que anomenarem determinant de A, i que se sol denotar per det(A) o
bé per |A| .

e Quann=1,A=(a;)ilAl=la,l=a;

all alZ
= dqp - dgy —dyp - dyy

ay G| .
e Quann=2A=| " ?|i
aZl aZZ

(121 aZZ

Ay Gy g3
* Quann=3,A=|qg, a, a,|i

(131 a32 (133

ay dp 43
Gy Gy Gy =0y - dyp - A3z +dyy - dgp - Oy3+ A3y - dpg - dyp —
a31 a32 a33

—dy3 - dpp - Az —dpz - d3p - Ay — 3z dy - dyp

La coneguda regla de Sarrus és un bon recurs mnemotecnic per al calcul de de-

terminants d’ordre 3; a continuaci6 en recordem el grafic:

ay Gy G| |4y Gy
Ay Oy 3| =

a3 dyp  dg 31 2

Per a n > 3 el calcul de determinants no és tan immediat i s’han d’utilitzar al-

guns conceptes addicionals que s’explicaran més endavant.

Exemple 24

‘1 -2

=1-3-0-(-2)=3
. 3‘ -2)

Nota

No s’ha de confondre una ma-
triu (que és una taula de nom-
bres) amb el seu determinant
associat, que és un simple
nombre.

Observacié

Mentre que els elements d’una
matriu es tanquen entre dos
claudators o parentesis, els
d’un determinant es tanquen
entre dues linies verticals.
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2 5| Lo (4)-5.32-8-15=-23

3 4

2 3 1

2 12/ =2-(-1)1+3-2-0+1-(-2)-(-1)—

0 -1 1
~0-(-1)-1-(-1)-2-2-1-(-2)-3=10

1 4 -3

3 2 1] =1-(-2)-5+43-(-1)-(-3)+4-4-1-

4 -1 5

“[(=3)-(=2)-4+1-(-1)-1+3-4-5]=
=-10+9+16 - [24 + (1) +60] = 15 — 83 = 68

4.2. Determinant associat a una matriu quadrada d’ordre 4

o superior

Quan es pretengui trobar el determinant associat a una matriu quadrada

d’ordre n > 3, sera necessari recorrer al concepte d’adjunt d'un element:

all alZ aln
. @By Gy - Uy

Donada la matriu quadrada A = | o ." |, anomenarem ad-
anl anZ o ann

junt d’'un element a;, denotat A;, el nombre segiient:

ijr ij
a) El determinant que resulta d’eliminar la fila i i la columna j de la matriu.

b) Un signe que precedira el determinant i que sera:

+ si i+j parell
- si i+j senar’

i. e (=1)"

Observeu, per tant, que el signe associat a cada adjunt dependra de la posicié

inicial de l’element a; segons l'esquema segtient:
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Exemple 25

ay G Ay
Donada una matriu quadrada d’'ordre n =3, A= |a,, a, a, |, l’adjunt
21 22 23

a3 Gy dsg

associat a I’element a,; s’obtindra de la manera segiient:

1) Es considera el determinant resultant després d’eliminar la fila 2 i la

columna 1:

2) Es té en compte el signe segons la posicio: en aquest cas 2 + 1 = 3 senar,

per la qual cosa el signe sera negatiu.

alZ a13

En definitiva, A,; =-

dy;  da;

Exemple 26

all alZ a13 a14

) a, a, d, a
Donada una matriu quadrada d’ordre n =4, A= | ' "% 72 7|

a41 a42 (143 a44

es té que:
a,, G, Gy (yy Oy Oy
— 1+1 — 1+2
Ap=CD"ay, ay ay,l Ap=ED"2 0 lay a o ay,
Ay, Ay dy Ay Gyy Ay

— (—1)1+3 . N
Ap=(-1) a, a,, a,| etcétera.

Proposici6. Es possible calcular el determinant d’'una matriu quadrada A,
d’ordre n, a partir dels adjunts d’una fila o d'una columna.

En efecte:
|A| = ay - Aj+ap-Ap+...+a;, - A, € Desenvolupament per adjunts de la fila i
o també:

| A | =dy;- Ali +ay; - A2i oty Anj 4 Desenvolupament per adjunts de la columna j
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Exemple 27

Calculem, usant adjunts, el determinant de la matriu d’ordre 3:

2 3 1
A=-2 -1 2
0O -11

Desenvolupant per adjunts de la fila 1:

2 31
2 -1 2=2 ! 23 H? _1—2(1) 3.(-2)+1-(2)=10
o 1 1‘ -1 1 0 1 o -1 e

alternativament, desenvolupant per adjunts de la columna 1:

2 3 1
2 -1 2—2‘_1 2‘ (2)‘3 1Jro‘3 1‘—2(1)+2(4)+0(7)—10
U1 1 -1 1 -1 2|~ T

0 -1 1

Exemple 28

Calculem el determinant de la matriu d’ordre 4:

10 -11

00 -10
A=

21 1 1

02 01

Desenvolupem per adjunts de la fila 2 (sempre és convenient triar la fila o
columna amb més zeros, ja que aixi se simplifiquen els calculs):

1 0 -1 1
00 -10
02 01

1 01
Apyy=(-1)*3.12 1 1] =-3
0 21
Per tant:
0 -1 1
0 -1 0 —(-3)=3

SN O =
—_
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Podem utilitzar qualsevol programari matematic per a comprovar el resul-

tat obtingut; a la figura 5 podeu veure pantalles de Maple, Mathcad i Wiris,
respectivament:

Figura 5

Ct Maple 8 - [Untitled {1) - [Server 1]]

4 Fle Edt View Insert Formst Spreadshest Window Help
O=»R|S| [» @] [5]] [Z]T|>] [S5E] [=[=] (O] [«[2[A] [1] ] (2]
[=]&] [ 1]#]
[} restart ;
[> with{linalg):
Warning, the protected names norm and trace have been redefined and unprotected
[> A:= matrix([[1,0,-1,1],[0,0,-1,0],(2,1,1,1],[0,2,0,1]1);
1 0 -1 1
o0 -1 0
A=
2 1 1 1
I 0 2 0 1
[> det(A);
3
édicio| 0perac10ns| Simbols | Malisi| Matrius |Unms|
[o) Fie Edt View Insert Format Math Symb  mend ap O° O O |ea[3 ‘m|4 [4
|D-ZE8RY | » L@~ SRV .
JINormal ﬂl.t‘-\rial 10 =11
00-10
211 1|73
02 0 1
10-11 :
00-10 | =
A= lal =32 [ —,
2111
0201

4.3. Propietats dels determinants

Les propietats segiients poden resultar de summa utilitat a I’hora de calcular
determinants de qualsevol ordre:

1) El determinant d’'una matriu és igual al de la seva transposada.

Exemple 29

12 3 110

1 0 0|=]2 0 0]=-2
001 (301

2) Si es parteix d'un determinant inicial i s’intercanvien de posicié
dues linies (dues files o dues columnes), el valor del nou determinant
no canvia en valor absolut, pero si en signe.
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Exemple 30
1 2 3 2 3
0 0 1j=-j1 0 O
1 00 01
1 2 3 1 2 3
enefecte: |0 0 1/=2i|1 0 0O[=-2
1 00 0 01

3) Siun determinant té dues linies (files o columnes) iguals o proporci-
onals, el seu valor és O.

Nota
Exemple 31

F1 significa fila 1.

C1 significa columna 1.
2 3
2 3|=0 (laF1lilaF2son iguals)
00
2 3
2 3|=0 (laClila C2 son proporcionals)

4) Si un determinant té una linia (fila o columna) tota de zeros, el seu
valor és 0.

Exemple 32

1
0 =0 (tots els elements de la F2 sén zeros)
1

= O N
w O W

5) Multiplicar un determinant per un ntimero és equivalent a multipli-
car qualsevol linia (fila o columna) per aquest nimero.

Exemple 33

1 2 3 |1 2 3:2 1 2 3
2.0 0 =0 0 1-2{=]2-0 2-0 2-1
1 0 0 1 0 0-2 1 0 0
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6) Sitots els elements d'una linia (fila o columna) estan formats per dos
sumands, aquest determinant es pot descompondre com a suma de dos
determinants.

Exemple 34

2 445 3] |12 4 3 |2 5 3
0 3+3 2|=|10 3 2/+|0 3 2
0 1+2 5 |0 1 5§ |0 2 5

7) Si els elements d'una linia (fila o columna) sén combinacié6 lineal de
les altres, aleshores el determinant val O.

Exemple 35

1 3+2-1 3
2 0+2-2 0|=0 (laC2és combinacio lineal de la C1 i la C3)
3 1+2-3 1

8) Si als elements d’una linia (fila o columna) se li sumen els elements
d’una altra linia préviament multiplicats per un namero, el valor del de-
terminant no varia. Analogament, per extensio, si a una linia se li suma

una combinacio6 lineal de les altres.

Exemple 36

15 3 |1 5+2-1 3
2 3 0[=|2 3+2-2 0
34 1 3 4+2-3 1

9) El determinant d’un producte de matrius és el producte dels deter-

minants de cada una d’aquestes, i. e.: |A-B| =|A] - |B].
Exemple 37
20 01 0 2
A= . B-= . A-B= Al =2, [Bl =-1, [A-B[==2
31 11 1 4

iefectivament,|A-B|=—2=2-(—1)= |A| . |B|
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4.4. Calcul de la matriu inversa
En estudiar les propietats del producte de matrius, es va comentar el segiient:

a) Donada una matriu quadrada d’ordre n, A, no sempre hi haura una altra
matriu B tal que A - B=B - A =1, (essent I, la matriu identitat d’ordre n).

b) Quan existeixi aquesta B, s'Tanomenara matriu inversa de A i es denotara
per AL,

c¢) Una matriu que no tingui inversa s’Tanomena matriu singular.

Proposicid. Una matriu quadrada A és no singular (i. e., A té inversa) si,
inomeés si, el seu determinant és no nul. En aquest cas, es compleix que:

o (adi8)
Al

on adj(A) és la matriu que s’obté després de substituir cada element de
A pel seu adjunt corresponent.

Exemple 38
2 01 2 01

Donada lamatriu A=| -2 -1 0 |, téinversa, jaque [A|=|-2 -1 0|=-4#0
0 1 1 0 1 1

Calculem els adjunts de A (tenint en compte el signe corresponent):

-1 0 -2 0 -2 -1
All_ 1 1=—1; A12=_0 122' A13= 0 1 =-2,
01 2 1 2 0
A21__1 1=1, A22=0 1=2, A23——0 1=—2,
0 1 2 1 2 0
Ay = ‘_1 0 =1, Ay, = ‘_2 0‘ =-2, Ay = ‘_2 _1‘ =-2,
-1 2 -2
Per tant: adj(A)=| 1 2 -2
1 -2 -2
-1 1 1
(adj(A))" 1

Aixi doncs, A™' = =—
Al 4

1
4
2 2 —2:"71
2 2 2) |7

2

ST
SIS RN
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Podem comprovar que, en efecte, A- Al=A"1.A=1;:

1 -1 -1
2 0 1 41 41‘11 100
A-A-1=—2—10.’7‘75=01
0 1 1 111 0 1
2 2 2
1 -1 -1
4 4 415 0 1y (100
o -1 -1 1
AA=?75—2—10=010
1 1 1 0 1 1) (o0 1
2 2 2

Obviament, podem utilitzar qualsevol programari matematic per a obtenir

la inversa d'una matriu, sempre que aquesta existeixi:

Figura 6

@Fﬁe Edit View Insert Format Spreadshect  ‘Window Help

[O]=RR[S] [ [=[d] [o]] [Z]T]] EE] [<]=] [©] [[*[&] [1] [#]
([%] [ 1] [V ]x] [roee

|> restart;

[> with(linalg):

> A:= matrix([[2,0,1],[-2,-1,0],([0,1,1]11);

:> inverse(Af) ;

1 -1 1
4 4 4
-1 -1 1
2 2 2
1
R 2 2
ot oeracions| oot |t s Junts|
|&] Fle Edt View Insert Formst Math Symbolics Window Help meni ap 0" O O w43 I!I|3 3
|D-#@|8RY | uB| o™t [wp=| __XGLE =
| [Nomal =] [l o =B 2 1 i 1
2 0 1)7" 4 s
201 » _I—Ili 210 -1 1
A=|=2-10 || = -4 A2 2 22 0 1 1 2 2 2
4 1 1 1
. 22 2 2 2

4.5. Rang d’una matriu. Calcul mitjancant determinants Not
ota

Es pot demostrar que, en qual-
sevol matriu, el nombre de files

El rang d’'una matriu es defineix com el nombre de files 0 columnes line- linealment independents coin-
) cidira sempre amb el nombre
alment independents. Si la matriu és A el seu rang el denotarem per rg(A). de columnes linealment inde-

pendents.
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Exemple 39
1 -2 4 2

Donada la matriu A= |0 3 1 1/, el nombre de files linealment in-
0O 0 -2 3

dependents és 3, per tant el seu rang és 3.

A l'exemple anterior ha estat facil calcular el rang, atés que la matriu és trian-

gular, pero el calcul per a una matriu qualsevol no és elemental.

El concepte de matriu té aplicacions importants en algebra lineal i en geome-
tria, per aixo és important desenvolupar un meétode que permeti calcular el

rang d’'una matriu de manera eficient.

Donada una matriu A de m files i n columnes, s’anomena menor d’or-
dre h (1 < h < min{m, n}) qualsevol determinant que s’obtingui després
de seleccionar # files i h columnes en la matriu A.

Exemple 40. Menor d’'una matriu

2 -3 4 1
Donada la matriu A=| -4 6 @ , un menor d’ordre 2 de la matriu

2 0 OO
A s’obté en seleccionar dues files i dues columnes. Per exemple, si selecci-
onem les dues tltimes files i les dues ultimes columnes obtenim el menor

seglient:

Un altre menor d’ordre 2 és, per exemple, el que s’obté de seleccionar les

dues ultimes files i les columnes primera i tercera:

‘—4 -8

=12
2 1

Donat un menor d’ordre h, s’"anomena orlat d’aquest menor el determinant
que s’obté després d’afegir al menor, de manera ordenada, els elements

d’una nova fila i d’'una nova columna.

Exemple 41. Orlat d’'un menor
Seguint amb l’exemple anterior, a partir de 1'altim menor es poden generar

dos orlats:

El menor d’ordre 3 que s’obté en agregar la primera fila i I'Gltima columna:

2 4 1
-4 -8 -2
2 1 0

Aixo significa que només es poden 0
afegir elements que, dins de la

matriu inicial, estiguin en la mateixa

fila o columna que els elements

del menor.
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El menor d’ordre 3 que s’obté en agregar la primera fila i la segona columna:

2 -3 4
-4 6 -8
2 0 1

Una vegada introduits els conceptes de menor i orlat, convé ressaltar el re-

sultat segiient, que és la clau per a determinar el rang d’'una matriu:

Teorema del rang. El rang d’'una matriu no nul-la és determinat per
I'ordre del major menor no nul que es pugui obtenir a partir d’aquesta.

En altres paraules: si tots els elements d'una matriu sén zeros, el rang de la ma-
triu és zero. Si la matriu té algun element no nul, el seu rang sera igual o major
que 1. Per a determinar-lo, caldra trobar el menor no nul d’ordre major que es
pot formar amb els elements de la matriu. L’ordre d’aquest menor sera el rang

de la matriu.

Exemple 42. Calcul del rang d’'una matriu

Tornant a la matriu dels exemples anteriors, queda clar que el seu rang sera
major que 1 (per ser una matriu no nul-la) i menor o igual que 3 (atés que,

com a maxim, es podra formar un menor d’ordre 3).

Es facil comprovar que el rang de la matriu sera igual o major que 2, ja que

el segiient menor d’ordre dos és no nul:

-8 -2
=2=%0
1 0
Usarem el menor anterior com a “base d’ordre 2” per a tractar d’obtenir,
a partir d’aquest, algun menor d’ordre 3 no nul (si no ho aconseguim a
partir d’aquesta “base”, no ho aconseguirem a partir de cap altre menor
d’ordre 2).

Resulta, tanmateix, que els dos Ginics menors d’ordre 3 que es poden obte-

nir orlant el menor anterior sén nuls:

2 4 1 -3 4 1
-4 -8 -2/=0 6 -8 -2/=0
2 1 0 0 1 O

Es a dir, que no trobarem en la matriu cap menor d’ordre 3 el valor del
qual sigui diferent de zero. Per consegiient, el rang de la matriu sera 2,
i.e:1g(A)=2.
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Exemple 43. Calcul del rang d’una matriu

Es vol obtenir el rang de la matriu:

N = N
w OIS W
S O = O
— R =N

Obviament, el rang estara entre els valors 1 (ates que la matriu és no nul-la)

i4 (atés que, com a maxim, es podra formar un menor d’ordre 4).

., 2
Es facil trobar un menor d’ordre 2 no nul: ‘1 (?;‘ =-320. Per tant, ja és
clar que rg(A) = 2.

El pas segiient sera anar orlant el menor anterior (que prendrem com a “ba-
se d’ordre 2”) per veure si es pot construir un menor d’ordre 3 no nul:

230
1 0 1|=0 (la 3a. fila és multiple de la 1a.)
4 6 0
2 30
1 0 1/=0 (la la.ila 3a. files s6n iguals)
3
2 3 2
1 0 1|1=(0+6+6)-(0+3+6)=3%0
2 3

Hem trobat un menor d’ordre 3 no nul, per tant: rg(A) > 3. Usarem aquest

nou menor com a “base d’ordre 3”.

Resulta, tanmateix, que rg(A) # 4, ja que I'Gnic menor d’ordre 4 que es pot
formar és nul:

23 0 2
1 011 o P
=0 (la 3a. fila és multlple dela 121) Ala figura 7 es mostra com
4 6 0 4 els programes matematics
(com Mathcad, Wiris o Maple, etc.)
ermeten automatiztar el calcul
23 01 gel rang d’una matriu.

Per tant, es tindra que rg(A) = 3.
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Figura 7. Us de programari matematic per a calcular el rang d’una matriu

Edici6 | Operacions | Simbols | Analisi| Matrius |Unitats
|@) Fdle Edit View Insert Format Math Symbolics W me"ﬂﬂbﬂ"ﬂ'u"wh_ald_'at_
ID-BH GRY| 4B o | x 0, I, O ]
| [Nomal = [aia
2302
23012 1011
NIEEE rang| 404 = 3
e 460 4 rank(4) = 3 2301
2301

File Edit ¥iew Insert Format Spreadshest Window Help

Cl=HR[E] [ [=@] o] ZT[] [EFE [=[=] [©] [*[*[] [1] [
[=[&] [@[ 1 ]4]

& Untitled (1) - [Server 1]

[} restart ;
[> with(linalg)
[> A:= matrix([[2,3,0,2],[1,0,1,1],[4,6,0,4]1,[2,3,0,111):

2 3 0 2

1 0 1 1

A=

4 6 0 4
L 2 3 0 1
[> rank(A) ;

3

4.6. Aplicacions als espais vectorials

1) Dependeéncia i independeéncia lineal

Sigui {vy, ..., v{} un conjunt de vectors d’un espai vectorial V (amb
dimV = n). Disposant-los per files o per columnes obtenim una matriu A.

Es verifica que v, ..., v; son linealment independents si i nomeés si

rg(A) = k (i per tant que vy, ..., v, sén linealment dependents si i només
si rg(A) < k).

Exemple 44

Els vectors de R3 (2, 1, 2), (3, 2, 1), (-1, 1, =7) s6n linealment dependents,
atés que donada la matriu formada disposant-los en columnes

2 3 -1
A=|1 2 1 |térg(A) =2 (n'hi ha prou de comprovar que |A| =0 i que
2 1 -7

hi ha un menor d’ordre 2 no nul)

Proposicio. A R", n vectors son linealment independents si, i només si, el
determinant de la matriu que es construeix a partir d’aquests és no nul.
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Exemple 45

Ara comprovarem, utilitzant la proposici6 anterior, que el rang del conjunt
{@, 3,0, (-1, 2, -4), (1, 1, 2)} és 3, i. e.: que els tres vectors anteriors s6n

linealment independents:

1 3 0
-1 2 -4 =4-12-(-49)-(-6)=2+0
1 1 2

Exemple 46

Ara comprovarem, utilitzant la proposici6 anterior, que el rang del conjunt
{1, 3,0), (-1, 2, -4), (0, 5, —4)} és inferior a 3, i. e.: que els tres vectors an-

teriors son linealment dependents:

1 3 0
-1 2 -4 =-8-(-20)-12=0
0O 5 4

2) Dimensi6 d’un subespai generat

Sigui W =( vy, ..., v; ) el subespai generat per aquests vectors. Donada
la matriu A que s’obté disposant els vectors en files o columnes, es veri-
fica que

dimW = rg(A)

Exemple 47
Els vectors de R* (1, 2, 3, 4), (5, 6, 7, 8), (4, 4, 4, 4) proporciona la matriu

5 4
6
7
8 4

consegiient aquests tres vectors generen un subespai de R* de dimensi6 2.

w N =

. Tenim que rg(A) =2 (comproveu-ho amb programari) i per

o~

4.7. Matriu del canvi de base en un espai vectorial

Recordem que una base B d'un espai vectorial V de dimV = n proporciona un
sistema de coordenades per a Vi cada vector v € V s’identifica de manera tni-

ca amb les seves coordenades en aquesta base (nombres reals ¢y, ..., ¢,,).

Per a fixar idees podem identificar (cy,..., ¢,) amb un vector de R” (o una ma-

triu 1 x n).
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Siguin B = {u,, ..., u,} i A = {v,, ..., v,,} bases d'un espai vectorial V.

Considerem la matriu C quadrada d’ordre n les columnes de la qual son
les coordenades dels vectors de B en la base A, C = (¢;),, $'anomena
matriu del canvi de base de B a A.

Si ve V té coordenades by, ..., b, en la base B i té coordenades a;, ...,
a, en la base A, es verifica:

Exemple 48

Siguin B={(1, 1, 1),(1, 0, 3),3, 4, 5)} i A ={(2, 3, -1),(0, 0, 1),(2, 1, 0)} dues
bases de R3. Per a calcular la matriu del canvi de base de B a A seguim els pas-
SOs:

1) Calculem les coordenades de (1, 1, 1) en A resolent I’equaci6 matricial:

2 0 2) (¢, (1
3 0 1||c,|=|1| comque|M]|#0lamatriu M és invertible
11 0)le,) L

M

I, per tant, obtenim

1

o 2 0 2y 1
G l=/3 0 1| -1
s -1 10 1

2) De la mateixa manera es calculen les coordenades dels altres dos vectors:

Cpy 2 1
=3 0 1| -0
&) (-1 1 0/ (3
) (2 0 2Y' (3
Cys |=] 3 1 4
Cay -1 1 S

Observem que els calculs es podrien haver fet amb una tGnica operaci6 de

matrius:

2 0 2Y' (11 3) (c¢yc,cs

3 0 1| -|1 0 4)=]6,C50; | =éslamatriu del canvi de base de Ba A.
-1 10 1 3 5§ C31 C3p Cag

C
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En aquest cas, el vector que tingui coordenades (1,1,0) en la base B tindra

les coordenades segiients a A:

Podem veure els calculs realitzats amb la calculadora Wiris:

Figura 8

" aicio | operacions | simvois| ansiisi| Matius |unnats | comomarana| Geomena| srec| F

S LGN - oc

*x 0, L W
[ 2 02
A=l 3 01];
-110
La matriu del canvi de base és :
.15
113 g 1: ;5
C=A"1-[104]| = |- — —
135 4 4 4
LI R
4 4 4
Ara obtindrem les coordenades del vector (1,1,0) en la nova base :
115
4 4 4
s 1|t (g
4 4 4 0 1
13 1
4 4 4
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5. Equacions de rectes i plans

5.1. Equacions d’una recta al pla

De manera intuitiva, sembla clar que dos punts del pla R? determinen de ma-
nera univoca una recta r (la que passa per tots dos). Una recta en el pla també
pot ser determinada per un punt de pas i un vector que marqui la direcci6 de
la recta (vector director). Com es veura a continuacio, les equacions d'una rec-
ta r poden prendre diferents expressions equivalents.

Equaci6 vectorial

Donats dos punts de pas de r, P(p;, p,) i Q(q;, q,), es pot considerar el vector
director v= PQ = (vy, v,) = (g, — P1, 42 — P»)- Qualsevol altre punt X(x, y) de la

recta r verificara 'equacio:
X=P+k-v, onke R (1)
Equacions parametriques
L’equacio (1) es pot reescriure com segueix:
(X, ) = (p1, po) + k- (vy, vp), €sadir: (x, y) = (py + k- vy, py + k- v,)

expressio equivalent al sistema d’equacions segtient:

{x=p1+k-v1 ke R 2

y=p,+k-v,
Equaci6 continua

Aillant el parametre k a (2), s’arriba a les equacions continues de r (sempre que

v 20 #v,):
kzx_Pl
{x=p1+k-vl PN Vi, iper tant:
y=p,+k-v, k=2"P
VZ
X-P_YV—-P,

=t 3)
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Equaci6 punt-pendent i equaci6 explicita

Aillant la y de l'expressio (3) s’arriba a:

a) L'equaci6 punt-pendent: y — p, = ﬁ( x-p,), és adir:
Vl

}’_Pzzm'(X—Pﬂf (4)

v, .
on m=-% ésel pendent de r
Vl

b) L'equaci6 explicita: y=m - (x —p) + p,=m - x —m - p; + p,, O sigui:
y=m-x+n, 5)
essent n =-m - p, + p, I'ordenada a I’origen.
Equacio general

També és possible desenvolupar I'expressi6 (3) de la manera segiient:

—X;p1=—y;pz SV X=p) =V (V=P SV X=Vy - y—Vy-Pr+V-py=0
1 2

De manera genérica:
Ax+By+C=0, (6)
OHA=V2,B=—V11C=—V2-p1+ Vl ‘pz.

Exemple 49

Sigui r la recta que passa pel punt P(1, 2) i la direcci6 de la qual és donada
pel vector v = (1, -2).

e FEquacio6 vectorial: (x, ) =(1,2) +k(1,-2) ke R

E . St x=1+k e R
[ ] .

quacions parametriques: o2 k2 c

e Equaci6 continua: XT_l = }’_—22

e Equaci6 explicita: y = -2x + 4

e Equaci6 general: 2x +y -4 =0
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Figura 9
Comentari
»*Mathcad Professional - [Untitled:3]
[] File Edit View Insert Format Math Symbolics Window Help Els outputs mostren la repre-
o % sentacié grafica de la recta de
- =2 e 1y K Cu LI - 5 & ’ ’
JD FHSRAYV D@ © E | meo = | Bt I’exemple. En aquest cas s’ha
: fet Us de Mathcad per a repre-
Normal - || Arial v |10 YI|B I U p p

“ '_” - _" '_I | ol sentar la recta a partir de les

‘ I &2 D aEd L5 equacions parametriques, i
s’ha utilitzat Wiris per a repre-
sentar-la a partir de I'equacié
vectorial.

qB =1+k y(K) =2 - 2k
10T
5t
¥ “-.
-10 -5 0 5 10 15
-51 A
wt)
\

Edici6 | Operacions | Simbols | Anatisi| Matrius | Unitats | combin: <JUOC
ER AR AL B+ 2ounX|eT |88

0 Gl Sl|a T

P=punt(1,2)
v=[1,-2] - y=-2-x+4
r=recta(P,v)

l’ dibuixar(punt(1,2)) = taulert

_ dibuixar(recta(punt(1,2),[1,-2]))

[l L]

5.2. Equacions d’una recta a l’espai

De manera similar al que s’esdevindria a R?, també a 'espai R? es poden con-
siderar diverses expressions alternatives per a I'’equaci6é d'una recta r (la deduc-
ci6 d’aquestes expressions és analoga al cas de R?):

Donats dos punts de pas de r, P(p;, p,, P3) i Q(q1, 92, 93), €s pot con-
siderar el vector director v = PQ = (v, v,, v3). Qualsevol altre punt
X(x, y, z) de la recta r verificara l'equacié: X =P + k - v, on k € R.
D’aquesta manera, es poden considerar les segiients equacions alterna-
tives (sempre que vy - v, - v3 # 0):

e Equaci6 vectorial: (x, y, z) = (py, pa, P3) + k- (v, Vo, V3)
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x=p +k-v
e Equacions parametriques: <y =p, +k-v,
Z=p,+k-v,
o . X— - Z-
e Equacions continues: P _ V=P Py
1 VZ V3

Exemple 50

Sigui r la recta que passa pel punt P(1, 2, 1) i la direcci6 de la qual és donada
pel vector v = (1, -2, 2).

e Equaci6 vectorial: (x, y, 2) = (1, 2, 1) + k(1, -2, 2) ke R
x=1+k

¢ Equacions parameétriques: {y =2 -2k ke R
z=1+2k

e Equacié continua: > 1Y _22 = Z; !

Ala figura 10 s’ha fet servir el Mathcad per a representar el pla de 'exemple
a partir de les equacions parametriques.

Figura 10

|a) Fle Edt View Inset Formak Math Symbokcs Window Help
[D-ZRSRAY|:LD@(o = " (o= B
| [Normai | = =B r u|E
|l &2 @ @ E b LB

B =1+k wK =2- 1k AW =1+

(5.2

5.3. Equacions d’un pla a l’espai

L’equaci6 d’un pla  a I'espai R? és determinada per un punt del pla,
P(py, Py p3), 1 dos vectors no nuls i no proporcionals (i. e., no paral.-
lels), u = (uy, Uy, Us) i v = (v, V,, v3). Es possible considerar diferents ex-
pressions equivalents per a I'equacio d'un pla a I'espai:

e Equacio vectorial

(%, ¥, 2) = (1, P2, P3) + k- Uy, Uy, U3) + - (v, vy, V3) O K, h e R.
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e Equacions parameétriques

x=p +k-u+h-v
y=p,+k-u,+h-v, onk, he R.
Z=p,+k-u;+h-v,

e Equacid general

X=Pp V=P, Z-P;
A partir de I'equacio | u, u, |=0 s’obté una expressio

i V2 V3

de la forma Ax + By + Cz+ D =0.

Exemple 51

Sigui m el pla que passa pel punt P(1, 2, 3) i té per vectors directors u = (1, 0, -1)
iv=(0, 1, 1). Aleshores:

e Equaci6 vectorial: (x,y,2)=(1,2,3)+k-(1,0,-1)+h- (0,1, 1)

x=1+k
¢ Equacions parameétriques: {y=2+h
z=3-k+h

x-1 y-2 z-3
e Equacio6 general: | 1 0 -1 =0ex-y+z-2=0.
0 1 1

A la figura 11 s’ha fet s de Mathcad per a representar el pla de I'exemple
a partir de les equacions parametriques i general, respectivament.

Figura 11

»*Mathcad Professional - [Untitled:3]
|a] File Edk Wiew Insert Format Math Symbolics Window Help

|D-ZEBGRY |08 > |": MWD&
| [Mormal =] [esial = =B r u|[E
|l & @ e B B

k) =1+ k ykh=2+h kW =3-k+h

(xy.9
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6. Producte escalar i ortogonalitat

6.1. Producte escalar, modul d’'un vector i angle
entre vectors

Donats dos vectors de 1’espai vectorial R”, u = (uy, uy, ..., u,) i v=
= (Vy, Vg, --., V), €s defineix el producte escalar de tots dos, u - v, de
la manera segiient:

11-V=u1-V1+u2-V2+...+un-Vn

Observeu que:

a) El producte escalar de dos vectors de R” déna com a resultat un nombre
real.

b) Usant notaci6é matricial, es pot escriure el producte escalar u - v com el pro-
ducte matricial de la matriu fila (u; u, ... u,) per la matriu columna de les co-
ordenades de v.

Exemple 52
Siu=(1,2,3)iv=(2,-1, 4), el producte escalaru -v=1-2+2-(-1)+3-4=12.

Observeuquev -u=12=u-v

Proposicid. Siguin u, vi w vectors a R” i c un escalar (nombre real) qual-

sevol. Es compleix:
ayu-v=v-u

b) (W+v)-w=u-w+v-w
C) (cu)-v=c(u-v)=u-(cv)

d) u-u=0iu -u=0si,inoméssi,u=0éselvectornul (i. e..:u=(0, 0, ..., 0))
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El producte escalar permet definir el concepte de modul o longitud d’un

vector:

El modul o longitud d’un vector v = (v4, vy, ..., V,,) €és

vl = Jv-v) = (W +v2+..+v

A R?i R3aquest concepte coincideix amb la nocio6 usual de la longitud del seg-

ment orientat (fletxa) que representa un vector.

Proposicid. Siguin u i v vectors a R"” i ¢ un escalar qualsevol. Es com-

pleix:

a) lul >0 i |ul =0si,inoméssi,u=0

b) lcul = |c| ul (on lcl és el valor absolut de ¢)

o lu-vl|<|ullvl (desigualtat de Cauchy-Schwarz)

d) |u +v| < |u| + |v| (desigualtat triangular)

Un vector unitari és aquell el modul o longitud del qual val 1. Observeu
que, donat un vector no nul u de R”, sempre és possible obtenir un altre vec-
tor v unitari amb la mateixa direcci6 i sentit que u: per a aix0 tan sols cal

prendre v = u /| u|. Aquest procés s'anomena normalitzaci6 del vector u.

Exemple 53

El vector w = (0, -3/5, 4/5) és unitari atés que

lwl= (0> +(=3/57+(4/57) =1

D’altra banda, el vector u = (2, 1, 3) no és unitari atés que
lul = J22+17+3%) = V14 =1

Finalment, el vector v =u / lul| = (Z/Jﬁ, 1/\/ﬁ, 3/\/ﬁ) sera un vector

unitari amb la mateixa direcci6 i sentit que u.

El concepte de modul d’un vector permet introduir un altre concepte impor-
tant, el de distancia entre dos vectors a R™:

Nota

Donats u i v vectors a R”, es defineix la distancia entre tots dos com a: Siu=0Piv=0Q, dist(u, v)

és intuitivament la distancia

dist(u, v) = lu-v| entre els punts Pi Q, calculada
com ‘PQﬁ
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Exemple 54

La distancia entre els vectorsu = (1, 2, 3)i v=(2, -1, 4) és:

u-v=(-13,-1) > distw, v) = lu-v| = J(-12+3 +(-1?) =11

A R? i R3 es pot definir I’angle entre dos vectors no nuls utilitzant el producte

escalar:

Donats u i v vectors no nuls a R? o R3, es defineix I'angle entre tots dos Nota

com el nombre real 6, pertanyent a l'interval [O,n], tal que:

0 s’expressa en radiants.

u-v

Juf |v]

cos(0) =

Exemple 55

Calculem l'angle 6 que formen entre ells els vectorsu = (1, 2, 3)i v =
2, -1, 4):

cos@) =u-v/|ullv| =12/ (14 - y21)=0.69985
Per tant 6 = arccos(0.69985) = 0.7956 radiants

6.2. Vectors i bases ortogonals a R"

Si u -v =0, aleshores I’angle que formen els dos vectors és /2 (cos(8) = 0), in-
tuitivament les direccions dels dos vectors son perpendiculars. El concepte se-

glient generalitza a R" la idea intuitiva de perpendicularitat.

Donats u i v vectors a R”, es diu que son ortogonals (intuitivament per-

pendiculars) entre ells quan es compleix:

u-v=0

Observeu que el vector 0 = (0, O, ..., 0) de R" és ortogonal a tot vector de R".

Exemple 56
Si sabem que els vectors v = (2, -1, 4) i w = (0, 3, m) s6n ortogonals, quant

valdra m?:

Per ser ortogonals, es tindra quev -w=0,i.e:2-0+(-1)-3+4-m=0;

aillant s’obté m = 3/4.

Siguin u i W, respectivament, un vector i un subespai vectorial de R". Es diu

que u és ortogonal al subespai W si u és ortogonal a tot vector de W.
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El conjunt de tots els vectors u de R” que son ortogonals al subespai W
s’anomena complement ortogonal de W i es denota per W*.

El complement ortogonal d’un subespai vectorial de R" és, al seu torn, un

subespai vectorial de R".

Exemple 57

A R3, considereu el pla xy, ’equaci6é del qual és z = 0. Aquest pla és un
subespai vectorial de R? format pels vectors la tercera coordenada dels

quals és nul-la, i. e.:
W={(xy,2eR/z=0}={(xy,0/xyeR}=<(1,0,0), (0,1, 0>

Es evident, aleshores, que el vector u = (0, O, 1) és ortogonal a W ja que,

donatw=(w, w,, 0)e W,w-u=w;-0+w,-0+0-1=0.

De fet, si denotem per Z el subespai generat per u, i. e.: Z =<(0, 0, 1)> és la
recta que coincideix amb l'eix z de R3, es té que Z és el complement orto-
gonal de W, és a dir: Z = W+

Observeu que també es compleix W = Z1.

Sigui W un subespai vectorial de R"i B = {u;, u,, ..., u,} una base de W.
Es diu que B és una base ortogonal de W si els vectors que la componen

son ortogonals entre ells, i. e.:
u;-u;=0 peratot i#j

D’altra banda, es diu que B és una base ortonormal de W si és una base
ortogonal i, a més, tots els vectors que la componen sén unitaris.

Observeu que donada una base ortogonal B sera immediat obtenir una base
ortonormal: n’hi haura prou de normalitzar cada un dels vectors de B, i. e.:
siB={uy, uy, ..., up} és una base ortogonal de W, aleshores B’ = {v{, v,, ..., vp}
ambv;=u;/ | ui| (i=1, 2, ..., p) sera una base ortonormal de W.

Exemple 58

Els vectorsu; =3, 1, 1), u, = (-1, 2, 1) i uy = (-1/2, -2, 7/2) constitueixen
una base de R3, ja que <u;, u,, u;>=R3i {u,, u,, u;} formen un conjunt de

vectors linealment independents.

Es tracta, a més, d’'una base ortogonal, jaque: u; -u, =u; - u3=u, - u3=0 (en
general, si un conjunt de vectors no nuls sén ortogonals entre ells, alesho-

res també son linealment independents).
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A partir de la base ortogonal B = {u,, u,, u;} resulta immediat obtenir una

base ortonormal B’:

13,1, )] =11
|-1,2, D] =6

|(-1/2, -2, 7/2)| = 33/2
Per tant,

B’ = {(3/ \/ﬁ/ 1/\/ﬁ/ 1/\/ﬁ)i (_1/\/81 2/ \/gr 1/\/6)1
((-1/2)/~/33/2, -2/4/33/2, (7/2)/33/2)}

és una base ortonormal de R3.

Donada una base B = {u;, u,, ..., up} d'un subespai W de R”, qualsevol vector v
de W es podra expressar com a combinacio lineal dels elements de la base, i. e.:

hi haura valors reals ¢, ¢, ..., ¢, tals que:
V= C1u1 + Czuz + ...+ Cpup
ie:

(V1) Vo vy V) = €1y, Uygy ooy Uyy) + Collny, Upy, ooy Upy) + oo+ CpUhpy, Upp, .y Upp)

En general, per a determinar el valor exacte dels p coeficients c; caldra resoldre

el sistema de p equacions lineals resultant:

Vl = Clull + C2u21 + ...+ Cpupl

VZ = Clulz + Czuzz + ...+ Cpupz

En el cas de bases ortogonals, tanmateix, el procés de determinacio6 dels c; se

simplifica notablement:

Teorema. Sigui B = {u;, u,, ..., u,} una base ortogonal de W <R, i sigui

P
v un vector de W. L'expressi6 de v com a combinacio lineal dels ele-

ments de B és:

V=Cup+ Uy +..+cu, amb  g=v-w/u-w (i=1,2 .., p)

Exemple 59
Com s’ha demostrat en l’exemple anterior, els vectors u; = (3, 1, 1),
u, =(-1,2,1)iuy; =(-1/2, -2, 7/2) constitueixen una base ortogonal

de R3. Considerem ara el vector v de R I’expressio del qual en la base
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canonica és v = (6, 1, -8). Quina sera l’expressi6 de v en la base orto-

gonal B = {u;, u,, u;}?

Si B no fos una base ortogonal, per a respondre la pregunta hauriem de re-

soldre 'equaci6 vectorial:
6,1,-8)=c,3,1, 1) +c,(-1,2, 1) + 5(-1/2, -2, 7/2)

Aquesta equaci6 vectorial dona lloc a un sistema de tres equacions lineals

amb tres incognites.

En ser B una base ortogonal, podem utilitzar el teorema anterior per a tro-

bar les coordenades de v a B:

v-u; =11 vV-ou,=-12 vV-uz=-33

ul‘u1=11 uz'u2=6 U3'U3=33/2
amb la qual cosa:
c=11/11=1 c,=-12/6 =-2 c;=-33/33/2)=-2

Aixi doncs, v = u; —2u, - 2u; és a dir, les coordenades de v en la base B
son (1, -2, -2).

6.3. Projeccions ortogonals

Donat un vector v de R”, un subespai vectorial W de R" i una base or-
togonal B = {u,, uy, ..., u,} de W, s'anomena projeccio ortogonal de v
sobre W, PO(v, W) el segiient vector v* de W:

PO(v, W)=v'=ciu; + Uy + ... + G0, ambG=v -w;/u;-w; (i=1,2,..,p)

Exemple 60

Considereu el subespai vectorial de R segiient: W = <u,, u,>, essent u, =
=(2,5,-1)iu,=(-2, 1, 1). Observeu que B = {u;, u,} és una base ortogonal

de Wique W és un pla a R3.

Es vol trobar la projecci6 ortogonal del vector v = (1, 2, 3) sobre el subespai
W, i.e., PO(v, W):

v-u; =9 V- -u,=3
u; -u; =30 U, -u,=6
amb la qual cosa:
¢, =9/30=3/10 c,=3/6=1/2

Per tant, PO(v, W) =v* = 3/10 (2, 5, -1) + 1/2 (-2, 1, 1) = (~2/5, 2, 1/5) € W
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Figura 12

v

Teorema (descomposici6 ortogonal). En les condicions de la definicié
anterior, donat un vector qualsevol v de R”, aquest es pot escriure de la

manera:
V=V'+2z

essent v* la projecci6 ortogonal de v sobre Wi z = v —v* un vector de W+

Exemple 61

Continuant amb 'exemple anterior, ens plantegem “descompondre orto-
gonalment” el vector v com a suma de la seva projeccié ortogonal sobre

I'espai W, v*, i d'un altre vector z, perpendicular a W:
Segons hem vist, PO(v,W) =v* = (-2/5,2,1/5) e W
D’altra banda, z=v-v*=(1, 2, 3) - (-2/5, 2, 1/5) = (7/5, 0, 14/5)

Comprovem que, com diu el teorema, ze W+, per a la qual cosa n’hi haura

prou de demostrar que z és ortogonal als vectors d'una base de W:

zu;=2-7/5+5-0+(-1)14/5=0
zu,=(-2)-7/5+1-0+1-14/5=0

Figura 13

3

v

Observeu que si v = v* + z, aleshores z = v - v* és el component de v ortogonal
a W. Aquesta idea és la base del metode d’ortogonalitzacié de Gram-Schmidt

que es veura a l’apartat seglient.
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Teorema (aproximaci6 optima). En les condicions de la definici6 an-
terior, es compleix que v* és el vector de W més proper a v, i. e.:

dist(v, v¥) = lv-v*| = |z| < dist(v, u) = |v-ul per a tot vectorua W
tal que u # v*

La distancia d’un vector (punt) v a R” a un subespai W de R" es defineix com la

distancia de v al vector (punt) més proper de W.

Exemple 62

Siu;=(5,-2,1)iu,=(1, 2, -1), quina és la distancia entre el vector v=
= (-1, =5, 10) i el subespai W = <uy, u,>?

Pel teorema de 'aproximaci6 Optima, la distancia entre v i W sera la ma-

teixa que la distancia entre v i v*, la projecci6 de v sobre W.
La primera cosa sera comprovar que la base B = {u;, u,} és ortogonal:
u-u,=5-1+(-2)-2+1-(-1)=0

Ara trobem PO(v, W) = v*:

v-u; =15 vV -u,=-21

u; -u; =30 Uy -u,=6
amb la qual cosa:

¢, =15/30=1/2 c,=-21/6=-7/2

Per tant, PO(v, W) = v* = 1/2 (5, =2, 1) + (=7/2) (1, 2, -1) = (-1, -8, 4) ¢ W

Finalment, dist(v, W) = dist(v, v¥) = |v=v*|= | (0, 3, 6)|= 345 .

6.4. Procés d’ortogonalitzaciéo de Gram-Schmidt

De vegades pot resultar molt convenient disposar d’una base ortonormal per
a un subespai vectorial W de R". El procés de Gram-Schmidt és un algorisme
que permet obtenir una base ortogonal per a qualsevol subespai de R"” no tri-
vial (s’entén per subespai trivial de R" el subespai que només conté el vector O
de R").

Un cop obtinguda la base ortogonal, 1’'obtencié d’una base ortonormal és im-
mediata ja que n'hi haura prou de normalitzar els vectors de la base ortogonal

proporcionada per l'algorisme.
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Algorisme d’ortogonalitzaci6 de Gram-Schmidt:

Sigui W un subespai vectorial de R"i B = {u;, uy, ..., u

,} una base qual-
sevol de W.

Pas 1: Es pren v, = u, i es considera W, = <v;>
Pas 2: Es pren v, = u, — PO(u,,W,) i es considera W, = <v;, v,>
Pas 3: Es pren v3 = uz — PO(u3,W,) i es considera W = <vy, v,, v3>

Pas 4: Es pren v, = uy — PO(uy,W;) i es considera W, = <vy, v,, V3, V4>

Pas p: Es pren v,=u,—-PO(u, W, ,)

p 4

En aquestes condicions, {vy, vy, ..., V,

,»} €s una base ortogonal de W.

Exemple 63

Considereu els vectors de R* segiients: u; = (1,1, 1, 1), u, = (0, 1,1, 1) i
u;z = (0, 0, 1, 1). Els vectors {u;, u,, uz} soén linealment independents i, per

tant, B = {u;, u,, u;} és base d'un subespai W de dimensio6 3.

A continuaci6 utilitzarem el metode de Gram-Schmidt per a obtenir una
base ortogonal de W:

1.Prenemv,;=(1,1,1, 1) i W, =<v;>
2. Prenemv,=(0, 1,1, 1) - PO(u,, W;) = ...

Vl 'V1=4
¢ =3/4

=(0,1,1,1)=3/4(1,1,1, 1) = (-3/4, 1/4, 1/4, 1/4)

Podriem emprar directament el vector v, que hem obtingut i continuar
amb el procés. Tanmateix, a fi de simplificar els calculs, en el seu lloc
prendrem el vector proporcional v, = 4v, = (-3, 1, 1, 1), el qual té la ma-

teixa direccio.
Prenem W, = <vy, v,>

Observeu que v, i v, son vectors ortogonals ates que v, € W™ (pel teorema

de descomposici6 ortogonal) per tant, {v,, v,} és base ortogonal de W,

3. Prenem v3 = (0, 0, 1, 1) - PO(u3,W,) = ...

uz vy =2 uz-v,=2
v,-vy=4 v, -V, =12
c=1/2 c,=1/6

=(0,0,1,1)-[1/2(1,1,1, 1)+ 1/6 (-3, 1,1, 1) ] = (0, -2/3, 1/3, 1/3)
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A fi de simplificar els calculs, prendrem v} = 3vy3 = (0, -2, 1, 1).

Observeu que v, és ortogonal a v, i v}, atés que v; € W3 (pel teorema de
descomposicid ortogonal); per tant, B = {v,, v}, v,} és base ortogonal.

Aixi doncs, segons el teorema anterior, B sera base ortogonal de W. Per a
obtenir una base ortonormal de W n’hi haura prou de normalitzar els

vectors de B:
lvil=2 lv, =23 lvyl= 6

Per tant, B' = { (1/2, 1/2, 1/2, 1/2), (-3/(24/3), 1/(2+/3), 1/(2+/3), 1/(24/3)),
O, -2/6 , 1/ Jg, 1/J6 ) } és base ortonormal de W.
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Resum

En aquest modul s’han revisat conceptes i métodes associats a 1’algebra lineal
iala geometria, els quals son basics per al desenvolupament de moduls poste-
riors (sistemes d’equacions lineals, transformacions geometriques, aplicacions

lineals, etc.).

En primer lloc, s’han revisat els conceptes clau associats a espais vectorials re-
als:

e subespai vectorial

e combinacié lineal de vectors
e sistema generador

¢ independeéncia lineal

¢ rang d'un conjunt de vectors

e base i dimensi6é d'un espai vectorial

A continuacid, s’han revisat els conceptes clau associats a la teoria de matrius

i determinants:

e dimensié d'una matriu

e matriu transposada

e tipus de matrius (diagonal, simetrica, triangular, etc.)
e operacions amb matrius (suma, resta, multiplicacio, etc.)
e matriu inversa

¢ calcul de determinants d’ordre 21 3

e calcul de determinants per adjunts

e propietats dels determinants

e calcul de la matriu inversa

e calcul del rang d’'una matriu

e determinants i dependéncia lineal

A la part final del modul, s’ha fet una revisi6é dels segiients conceptes geome-

trics:

e equacions de rectes i plans en 2D i 3D

e producte escalar a R"” i angle entre vectors

e ortogonalitat (bases ortogonals i ortonormals)
e procés d’ortogonalitzacié de Gram-Schmidt

El modul s’ha completat amb exemples i activitats resoltes (amb ajuda de pro-
gramari i sense ajuda), en les quals també s’han introduit algunes aplicacions
interessants de la teoria exposada a diferents ambits tematics (informatica, te-

lecomunicacions, economia, etc.).
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Exercicis d’autoavaluacio
1. Determineu quins dels conjunts de vectors segiients soén base de R3:

a) {(_21310)/ (3/_112)1 (_11512)}
b) {(_11211)r (2r4r0)1 (5;1;1)}

2. Utilitzant determinants, calculeu la inversa, si n'hi ha, de la matriu segiient:

2 1 -3
A=|0 1 1
31 -2
5 -4 2
3. DonadalamatriuA=| 2 -1 1 |, calculeu AZ - 2A. Per a fer amb 'ajuda de ?
programari o sense
-4 4 -1

4. Considereu els vectors seglients: u=(a, 1, -2), v=(1,a, 2) iw = (24, 1, 0).

Trobeu el valor de a perque els vectors siguin linealment independents.

1 2 1
5. Sabent que es compleix X - A = B, obteniu la matriu Xsi A=|{0 1 O] i
31 2
1 2 -1
B={0 1 O
-1 0 O
6. Calculeu la inversa, quan existeixi segons el valor del parametre a, de Per a fer amb I'ajuda de ?
programari o sense
a 0 O
1 a 2|
1 2 a

7. Donats els vectors (1, 2, 0), (1, 0, 1) i (-2, 2, =3), trobeu la dimensi6 del
subespai generat. Calculeu k perque el vector (4, 3, k) pertanyi a aquest

subespai.

8. Donats els conjunts de vectors B={(1, 1, 2), (1, 2, 3), 3,4, 3)} iA={(1, 0, 1), (O,
1, 1), (1, 1, 0)} de R3:

a) Comproveu que B i A son bases de R? i calculeu les coordenades del vector

v=(1,1,1)aBiaA, respectivament.

b) Calculeu la matriu del canvi de base de B a A i comproveu la coheréncia del

resultat de 'apartat a)

9. Raoneu si les afirmacions segiients sobre vectors de R” amb el producte es-

calar estandard sén vertaderes o falses:

a) El modul d'un vector és un nombre positiu
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b) La distanciaentreuivés |u-v]

c) Si dos vectors no nuls son ortogonals, aleshores son linealment indepen-
dents

d) La projeccio6 ortogonal de u sobre v és multiple escalar de u

e) Siun vector coincideix amb la seva projeccié ortogonal sobre un subespai,
aleshores el vector és del subespai

f) El conjunt de tots els vectors de R” ortogonals a un vector donat és un

subespai de R”
10. Sigui W ={(x,y,z)eR*l x+y+z=0] isiguielvectorv=(2,-1,-1).

a) Comproveu que B, ={(-1,0,1),(-1,3,-2)} ésunabase de W.

b) Calculeu les coordenades de v en la base B;.

¢) Sabem que B, ={(-1,0,1),(0,1,-1)} é també base de W, llavors calculeu
les coordenades de v en B,.

d) Calculeu la matriu de canvi de base de B; a B, i comproveu que és coherent

amb el que heu fet en els dos primers apartats.

11. Un model de producci6 de Leontief s’expressa mitjancant una taula d’in-

put-output com la que s’exposa a continuacio:

Sector | Sector Il Sector 11
Sector | 0.5 0.4 0.2
Sector Il 0.2 0.3 0.1
Sector IlI 0.1 0.1 0.3

Aquesta taula s'interpreta de la manera segiient: si el sector II vol produir 1000

unitats, aleshores necessitara 400 unitats del sector I, 300 del sector II i 100 del

sector III.
Sector | Sector 11 Sector Il
Sector | 0.5 0.4 x 1000 = 400 unit. del sector | 0.2
Sector Il 0.2 0.3 x 1000 = 300 unit. del sector Il 0.1
Sector Il 0.1 0.1 x 1000 = 100 unit. del sector Il 0.3

La matriu C representa el consum d'una economia i en aquest cas sera:

0.5 04 0.2
C=/02 03 0.1
0.1 0.1 0.3

Si la demanda total de consumidors és donada pel vector (d,, d,, d;) essent d,
la demanda que els consumidors fan del sector i =1, 2, 3, aleshores la quantitat

produida en 'economia, (x;, X,, x3), satisfa ’'equacio segtient:

Xl Xl dl
x, |=C| x, |+]| d,
X3 X3 d,
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a) Sien una economiala demanda final és d; = 50, d, =301 d; =20 es demana

el nivell de produccio (x;, x,, x3) necessari per a cobrir aquesta demanda.

b) Si el nivell de produccid és x; = 4350, x, = 3480 i x; = 1958, quina sera la Per a fer amb programari Q

demanda que es pot cobrir?

12. Calculeu, utilitzant les propietats dels determinants, el valor del determi-
1 a b+c

nant associat a la matriu A=|1 b c+a
1 ¢ a+b

13. Donat el punt P(-1, 0, 3) i el vector v = (2, -1, 4), es demana:
a) Equacio6 de la recta r definida per Pi v en les seves diferents formes.

b) Trobar les coordenades que falten a Q(x, y, —3) perque aquest punt pertanyi

ar.

14. Donat el punt P(-2, 1, 1) i els vectorsu = (3, -1, 2) i v=(2, -2, 1), es de-

mana:

a) Equaci6 general del pla m que passa per P i conté les direccions u i v.

b) Trobar les coordenades que falten a Q(x, -3, 0) perque aquest punt pertanyi Per a fer amb programari 9

a T.

15. El graf segiient mostra els enllacos directes existents entre cinc llocs web
pertanyents a diverses companyies dedicades al desenvolupament de progra-

mari de simulacio:

Figura 14

N
7\

a) Representeu matricialment la informacié que proporciona el graf anterior
sobre enllagos directes utilitzant per a aixo una matriu de zeros i uns, i. e.: I’ele-
ment (M), sera 1 si existeix un enllag¢ directe entre la companyia que ocupa la
fila i i la companyia que ocupa la columna j (amb i diferent de j), essent O en

cas contrari.

b) Representeu matricialment la informacié que proporciona el graf anterior

sobre enllacos no directes separats per un tnic lloc web (per exemple, hi ha un
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enllac d’aquest tipus entre els llocs A i C, ates que des de A es pot arribar a C
passant per B).

¢) Calculeu M2. Que observeu?

d) Calculeu M + M? i interpreteu el resultat. Per a fer amb programari Q

16. Una manera elemental de codificar un missatge de text consisteix a as-
signar a cada lletra de I’abecedari un nombre. Per exemple, utilitzant 1'assig-
nacio A=01,B=02, ..., Z= 27, espai en blanc = 28, el missatge “mariana dia D”
es codificaria (no tenint en compte I'accentuacio i les majascules) com a: “13
011501 1401 28 04 09 01 28 04”. La successio anterior es pot escriure en for-
ma matricial, completant amb espais en blanc (valor 28) si fos necessari.

a) Escriviu una matriu que representi la seqiiencia anterior. Per qué creieu
que a partir d’aquesta matriu pot resultar relativament senzill desxifrar el text

original?

b) Multipliqueu la matriu anterior per una segona matriu (matriu de codificaci6- Per a fer amb programari 9

descodificaci6, que en general no pot tenir menys files que columnes i ha de tenir
rang maxim). Creieu que ara sera més dificil obtenir el text original a partir de la

matriu resultant (sense coneixer la matriu de codificaci6-descodificaci6)?

17. Donats els conjunts de vectors B = {(0, 1, -2), (5, -7, 4), (6, 3, 5)} i
A= {(1/ 1, _2)1 (-5, -1, 2)/ (7,0, _5)} de R*:

a) Comproveu que B i A son bases de R? i calculeu les coordenades del vector
v=(2,1,-1)aBiaA, respectivament.

b) Calculeu la matriu del canvi de base de B a A i comproveu la coheréncia del
resultat del punt a).

18. El graf seglient mostra els enllacos directes existents entre sis llocs
web pertanyents a diverses companyies dedicades al desenvolupament de

programari matematic:

A\/
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a) Representeu matricialment la informacié que proporciona el graf anterior
sobre enllacos directes utilitzant per a aixd una matriu M de zeros i uns, és a
dir: 'element (M);; sera 1 si existeix un enllag directe entre la companyia que
ocupa la fila i-esima i la companyia que ocupa la columna j-eésima (amb i dife-
rent de j ), essent O en cas contrari.

b) Trobeu, fent Gs de la matriu M, la matriu N que representa els enllacos de fins
a dues connexions —€s a dir, enllacos directes o d'una o dues connexions-, entre
els llocs web. Interpreteu la matriu N resultant.

19. Considereu el graf associa a la molecula del naftale:

a) Representeu matricialment la informaci6é que proporciona el graf anterior
utilitzant per a aix0 una matriu de zeros i uns.

b) Indiqueu la dimensi6 de la matriu.

c) Calculeu les matrius transposada i inversa, i el determinant de la matriu.
d) Qué podeu dir d’A - A71? T d’A~! - A? A partir del que trobeu, podrieu asse-
gurar que el producte de matrius és commutatiu?
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Solucionari

Exemple introductori

Recordem que la taula o matriu de canvi d’estats era:

Estat A

Estat B Estat C

Estat A 3/4 1/2 1/4
Estat B 1/8 1/4 1/2
Estat C 1/8 1/4 1/4

Podem representar, respectivament, la matriu de canvi d’estats i el vector d’es-

tat inicial com a:

311 0 <— P(A0)
4 2 4
1
1 11 - <——P(BO)
M=|—- - — v=|2
8 4 2
1
l l l E <— P(CO0)
8 4 4

Usarem la notacio segiient:

Ak = “d’aqui a k dies, la LAN estara en estat A”
Bk = “d’aqui a k dies, la LAN estara en estat B”
Ck = “d’aqui a k dies, la LAN estara en estat C”

Per teoria de la probabilitat (uni6 d’esdeveniments disjunts i probabilitat con-
dicionada), sabem que:

P(A1) = P(JAO A A1] U [BO M A1] U [CO N A1]) =

= P(JAO A A1]) + P([BO N A1]) + P([CO A A1]) =

= P(A1 ] AO) - P(AO) + P(A1 | BO) - P(BO) + P(A1 | CO) - P(CO) =
=My Vi + My - v, + Myz - v3

Analogament:

En altres paraules, si denotem per X, el vector que conté les probabilitats que

la LAN estigui en estat A, B o C després de k dies, tindrem que:

P(A1) 0.375
X1=|P(A2)| =M -v=0.375
P(A3) 0.25
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Es a dir:

En general, es pot comprovar que: X, = MX - v, la qual cosa ens permet respon-

dre la resta de preguntes del primer bloc:

0.531) <—P(A2)
Xy:=M?.v X,=|0.266| < P(B2)
0.203) <— P(C2)

0.608) < P(A7)
X, =M -v X7-|0.218| <~ PB7)
0.174) <—P(C7)

Concloem, per tant, que la probabilitat que la LAN estigui funcionant correcta-
ment després d'un, dos i set dies és, respectivament, 0.375, 0.531 i 0.608.

Exercicis d’autoavaluacio

1.
a) El conjunt de vectors {(-2, 3, 0), (3, -1, 2), (-1, 5, 2)} son linealment depen-
dents, ja que:

-2 3 0
A= 3 -1 2 |Al=0
-1 5 2

Per tant, no poden ser base de R3.

b) El conjunt de vectors {(-1,2,1), (2,4,0), (5,1,1)} sén linealment indepen-
dents, ja que:

2 1
A=[2 4 0 Al =-26
5 11

Per tant, atés que sén tres vectors linealment independents, constitueixen una

base de R3.
2.
1 All AIZ A13 '
= detA) ﬁm 222 223 , on A; és I'adjunt de ’element a; .

31 32 33

Com que det(A) = 6 # 0, existeix la matriu inversa.
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-3 3 -3
Adj(A)=|-1 5 1 |1i, pertant:
4 -2 2
. -3 3 -3 . -3 -1 4\ (-3/6 -1/6 4/6
A*:g -5 1) =3 5 21=1 36 56 -2/6|=
4 -2 2 -3 1 2) \-3/6 1/6 2/6
-1/2 -1/6 2/3
=| 12 56 -1/3
-2 1/6 1/3
3.
9 8 4
A’=| 4 -3 21|i
-8 8 -3
9 8 4 5 -4 2) (9-10 -8+8 4-4
A’-2A=[4 -3 2|-2[2 -1 1|=|4-4 -3+2 2-2|=
-8 8 -3 -4 4 -1) |-8+8 8-8 -3+2
-1 0 0
=10 -1 0 |=-1,
0 0 -1

4. Perque els vectors siguin linealment independents, el determinant format
per aquests ha de ser no nul.

a 1 2a
Sigui A=| 1 a 1
-2 2 0

Fl seu determinant val: det(A) = 2a — 2 + 4a>.

Els valors de a que anul-len el determinant anterior son:

Aix0 implica que qualsevol valor de a diferent d’aquests fa que els vectors si-

guin linealment independents (i, per tant, base de R3, ja que son tres vectors).

5. Primer hem de comprovar que A és una matriu regular (invertible). Per a

aixo, calculem el seu determinant i comprovem que no val O:

1 21
01 0=2-3=-1=20
31 2
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Primer hem d’aillar X en 1'expressié matricial anterior, per a la qual cosa hem

de multiplicar per A~! per la dreta tots dos membres de 1’equacié, de manera
que ens quedara.

X-A-Al=B-Al=X=B-A"

Ara procedim a calcular la inversa de A i el producte B - A™:

-5 10 2
B-Al={0 1 0
2 3 -1

6. La inversa existeix si el determinant de la matriu és diferent de O.

=a@?-4)=0=a=0 0 a=%2

—_— =R
N O
QAN O

per tant, la inversa existira quan a sigui diferent de 0, 2 i -2.

-4 2-a 2-a

Formem la matriu dels adjunts: 0 a¢ -2a

0 -2a &
a-4 0 0
Transposem: | 2—a a* -2a
2-a -2a a
= 0 0
a
I dividim pel determinant de la matriu: | _ 1 a —2
a(2+a) a’-4 a’-4
1 -2 a
_a(2+a) a-4 a -4

7. La dimensi6 del subespai generat és igual al rang de la matriu formada pels

vectors donats.

11 -2
1g|2 0 2 | =2 i, per tant, la dimensi6 del subespai és 2.
01 -3

Com que el menor

menor, (1,2,0)i (1,0, 1), son linealment independents i, per tant, formen una

base del subespai.

= 0, tenim que els vectors que proporcionen aquest
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Perque (4, 3, k) € {((1,2,0),(1,0,1)) aquest vector ha de ser linealment dependent
amb els vectors de la base del subespai, aix0 és el determinant:

11 4
2 0 3| =0, aix0 és 5 -2k=01ipertant k=15/2.
01 k

8.

a)

1 3 1 01
2 4 #0 i |0 1 1| #0 i, per tant, els dos conjunts de vectors son
2 3 3 110

linealment independents i per ser dim R3 = 3, concloem que els dos conjunts

so6n base de R3.

Les coordenades de v a B sOn:

1 1 3 1 1/2

1 2 4 1|=|-1/4

2 3 3 1 1/4
I les coordenades de v a A soOn:

1 0 1)' (1) (1/2

011 1|={1/2

1 10 1 1/2

Els calculs poden ser comprovats amb programari.
b) La matriu del canvi de base de B a A és:
1

1 0 1y (11 3 111
011 1 2 4|=|1 2 2
110 2 33 0 0 2

Finalment comprovem utilitzant aquesta matriu els resultats de a), ja que el
canvi de coordenades del vector que té coordenades (1/2, -1/4, 1/4) a B, ha de
proporcionar les coordenades (1/2, 1/2, 1/2) a A, en efecte:

111 1/2 1/2
1 2 2|.|-1/4|=|1/2
0 0 2 1/4 1/2

9.
aV bV ¢V dF eV HV



© FUOC » PID_00223884 65 Elements d’algebra lineal i geometria

10.

a) En primer lloc comprovem que B, ¢ W . Només cal comprovar que els dos
vectors verifiquen 1'equacié que determina W:x+y+z=0

-1+0+1=0=(-1,0,1)e W
143+4(-2)=0=(-1,3,-2)e W

Ara comprovem que el rang de la matriu formada pels dos vectors és maxim:

~—
11

-
w o
L
V]

—

Efectivament:
-10
13 = -
Per tant, els dos vectors son linealment independents.

A més a més, sén generadors, perque un vector (x, y, z) talque x + y + z= 0,

compleix z = —x — y i aleshores:
® y, 2) =(=x-(1/3)y) (-1, 0, 1) + (1/3)y (-1,3,-2), ja que

(=x—=(1/3)y) 1,0, D)+ (1/3)y (-1, 3,-2) =
= (X + (1/3))/— (1/3)}’, (1/3)}’3; —X - (1/3))/ —2(1/3)}’) = (Xl Y, =X —V) = (Xr Y, Z)'

b) Calculeu les coordenades de v en la base B;.
En primer lloc comprovem que (2,-1,-1)e W . Efectivament:
24(-)+(-1)=0=(2,-1,-1)e W

Ara, el vector v en la base que ens demanen sera de la forma (a, b), i les coor-
denades es calculen resolent el sistema:

(2,-1,-1)=a(-1,0,1)+b(-1,3,-2)

que correspon a aquest sistema de tres equacions amb dues incognites:

ol 3250] = ffoe a3
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d’on podem comprovar que a =-5/3 i b =-1/3; per tant, son els coeficients del

nostre vector.

c) Sabem que B, ={(-1,0,1),(0,1,-1)} é també base de W, llavors calculeu

les coordenades de v en B,.

Ara, el vector v en la base donada sera també de la forma (a, b), i resolent el

sistema corresponent, de tres equacions amb dues incognites:

(2,-1,-1)=a(-1,0,1)+b(0,1,-1)

obtenim:

2=-a
-1=b
-l1=a-b

d’on podem comprovar que a =-2 i b = -1; per tant, s6n els coeficients del vec-

tor en aquesta base.

d) Calculeu la matriu de canvi de base de B; a B, i comproveu que és coherent

amb el que heu fet en els dos primers apartats.

El que farem és posar els vectors de B; com una combinaci6 lineal dels de B,, aixi:
(-1,0,1)=a(-1,0,1)+b(0,1,-1)=>a=1 i b=0
és a dir, que podem escriure el vector (-1, 0, 1) com (1, 0) en la base B:

(-1,3,-2)=a(-1,0,1)+b(0,1,-1)=a=1 i b=3

i podem escriure el vector (-1, 3, -2) com (1, 3) en la base B,.

Aixi la matriu corresponent al canvi de base de B; a B,, és la matriu que resulta

després d’escriure els vectors en columna:

11
A =
0 3
I, efectivament, si multipliquem el vector v escrit en la base B; per la matriu A,

obtenim el vector v escrit en la base Bj:

_{11 11
"‘(o 3) = (0 3)

-5 -1 5 1
"'[T’T = ['3"3]
Av = [-2,-1]
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11.
a) A partir de I'expressié matricial s’ailla el vector de produccio6 X, de la ma-

nera segtient:
X=CX+D=IX-CX=D=X=(1-C)!-D

i, per tant, la demanda la podem obtenir a partir de la inversa de la matriu
I - C. El vector de producci6 resultant és x; = 225.9; x, = 118.51 x; = 77.8.

b) Per a determinar la demanda que es pot satisfer a partir de les quantitats

produides n’hi ha prou de multiplicar I-C) - X =D

Atés que I - C és

05 -04 -0.2
I-C=|-02 07 -0.1
-0.1 -0.1 0.7

la demanda que es pot satisfer és

4350 391.4
X =|3480 D=1I-C)-X=11370.2
1958 587.6
12.
1 a b+c] 1 a bl 1 a ¢ 1 a bl |1 ¢ a |1 a b |1 a b
1 b c+al=]1 b c|+]1 b a/=]1 b ¢c|-|1 a bl=]1 b c|-]1 b ¢|=0
1 ¢ a+b| 1 ¢ a |1 ¢ bl 1 ¢ a |1 b ¢| |1 ¢ a 1 ¢ a
O també
1 a b+c| |1 a a+b+ 1 a1l
1 b c+al=1 b b+c+a=(@+b+c)|]l b 1]=0.
1 ¢ a+b| |1 ¢ c+a+b 1 ¢ 1
13.
a)

Equaci6 vectorial: (x, y, z) = (-1, 0, 3) + k(2, -1, 4), ke R

x=-1+2k
Equacions paramétriques: y =—k ke R
z=3+4k
Equaci6 continua: x+1_y _z- 3
2 -1 4
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b) Perque Q sigui un punt de r, les seves coordenades han de satisfer I’equacio

de la recta, i. e.:

-1 4

x+1 'y _(—3)—3_—_3
2

d’on:

x+1=-3=>x=-4

3
y:

2

Aixi doncs, el punt sera Q(—4,3/2,-3).

14.

x—(-2) y-1 z-1
-1
-2

a) Equacio general: 3
2

x+2 y-1 z-1

Ax,y,2)=1| 3 -1
2 =2

Per tant, ’equaci6 general del pla sera: 3x+y—-4z+9=0
b) Perque Q pertanyi al pla, ha de verificar I'’equacié d’aquest, i. e.:

30)+(-3)-4(0)+9=3x+6=0—>x=-2

2
1

JJAX Y, 2)=3 - x+9+y-4.2

2
1

Aixi doncs, el punt sera Q(-2, -3, 0).

15.

a) La matriu M sera (entenent que cada fila correspon a les connexions des

=0

d'un lloc web origen cap als llocs web desti):

M=

b) Ara, la nova matriu sera:

N =

AB
01
00
10
00
00

AB
00
10
01
00
10

C
0
1

0
0

1

(= = =l

DE
00
00
10
01
00

DE
00
10
01
00
10

monNn ®w® >

mgonNn ®w® >
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¢) Es comprova que N = M?, i. e., M? ens proporciona els enllagos indirectes

per mitja d'una connexio (site):

AB CDE

(=]

M2 =

- o o = o
—
o - o o =
_—0 O
(e
m gonNn w® >

(=]

Es pot comprovar que M3 proporciona els enllagos indirectes per mitja de dues

connexions, M* els enllacos indirectes per mitja de tres connexions, etc.

d) Calculem M + M%

AB C DE
01100)A
10110]|B
M+M2=|11011]|C
00101|D
10110)E

La matriu obtinguda representa els enllacos, bé directes o bé per mitja d'una

connexio, entre els llocs web.

16.
a) La matriu buscada pot ser la segiient (observeu que no ha de ser necessari-

ament Unica, ja que pot variar en dimensions):

13 14 9
11 1
M=115 28 28
1 4 4

A partir d’aquesta matriu, no resultaria excessivament complicat (per a un es-
pecialista) obtenir el text original. Per exemple, el valor 1 es repeteix amb bas-
tant freqiiéncia, cosa que denota que probablement es tracti d'una vocal.
Logicament, com més llarg sigui el text, més facil sera detectar patrons en la

seqiiencia que ajudin a la seva descodificacio6.

b) Podem obtenir una codificacié bastant més sofisticada si multipliquem la

matriu anterior per una altra matriu (la de codificaci6-descodificacio):

13 14 9

I 11 N
M= <-- seqliencia original

15 28 28

1 4 4
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5 -3 1
-8 -2 7 3

C=|_7 5 _4 ¢ | < matriude codificacio-descodificacid
3 -7 5 10

93 127 102

2 94 134 I o
C-M= <-- seqliencia codificada
-147 -188 -153

117 215 200

Resulta evident que, a menys que es conegui la matriu de codificaci6-descodi-
ficaci6 emprada, no sera senzill descobrir patrons en la seqiiéncia que propor-

cionin pistes sobre el text original.

17.
a) Com es pot comprovar en la imatge segiient, tant det(B) com det(A) sén
no nuls i, per tant, tots dos conjunts de vectors son linealment independents.

Amb la Wiris ho podem veure amb els determinants:

0 5 6 1 -6 7
B=[1 -73|;A=|1 -1 0 |;
-2 45 -2 2 -5
| 1Bl = -115
| 1Al = -20

o bé directament amb la comanda conceptual corresponent:

linealment_independents?([0,1,-2],[5,-7,4],[6,3,5]) = cert
linealment_independents?([1,1,-2],[-5,-1,2],[7,0,-5]) = cert

A més a més, és clar que dim R3 = 3 i, per tant, A i B sén base de R3.

La imatge segiient mostra com es poden trobar les coordenadesdevaBia A

respectivament, fent servir la idea de matriu inversa

|v [2,1,-1] = [2,1,-1]
152 16 5]
115 11523

|

. _,-_-_]

Perd amb la Wiris es poden resoldre equacions que resulten d’igualar un vector

a 0 i, per tant, ho podriem fer aplicant directament 1’enunciat:

B={[0,1,-2],[5,-7,4],[6,3,5]};

152 16 __ 5
D EhaYB T By o {{x 115 Y= 11525 23}}
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b) La matriu CB del canvi de base de B a A és:

2t )

4 2 1

1 1 23

=A"1B = | — — -=-—20—
cB=A"1B 2 2 5
11

0i 2 i

Finalment, comprovem, utilitzant aquesta matriu CB els resultats de a), ja que
el canvi de coordenades del vector que té coordenades (152/115, 16/115, 5/23)
a B, ha de proporcionar les coordenades (2/5, -3/5, -1/5) a A. Recordeu que
amb la Wiris es poden posar els vectors “horitzontals” i el programa ja els en-

tén “verticals”, si escau. En efecte, es compleix el que hem dit:

152 16 5

1
o mn A oo o sl ?
115°115 ' 23 Jitp cort

s =Y
=1 “les s

18.
a) La matriu M sera (entenent que cada fila correspon a les connexions des

d'un lloc web origen cap als llocs web destinaci6):

ABCDEF

000100
001000
100110
000001
010000
000010

TMOoOOmD>»

b) Segons s’explica en 'exercici d’autoavaluaci6 14, pag. 65, la matriu N que

ens demanen sera N3 = M + M? + M3, és a dir:

ABCDEF

000111
111211

N3=M+M?+M* =

(= =
—
el ™ K
o=0mn
. N
(== I %]
mMMoOm>»

Els elements O que hi ha a N signifiquen que no hi ha enlla¢ directe, ni mit-
jancant una connexid ni mitjancant dues. Els elements 1 signifiquen que hi
ha un anic enllag (el qual sera directe o mitjancant una connexi6 o mitjancant
dues connexions). Finalment, els elements 2 indiquen que es pot fer I’enllag
de dues maneres diferents (per exemple, un amb una connexio i 'altre amb

dues, etc.). Cal observar també que, tot i que el graf inicial presenta molt pocs
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enllacos directes, en considerar les connexions fins a ordre 2 ens adonem que

gairebé tots els webs estan a una “distancia” de tres clics de ratoli.

19. a), b) i ¢): La dimensié de M és 10 x 10 (10 files per 10 columnes):

01000000 10)
1010000000
0101000000
0010000001
0000010001
0000101000
0000010100
0000001010
1000000101

0001100010y

MT =

Amb l'ajuda de la calculadora Wiris trobem el determinant de la matriu:

d

El producte de matrius NO és commutatiu, malgrat que, en aquest cas parti-
cular de I’exercici, si ho sigui.

01000000 10)
1010000000
0101000000
0010000001
0000010001
0000101000
0000010100
0000001010
1000000101

0001100010,

< “l_"“l"’ e wlw =

w| =

< w|=

=S w|l= = w|w

=4

= w|=

M| = -9

ﬂM-M" -1

ﬂM"-M -1

w|rw © w|=

[
@ | =

e wlw < w|w

=

L
3 3 3
0 = 0 -2 0
3 s
Ay 1L, 2
3 3 3
0 = 0 <+ o
3 3
o 2 9 -2,
s s
2
2, 1, -1
s s s
o~ 0 X
3 3
2y 2o, L
3 3 s
o = 0 4+
3 3
oo -1 1
3 3 3

= @)=

' S W= w|=

w|=

S w|=-
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Glossari

adjunt de l’element g; d’'una matriu quadrada m Determinant menor complementari
de l'element a; amb el signe (-1)" on i, j son els indexs de la fila i la columna que ocupa
I'element.

base d’un espai (o un subespai) vectorial / Conjunt de vectors linealment indepen-
dents, tals que tot vector de 1’espai (o el subespai) és combinaci6 lineal d’aquests.

base ortogonal [ Base els vectors de la qual, presos dos a dos, sén ortogonals entre ells.
base ortonormal f Base ortogonal que, a més, esta composta per vectors unitaris.

determinant m Donada una matriu quadrada, el determinant és un nombre que es calcula
a partir dels seus elements i que proporciona informacié sobre la independeéncia lineal de les
seves files (i de les seves columnes).

dimensioé d’un espai (o un subespai) vectorial f Nombre maxim de vectors linealment
independents que conté aquest espai i que és igual al nombre de vectors de qualsevol base
de l’espai (o subespai).

espai vectorial sobre R m Conjunt dotat d'una operaci6 interna que rep el nom de suma
i una multiplicaci6 per escalars reals amb certes propietats especifiques.

generadors d’un espai (o subespai) vectorial m Tot conjunt de vectors tals que tot vec-
tor de l’espai (o subespai) es pot posar com a combinaci6 lineal del conjunt de generadors.

independeéncia lineal de vectors f Donat un conjunt {vy, ..., v;} de vectors, és linealment
independent si I'equaci6 k;v; + ... + kv, = 0 implica k; = ... = k, = 0. En cas contrari diem que
son linealment dependents.

matriu f Taula de nombres en forma de 7 files i m columnes. Aixd sera una matriu n x m.

matriu inversa f Matriu que presenten les matrius quadrades que tenen determinant dife-
rent de zero. El seu producte amb la matriu donada, tant per ’esquerra com per la dreta, és
la matriu identitat.

menor adj Donada una matriu, s'anomena menor o determinant menor qualsevol determi-
nant de la matriu quadrada que es formi amb els elements de la matriu corresponents a k files
i k columnes, suprimint les restants. Les files i columnes no han de coincidir necessariament.

menor complementari adj Donada una matriu quadrada, anomenem menor comple-
mentari d'un element a; el determinant menor que es forma suprimint la fila i i la columna j.

modul o norma d’un vector m Longitud d’un vector. S'obté en calcular 1’arrel quadrada
del producte escalar del vector per si mateix.

rang d’un conjunt de vectors m Nombre maxim de vectors linealment independents
que conté.

subespai vectorial m Subconjunt d’'un espai vectorial que té estructura d’espai vectorial.

subespai vectorial generat m Donat un conjunt de vectors {v,, ..., v}, el subespai que
genera és el conjunt de tots els vectors que sén combinaci6 lineal dels vectors del conjunt.

vector m Anomenem vectors els elements d'un espai vectorial. Els vectors de 'espai vecto-
rial numeric n-dimensional estan formats per una matriu d'una sola columna (o una sola fila)
de n elements.

vector unitari m Tot vector el modul del qual sigui 1.

vectors ortogonals m pl Dos vectors son ortogonals si el seu producte escalar val 0.
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