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Introduccio

Aquesta guia d’estudi tracta els temes de la interpolacio, la derivacié i la inte-
gracié numerica i es divideix en dos apartats. El primer se centra en la interpo-
laci6 de funcions. S’hi aborden l’existéncia i la unicitat del polinomi interpo-
lador, a més de dos metodes diferents que serveixen per calcular-lo: el metode
de Lagrange i el metode de les diferencies dividides de Newton. A continuaci6
s’exposa el desavantatge que suposa treballar amb polinomis interpoladors de
grau elevat, fet que es manifesta en 'anomenat fenomen de Runge, i es proposa
com a alternativa la interpolacio per trams, en la qual destaquen els splines cu-
bics. L'apartat 2 esta dedicat a la derivaci6 i integracié6 numeérica. Pel que fa a
la derivacid, s’expliquen les dues etapes del procés d’aproximar la primera i la
segona derivada d'una funci6: calcul del polinomi interpolador i aproximacio
de la derivada de la funcié mitjancant la derivada del polinomi interpolador.
Finalment, s’aborda la integraci6 numeérica mitjancant tres enfocaments di-
ferents: integracié basada en el calcul del polinomi interpolador (regla dels
trapezis i regla de Simpson), integracio per extrapolacié (metode de Romberg)

i integraci6 basada en la simulacié (métodes de Montecarlo).

La majoria dels metodes s’acompanyen d’exemples senzills que en faciliten la
comprensio. A I’hora de desenvolupar aquesta guia s’ha posat el focus d’aten-
ci6 en l'aplicaci6 practica dels metodes exposats i en I'observacio dels resultats
més que en l’analisi rigorosa de l’error numeric, ja que aquest altim aspecte es

pot trobar amb facilitat en els manuals de referéncia.
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1. Interpolacié de funcions

A partir d'un conjunt de parelles de punts del planol, podriem preguntar-
nos si existeix una funcié p, d’un tipus determinat, de manera que el grafic
d’aquesta funci6é passés per tots aquests punts. Aquesta qiiesti6 s’anomena
problema d’interpolacid i el procés de cerca de la funcié p s’Tanomena inter-

polacid.

Posem, per exemple, que tenim la funcié6 f(x) = x> i dos punts de pas d’aquesta
funcio (xo,y0) = (1,1), (x1,1) = (2,4). Quina és la funcié p(x) que passa per
aquests dos punts? La resposta en aquest cas és la recta tinica y = mx + b, que
uneix tots dos punts i té aquest pendent:

2-1 3

m

b=4-3.2=-2,

ésadir, y=3x-2.

En general, les parelles de punts s’han d’expressar matematicament com a
(xx,vx), on k és I'index que farem servir per recorrer tots els punts donats. Con-
cretament, suposarem que tenim m+1 punts i, per tant, k =0, ...,m. D’aquesta
manera, si m =1, llavors tenim els punts {(xo,y0), (x1,¥1)}, si m = 2, llavors te-
nim el conjunt de punts {(x¢,)0), (x1,1), (x2,y2)}, 1 aixi successivament. A més,
suposarem que aquests punts son diferents dos en dos, és a dir, x; # x; si k #i.

Volem veure si existeix alguna funci6 p tal que p(xx) =y, perak=0,...,m.

Exemple 1

El valor de l'acceleraci6 de la gravetat en un punt de la superficie terrestre que es troba al
nivell del mar depén de la latitud. Experimentalment, s’ha comprovat la correspondéncia
donada en la taula segtient:

Taula 1
Latitud (en graus) Acceleracié de la gravetat (en m/s%)
0 9,780350
30 9,793238
45 9,806154
60 9,819099
90 9,832072

Mesures de la gravetat en diferents latituds

El problema de la interpolaci6 consisteix a trobar el valor de la gravetat a Barcelona, que
esta situada en una latitud de 41 graus i 25 minuts.
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La resoluci6é d'un problema d’interpolaci6 és d’utilitat en moltes situacions, en
particular quan la procedencia dels punts (xg,yx) és experimental. En 'exemple
1 hem considerat un procés en el qual, per determinats valors d'una variable
x (latitud), s’obté un resultat expressat per a la variable y (acceleraci6 de la
gravetat). Suposem que coneixem experimentalment la resposta y, obtinguda
sota condicions x; i que ens interessa trobar el resultat y que obtindriem si
tinguéssim unes condicions x no experimentades, com, per exemple, saber el
valor de la gravetat corresponent a la latitud de 41 graus i 25 minuts.

Podem pensar que els punts donats formen part de la grafica d’'una funci6
f que voldriem coneixer almenys aproximadament i de la qual tnicament
sabem que f(xx) = yx, per a k = 0,...,m. Aquesta situacié és freqiient en la
ciéncia i la técnica, i ens condueix al problema tipic d’interpolaci6 en el qual
no aproximem nombres, siné funcions. En la figura 1 hem representat en
color blau els cinc punts de la taula 1.

Figura 1
Gravetat
9.78 9.79 9.80 9.81 9.82 9.83

1 1 1 1 1 1
o e

0c

pnyyeT
oy
[ ]

Acceleraci6 de la gravetat

Quan es planteja un problema d’interpolacié com el que acabem de veure,

podem formular-nos les preguntes segiients:

e De quin tipus ha de ser la funci6 p que busquem (polinomica, trigonome-

trica, racional, etc.)?

e Existeix la funci6é que estem buscant? I, si és aixi, és tnica?

e La funci6 p és una bona aproximaci6 de la funcié f en els punts en que no

coincideixen?
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1.1. Interpolacié polinomica

Donats m + 1 punts d’interpolacié (x,fx), Kk = 0,..., m amb x; # x; si k # i,
anomenarem interpolacié polinomica la determinacié d’un polinomi p(x)
de grau menor o igual que N tal que

p) =fi, k=0,...,m.

Quan f; representi el valor d’'una certa funcio f a x;, parlarem d’interpolaci6é
polindmica de la funcio f en les abscisses d’interpolacio x;.

Per donar resposta a les tres preguntes anteriors, comencarem dient que la
funcié p que busquem formara part del conjunt de polinomis de grau més
petit o igual que N per a un cert valor de N, és a dir, p(x) sera

px) = anxN +an XN+ v aix + ag.

Per determinar aquest polinomi, haurem de coneixer el valor dels N + 1 coefi-
cients agp,as, . ..,ay. Si ay és no nul, direm que p(x) té exactament grau N.

En relaci6 amb la segona pregunta formulada, podem afirmar que existeix un
anic polinomi p,(x) de grau més petit o igual que N = m, tal que pm(xx) =
fx per a k = 0,...,m. El polinomi pn(x) s’Tanomena polinomi interpolador
de f en les abscisses x;,k = O,...,m. Aquesta afirmaci6 és certa. Per fer-ho,
considerem un polinomi pu(x) = ag + a1x + - - - + amx™. Després d'imposar les
condicions d’'interpolaci6, obtenim un sistema lineal d’equacions m+ 1 en les

m+ 1 incognites ag, ai, ..., am:

g+ Xo+ - +amxg = fo
Ao+a1x1+---+amxl’ = f
ag+ a1 Xm+ - +amXym = fm

El determinant de la matriu del sistema és el determinant de Vandermonde
i té aquesta forma:

1 xo xg'
1 x X
= [ Jo—x.
k>i
1 xm - X7

Observem que aquest determinant és diferent de zero, ja que x; # x; si i # k.
Per tant, el sistema plantejat és compatible determinat amb una tnica solucio

ao,d1, - . . ,am, coeficients de 1'inic polinomi interpolador.

Productori

La lletra IT majascula denota
el productori, també conegut
com multiplicatori o
simplement producte. Es una
notacié matematica que
representa una multiplicacié
els factors dels quals sén els
que hi ha entre paréntesis,
variant els subindexs d‘acord
amb la condici6 que hi ha
sota del simbol.
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El meétode que acabem de descriure per trobar p.(x) resulta especialment labo-
rids quan m és gran. En el subapartat 1.2. estudiarem el metode de Lagrange i
el de les diferencies dividides de Newton, respectivament, amb el proposit de
facilitar aquesta tasca.

Finalment, en relaci6 amb la tercera pregunta que hem formulat, ens interessa

tenir un criteri per “mesurar la proximitat” del polinomi p(x) a la funcio f.

Diem que una funci6 és derivable amb continuitat en l'interval (a,b) si existeix

la derivada de la funci6 en tots els punts de l'interval i si, a més, la funci6 Lectures

complementaries

derivada és continua en cada punt de l'interval. Aquests tipus de funcions

s6n de classe C! en l'interval (a,b) i es representen com a f € C!(a,b). De la Per a un estudi a fons sobre
funcions derivables, es

recomana llegir la guia de

(a,b) i ho escriurem com a f € C"™1(a,b), si f pot derivar-se n + 1 vegades en Continuitat i derivabilitat
(PID_00224048).

mateixa manera, direm que f és n + 1 vegades derivable amb continuitat en

(a,b) ila derivada n+ 1 de f és continua en (a,b).

Suposem, per tant, que f és de classe C"*! en (a,b) i que x; € (a,h),k=0,...,m;
llavors, per a tot qualsevol punt x de I'interval (a,b) tenim 'expressi6 seglient
per a l'error d’'interpolaci6:

(m+1)
ﬂ@—ﬁ%ﬂ=E@ﬂ%%n&—mxmqn“.@_ﬁ&

en que &(x) depen de x i pertany al minim interval que conté les abscisses

X0,X1, - .. ,Xm 1 X, que indicarem com a < X, ..., Xm,X >.

1.2. Metodes de calcul del polinomi interpolador

En aquest subapartat destacarem els métodes de calcul del polinomi inter-
polador coneguts com a metode de Lagrange i métode de les diferéncies

dividides de Newton.

1.2.1. Metode de Lagrange

Es pren com a expressié del polinomi interpolador aquesta formula d’inter-

polacié de Lagrange:

[Tix(x—xi)

— " k=0,...,m.
Hi;/k(xk_xi)

P =" fik(®), h(x) =

k=0

Els polinomis Ix(x) reben el nom de polinomis de Lagrange. Es pot observar
que el grau de li(x) és igual a m i que ly(x;) = 8y,i,k =0...,m. Per tant, pm(x;) =

,i=0,...,m, que és el que voliem.
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Exemple 2

Calculeu f(3) per interpolaci6 ctibica a partir de les dades de la taula:

x|1 2 4 5

I

0 2 12 21

Observem que en aquest cas m = 3. Els polinomis de Lagrange associats als punts de la
taula son:

(-x)x-x)(x-x3) _ 1 112 458
e e e 540+ 38x 1122 +.x%),
(X -x0)(xX-x)(x-x3) _ 1 ~10x% +x°
% a0 Tt 6( 20 +29x — 10x? + x%),

(x-x0)x-x)(x-x3) _ 1 -8x% +x°
(x2 = %0)(x2 = X1)(X2 = X3) IO IS

lo(x) =

hx) =

L(x) =

i

I3(x) =

(x-x0)x-x1)(x-x) 1 o
(s —%0) (53 —x)(x3 —x7) 1200 T =T

I el polinomi interpolador és:

P30 = folo(®) + il (00 + folo () + () = (-84 2x+ 5 +.5%).

Finalment, el polinomi interpolador en x = 3 val % ~ 5,83.

1.2.2. Metode de les diferéncies dividides de Newton
Expressem ara el polinomi interpolador de la manera segiient:

Pm(x) =co+c1(x—X0) + C2(X = X0)(X —X1) + - - - + Cm(X = X0) (X —X1) - - - (X = Xp1).

El métode de les diferéncies dividides ens permet calcular els coeficients ¢;,j =
0,...,m, mitjancant la construccié de les anomenades diferencies dividides,

definides per:

f[xi] = i;i=0r~~~1mr
X1, - Xl =X, - Xl
Xivj+1 — Xi

flXiXis1, - - Xigj Xisje1] =

i=0,...m-jj=0,...,m-1.

L'esquema de construccio de les diferencies dividides de Newton és el segiient:

xo | [[xo]
fx0,x1]
x1 | flx] f[x0,X1,X2]
fx1,x2] f[x0,%1,%2,X3]
X2 | flx2] flx1,%2,X3]
fx2,x3]
x3 | flxs]
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Es pot provar (per inducci6é sobre m) que el polinomi p(x) de grau més pe-
tit o igual que m també és donat per la férmula d’interpolacié de Newton
seguent:

Pm(x) =f [xo0] + f[x0,X1](x = X0) + [ [X0,X1,X2] (X = X0) (X = X1) + - - -

+f[xo X1, Xm] (X = X0) (X = X1) -+ - (X = Xin-1),

on ¢ = f[xo,X1, ... X

El metode de les diferéncies dividides de Newton, a més de ser un procedi-
ment interessant per al calcul explicit del polinomi interpolador, té l'avan-
tatge que, si s’hi afegeixen més punts d’interpolaci6, permet aprofitar tota la
feina feta. Per construir el nou polinomi interpolador només cal continuar
I’esquema de construcci6é de difereéncies dividides i calcular els nous coefici-

ents Cmi1,Cme2, - - -, aprofitant d’aquesta manera tots els calculs previs.
Exemple 3
A partir de la taula segiient de la funci6 f(x) = ¢*, calculeu el valor aproximat de /e per

interpolaci6 cabica emprant el metode de Newton.

. ‘ 0,0 0,2 0,4 0,6

f(x)‘l,OOOO 1,2214 11,4918 1,8221

La taula de diferencies dividides de Newton és:

0 | 1,0000
1,107
0,2 | 1,2214 0,6125
1,352 9,68125
0,4 | 1,4918 0,74875
1,6515
0,6 | 1.8221

El polinomi interpolador és:

p3(x) =1+1,107x+0,6125x(x - 0,2) +

O3 4k~ 0,2)(x- 0,4,

113,0395

=1 -
queenx= 3 valx=—¢

1.3. Interpolacié per trams

A mesura que el nombre de punts d’interpolacié s'incrementa, el grau del
polinomi interpolador també creix. Aquest fet dificulta el calcul del polinomi

interpolador per qualsevol dels dos metodes que hem vist en el subapartat 1.2.
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Es més, encara que un polinomi interpolador de grau elevat passi pels punts
donats, és possible que fluctui ampliament entre dos punts. Aquest fenomen
es coneix com a fenomen de Runge i esta il-lustrat en la figura 2, on hem

representat la funci6é de Runge
1
=125

(linia de color negre) i hem calculat el polinomi interpolador de grau 10 uti-
litzant punts equidistants entre -1 i 1 (linia de color blau). Com es pot ob-
servar, el polinomi interpolador oscil-la ampliament quan ens aproximem als
extrems de l'interval d’'interpolacié.

Figura 2

2.0

— Funci6 de Runge
——Polinomi interpolador

0.5 4

0.0 4

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Fenomen de Runge

La interpolacid per trams ofereix una alternativa al calcul del polinomi inter-
polador tal com el coneixem fins ara. Un enfocament inicial a la interpolaci6
per trams podria ser 'anomenada interpolacié per trams lineal, que consis-
teix a fer una interpolaci6 lineal (polinomi interpolador de primer grau) entre
cada parell de punts consecutius al llarg de '’eix d’abscisses. Com a resultat
de la interpolaci6 lineal per trossos, obtenim una funcié continua perd no
derivable, ja que presenta un pic en cadascun dels punts on s'uneixen dos
polinomis interpoladors de primer grau i, per tant, les derivades laterals no
coincideixen. Podem observar aquests pics en la figura 3, en la qual il-lustrem
la interpolacio per trams lineal utilitzant el conjunt de punts de la taula 1. La
derivabilitat és una propietat desitjable que satisfa la interpolacié per trams
quan fem servir splines ctbics.

Gravetat

Figura 3 978 979 980 981 982  9.83
1 1 1 1 1 1

0c

oy
|

pnieT

08

Interpolaci6 per trams lineal
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1.3.1. Splines cabics

Els splines ctbics proporcionen una corba suau i derivable malgrat que sigui

una interpolaci6 per trams.

Suposem que tenim un conjunt de n punts per interpolar (x1,¥1), ..., (Xn,Vn).
Definim §; com la funci6 ctbica polinomial que representa la corba sobre el
domini [x;,x;,1]. Per a aquests n punts tindrem, per tant, n— 1 polinomis ca-
bics interpoladors $1,S3, . . .,S,-1, sobre els dominis [x1,x2], [x2,x3], ..., [Xn1,%n]
respectivament. Inicialment considerarem que cadascun d’aquests polinomis

té la forma segtient:
Si(x) =di(x-x)° +c;(x—x)? +bi(x-x) +a;, i=1,...,n-1.

Si fem servir un polinomi d’aquest tipus per a cadascun dels intervals, tenim
en total 4(n - 1) = 4n - 4 incognites que corresponen a a;,b;,c;,d; per a les
n—1 equacions. Ates que volem que 1I'spline sigui continu i derivable, tindrem,
finalment, el sistema d’equacions segiient:

Six) = v, i=1,...,n-1,
SiXiv1) = Vi1, i=1,...,n-1,
Si(xis1) = Sy, i=1,...,n-2,
Sl (xiy1) = Shi(xi1), i=1,...,n-2,

Les dues primeres equacions ens asseguren que si avaluem el nostre spline en
un dels nodes (o punts x;) interns, el resultat és I’esperat, y;. La tercera equacio
ens assegura que tenim una derivada continua en cada node intern, mentre
que la quarta equaci6 assegura una segona derivada continua, la qual cosa

significa que la primera derivada és diferenciable.

Aquestes condicions ens porten a tenir un total de 4n-6 equacions amb 4n-4
incognites, la qual cosa fa que el sistema sigui compatible indeterminat. Po-
dem solucionar aquesta indeterminacié incloent-hi les dues condicions addi-

cionals S (x1) = 011 S/ ;(xs) = 0. Aquestes dues condicions asseguren que, en
els dos punts extrems x; i x,, la primera derivada és lineal i, per tant, la funcio
spline continua anant en la direcci6 que havia pres. Aquesta construcci6 ens

condueix a ’lanomenat spline natural.
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2. Derivacio i integracié numerica

2.1. Derivacio numeérica

La derivaci6 ens proporciona una mesura del ritme o la velocitat de canvi
d'una determinada quantitat. Els ritmes de canvi de quantitats apareixen en
moltes disciplines, especialment en la ciéncia i I'enginyeria. Alguns dels exem-
ples fonamentals es troben en la relaci6 entre la posicié d'un objecte, la seva
velocitat i I'acceleraci6. Si la posicié x d'un objecte que es mou al llarg d’'una

linia recta és coneguda com una funcié del temps,

x=f(),

llavors la velocitat de 'objecte v(t) és la derivada de la posicié pel que fa al
temps,

v="r(0).

De manera similar, I’acceleracié de 1'objecte a(t) és la derivada de la velocitat

pel que fa al temps,

a=v().

Es important assenyalar que les derivades també exerceixen un paper fona-

mental en el calcul dels valors maxims i minims d’una funcié.

Tot i que hi ha regles conegudes per derivar les funcions més usuals, no sempre
es poden fer servir, com quan les funcions s6n donades per taules de valors.
En aquests casos, hem de recorrer a técniques numeriques que, partint dels
valors de la funcio en certes abscisses, ens permetin calcular una aproximacio
al valor d’alguna de les seves derivades en una abscissa propera. Aquestes tec-
niques numeriques també es fan servir per resoldre equacions diferencials en
els casos en que no es poden resoldre analiticament (una equacié diferencial
és una equaci6é que relaciona una funcié amb les seves derivades, i resoldre
una equacio6 diferencial consisteix a trobar aquesta funcio).

La derivacié6 numerica d'una funcié f derivable en a € R consta de dues
etapes:

e Construcci6 del polinomi interpolador p(x) a la funcié f en una familia

d’abscisses xo,X1, . ..,Xxm (qQue convindra que siguin properes a a).

e Derivacio del polinomi p»(x) i avaluacio en a, amb la férmula de derivacio

numeérica: f’(a) ~ pm(a).
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Les férmules obtingudes reben el nom de férmules de derivaci6 interpola-

tories.

Suposem que volem aproximar la derivada d’una funcié f a x = a fent ser-
vir les abscisses xop = a i x; = a + h. En aquest cas, el polinomi interpolador
p1(x) €s de primer grau. Tal com hem vist en el subapartat 1.2.2., el polinomi

interpolador és:
p1(x%) = flxol +fx0,x1](x — Xo0)

i, per tant, P/l(a) = f[XOle] = W

aproximacio a la primera derivada de la funcio f en un punt x = a,

. D’aquesta manera, hem obtingut una

10y, fla+h)—f(a)
El procediment anterior es pot repetir per aproximar la segona derivada de [

a x = a, que denotarem com a f"(a). Considerem les abscisses xo = a —h,x; =

a,xp = a+ hiel polinomi interpolador segiient:

p2(x) = flxol + fX0,x1](x = X0) + f[x0,X1,X2] (X = X0) (X = X1).

Si derivem dues vegades el polinomi interpolador p,(x) i I'avaluem en x = g,

obtenim

F(a) ~ 2f o1 %] = |

(a+h)-2f(a)+f(a-h)
h2 ’

Exemple 4

Ara cal aprendre a fer servir les formules que hem vist per aproximar la primera i la
segona derivada de la funcié f(x) = In(x) a x = a = 1. En aquest cas, sabem que f”(x) = %
if"(x) = —Xiz i, per tant, f/(1) = 1,f”(1) = -1. Si considerem h = 0,1 i les férmules de
derivaci6 interpolatories per a la primera i segona derivada, obtenim:

f(1+0,)-f(1) In(1+0,1)~In(1) _ 0,0953

1) ~ - o ~ =0T = 09531
i
1) ~ f(1+0,1)- %}j(llz) +f(1-0,1) ~ 0’0953());)?’1054 = ~1,0050.
2.2. Integracié numeérica
La integraci6 apareix sovint quan resolem problemes d’enginyeria i ciencies. Lectures

complementaries

Un dels exemples més simples en 'aplicaci6 de la integraci6 apareix en el cal-

cul de la longitud d’una corba. Quan tenim dibuixada una corba en el planol Per a un estudi a fons de les

que és donada per 1'equaci6 y = f(x), la longitud L de la corba entre els punts integrals definides, es
. p . . recomana llegir la guia
x=a1ix=>b és donada pel que anomenem integral definida, Integraci: Integral de

Riemann (PID_00224050).

L=/ﬂﬂ+¢@ww,
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en que /1+ (f’(x))? s’'anomena integrant i és una funci6 de la variable inde-
pendent x. Els valors a i b es denominen limits d’integracio.

El valor de la integral definida és un nombre. Per calcular-lo, és necessari tro-
bar una primitiva de l'integrant, és a dir, una funcio6 la derivada de la qual sigui
la integrant. Finalment s’avalua aquesta primitiva en els limits d’integraci6 a
i b. Vegem un exemple que il-lustri aquests conceptes.

Exemple 5

Estem interessats a calcular la longitud de la recta f(x) = x entre els punts x = 0ix = 5.
En aquest sentit, calcularem el valor de L seguint la férmula anterior:

Lz/s\/1+12dx=\/E/Sldx=\@-[x]8=5\/§,
0 0

en qué hem emprat el fet que x és una primitiva d’1 i la regla de Barrow:
5
/ ldx=[x]3=5-0=35.
0

En general, donada una funci6 f definida sobre un interval fitat [a,b], la forma
general de la integral definida sera donada per

b
1) = / F(0dx

i representa l'area delimitada per la funcio, les rectes verticals x = a,x = b i 'eix
d’abscisses.

La quadratura o integracié numeérica consisteix a donar férmules aproxima-
des per al calcul de la integral J(f) de f. Aquestes férmules poden ser de gran
utilitat quan la integral no es pot calcular per meétodes analitics (per exemple,
la funcio6 f(x) = e no té primitiva i és de summa importancia en probabilitat,
ja que apareix en la distribuci6 normal estandard). També pot passar que no
convingui fer-los servir perqueé resulten complexos d'utilitzar i ens conformem

a coneixer J(f) amb una precisi6 donada.

2.2.1. Formules d’integracio interpolatoria

Amb la finalitat de calcular /(f) de manera aproximada, en aquest subapartat
estudiarem dos metodes d’integracié numerica basats en el polinomi interpo-
lador: la regla de Simpson i la regla dels trapezis. Més concretament, aproxima-
rem f, per un polinomi interpolador piu(x), a m+ 1 abscisses de 1'interval [a,b]
(@< xp<x3 << xm < Db)icalcularem de manera exacta J(pm). D’aquesta

manera obtindrem una aproximacio a J(f):
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b b
1) = / FOOdx = J(pm) = / (). (1)

Ates que les férmules que veurem es troben mitjancant la integracié d'un
polinomi interpolador de grau m, reben el nom de férmules d’integracid

interpolatoria de m + 1 abscisses.

Tal com s’ha vist en el subapartat 1.2.1., el polinomi interpolador de Lagrange
depén del segiient:

[Tx-x

m Rary L= k-0,
Pm(X) gfk KX),  L(x) H(Xk_xi) m
ik

Si integrem la férmula d’interpolaci6é de Lagrange, obtenim a partir de (1) la

féormula d’integracié numerica segiient:

b m b
/ fodx =~ > Wife, W= / L(x)dx,k=0,...,m. 2)
a =0 a

Els coeficients W, els anomenats pesos de la formula d’integracio, depenen
de l'interval [a,b] i de les abscisses xy, ...,xn, perdo no depenen de la funcio f.
En el subapartat 1.1. ja hem vist que el polinomi interpolador p(x) és tnic
i, per tant, la férmula (2) és exacta per a polinomis de grau més petit o igual
que m. Aquest fet ens proporciona una manera de calcular els pesos Wy sense
necessitat de calcular les integrals de I;(x). Aixi doncs, imposem que la férmu-
la (2) sigui exacta per als polinomis 1,x,x2,...,x™ i es resol el sistema lineal
resultant. Aquesta metodologia de calcul dels pesos s’'anomena metode dels

coeficients indeterminats.

Vegem un exemple de férmula d’integracié numeérica basada en el polino-
mi interpolador de segon grau d'una funci6 g(f) en les abscisses —1,0 i 1. En
concret, volem trobar els pesos d'integracié w_1,wyp i w1, de manera que la for-
mula d’integracié numerica segiient sigui exacta per a tots els polinomis de

grau més petit o igual que 2, en queé g1 = g(-1),80 =8(0) i g1 = g(1):

1
/ g(B)dt =~ w_18.1 + Wogo + W141.
-1

Si imposem 1'exactitud de la férmula per a g(t) 1,t,t2, s’'obté aquest sistema

lineal:
Wi o+ W + wp o= 2
-W_1 + wy = 0 ’
W + w = 3

la soluci6 del qual és w_; = wy = %,wo = %, la qual cosa dona lloc a la férmula
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d’'integracié numeérica segiient:
! 1
[ st = 3+ a0 +50.
-1

Aquesta férmula es pot traslladar a qualsevol interval [a,b] mitjancant el canvi
-1 0, equivalentment, x = 22t + %P la qual cosa dona lloc

X—

de variables ¢ = 2772
a 'anomenada férmula de Simpson:
b b-a a+b
| a2 @ var (250) 4 o)) @)
a
®)

que també s’escriu d’aquesta manera:

c+h
[ feodxs S ifem+4f@ + e+,

enquéc=%jih="t2
Es interessant assenyalar que sobre els polinomis de grau 3, les férmules (4) i
(5) també son exactes, ja que si g(t) = t> els dos membres de (3) s6n nuls.

Exemple 6
Considerem la integral segilient:
%
/ sin(x)dx = 1.
0
Si aproximem el valor de la integral fent servir la férmula de Simpson en 'interval [a,b] =

{4? + 1} ~ 1,0023.

s

[0,7], s’obté aquesta formula:
/T
) +sin (zﬂ s

SIE]

s

2
/ sin(x)dx =~
0
Si considerem el polinomi interpolador de primer grau en les abscisses x = a i

-0
2" . .
[sm(O) + 4 sin (

X = b, obtenim I'anomenada férmula del trapezi:

b
| a5 @+ o,

que també s’escriu d’aquesta manera:

b h
[ xS ir@ o,

onh=b-a.
Observem que, en aquest cas, 'area delimitada per la funcio f, les rectes x = a,
x = b i l’eix d’abscisses s’aproxima per l'area del trapezi de bases f(a),f(b) i

altura b-a.



FUOC e PID_00266168 19 Interpolaci6, derivaci6 i integracié numeérica

Exemple 7

Considerem de nou la integral de ’exemple 6:

T

/7 sin(x)dx = 1.
0

Si aproximem el valor de la integral fent servir la férmula del trapezi en l'interval [a,b] =
[0,7%], s’obté aquesta férmula:

s s

/07 sin(x)dx ~ 72_0 [sin) +sin ()] = = 0,7854.

Les formules del trapezi i de Simpson s6n un cas particular de les anomenades
formules tancades de Newton-Cotes, que s’obtenen considerant m+1 abscis-
ses equidistants en 'interval [a,b]. Aquestes férmules sén exactes fins i tot per
a tots els polinomis de grau m + 1 quan m és parell (o, de manera equivalent,
quan el nombre d’abscisses és imparell), tal com succeia amb la férmula de

Simpson (m = 2).

Normalment les férmules d’integracié numeérica no s’apliquen sobre tot I'in-
terval [a,b], sin6 sobre subintervals de [g,b]. Aixi és com tenen lloc les regles
compostes d’integracié numerica. Aquestes regles d’integraci6 ens proporci-

onen millors resultats en 'aproximacio.

Si dividim l'interval [a,b] en M parts iguals i en cadascuna d’elles apliquem la
féormula del trapezi, obtenim I'anomenada regla dels trapezis:

/bf(x)dx ~T(h) = g[f(a) +2f(a+h)+2f(a+2h)+---+2f(b-h)+f(D)],

obtinguda en descompondre la integral inicial com la suma de les integrals en
les M parts de longitud h = % en que s'ha dividit 'interval [a,D]:

b M-1 M-1
1= [ foodx=3" [ foodx=Y 1)
4 k=0 Xk k=0

onx=a+khk=0,... MiJ(f)= [[*" f&)dx ~ §[f(x) + [ (Xgsa].

Xk

Exemple 8

En I'exemple 7 hem vist que la integral del sinus entre 0 i 7, el valor exacte del qual és
1, podia calcular-se de manera aproximada mitjancant la férmula del trapezi. D’aquesta

manera, s’'obtenia el segiient:
/2 sin(x)dx =~ 0,7854.
0

Apliquem a continuaci6 la regla dels trapezis composta al calcul de la mateixa integral
dividint l'interval d’integraci6 [0,7] en quatre parts iguals, és a dir, posem que M = 4.
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En

D’aquesta manera, h = g i, per tant:

T (E) =T {sin(O) +2sin <E> + 2sin <E) + 2sin (3—11) + sin (E)] ~ 0,9871.
8 16 8 4 8 2

Podem observar que, si fem servir la regla dels trapezis, el resultat aproximat s’apropa
més al valor exacte que si utilitzem la férmula del trapezi i, per tant, I’error que cometem
en el calcul és menor.

canvi, si dividim [a,b] en 2M parts iguals i apliquem en cada interval de

longitud h = % la féormula de Simpson, obtenim la regla de Simpson:

on

b
| foodx s,

S(h) = g[f(a) +4f(a+h) +2f(@+2h) +4f@+3h) - -+ 2f (b-2h) + 4F (b—h) + f ()]

En

Exemple 9

En I'exemple 6 hem vist que la integral del sinus entre 0 i 7, el valor exacte del qual és
1, podia calcular-se de manera aproximada mitjancant la férmula de Simpson. D’aquesta

manera, s’obtenia el segiient:
/ ® sin(x)dx ~ 1,0023.
0

Apliquem a continuaci6 la regla de Simpson composta al calcul de la mateixa integral
dividint l'interval d’integraci6 [0,7] en quatre parts iguals, és a dir, posem que M = 2.
D’aquesta manera, h = g i, per tant:

s(Z)y=T sin(0)+4sin<E +Zsin(E)+4sin<3—TL +sin<E) =~ 1,0001.
8 24 8 4 8 2

Podem observar que si emprem la regla de Simpson, el resultat aproximat s’apropa més
al valor exacte que si fem servir la férmula de Simpson i, per tant, I’error que cometem
en el calcul és menor.

aquest subapartat hem estudiat férmules d’integraci6 interpolatoria per a

dues abscisses (férmula del trapezi) i per a tres abscisses (férmula de Simp-

son). En general, les formules d’integracio interpolatoria de m + 1 abscisses

Xo0,X1, . ..,Xm, Obtingudes integrant el polinomi interpolador en aquestes abs-

cisses, son exactes per als polinomis de grau més petit o igual que m. Aixo

succeeix per a qualsevol eleccié que fem de les abscisses dins de 'interval d’'in-

tegraci6. Una eleccié adequada d’aquestes m + 1 abscisses podria proporcionar

féormules d’integracié numerica de m + 1 abscisses, exactes per a polinomis de

grau més petit o igual que 2m+1. Aquestes férmules reben el nom de férmules

gaussianes.

Lectures

complementaries

Podeu ampliar les férmules
gaussianes en el capitol 4
d’A. Delshams; A.
Benseny; A. Aubanell
(1998). Utiles bdsicos de
cdlculo numeérico. Barcelona:
Servei de Publicacions de la
Universitat Autonoma de
Barcelona.
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2.2.2. Meétode d’extrapolaciéo de Romberg

La integraci6 de Romberg és una extensié relativament directa de la regla
dels trapezis, que consisteix a fer servir iteracions refinades d’aquest metode
per explotar el seu comportament en el limit i produir una estimacié de la in-

tegral.

T(h) és el valor de la integral que aproxima a

b
ﬂﬂ=/“ﬂmw,

mitjancant subintervals de longitud h = % fent servir la regla dels trapezis, tal
com hem vist en el subapartat anterior. El métode d’extrapolacié de Rom-
berg combina dues aproximacions d’integracié numerica per obtenir un tercer

valor més exacte:

4T(h/2)-T(h)
3 .

J(F) ~ (6)

Per entendre el metode, podem pensar que es treballa en diferents nivells d’a-
proximaci6. En un primer nivell, anomenat nivell 0, apliquem la regla dels
trapezis duplicant cada vegada el nombre de subintervals. D’aquesta manera,
comencarem amb un subinterval, a continuacié amb dos, després amb quatre,
i aixi successivament. Posteriorment, passarem al nivell 1 d’aproximacié. En
aquest punt aplicarem la férmula (6) fent servir les parelles contigiies del ni-
vell anterior. Atés que la relacio (6) és recursiva, podem refinar ’aproximaci6

incloent-hi més nivells d’aproximaci6. En general:

k
41— Lk

J(F) =~ L = F1 ,

en que oo = %% [f(a) +f(b)] és la formula del trapezi, I; és la regla dels tra-
pezis amb h = l’z‘}—.“ i k representa el nivell d’aproximaci6. Fent servir aquestes
funcions de referéncia, I;; pot trobar-se iterativament com una matriu trian-
gular inferior en que cada element es calcula amb el valor de la seva esquerra i
el de sobre de la seva esquerra. Per entendre millor I'algorisme, podem seguir
I'esquema que hi ha a continuaci6. El nombre de nivells d’aproximacié que
s’aconsegueixen depén de les aproximacions que s’hagin fet en el nivell 0, és
a dir, si comencem amb n aproximacions en el nivell 0, llavors podrem arribar

fins al nivell n—1. D’aquesta manera, es completarien n nivells d’aproximacio.

Nivell O (regla

dels trapezis: I; ) Nivell 1 ;1) Nivell 2 (I;)
-1,
Ioo=T(h),h=b-a
Il,O = T(h),h = % [111 = M
IZ,O = T(h),h = % 12,1 = % 12'2 = %

Lo=Th)h="5 Iy, =05k Iy = 1o

i
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Exemple 10

Farem servir el meétode de Romberg per aproximar la integral segiient:
[
b

en la qual tenim en compte tres nivells d’aproximacié en total. Per fer-ho comencarem
calculant tres integrals de nivell O, és a dir, aplicarem la regla dels trapezis pera h=1,h =
% ih= %. Si fem un esquema com l'anterior, ens queda el segilient:

Nivell O Nivell 1 Nivell 2
In,0 =1,859140914
Ii,0=1,571583165 L1 =1,475730582

L0 =1,490678862 I, =1,463710761 L, =1,46290944

D’aquesta manera, conclourem que el valor de l’aproximacié mitjancant el metode de
Romberg a la integral donada és el que es mostra a continuacio:

1
/ ¢~ 1,46290944.
0

2.2.3. Meétodes de Montecarlo

Els meétodes de Montecarlo s’han fet servir des de fa molts anys en diverses
arees de la matematica aplicada. Els economistes fan servir aquest tipus de
metodes per modelitzar resultats potencials de I’economia, mentre que els
fisics els fan servir per determinar les possibles trajectories de certs processos
estocastics. Les finances, I'enginyeria i moltes altres disciplines han adoptat
metodes de Montecarlo per comprendre millor certs processos aleatoris. El
nom Montecarlo prové de Monaco, famos pels casinos i les apostes. El nom
il-lustra la importancia de 1’aleatorietat, ja que els algorismes de Montecarlo

fan servir generadors de nombres aleatoris.

Els metodes de Montecarlo també es poden fer servir en integracié numerica
per a qualsevol nombre arbitrari de dimensions. La integracié de Montecarlo
fa servir el mostreig aleatori d’una funcié per calcular numeéricament una esti-
macio de la seva integral sobre un domini donat. Suposem que volem calcular
la integral de dimensio6 de nivell 1 segiient:

b
1) = / Fodx.

Podem interpretar aquesta integral en termes de l’esperanca matematica de la
variable aleatoria f(U), que escriurem com a E(f(U)), en qué U és una variable
aleatoria que segueix una distribuci6 uniforme en [a,b], ja que es compleix el
seguent:

b b
B = [ f- pldi=p1 [ roa,

Lectures

complementaries

Es recomana llegir I'apartat
4 de la guia de Variables
aleatorias
(P0O8/75057/02305) per
entendre el concepte
esperan¢a matematica d’'una
variable aleatoria continua.




FUOC e PID_00266168 23 Interpolaci6, derivaci6 i integracié numeérica

ateés que la densitat de probabilitat d'una distribuci6 uniforme en [a,b] pren el
valor ;L per a tot punt de [a,b] i val zero fora d’aquest interval. Per tant, hem

establert la relacié segiient entre el valor esperat i la integral:
b
[ Feodx= b-@EFW).
Ja

Sabem que, per I'anomenada 1lei forta dels grans nombres, el valor esperat
d'una variable aleatoria es pot estimar segons la mitjana de les mostres d’a-

questa variable aleatoria.

Per tant, aquesta integral pot aproximar-se fent la mitjana de les mostres de la
funcio6 f avaluada en punts aleatoris uniformement distribuits dins del domini
d’integraci6. Donat un conjunt de N variables aleatories uniformes U; en [a,b],

I’estimador de Montecarlo per aproximar J(f) és el segiient:
b 1
1= [ ooy~ v = b-ayg > FU),
a i=0

en que la variable aleatoria U; pot ser construida a partir d'una variable alea-
toria U; uniforme en [0,1] si U; = a + Ui(b-a).

La manera més practica de procedir per calcular la integral sera la segiient:

1) Generem N nombres aleatoris U; que segueixin una distribucié uniforme
en [0,1] (en llenguatge R, 'ordre més adequada és runif (N)). Com més gran

sigui N, millor sera el valor aproximat de la integral.
2) Calculem U; = a + U;(b - a) fent servir els U; que acabem de generar.
3) Calculem f(Uy),...,f(Uy) amb els U; del pas anterior i amb la funci6 f(x).

4) Finalment, apliquem la férmula Jx(f) = (b—a) 4 Zﬁ o f(Ui).

Exemple 11

Suposem que volem calcular una aproximacio a la integral segiient:

1
/ Sxtdx = 1.
0

Farem servir un meétode d’integraci6 de Montecarlo amb N punts i farem variar N per
observar que 'error es va reduint a mesura que augmenta N. Els resultats obtinguts sén
els segtients:

Taula 2
N In()
102 0,80098
104 1,00247
106 1,00031

Aproximacié de la integral per a diferents valors de N
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Observem que en l'exemple anterior, malgrat que es faci servir un nombre

s L. . L. . Lectures

elevat de punts, I’estimacio és bona només per a alguns digits. Si ho comparem complementaries

amb els metodes d’'integracié numerica que hem vist fins ara, els metodes de

Montecarlo s6n extremadament cars des d’'un punt de vista computacional ) cot
Computational methods for

per obtenir un resultat de baixa qualitat en 'aproximacié. L'avantatge dels numerical analysis with R.

metodes de Montecarlo, a més de la senzillesa d’'implementacio, radica en la E:l‘;/aé?ék: Cltzypaenn 5

seva habilitat per tractar integrals multiples.
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