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Introduccio

L'objectiu d’aquest material és servir com a text de suport en el curs de meto-
des numerics en la ciéncia de dades. S'hi inclou una breu introducci6 teorica
que creiem que és suficient, amb referéncies a manuals classics de metodes
numerics. Els problemes que hem seleccionat no satisfan tots els aspectes dels
metodes numerics relacionats amb 1’algebra lineal, perd en motivaran 1'as. A
meés, us proporcionaran les eines necessaries per resoldre qualsevol problema
d’algebra lineal i per dissenyar els vostres algorismes en el llenguatge de pro-

gramacio R.

En disciplines com la fisica, I'enginyeria o la ciéncia de dades sovint s'utilit-
zen els metodes numerics per resoldre problemes. Una vegada acabat el pro-
cés de discretitzacio, en el qual se substitueix el model continu per una versi6
simplificada en dimensio finita, generalment s’ha de resoldre un sistema d’e-
quacions que en la majoria dels casos és lineal. Els metodes de discretitzacio
més habituals son la interpolacié de funcions i I'aproximaci6é amb families de
funcions lineals. Tot i que no la treballarem en aquest material, la resoluci6
d’equacions en derivades parcials, tan habitual en sistemes dinamics, també
requereix la resoluci6 de sistemes d’equacions lineals. Aquest és el motiu pel
qual la resolucié numerica de sistemes d’equacions lineals és tan important i

nuclear en aquest material.

En aquesta primera activitat ens dedicarem a trobar els valors i vectors pro-
pis d’'una matriu quadrada i de les seves potencies i a trobar la soluci6 d’'un
sistema Ax = b, en el qual el nombre d’equacions és igual al nombre d'incog-
nites. Les tecniques que s’utilitzaran es poden classificar en metodes directes
i metodes iteratius. En els metodes directes hi ha la solucié en un nombre
finit d’operacions i la soluci6 seria exacta si no cometéssim errors en fer les
operacions. En els metodes iteratius s’utilitza una relaci6 de recurréncia que, a
partir d’'una estimaci6 inicial, permet determinar una successié de valors que

convergeix a la soluci6 que es busca.

A continuaci6é presentem un exemple amb un bon motiu pel qual és impor-
tant la resoluci6 de sistemes d’equacions lineals mitjancant metodes nume-
rics. Imagineu que esteu treballant en una empresa de qualitat i us demanen
que, a partir d'unes dades, comproveu la fiabilitat d’'un pont. Presentem el

problema en 'exemple segiient.
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Fxemple 1 Proveu-ho vosaltres

Les armadures son estructures lleugeres capaces de suportar carregues pesants. En el dis- N

seny de ponts, els membres de I’estructura estan connectats amb juntures rotatories de .
passador que permeten transferir les forces d’'un membre a un altre. La figura segiient Encara que ara se’mbll molt
mostra una estructura senzilla d'un pont que es manté en equilibri o de manera esta- complicat, d’aqui a unes
cionaria en 'extrem inferior esquerre (1), que es desplaga horitzontalment a l’extrem setmanes sereu perfectament
inferior dret (4) i que té juntures de passador en (1),(2),(3) i (4). Es col-loca una carrega capagos de r.esoldre-ho de
de 10.000 newtons a la juntura (5) i les forces que actuen sobre els membres de I'estruc- manera senzilla; per tant, us
tura tenen magnituds donades per fi,f2,f3,fs i fs, com s’observa a la figura. El membre de recomanem que intenteu
suport estacionari té una forca horitzontal F; i una forca vertical F,, perd el membre de resoldre aqugst sistema amb
suport mobil té una sola forga vertical F3. algun dels meétodes apresos.

10000 N

Si I’estructura esta en equilibri estatic, les forces a cada juntura han d’agregar-se al vector
zero, de manera que la suma de les components horitzontals i verticals de les forces a
cada juntura ha de ser zero. Aixo genera el sistema d’equacions lineals que expressem a

continuacio6:

Juntura del pont

Components horitzontals

Components verticals

1

P+ Zfi+f2=0

2fi-F2=0

2 P+ Pfi=0 Pfi-fi+3fa=0
3 —f2+f5=0 f3 - 10000 = 0
4 ~Bfi-fs=0 3fa-F3=0

Quan ja es tenen totes aquestes forces calculades, cal resoldre aquest sistema d’equacions.
Amb l'ajuda d’algun enginyer de I'empresa on sou, podreu posar aquest sistema lineal
en forma de matriu (s’ha reordenat el sistema per il-lustrar millor ’exemple):

SO O O O o o ©

S O o © o ©

(=)

S O o O O

S O HS S

ON‘EO ON‘

1 0 0 o0 Fy
0 0 0 0 F,
o o 1 o F3
o -1 3 o fi
-1 0 0 1 f
0 1 0 0 f3
0 0 - o0 fa
0 0 - 1 fs

S o o o

1)

10000

Obviament, la resolucié d’aquest sistema d’equacions pot comportar moltes

hores de feina. Encara que algun de vosaltres s’animés a fer els calculs de

manera manual, la realitat és que aquests sistemes d’equacions solen ser de

100 x 100 equacions.
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Aquest exemple demostra la necessitat de trobar una manera de resol-
dre adequadament aquest tipus de sistemes que no requereixi moltes
hores de calculs. Per fer-ho, podem emprar els metodes numerics; un
cop decidit i programat el metode, n’hi hauria prou d’introduir la ma-
triu i executar el codi. En qiiestié de minuts tindrem una soluci6, men-
tre que si intentéssim fer el calcul a ma podriem tardar hores o, fins i
tot, no podriem fer-lo.
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1. Error en els métodes numerics

Els calculs numeérics que s’efectuen amb calculadora o ordinador no sén iguals
que aquells que es fan en els cursos d’algebra o de calcul amb paper i llapis.
De les nostres experiencies passades, esperem tenir sempre expressions tan
veritables com 2 + 2 = 4 i (v/3)? = 3. Pero la veritat és que en l'aritmeética
computacional estandard (és a dir, I’aritmetica de punt flotant) tindrem alguns
casos en els quals les operacions no seran “tan veritables”. En efecte, el segon
dels exemples no és veritat del tot. Per entendre que passa haurem de fer una

breu introducci6 al terreny de I'aritmetica computacional.

En les matematiques tradicionals pot haver-hi nombres amb una quantitat
infinita de digits no periodics. L'aritmética que s’empra defineix v/3 com I'G-
nic nombre positiu que quan es multiplica per si mateix té com a resultat el
nombre enter 3. No obstant aixo, en 'ambit computacional, tot nombre és
representat com un nombre fix i finit de digits. Com que v/3 no té una repre-
sentacio de digits finits, a I'interior de I’ordinador se li dona una representacio
aproximada que el seu quadrat no sera exactament 3, encara que amb tota
probabilitat estara bastant a prop del 3 i resultara acceptable en la gran majo-
ria dels casos. Gairebé sempre, la representacié matematica de 1’algebra o de
I’analisi i I'aritmética computacional son satisfactories i passen inadvertides o
sense problemes, és a dir, deixem que l'ordinador o la calculadora decideixin
per defecte el nivell de precisi6 que tindra el nombre decimal.

Perd recordem que no sempre és aixi, i hauriem d’estar alerta davant els pro-
blemes que pugui ocasionar en els nostres calculs. Imaginem que fem calculs
per predir les vendes als nostres clients (un cas bastant probable en el vos-
tre futur laboral) i que estem treballant amb xifres molt grans, depenent del
volum del client. El “ball” d’algunes xifres pot ocasionar grans maldecaps en
els directius de I'empresa, ja que no quadraran els comptes previstos pels vos-
tres informes amb la realitat. Es a dir, I'error entre les vostres prediccions i la

realitat no sera acceptable.

Per tant, I'error d’arrodoniment sorgeix quan fem servir una calculadora o
ordinador per efectuar un calcul. L'error apareix perque les operacions aritme-
tiques fetes en una maquina inclouen un nombre finit de digits, de manera
que els calculs es duen a terme amb representacions aproximades dels nom-
bres reals. En un ordinador normal, tan sols un conjunt relativament petit de
nombres reals s'utilitza per representar tots els nombres. Per tant, l’error resul-

tant de reemplacar un nombre per la representacié decimal finita que en fan

Comproveu-ho vosaltres
mateixos

En I'enllag seglient podreu
comprovar vosaltres mateixos
com en alguns casos els

errors de precisié poden
afectar les operacions
matematiques:
https://support.microsoft.com/
es-es/help/78113/floating-
point-arithmetic-may-give-
inaccurate-results-in-excel
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les calculadores i els ordinadors rep el nom d’error d’arrodoniment. A con-
tinuaci6é volem introduir dues maneres de calcular la precisié d'una soluci6
calculada amb els metodes numerics. El primer que cal saber és que la soluci6
que tenim calculada és el que anomenarem aproximacio (ja que no sabem si és
la solucié exacta). Per tant, si p és una aproximaci6é d'un nombre qualsevol p,

lerror absolut és |[p-p| i I'error relatiu és % sempre que p # 0.

Per il-lustrar aquesta definici6, en posarem un exemple.

Exemple 2

Tenim el nombre p = 179,015625 i volem considerar dues aproximacions que ha fet 1’or-
dinador a aquest nombre, p; = 179,01560974 i p, = 179,01564025. Podriem preguntar-
nos quina de les dues aproximacions és millor, perd0 com podriem mesurar o validar
quina és millor? La soluci6 és senzilla, tan sols hem de fer servir els errors relatiu i abso-
lut.

En aquest cas, I'error absolut és:

|p—p1| = 179,015625 — 179,01560974| = 1,526 x 1075

(2)
|p - P2 = 1179,015625 - 179,01564025| = 1,525 x 1079
i l’error relatiu és:
-p 179,015625-179,01 74
p=pil _ [179,015625-179,01560974] _g 5,439 , 10708
| |179,015625|
3)

lp=pal _ [179,015625-179,01564025| _ ¢ o109 1008
7| 1179,015625|

Exemple 3

En aquest exemple veurem que, en fer operacions amb dos nombres qualsevol, és impor-
tant tenir en compte el nivell de precisié que es vol, és a dir, el nombre de xifres decimals
amb el qual es vol treballar. Com es veu en aquest exemple, segons el nombre de xifres
decimals que es trien, l'error pot ser molt petit o molt rellevant, la qual cosa provoca
que els calculs realitzats puguin no tenir el grau de precisi6 desitjat (és a dir, suposeu que
aquests nombres s6n milions, un error en aquests nombres pot suposar perdues grans
per a la vostra empresa).

Si tenim p = 0,54617 i g = 0,54601, el valor exacte de restar pi g és: r = p—q = 0,00016.
Suposem que la resta s’efectua amb quatre xifres decimals. En arrodonir p i g a quatre
digits tenim p = 0,5462 i § = 0,5460, respectivament. Per tant, 7 = p -4 = 0,0002 és
I'aproximacio a 4 digits de r.

Com que

[r=7 _ 10,00016 - 0,002|

=0,25 4
Irl |0,00016 ' @

el resultat té un sol digit significatiu, mentre que p i § eren exactes en els primers digits.

Consell

Com a mesura de I'exactitud,
I'error absolut no és tan
significatiu com I'error relatiu
i, a més, pot ser enganyos.
Per exemple, un error d'un
gram és molt més significatiu
quan es calcula la massa d’un
reactiu quimic que quan es
calcula la massa d’un avié.
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L'error és un element molt Gtil quan s’utilitzen metodes numerics. Mol-
tes vegades, el més important quan es realitzen calculs és 'error que
ens podem permetre. No és el mateix tenir un error d’'un metre en la
precisié d'un GPS que tenir un error d’'un metre mesurant la longitud
d’'una parcel-la urbana. Per tant, un bon consell per al vostre futur és
que seleccioneu l'error que “us podeu permetre” en fer els calculs o la
tolerancia i que empreu aquesta dada com a mesura de parada en els
metodes iteratius per a la resolucié dels sistemes d’equacions lineals.
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2. Nocions avancades d’algebra lineal: repas

Per resoldre les activitats d’aquesta assignatura és important dominar els con-
ceptes basics de 'algebra lineal, per la qual cosa recordarem alguns conceptes
basics que haureu estudiat en assignatures anteriors, aixi com la nomenclatura

que utilitzarem.

2.1. Matrius

Denotarem M, x,(K) 1'espai vectorial de les matrius de m files i n columnes en
que els coeficients del conjunt K sén generalment nombres reals (R) o nom-
bres complexos (C). En aquesta assignatura només treballarem en el conjunt
dels reals. Denotarem A7 la matriu n x m transposada de A, A* la seva matriu

conjugada i A la seva matriu adjunta (transposada de la conjugada).

A continuacié es fa un repas d’algunes de les definicions de 1’algebra lineal
que resultaran ttils durant aquest material:

e La matriu A és simeétricasi A =AT.
e La matriu A € M,,»,»(R) és unitaria si A~ = A%,
e La matriu A € My, u(R) és normal si A%A = AA™.

Per simplicitat de la notaci6, a partir d’aquest moment suposarem que A és

una matriu quadrada n x n.

Per a alguns dels calculs que farem amb els metodes de resolucié numeri-
ca de sistemes d’equacions lineals necessitarem algunes suposicions teoriques
que ens facilitin els calculs. Encara que moltes d’aquestes afirmacions ja son
conegudes per tots vosaltres, les recordarem amb la finalitat d’afermar aquests

coneixements. Si A € M, x»(K), les afirmacions segiients sén equivalents:

o A7l existeix.

o det(A) #0.

e [Elsistema lineal Ax = O té solament la soluci6 x = 0.

e Per a qualsevol vector b, el sistema lineal Ax = b té solucio tnica.
e Les files i columnes de A sén linealment independents.

e Elrang de la matriu A és n.
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2.2. Valors i vectors propis

Imaginem que tenim A, una matriu quadrada n x n. Ara definirem una serie
d’elements que seran utils per treballar amb les matrius. L'objectiu d’aquest
apartat és donar els detalls matematics necessaris per entendre el marc teoric
que hi ha darrere de les operacions que fan els metodes numerics quan calcu-
len valors propis, vectors propis i poténcies de matrius, entre d’altres.

e L’espectre de A és el conjunt Esp(A) C R descrit pels valors propis o autova-
lors de A.

o Fl radi espectral de A és el nombre real positiu

p(A) = max|\,| 5)

en que A; son els valors propis de la matriu A.

e Una parella (A,x) és un element propi de A si x é un vector propi de A

associat al valor propi A.

A continuaci6 es presenten alguns resultats importants que ens aportaran 1'e-
vidéncia matematica necessaria per entendre com funcionen els metodes nu-
merics per resoldre sistemes d’equacions lineals. També ens aportaran la justi-
ficaci6 matematica dels metodes iteratius per tractar matrius de grans dimen-

sions.

A partir d’'una matriu A € Mj,%x,(R), les afirmacions seglients son certes (pero
no equivalents):

1) Els valors propis d'una matriu simetrica sén reals.
2) Si (A,x) és un element propi de A, llavors, per a qualsevol enter positiu m,

(A",x) és un element propi de A™.

D’aquesta afirmaci6é extraiem una conclusi6é important: els valors propis d’u-
na matriu quadrada A sén els mateixos que els valors propis de les potencies
de A. Aquest és un resultat molt potent relacionat amb el calcul de poténcies

de matrius.

Ara definirem el concepte de matrius semblants. Es diu que dues matrius qua-
drades A i B s6n semblants si hi ha una matriu regular tal que:

B=PAP! (6)



FUOC e PID_00266169 14

Metodes numeérics d’algebra lineal

Amb aquesta definicié podem enunciar el resultat segiient, que ens donara les
bases teoriques per entendre el marc matematic que hi ha darrere dels calculs
relacionats amb les poténcies de matrius. A partir d'una matriu A € M,x,(R),

les afirmacions segiients son certes:

1) La matriu A és semblant a una matriu diagonal si i només si té n vectors

propis linealment independents.

2) Si la matriu A té n autovalors diferents, llavors és semblant a una matriu

diagonal.

2.3. Normes matricials

En l'apartat segiient explicarem els métodes iteratius per obtenir les solucions
de sistemes d’equacions de la forma Ax = b. Abans de comencar amb 1’estudi
d’aquests metodes, primer hem de disposar d'un mitja que ens permeti me-
surar la distancia entre els vectors columna de dimensi6 n. Aix0 ens permetra
determinar si una série d’aquests vectors convergeixen en una solucié del sis-
tema (en el proper apartat s’explicara el concepte de convergéncia). Aquesta
“mesura” també és molt necessaria quan la soluci6 s’obté pels metodes direc-

tes que explicarem en l'apartat segiient.
Denotem R” el conjunt de tots els vectors columna de dimensié n, les compo-
nents de la qual sén nombres reals. Per definir una distancia en R" introdui-

rem el concepte de norma.

Una norma vectorial en R” és una funcié

||| : R" — R amb les propie-
tats seglients:

1) ||x|| > O per a tot x € R"

2) ||x|| =0 siinoméssix=(0,0,---,0)

3) |lox||=|a|-||x|]|peratota e Rix e R"

4) [|x+yll < |lx][+]lyll per a tot x,y € R"

En aquest material només farem servir dues normes especifiques en R"”, que

son b, = || -]l21lso =] - ||o, qQue es defineixen com s’indica tot seguit:

Xz = {3 232 i (x| = max{jx} )

i=1

La norma I, s’Tanomena norma euclidiana del vector x, atés que representa
la nocié comuna de distancia respecte de 1’origen en cas que x es trobi en
R, en R? o en R3. Per exemple, el vector x = (-1,1, - 2) en R? té les normes

seguents:

Notacioé

Com que els vectors en R”
son vectors columna, convé
utilitzar la notacié6 de la
transposada que s’ha vist en
el material d’algebra lineal o
es pot consultar en les
referéncies recomanades,
encara que per facilitar la
notacié no indicarem la “t”
de transposada en els vectors.
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l[x]|2 = V(-1)2 + 12+ (-2)2 = V6

®)
[IX]loo = max{| - 1[,]1],| - 2[} = 2.
Six=(x1,x2, - ,xn) 1y = (V1,¥2, - ,¥n) sON vectors de R", les distancies I, i I
entre x i y son definides per:
n
2412
=yl = > -2} i [X=Ylloo = max{|x;—yil} )
i=1
Exemple 4
Aquest sistema lineal
3,3330x7 + 15920x, — 10,333x3 = 15913
2,2220x7 +1,710x2 + 8,6120x3 = 28,544 (10)

1,5611x1 + 5,1791x + 1,6852x3 = 8,4254

té la soluci6 (xq,x2,x3) = (1,1,1). Si efectuem l’eliminaci6 gaussiana en l'aritmética d’ar-
rodoniment a cinc digits utilitzant tecniques classiques de resoluci6 de sistemes d’equa-
cions (per exemple, el métode de Gauss), la solucio és:

% = (1,2001; 0,99991; 0,92538) (11)

Aixi doncs, en calcular la diferéncia entre els vectors x i ¥ en les dues normes que hem
definit, s’obté:

|x = %|| oo = max{|1-1,20001,|]1-0,99991|,]1 - 0,92538} = 0,2001
12)

X -%||2 = \/(1 ~1,20001)2 + (1-0,99991)2 + (1 —0,92538)2 = 0,21356

En aquest exemple es pot veure que les aproximacions de %, i X3 sén bones

aproximacions de x; i x3, perd que ¥; és una mala aproximaci6 de x;.

El concepte de distancia en R” també serveix per definir el limit d'una suc-
cessio de vectors en aquest espai. En aquest sentit, és important entendre que,
si una successi6 de vectors tendeix a un vector, es diu que aquesta successio
convergeix. Fs a dir, si es té una successié de vectors que a mesura que mi-
rem els termes més grans de la successio s’aproximen a un vector x, en altres
paraules, els vectors d’aquesta successié s’aproximen molt al valor del vector
x, es diu que aquesta successié de vectors és convergent. Aixo resultara molt
atil quan estiguem resolent sistemes d’equacions lineals per metodes iteratius.
Aquests metodes proporcionaran una successio de solucions i el que busquem
és que aquesta successié de solucions a la llarga s’aproximi (rapid o a poc a
poc) a la solucié. Aixo és el mateix que dir que volem que aquesta successio

de solucions convergeixi en la soluci6 real.
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Una vegada feta aquesta breu introducci6é al concepte de norma d’un vector,
estem en condicions d’aplicar aquesta mateixa teoria a les matrius, excepte
alguns matisos que tractarem amb cura mentre definim les normes matricials

ila seva propietat.

Primer cal dir que pot demostrar-se que totes les normes R"” sén equivalents
respecte a la convergencia. Aixo és important, ja que quan ara definim el con-
cepte de normes de matrius, i més endavant el concepte de convergencia de suc-
cessions de matrius respecte d’alguna norma, en alguns casos sera més facil

calcular alguna de les normes que en d’altres. Donat qualsevol vector x € R",

[IX[[oe < [1X]l2 < V[[X||oc- (13)

D’aquesta manera podem demostrar que qualsevol vector que convergeixi res-
pecte de la norma || - || també ho fa respecte de la norma || - ||2, i aix0 vol dir
que a partir d’ara ens sera indiferent quina norma utilitzarem. En la practica

se sol emprar la norma que sigui més facil de calcular.

Si tenim en compte que volem resoldre sistemes d’equacions lineals, i que
aquests es poden expressar com a matrius, és natural introduir el concepte de

normes matricials.

Una norma matricial sobre el conjunt de totes les matrius n x n és una funcié
de valor real, || - ||, definida en aquest conjunt i que satisfa per a totes les

matrius A i B de n x n, i tots els nombres reals a.:

1 [|A] =0

2) ||A]| =0, si i només si A és 0, la matriu amb totes les posicions zero.
3) [[aA]l = |af [|A]

4) [|A+BJ| < ||A]| +IBI|

5) [|AB|| < ||A]] [|B]|

Una distancia entre les matrius A i B de n x n respecte a aquesta norma matri-
cial és ||A - B]|.

Encara que les normes matricials es poden obtenir de diverses maneres, en
aquest material tenim interés en les normes que s6n conseqiiéncia natural de

les normes vectorials, és a dir, I, i Io. Com a exemple, es té el resultat segiient:

Si || - || és una norma vectorial de R", llavors

1Al = max{||Ax[} (14)

és una norma matricial.
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Es tracta d'una norma matricial natural o induida associada a una norma
vectorial. En aquest material suposarem que totes les normes matricials s6n
naturals si no especifiquem el contrari en les seves definicions. El resultat se-

glient és molt til quan es vol fitar el valor de ||Ax||.

Per a tot vector x # 0, matriu A i qualsevol norma natural || - || tenim

AX|] < [JA]] - [1x]]- 1s)

Es tracta d’'un molt bon resultat, ja que ens permetra coneixer amb certa exac-
titud el valor aproximat de ||Ax||.

Amb aquestes definicions i resultats ja estem en condicions de comen-
car a definir i explicar els métodes de resoluci6 de sistemes d’equacions
lineals. Definirem els metodes directes en 1’apartat segiient i amb els
coneixements que teniu fins ara podem afrontar-los amb tota segure-
tat. No obstant aix0, els métodes iteratius son una mica més delicats i
requereixen el concepte de convergencia de successions de matrius. Aquest
concepte és necessari per definir la prova de parada i trobar les solucions

optimes sense que el metode iteri sense control creant bucles infinits.
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3. Metodes de resolucio de sistemes
d’equacions lineals

Els sistemes d’equacions lineals s’utilitzen en molts problemes d’enginyeria
i de les ciencies, com també en aplicacions de les matematiques a les cien-
cies socials i a I’estudi quantitatiu de problemes d’administraci6 i economia.
En aquest apartat es descriuran els metodes directes i iteratius per resoldre el

sistema lineal

E1 . d11X1 tdippXp+ -+ dipXn = bl,

E2 . dp1X1 +dypXp+ -+ dopXn = bz,
(16)

E,: amxi+ampxs+--+duXn = by,

per xi,---, Xa, donades les @ amb i,j=1,2,---,nib, perai=1,2,---,n.
Aquestes técniques s6n metodes que proporcionen un resultat en un nombre

fix de passos, i només estan subjectes a errors d’arrodoniment.

3.1. Metodes directes

Queda clar que, encara que sapiguem resoldre sistemes lineals, la soluci6é nu-
merica obtinguda pot tenir errors significatius respecte al resultat esperat. Es-
tudiarem com podem resoldre de la manera més rapida i precisa el sistema en

questio, i comencarem pels metodes directes.

3.1.1. Eliminacid gaussiana

Entre els metodes directes, el més popular que hi ha per resoldre sistemes li-
neals és I'eliminaci6 gaussiana, que també s’utilitza per calcular determinants
i invertir matrius. La idea basica del metode, que il-lustrem amb un exemple,
consisteix a utilitzar transformacions elementals de fila i columna per elimi-
nar successivament les variables comencant per la primera equacio i la primera
variable i continuant amb la resta. D’aquesta manera, després d’eliminacions
(n—1) s’arriba a un sistema equivalent al donat, de matriu triangular superior,
que es resol directament per substitucié cap enrere. Vegem com funciona:

Font de I'apartat

Numerical Analysis:
Mathematics of Scientific
Computing de David Kinkaid.
Amer Mathematical Society.
Standard No.
9781470411152.
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1 2 3|6
2 3 4109 17)
-1 0 -1/|-2

Aplicant transformacions elementals utilitzant la primera fila, fem zero tots

els elements de la primera columna excepte el de la diagonal.

1 2 3|6
0 -1 -2 -3 (18)
0 2 2|4

Fixant-nos en l'element diagonal de la segona fila, fem zero tots els elements

de la segona columna per sota de la diagonal.

1 2 3|6
0 -1 -2 -3 (19)
0 0 -2 -2

Amb aixo0 ja tenim el sistema triangular superior equivalent, que resolem per
substitucid cap enrere comencant per 1'altima equaci6 i acabant en la prime-

ra. D’aqui s’extreuque x; =1, X, =1ix3=1.

En l'eliminacié gaussiana tal com l'acabem d’exposar s’assumeix que en la
k-eésima eliminaci6 el coeficient de la variable que es desitja eliminar, que s’a-
nomena pivot i que ocupa la posicio (k, k) de la matriu del sistema en aquest
moment, és diferent de zero. Sovint no succeeix aixi, per la qual cosa s’acon-
sella reordenar les equacions i, fins i tot, els termes en cada cas per aconseguir,
per raons d’estabilitat numerica, que el pivot sigui el més gran possible en va-

lor absolut.

Hi ha diferents estrategies per a 'eleccié del pivot, segons si la reordenacio
afecta només les files (pivotacio parcial) o tant les files com les columnes (pi-
votacié total). En principi podria semblar més convenient la pivotaci6 total,
pero el seu elevat cost numeric, ja que exigeix en cada eliminaci6 la compa-
racio de tots els elements de la matriu, fa preferible en la practica la pivota-
ci6 parcial amb l'equilibri de files i columnes. Aquest equilibratge té com a
objectiu normalitzar-les, la qual cosa s’aconsegueix multiplicant tots els seus

elements per nombres convenients.
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L'eliminaci6 gaussiana és una de les tecniques més simples i alhora més
efectives. Si us hi fixeu, una vegada posat el sistema lineal d’equaci-
ons en la seva forma matricial, tan sols hem d’aconseguir transformar
aquesta matriu en una matriu diagonal superior (és a dir, que en la part
que és per sota de la diagonal tan sols trobem zeros) i a partir d’aqui
resoldre cap enrere, aixo és, primer tenim l'altima incognita i la subs-
tituim en la resta de les equacions i aixi successivament fins a tenir el
resultat del sistema lineal d’equacions.

3.1.2. Meétode de Gauss-Jordan

El meétode de Gauss-Jordan és el métode directe optim per trobar la inversa
d'una matriu quan aquesta no té cap estructura particular. En el metode de
Gauss-Jordan es disposa la matriu quadrada A de n x n que es desitja invertir
a l'esquerra i la matriu unitat I, a la seva dreta. Es realitzen successives elimi-
nacions gaussianes mitjancant transformacions elementals de fila i columna
fins a tenir a I’esquerra la matriu unitat I,;; en aquest cas, a la dreta tindrem la

inversa A~!. Vegem amb el mateix exemple com es calcula la inversa:

1 2 3100 100/ -15 1 -05
2 3 4010|1010 -1 1 1 (20)
1 0 -1/0 0 1 00 1/ 15 -1 -0.5

3.1.3. Descomposiciéo LU

El metode de descomposicié LU és una variant del metode de Gauss i con-
sisteix a factoritzar la matriu A del sistema lineal que es vol resoldre en dues
matrius, una triangular inferior, que anomenarem L, i una altra triangular su-
perior, que rebra el nom de U. Un cop obtinguda la descomposici6, es troba la

solucio resolent el sistema lineal:

(LU)x=L(Ux) = b 1)

Resolent successivament els dos sistemes lineals triangulars segiients:

Ly=b
(22)
Ux=y
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Hi ha moltes maneres de dur a terme aquesta descomposicié. En aquest mate-
rial n’explicarem una de les més senzilles, 1’algorisme de Crout, que funciona
sempre que tots els menors principals de A, és a dir, les submatrius de A, siguin
diferents de 0. En aquesta descomposici6é se suposa que la matriu triangular
superior U té elements unitat en la diagonal principal.

La descomposicio LU és una tecnica de descomposicié de matrius molt
important. I, de fet, molts metodes de resolucié d’equacions lineals i
no lineals (no entren en aquest material) es basaran en descomposici-
ons LU, entre altres coses, per resoldre’ls. Comprendre bé aquesta tec-
nica us facilitara la comprensi6 d’alguns dels metodes que estudiarem a

continuacio.

Exemple 5. Descomposicié LU

Expliquem aquest metode amb un exemple practic.

1 2 3 111 0 0 1 Uip Uiz
2 3 4 = 121 122 0 0 1 Usz3 (23)
-1 0 -1 Iy by I 0o o0 1

Per calcular aquests coeficients procedim successivament per identificacio:

h1=1 l1=2

iy =2 —up=2; biup+hy=3—upp=2;

iz =3 — w3 =3; Dz + otz =4 — U3 =2;

(29)
I31 =-1

Iiuip +132=3; — I32=2;

I31u13 + I32u23 + 133 = -1 — I33 = -2;

Resolent aquest sistema s’obtenen els valors de I;; i de u;;. Un cop obtinguda la factorit-
zaci6, resolem els dos sistemes triangulars.

El primer és Ly = b:

Factoritzacio LU

En aquest exemple es pot
veure de manera practica
com es calculen les matrius L
iU
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1 0 0 " 6
2 -1 0 vo |=| 9 | (25)
-1 2 -2 V3 -2

del qual es té que y; = 6, y2 = 3 i, finalment, y3 = 1.

El segon sistema, Ux = y, es resol per substitucié cap enrere:

1 2 3 X1 6
0o 1 2 X2 = 3 ’ (26)
0 0 1 X3 1

del qual es té que x; = 1, x = 11i, finalment, x3 = 1.

Si la matriu A del sistema no és simetrica, o amb molts zeros, etc., i no con-
vergeix per altres metodes iteratius, la descomposicié LU és el métode més
aconsellable.

Exemple 6. Descomposiciéo LU
Us animem a comprovar els calculs de la resoluci6é d’aquest sistema d’equacions lineals:

X1 +x3+3x4=4
2X1+X2—-x3+x4=1
(27)

3X1 —Xp —X3 +2x4 =-3

—X1+2X2 +3x3—x4 =4

La seqiiencia d’operacions (E; — 2E1) — (Ez), (Ez — 3E1) — (E3), (E4 - (-1)E1) — (E4),
(E3—4Ey) — (E3), (E4— (-3)Ep) — (E4) el converteix en el sistema triangular:

X1 +X2+3x4 =4

—Xp — X3 —SX4 =7

(28)
3x3+13x4 =13
-13x4 =-13
D’aquesta manera, la matriu A es descompon en la seva factoritzacié LU:
1 1 0 3 1 0 0 O 11 0 3
A= 2 1 -1 1 _ 2 1 0 O 0o -1 -1 -5 LU
3 -1 -1 2 3 4 1 0 0 o0 3 13
-1 2 3 -1 -1 -3 0 1 0 0 0 -13

(29)
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Aquesta factoritzaci6 ens permet resoldre facilment el sistema que conté la matriu A. Per
exemple, per resoldre

1 0 0 0 1 1 0 3 X 8
1 4 -1 - 7

Ax=LUx = 00 0 > X2 (30)
3 4 1 0 0 0 3 13 3 14
1 3 0 1 0 0 0 -13 X4 -7

primer introduim la substitucié y = Ux. Després Ly = b, és a dir,

1 0 00 " 8
1 7

LUx=Ly= 00 2| . 31)
3 4 1 0 Vs 14
1 3 0 1 Va -7

Aquest sistema es resol per a y mitjancant un simple procés de substitucié cap enrere. El
resultat és y; = 8, y» =-9, y3 = 26 i, finalment, y4 = -26. I llavors resolem Ux = y per a x,
o sigui, la soluci6 del sistema original, és a dir,

1 1 0 3 X1 8
-1 -1 = _
Lox=1y=| © 5 S I (32)
o 0 3 13 X3 26
0o o0 0 -13 X4 -26
i, en emprar la substituci6 cap enrere, obtenim x4 =2, x3 =0, xp =-11ix; = 3.

3.1.4. Descomposicio QR
A vegades pot ser que hagim de resoldre un sistema de n equacions lineals Aclariment

amb m incognites, és a dir, un sistema m x n. En aquest cas, i sense entrar en
Aquest metode funciona
especialment bé per a
usual és trobar un vector x que anomenarem solucié per minims quadrats (es matrius simétriques
tridiagonals. Si la matriu és
simétrica, es pot transformar

coneguda com a descomposicio QR. aﬁ;l? Opera;cions lineals en
tridiagonal.

gaires detalls en aquest material, n’hi ha prou amb coneixer que la tecnica

pot consultar en els llibres de referéncia). En aquests casos, s’utilitza la tecnica

La descomposicié QR d'una matriu A,,x, consisteix a expressar la matriu A
com a producte de dues matrius, Q i R, amb Q;,«, ortogonal i R triangular su-
perior. Aquesta descomposicio s’empra per resoldre sistemes m x namb m < n

en el sentit de minims quadrats.
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3.2. Metodes iteratius

Un metode iteratiu per resoldre el sistema lineal Ax = b comen¢a amb una
aproximaci6 inicial x© a la soluci6 x i genera una successié de vectors {x®}2°)
que convergeix a x. Els metodes iteratius comporten un procés que converteix
el sistema Ax = b en un altre d’equivalent de la forma x = Tx + ¢ per a algu-
na matriu fixa T i un vector c¢. Després de seleccionar el valor inicial X, la
successio de vectors de la soluci6 es genera de la manera segiient:
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x® = Tx*D 4 ¢ (36)

perak =1, 2,... Aquest resultat és molt potent, ja que permet resoldre sistemes
complexos amb un grau de precisi6 tan alt com es vulgui, és a dir, es pot triar

I'error que es vol cometre.

Els metodes iteratius gairebé mai s'usen per resoldre sistemes lineals de petita
dimensio, ja que el temps necessari per aconseguir una exactitud satisfactoria
depassa el que requereixen els metodes directes explicats en 'apartat anterior.
No obstant aix0, en el cas de sistemes grans amb un alt percentatge de zeros,
soOn eficients tant en emmagatzematge de computadora com en el temps de
comput. Aquest tipus de sistema es presenta constantment en ’analisi de cir-
cuits i en la solucié numerica dels problemes amb valor a la frontera de les
equacions diferencials parcials (no és part del material, perd0 es comenta per
il-lustrar alguns exemples d'us).

Tots els metodes iteratius que estudiarem per resoldre el sistema lineal Ax = b
es basen en una descomposicié de la matriu A del tipus A = M - N amb M
invertible. Aleshores, el sistema lineal és:

Mx=Nx+b— x=M"'N)x+M7'b, 37)

que escrivim x = Tx+camb T=M"'Nic=M"b.

Es defineix aixi ’esquema iteratiu de punt fix:

Mx®D = Nx® 4+ b — 2D = MIN)x® + M D (38)

D’acord amb els resultats que hem anat donant sobre la convergencia, aquest
metode serd convergent si i només si p(M™'N) < 1 (recordem que p(A) és el

radi espectral de la matriu A).

3.2.1. Convergencia i estimacié de l’error

Quan es programa un metode iteratiu per a la resolucié d’algun sistema d’e-
quacions lineals, una de les principals preguntes que ens podem fer és: quan
es parara aquest metode? Doncs la resposta és: quan sigui tan precis com vul-
guem. Aquesta afirmacié planteja una nova pregunta: quan tindra la soluci6
la precisié que volem? Per respondre aquesta pregunta necessitem introduir
en aquest apartat el concepte de convergéncia.



FUOC e PID_00266169 26

Metodes numeérics d’algebra lineal

Si suposem que la successié de vectors és convergent a x, tenim que

x=Tx+c (39)

i, per tant, la convergencia de la matriu depen del radi espectral de la matriu
T. De fet, a partir d’aquesta afirmaci6é s’enuncia un teorema, que generalitza

aquest resultat:

Un esquema iteratiu per resoldre sistemes lineals del tipus

x%D = Tk 4 ¢ (40)

convergeix si i només si el radi espectral de la matriu T és estrictament menor

que la unitat.

Aquest resultat és molt potent per a la resolucié de sistemes lineals, ja que
ens permetra saber quan podrem utilitzar un metode iteratiu sense por de cre-

ar bucles infinits o de tenir solucions inexactes.

La rapidesa de convergencia d’'un procediment depén del radi espectral de
la matriu relacionada amb el métode. Per aix0, una manera de seleccionar un
procediment que acceleri la convergeéncia consisteix a seleccionar un metode
la matriu associada del qual tingui un radi espectral minim. Abans de descriu-
re els procediments perqué pugueu triar-los explicarem una nova manera de
mesurar el grau d’aproximacio de la solucié d'un sistema lineal a la veritable

solucio.

Si tenim ¥ € R"” una aproximaci6 a la soluci6 del sistema lineal definit per
Ax = b, el vector residual de X respecte d’aquest sistema és r = b — AX. Des del
punt de vista intuitiu sembla raonable que, si X és una aproximacio a la solu-
ci6 de x de Ax = b i el vector residual r = b— AX té la propietat que ||r|| és petit,
llavors ||x — X|| també sera petit. Sovint aquest és el cas, pero alguns sistemes

no tenen aquest comportament.

Exemple 7
En aquest exemple veurem, amb un sistema d’equacions lineal, que no totes les aproxi-
macions que considerem sén sempre les Optimes per poder trobar la soluci6 al sistema

d’equacions lineals que volem resoldre.

El sistema lineal Ax = b donat per

1 2 X1 3
10001 2 X2 30001

té la soluci6 tnica x = (1,1). Suposem que I'aproximacio % = (3,0) és la soluci6 del sistema.
Calculem el valor residual i obtenim:
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r=b-Ax= 3 - ! 2 3 ). 0 , (42)
30001 10001 2 0 -0,0002

de manera que ||r||co = 0,0002. Encara que la norma del vector residual és petita, 1’apro-
ximaci6 % = (3,0) és evidentment molt deficient; de fet, ||x - X||oo = 2.

A partir d’aquest exemple es pot veure la dificultat d’interpretar el resultat
d'un calcul numeric a partir de 1'estimacié de l'error. Sota certes condicions
es pot aconseguir informaci6 “fiable” sobre 'error si es consideren les normes
de la matriu A i la de la seva inversa, A™'. A continuacié donarem un resultat
important per a aquest calcul. Imaginem que % és una aproximaci6 de la so-
lucié de Ax = b, que A és una matriu no singular i que r és el vector residual
de %. Llavors, per a tota norma natural (recordem que les normes naturals son

aquelles normes induides per una norma vectorial, per exemple, || -|l2, || - ||oo):

5 -1
[x=X%[| < [|r][ - [[A™"]]

i (43)

x =] el
= TE L A| .|A CAE
g < A Ay

Aquestes desigualtats ens indiquen que les quantitats ||A7!]| i ||A]|| - |[A™!]] ofe-

reixen un indici de la connexid entre el vector residual r i I’exactitud de I'a-
[|x=%]|
K]

el teorema anterior, esta fitat per ||A|| - [[A™!|| amb el residual relatiu d’aques-

proximaci6. En general, 1’error relatiu

és de gran interés i, d’acord amb

ta aproximaci6 %. En aquesta aproximaci6 es pot fer servir qualsevol nor-
ma adequada, sempre que s'usi la mateixa durant tot el procés. El producte
|A7Y||- ||A|| rep el nom de condicié de la matriu (K(A)) i, en la practica, si K(A) és
menor que 1, la matriu A esta ben condicionada. En canvi, si K(A) és més gran
que 1, la matriu esta mal condicionada. Aixo és molt important en la practica,
ja que no es pot assegurar que un vector residual petit impliqui una soluci6

aproximada exacta.

3.2.2. Metode iteratiu de Jacobi

Es basa en una descomposici6é de la matriu A del tipus A=M -N, amb M =D,
part diagonal de la matriu A els elements de la qual sén no nuls, i N =L+ U,
en que L, U son les parts triangulars inferior i superior, respectivament, de la
matriu A canviades de signe. La descomposici6é proposada satisfa els criteris de
seleccié exposats. Es possible definir aquestes matrius D, L i U de la mateixa
manera que en la descomposicié LU:

Important

En una matriu ben
condicionada (K(A) < 1), un
vector residual (r) petit
implica una seguretat relativa
que una solucié aproximada
sera exacta.




FUOC e PID_00266169 28 Metodes numeérics d’algebra lineal

ag A1n
a1 -+ dn

A= , (44)
Ayl -+ dnmn

de manera que la resultant per aplicar aquest metode sera:

ay; - 0 0 .. 0 o ... —d1,
0 0 —a .. 0 0O .-~ -a

A =M-N = D—(L+U) = N B _ 2
0 o dpn R 0 0o ... 0

(45)

Vegem amb un exemple de com funciona l’esquema general en la descompo-

sici6 de Jacobi de la matriu A. Es tracta de resoldre el sistema lineal:

4 1 O X1 -3
1 4 1 Xy | = 10 |- (46)
01 4 X3 1

en que la soluci6 és el vector x = (-1,5; 3; -0,5).

Per tant, es té la segilient descomposicié6 que hem descrit en 'equacié (45),
és a dir, hem de calcular les matrius D, L i U per resoldre el sistema d’equaci-

ons mitjancant el metode de Jacobi:

400 0 0 0 0 -1 0
M=D=1909 4 0| L= -1 0 o U=l 0 0 -1 (47)

0 0 4 0 -1 0 0 0 0
ambN=L+U.

La tria de I’estimador inicial no influeix en la convergencia, pero si en el nom-
bre d’iteracions per arribar a una soluci6é acceptable. Si es coneix una aproxi-
maci6 de la solucid, s'usara com a estimador inicial. En cas que no sigui aixi,
es pot prendre com a estimador inicial el terme independent o bé un vector de
components (totes iguals a 1). Nosaltres prendrem com a estimador inicial un
vector que pugui satisfer la primera equacié del sistema lineal X = (-1,1,-1).
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Per comprovar si estem convergint a la solucid, cal disposar d'un bon criteri

de convergencia. Aqui prenem per comoditat la norma || - || i
Il = 114X ~b||oc = 8

Fem el primer pas de I'esquema:

DxY =Nx© +bp=L+U)x? +b

4 0 0 0 -1 0 -1 3
1
040 |X=]_1 0o 1 |*] 10
0 0 4 0 -1 0 -1 1
és a dir,
4 0 0 -4 -1
1 1
04 0 |[¥X=]| 10 |—xV=]| 3
0 0 4 0 0
amb
11 loo = 2.

Per tant, el residu ha disminuit. Si seguim iterant:

1,5
=1 275 i Pl =1

-0,5

~1,4922

=1 30000 [; "]l =0,0313

-0,4522

~1,4999
X(9) = 3'0000 ; HT(Q)HOO = 4,8828 X 10_4

-0,4999

(48)

(49)

(50)

(51

(52)

(83)

Us aconsellem que quan tingueu un sistema d’equacions lineals, i esti-

gueu valorant els metodes possibles que fareu servir, el metode de Jacobi

sigui una de les primeres opcions que considereu.
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3.2.3. Metode iteratiu de Gauss-Seidel

Es basa en una descomposicié de la matriu A del tipus A = M - N, amb M =
D-L,i N = U. En cada iteracié s’ha de resoldre un sistema triangular per
substituci6 cap endavant. La mecanica de cada pas del meétode de Gauss-Seidel
és, per tant, més complicada que en el metode de Jacobi, pero la velocitat de
convergencia és superior. Il-lustrem l’algorisme amb el mateix exemple que

per al metode de Jacobi. Fem el primer pas de 'esquema:

MxV =NxQ +p=Ux? +b (54)
4 0 0 0 -1 0 -1 -3

1
1 40 [*™=0 0o 1 |+ 10 (55)
0 1 4 0 0 0 -1 1

I, per tant, haurem de resoldre el sistema triangular superior:

40 0 4
14 0 |XP=| 111, (56)
0 1 4 1

que es resol per substitucié cap endavant:

~1,0000
1
xV=1" 30000 (57)
~0,5000
amb
17V]loo = 2. (58)

En el pas segiient s’obté el resultat amb quatre decimals:

~1,0000
=1 30000 |- (59)

~0,5000
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Es constata un comportament molt millor que el del metode de Jacobi. Us
proposem fer un estudi comparatiu entre la convergencia dels dos metodes
iteratius presentats per veure que el meétode de Gauss-Seidel convergeix més

rapidament que el meétode de Jacobi.

3.2.4. Aplicacio al’algebra lineal: calcul de valors i vectors propis.
Meétode de la poténcia i de la poténcia inversa

La solucié de molts problemes de la fisica i altres camps requereix calcular,
o almenys eliminar, els valors propis i els corresponents vectors propis d'una
matriu. Ja hem vist que una matriu A de n x n té exactament n valors propis
que so6n arrels del polinomi p(A) = det(A — AI). En teoria, els valors propis de
A s’obtenen calculant les n arrels del polinomi p(X\); després, es resolen els

sistemes lineals associats per determinar els vectors propis corresponents.

En la practica és dificil obtenir el polinomi caracteristic p(A) i, llevat
que sigui per als valors petits de n, també és dificil determinar les arrels
del polinomi de grau n. Per obtenir els valors i vectors propis calen els
metodes d’aproximacio.

Meétode de la poténcia

Imaginem que la matriu A és diagonalitzable i que té un valor propi dominant
que denotarem com a A; i, després,

A1l > A2 > - > [Aul. (60)
Si {x1, x2, ---, xn} és la base de vectors propis associada, de manera que Ax; =
Aix;perai=1,---, n. Aquest metode determina A i un vector propi associat

x1. Vegem quin fonament té i il-lustrem-ne l'aplicaci6 amb un exemple.

Qualsevol vector arbitrari x € R"” s’expressa d'una sola manera com a com-
binaci6 lineal dels vectors propis de la base.

x=C1x1+Coxp+ -+ Cuxp (61)

ambC;eRperai=1,---,n.
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Multiplicant els dos membres de I’equacié anterior per les poténcies A* de A
amb k e N

Akx = Ak(C1x1 +Coxp+ -+ Cuxp) = Clk’{xl + szlﬁxz +- 4 Cnxf,xn =

(62)
Ak N ARk
=2 [C1x1 + Co(2) " X0 + - - + Cu(575) " xp
A A

Ai
[A1]

1. Aixo vol dir que, a mesura que K es fa gran, els quocients (

Com que |A;| > |A;] per ai > 2, els quocients s6n valors més petits que
A
]

)X sén cada

vegada més petits, son practicament 0.

En conseqiiéncia, podem dir que quan k creix A®¥ és aproximadament igual
a KIiCleZ

Akx ~AkCix (63)

Si triem una estimadora inicial adequada x), es pot construir aquesta succes-

2

sio:
KD _ A0 50 _ Ak, 0) _ gk, (64)

Per tant, si en 'equacié anterior substituim el valor de A*x¥ de 1’equaci6 63,

tindrem:
x® ~akCix =k (65)
I si ara iterem un pas més (de k a k+ 1), tindrem:
L&D X(1k+1)C1X1 _ 7»(1k+1)C1 (66)

Si ara dividim l’equaci6 66 entre '’equacié 65 s’obté 1'expressio seglient, que

ens permet calcular Aq:

k+D)

W =M (67)
aleshores, si ¥V = 1, llavors x*" = 4,. Si a continuacié escalem x**! perqué
x(lk“) =1, llavors x(1k+2) =2, etc.

En l'exemple segiient aplicarem l’algorisme al calcul del valor propi A;; d’a-
questa manera, I’exemple seglient ens permet demostrar que aplicant aquest
metode iteratiu serem capacos de calcular el valor propi més gran en valor
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absolut de la matriu A. Fixeu-vos que en aquest exemple es dona el valor de
A1 = 6 i es demana comprovar-lo. Adoneu-vos que, si en algun moment ha-
guéssiu de calcular el valor propi de valor absolut més gran d’'una matriu, no
haurieu de calcular el polinomi caracteristic i resoldre’l, ja que n’hi hauria

prou amb aquest metode.

Exemple 8

Ara veurem el metode de la poténcia amb un exemple per calcular un valor propi d’'una
matriu, de la qual préviament coneixerem els valors propis; aixi doncs, comprovarem
que el resultat és correcte. Per tant, a partir de la matriu

Proveu-ho vosaltres
mateixos

4 14 0
5 13 0 |- (68)
1 0 2

que té els valors caracteristics A1 = 6, Ay = 31 A3 = 2, suposem x@ = (1, 1, 1), i llavors:

YV = Ax© = (10,8,1), (69)
aixi que
(1)
WVl =10, A =10, 20 =20 = 15 08 0,1, (70)

Continuant d’aquesta manera es generen els valors de la taula segiient, en que
A és I'aproximaci6 al valor propi dominant de la matriu, que en aquest cas és
6. Aquest metode, a més, ens donara el seu vector propi associat, tal com es
pot observar en la taula que recull les dotze primeres iteracions del metode de

la potencia:

Taula amb els valors de les iteracions del metode de la poténcia

Us animem a resoldre amb
detall I'exercici i arribar als
resultats que s’hi aporten.

Nuamero d'iteracio A X
0 - (1,1,1)
1 10 (1, 0,8; 0,1)
2 7,2 1; 0,75; -0,11)
3 6,5 (1; 0,730769; -0,188803)
4 6,250769 (1; 0,722200; -0,220850)
5 6,111000 (1; 0,718182; -0,235915)
6 6,054546 (1; 0,716216; -0,243095)
7 6,027027 (1; 0,715247; -0,246588)
8 6,013453 (1; 0,714765; -0,248306)
9 6,006711 (1; 0,714525; -0,249157)
10 6,003352 (1; 0,714405; -0,249579)
11 6,001675 (1; 0,714346; -0,249790)
12 6,000837 (1; 0,714316; -0,249895)
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Com es pot veure, l'aproximacio al valor propi dominant (és a dir, el valor
propi de valor absolut més gran) és A; = 6,000837 ~ 6; com s’esperava, a més,

aquest metode ens dona el vector propi associat a aquest valor propi.

Métode de la poténcia inversa

Es pot obtenir el valor propi de valor absolut més petit de A i el seu vector
propi associat aplicant el meétode de la poténcia a A™!, els valors propis de la
qual s6n, com sabem, els reciprocs dels valors de A. El reciproc del valor propi
més petit de A en valor absolut és el de major absolut de A™!. En la practica,
s’utilitza la descomposicié A = LU per resoldre aquest problema en comptes
de calcular A1

Un cop triat 'estimador inicial x(0) es calcula x! resolent el sistema

AxY = Lu)xV = x©, (71)

Si A™! no existeix, 0 és el valor propi de menys valor absolut i qualsevol vector
del nucli de A es pot prendre com a vector propi associat. La resta dels valors
propis i dels vectors propis associats es poden obtenir aplicant reiteradament
la idea segiient. Una vegada conegut I’element propi (A1,x1), se selecciona un
estimador inicial que sigui ortogonal a x; i, en aplicar-hi el métode de les
poteéncies, s’obtenen A, i un vector propi associat x,. Per obtenir A3 es tria un
vector inicial que sigui ortogonal tant a x;com a x; i se segueix el procés fins a
tenir tots els valors propis calculats i els corresponents vectors propis associats
als valors propis.

Fins ara s’han presentat alguns dels metodes directes o iteratius princi-
pals per resoldre els sistemes d’equacions lineals. En resum, podem dir
que el primer que cal fer és col-locar el sistema en forma de matriu, de-
cidir quin és l’error que volem tenir i, finalment, decidir el métode que
és més eficient per resoldre’l.

Després de la introducci6 als metodes numerics per resoldre els sistemes d’e-
quacions lineals teniu prou nivell per afrontar el primer exemple d’aquesta
guia, amb el qual es motivava el perque de la importancia de fer servir els
metodes numerics per trobar la soluci6 en sistemes d’equacions lineals. Heu
tornat a buscar la solucié d’aquest sistema? Quin metode triarieu?

Convergencia

Quan hem definit el
concepte de convergeéncia
potser no ha quedat prou
clar, pero aqui en tenim un
bon exemple. Si us fixeu en
els valors de A, a mesura que
el nombre d’iteracions
augmenta, aquest va tendint
a 6; es pot dir, aleshores, que
A convergeix a 6 en aquest
exemple.

Pista

Proveu de resoldre’l amb el
vector unitat com a primera
aproximacio.
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