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Introduccion

Tal y como se ha comentado en la guia correspondiente a la actividad 2, exis-
ten muchas situaciones en las que se necesita aproximar una funcién, por
ejemplo si esta es desconocida, conocida solo en algunos puntos o cuya defi-
nicion es intrinsecamente complicada. El objetivo entonces es aproximar una
funcién f por una funciéon alternativa f, miembro de una clase de funciones
con la que es facil trabajar matematicamente (polinomios, funciones racio-
nales, polinomios trigonométricos), donde cada funcién en dicha clase esta
definida por los valores numéricos de ciertos parametros. Aqui nos restringi-
remos al problema de aproximar funciones de una variable en un intervalo

cerrado.

Funcién definida en un intervalo [q, D]

En este ejemplo se presenta la curva de la funcion f(x) = /x en el intervalo [0,5]. Ademas,
incluimos dos posibles aproximaciones de f, dos de las més triviales, la recta que une los
puntos de origen y fin de la funcién (en rojo) y la tangente en un punto (x = h—;‘ =25,
en amarillo).

Figura 1

2.5 ‘ ‘ ‘ ‘

e ==== Recta (a, f(a)), (b, f(b))
W Tangente en f((b - a)/2)
O s’ 1 T I I

0 1 2 3 4 5

En tanto que hacemos una aproximaciéon, hay diferencias entre la fun-
cion original y la aproximada. Existen dos tipos de discrepancias que se
deben tener en cuenta: discrepancias en los datos de entrada y discre-
pancias en el modelo (clase de funciones, forma, etc.) con el que quere-
mos ajustar los datos de entrada. Denominaremos a estas discrepancias

error de medida y error en el modelo, respectivamente.
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Medicion experimental

Los puntos en la figura 2 muestran los cinco tiempos de paso por el punto de equilibrio
de un péndulo. Podemos llamar a cada uno de los tiempos como el tiempo i-ésimo de
paso para i = 1, 2, 3, 4, 5. Las condiciones del experimento son tales que una relaciéon
de la forma t = ty + iT, con ty el tiempo inicial y T el tiempo que tarda el péndulo
en cada ciclo, se considera valida, proporcionando alta precision. En realidad, pueden
aparecer algunos errores aleatorios en el procedimiento de medicién y son los causantes
de las desviaciones producidas con respecto a la linealidad (que seria lo esperado para un
péndulo balancedndose). Estas desviaciones explican que los valores de los pardmetros fy
y T sean inciertos. Ademas tenemos cinco puntos y solo dos parametros que determinar.
Entonces el problema se llama sobredeterminado.

Figura 2. Tiempos de paso de un péndulo

10 A [ J

Funcion definida como integral

Queremos evaluar, de la forma mas eficiente posible, la funciéon f definida como

Fx) = /0 " exp (—tz) dt,

para un x € [-1,1], con un error relativo menor a 1074,

Esta integral no puede resolverse con papel y lapiz, mediante las técnicas clasicas de
calculo de primitivas, por lo que la funcién es complicada de evaluar en los puntos del
intervalo dado. En este apartado veremos distintas formas de construir una aproximaciéon
que trate de minimizar el error del modelo y permita su evaluacion sin tener que resolver
la integral para cada evaluacion.

Los ejemplos anteriores presentan dos casos distintos. En un caso tene-
mos un conjunto de puntos y queremos conocer valores intermedios,
en el otro queremos evaluar una funcién definida mediante una expre-
sion complicada. En la practica, tanto un conjunto de datos como la
utilizacion de funciones sencillas (tipicamente polinomios) que sirven
para “modelar” la funcién original son, en general, insuficientes, en el
sentido de que un modelo es siempre una simplificacion de la realidad
y los datos pueden estar distorsionados (contener ruido). La aproxima-
cién de funciones puede ser vista como un caso especial de un problema
mas general e importante: ajustar un modelo matematico a unos datos
dados y otros hechos conocidos.
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Nos centraremos principalmente en el problema denominado aproximacion
lineal, esto es, una funcién desconocida f sera aproximada usando una fun-

cién f que puede ser expresada como combinacion lineal de otras.

Combinacion lineal

Podemos ver un polinomio de grado 1 como una combinacién lineal de la funcion cons-
tante 1 (que no aparece explicitamente) y la funcién x:

F(0) = co+c1x,

Esta expresion aparece en muchas situaciones, como en el ejemplo del péndulo visto
anteriormente o en la ecuacion de la recta, que veremos en otro ejemplo.

La combinacién lineal del ejemplo anterior se puede generalizar en dos di-
recciones: el namero de sumandos o coeficientes y la forma de las correspon-
dientes funciones. Asi, la funcion f (que aproxima linealmente a f), tendra la

forma genérica

A

f(x) =codo(x) +c1d1(X) + -+ Cndn(X),
con n + 1 funciones ¢g, ¢1,..., du, que son elegidas previamente. Los coefi-
cientes ¢y, c1, ..., ¢x SOn parametros cuyo valor necesitar ser determinado para
aproximar f. Por ejemplo, si ¢po(x) = 1, d1(x) = X, da(x) = X2, ..., on(x) = x" o,
equivalentemente ¢;(x) = x', la clase de posibles f es la clase de polinomios
de grado n. Entonces, el conjunto formado por {1, x, x%,..., x"} se denomina

base del conjunto de todos los polinomios de grado n.

Como ya hemos dicho, la funcién f puede venir dada de diferentes mane-

ras. Una situacion bastante comun es que f es solo conocida a través de

un conjunto de evaluaciones f(xg), f(x1),..., f(xm) de valores en una malla
X0, X1, X2, - .., Xm. Asumiremos siempre que los m + 1 valores de la malla son
distintos.

Funcion observada

En este ejemplo se presenta una funcién conocida solo por su valor en ciertos puntos,
también llamadas observaciones.

Figura 3

1.00 A
0.75 1
0.50 1
025{ @

0.00 [ ]

f(x)

—0.25 1 [
-0.501

1 d °
—0.75 1

~1.00 A L4 [ J
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Si por el contrario, la funcion f es originariamente expresada como una
curva o a través de una férmula complicada, la malla de puntos puede
ser construida.

Recta que pasa por dos puntos

La ecuacion de la recta viene dada por y = a+px. Como es conocido, el problema de hallar
la expresion de una recta dados dos puntos tiene una tinica solucién exacta, que ademas
es facilmente calculable. Este problema encaja en la formulacién general de aproxima-
cién de funciones, simplemente tomando f(x) =y,n=1,¢9=1,¢1=x,c0=aycy =p.
Asumiendo que los dos puntos dados tienen coordenadas (xo = 1,y = 1)y (x; = 2,y1 = 3),
podemos escribir el sistema de ecuaciones,

a+p=1
a+2p=3,
o, equivalentemente,

co+c1 =1

Co+2c1 =3,

de donde podemos deducir que, como ya sabiamos, la pendiente f§ = % y a (res-

: _ fap-fxo)
pectlvamente 1 = W

B=cr=2ya=cy=-1.

y co) se obtienen inmediatamente resolviendo el sistema:

Supongamos que queremos determinar los n + 1 coeficientes ¢y, c1,..., ¢x de
tal modo que f(x,-) = f(x;) o que estd lo mas cerca posible, para todos los
m+1 puntos de la malla. Esta situacioén, considerando la aproximacion lineal,
nos llevaria a un sistema de ecuaciones lineal con n + 1 incégnitas y m + 1

ecuaciones,

Po(xo)co + d1(xo)ct + - - + dn(Xo)cn = f(X0)

Po(x1)co + d1(x1)cy + - + du(x1)cn = f(x1)

Go(Xm)co + 1 (Xm)c1 + -+ + du(Xm)cn = f(xm);

que, escrito en forma matriz-vector, es
Co

C1

(PoX)[Pp1(X)| - .- [pn(X)) - =f(x), 1

Cn

donde x = (xo, X1, ..., Xm)", $;(X) = (¢j(X0), j(x1), ..., dj(xm)" ¥y f(X) = (f(x0),
f(x1),..., f(xm))T son vectores columna.
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Si m = n, entonces el sistema de ecuaciones tendra, en condiciones normales,
una dnica soluciéon. En ese caso, esta forma de determinar f se denomina
interpolacion, y se explica en la guia correspondiente a la actividad 2. La
condicion que se debe satisfacer para que la solucién sea Unica es que los
vectores ¢o(x), ¢1(X),..., ¢n(x) deben ser linealmente independientes. Esta
condicion también se puede expresar diciendo que las funciones ¢; deben ser

linealmente independientes de la malla.

Si m > n, entonces solo en casos excepcionales se puede conseguir que f (x;) =
f(x;) para todos los valores de la malla, x;. El sistema tiene mas ecuaciones que
incognitas, esto es, el sistema es sobredeterminado. En este caso, el sistema
de ecuaciones se puede satisfacer solo parcialmente. Tal y como se menciona
en la guia de la actividad 1, un método apropiado para resolver sistemas de
ecuaciones sobredeterminados es, por ejemplo, la descomposicion o factori-

zacion QR.

La sobredeterminacion se usa para alcanzar dos tipos diferentes de suavizado

en la aproximacion:

o Para reducir el efecto de errores aleatorios en los valores de la funcién
(filtrado).

e DPara dar a la curva una forma mas suave entre los valores de la malla

(suavizado).

Una de las técnicas mas utilizadas para resolver sistemas de ecuaciones lineales
sobredeterminados es el método de minimos cuadrados. Su aplicacion a la
aproximacion de funciones implica una computacion relativamente simple y,
en muchas situaciones, puede estar motivada por argumentos estadisticos. El

método serd descrito en el apartado 1.
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1. Aproximacion de funciones por el método de
minimos cuadrados

Una forma de aproximar una funcién por otra es mediante los denominados
“minimos cuadrados”. En este caso se trata de encontrar la funcién f mas
parecida a f de acuerdo con una medida concreta, precisamente la de “mini-
mos cuadrados”. Para definir esta medida, necesitaremos algunos resultados
previos, que recordaremos brevemente, para formular después el problema de

aproximacién de una manera matematicamente correcta.

A partir de este momento, diferenciaremos entre los casos donde la funcién
que queremos aproximar sea continua y conocida por una expresién compli-
cada (caso continuo) o expresada en términos de unos valores dados en una

malla (caso discreto).

1.1. Consideraciones previas
1.1.1. Normas y seminormas

Una manera muy atil para estudiar el analisis de funciones es ver una funcién
como un vector. Veremos que algunos tipos de funciones, como los polino-

mios, se pueden definir mediante “coordenadas”, lo que facilita su manejo.

Si consideramos el conjunto de todos los polinomios de grado n-ésimo, un

polinomio concreto puede escribirse de la forma
Px)=co+c1x+--+cpx",

y estd completamente determinado por todos sus coeficientes ¢y, ¢y, ..., Cn.
, cn)T. Este

vector tiene n+1 componentes y, por lo tanto, estd en un espacio de dimension

De esta manera, el polinomio p(x) se puede escribir como (co, ¢, .. .

n+1.

Parabola

Si consideramos la parabola

y=x7

se corresponde con un polinomio de grado n = 2 con los coeficientes ¢ = 0, c; =0y
¢z = 1. Entonces, el “vector” asociado es (0,0,1) en un espacio de dimension 3.

Fuente del apartado

Apartado basado en la
siguiente obra: Germund
Dahlquist; Ake Bjorck
(2003). Numerical Methods.
Dover Publications, Inc.

Medida

Definimos medida como una
funcién que asigna un valor
positivo (magnitud) a una
realidad observable
modelizada como objeto
matemadtico. Por ejemplo, la
longitud, el area y el volumen
son tipos de medidas que
empleamos regularmente en
nuestra vida diaria.
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En la guia correspondiente a la actividad 1 hemos visto como se definen y
calculan las distancias entre vectores, particularmente utilizando las normas
vectoriales. El concepto de norma también se puede utilizar cuando emplea-

mos funciones en vez de vectores.

Como se ha especificado en la guia de la actividad 1, todas las normas tie-
nen que cumplir una serie de propiedades que, adaptadas al contexto de las

funciones, se concretan a continuacion.

Un funcién f : R” — R se denomina norma si esta definida en todo el espacio

y cumple las condiciones siguientes:

1) |If |l > O para todos las funciones f en el espacio.
2) |laf]l =]al- |If|| para todo escalar real a.

3) |If+gll < |Ifll+]lg]l para todo f 'y g en el espacio. Conocido como desigualdad

triangular.

4) |Ifll = 0 «+» f = 0. En el caso particular de espacio de funciones conti-
nuas en el intervalo [a,b], esta condicion significa que f(x) = 0 en todo el

intervalo [a,b].

Las normas mds cominmente usadas para una funcioén f continua en un in-

tervalo cerrado [a,b] son:

¢ Norma infinito: ||f|co = maxyecp [f (X)].

e Norma euclidea (L;) o norma-2: ||f]|2 = \/fuh If (x)|2dx.

e Norma euclidea ponderada: ||f]j2, = 1/ fab |f (0)|2w(x)dx, donde w es una

funcién peso continua y estrictamente positiva en [a,b].

Las normas euclidea e infinito son casos especiales, p = 2 y p — oo respectiva-

mente, de una familia de normas denominadas normas-p, definidas

Ifllp =

b
/ FeoPdy, p>1. @)

Ja

Cuando estamos en el caso discreto, la funcién desconocida viene dada por
una malla de puntos, x1, xp,..., xm, y las integrales se transforman en su-
matorios. Por ejemplo, el equivalente discreto a la norma euclidea de f(x) se

expresaria como

IF@l = | S IR
j=0

Notacién x — oo

Cuando utilizamos la
expresion x — oo, nos
referimos a que la variable x
se hace muy grande y se dice
que x tiende a infinito.
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Aunque se podria pensar en esta féormula como una norma para la funcion f,
estrictamente hablando, no lo es, ya que la condicién 4 no se cumple. Esta

expresion se conoce como seminorma de f con respecto al intervalo [xg, xx].

Usaremos la misma notacion || - | para normas y seminormas, y cuando sea
necesario usaremos subindices para distinguirlas, por ejemplo || - |2 ¥ || - |2,w,
respectivamente.

Muchos de los métodos de aproximacion estdn basados en el principio de
minimizar alguna norma o seminorma del error f - f, donde f aproxima [
y tiene una forma preestablecida. Es bastante importante que la norma sea

elegida con respecto a la f para la que se va a usar.

1.1.2. Producto escalar

Introducimos ahora un formalismo relacionado con las ideas geométricas men-
cionadas anteriormente, que sera Util para estudiar la aproximacion de mini-

mos cuadrados.

El producto escalar de dos funciones, f y g, reales y continuas, denotado por
(f,8), se define por la relacion

b
/ f(x)g(x)w(x)dx, en caso continuo,

Ja

(r,8) =

m
Z f(xig(xwi, en caso discreto.
i=0

En el caso discreto, si todos los pesos w; = 1, entonces (f, §) se co-
rresponde con el producto escalar de vectores de f(x) y g(x) (con la
notacion vectorial presentada en la introduccion).

Al igual que en el caso de los productos escalares que aparecen en algebra li-
neal, la definicion genérica de (f, g) nos permite derivar reglas fundamentales
asociadas al producto escalar de funciones. Sean f, § y ¢ funciones, y a y f

numeros reales, tenemos las siguientes propiedades:

e conmutatividad: (f, ) = (g, f)

o linealidad: (af +Bg, ¢) = a(f, ¢)+Pp(g, $)

e positividad: (f,f) >0

Es facil deducir que (f, f) = ||f||*>, donde || - || denota la norma o seminorma

euclidea ponderada en los casos continuo o discreto, respectivamente.

Producto escalar de
vectores

Recordemos que el producto
escalar de vectores se
corresponde con la suma de
los productos coordenada a
coordenada de cada vector.
Por ejemplo, en dos
dimensiones u - v =

(uy,u3) - (v1,v2) = Uu1vy + Uz V3.
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1.1.3. Sistemas ortogonales

Dos funciones f y g se dicen ortogonales si su producto escalar es cero, esto
es {f, § = 0. Una secuencia finita o infinita de funciones ¢¢, ¢1,..., ¢u for-
ma un sistema ortogonal si (¢;, ¢;) = O parai #jy |[¢;]| # O, Vi. Si ademas
|ldi]l = 1, para cualquier valor de i, entonces la secuencia se denomina sistema

ortonormal.

Si {f, g§) =0, esto es, [ y g son ortogonales, entonces se puede formular el

llamado teorema de Pitagoras de las funciones,

I +8I” = IF 1% + 811>

1.2. Formulacion del problema

Vamos ahora a presentar mas concretamente el problema que pretendemos
solucionar. Como hemos dicho en la introduccién, pretendemos aproximar
una funcion f desconocida en el intervalo [a, b] por otra f. Ademas, la funcion

f tendra la forma de combinacién lineal escrita como

F(x) = codo(X) + 11 (X) +- - + Cnn (),

0, equivalentemente,

Fo ="y,

j=0
donde tenemos n + 1 funciones ¢g(x), ¢1(x), ..., d¢n(x) dadas. Los coeficientes
co, C1, ..., Cn S€ tienen que obtener de tal forma que una norma (o seminorma)

euclidea ponderada de la funcién de error f —f sea lo mas pequefia posible,

esto es, calcular los coeficientes de tal modo que
N b, 2
I =Fl3w= / ‘f (x) —f(x)) w(x)dx, en el caso continuo,
a
u LN 2
If=Fl5w= Z )f(x,-) —f(x,-)‘ w;, en el caso discreto,
i=0

sean tan pequefias como sea posible. Esta formulacién se conoce como pro-

blema de minimos cuadrados.
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1.3. Solucioén al problema de aproximacion
Se puede demostrar que, cuando ¢, ¢1, ..., ¢n son linealmente independien-

tes, el problema de aproximacién mediante minimos cuadrados tiene soluciéon

unica,
F=3"¢9;, 3)
j=0

donde los coeficientes ¢; son los que hacen minima la norma euclidea.

La solucion esta ademas caracterizada por la propiedad de ortogonalidad, que
implica que f—f tiene que ser ortogonal a todas las funciones ¢;. Asi, sise cum-
ple esto, entonces f es una solucién del problema de aproximaciéon. Aplicando

la definicién de ortogonalidad, obtendriamos que las n7 + 1 igualdades

n
O gdi—f,d) =0, k=0,1,2,...,n,

j=0

se deben cumplir. Ademas, de la propiedad de linealidad del producto escalar

se deduce que
O Gdidey =D 6(dy i)
j=0 j=0

Entonces, las condiciones anteriores son equivalentes a resolver el sistema de

ecuaciones

(D0,$0)C0o + (Po,P1)C1 + - - + (Do, Pu)ln = (do,f)

(D1,90)Co + (d1,P1)C1 + -+ - + (d1,Pn)Cn = (d1,f)

(D, P0)Co + (dn, P1)C1 + - - + (Du, Du)Cn = (P f),

que, formulado de forma compacta,

n

<¢]l¢k>6] = <fl¢k>l k= 0,12,...,n (4)
>

j=0

Este sistema de ecuaciones se denomina ecuaciones normales. Resolviendo
el sistema se determinan los coeficientes ¢;. En la guia de la actividad 1 se han

presentado distintos métodos de resolucion de sistemas.
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Si nos encontramos en el caso discreto y la norma utilizada es la norma
euclidea, esto es, los pesos son todos la unidad, w; = 1, las ecuaciones
normales se puede obtener de una forma directa, sin calcular uno por
uno todos los productos escalares necesarios. Recordemos el sistema de
ecuaciones en (1) visto en la introduccién y denotamos

® = (GoP1(X)| ... [gn(X)) ¥ €:=(co, €1,y Cn)

Entonces lo que queremos es resolver el sistema sobredeterminado
&c = f(x). Es facil demostrar que podemos construir las ecuaciones nor-
males correspondientes a este sistema con respecto a la norma euclidea

simplemente haciendo la siguiente transformacion:

3Toc =o' f(x). (5)

Un caso particular muy importante es cuando ¢g, ¢1, ..., ¢» forman un siste-
ma ortogonal. Entonces las ecuaciones normales se pueden resolver inmedia-
tamente, ya que en cada ecuacion los términos donde j # k son cero. Teniendo

esto en cuenta, cada ecuaciéon normal se reduce a

(b, dp¢i=(f, d), j=0,1,2,...,n

Despejando, los coeficientes son calculados de una manera muy sencilla, me-

diante la expresion

. ()

G=tguay 1=0 L2z (©)

Los coeficientes ¢; se denominan coeficientes ortogonales (ocasionalmente,

coeficientes de Fourier).

Ecuaciones normales
Supongamos que queremos usar el método de minimos cuadrados para ajustar una fun-

cién de la forma f(x) = cp + c1x a unos datos medidos en un experimento y presentados
en la tabla 1. Asumimos que todos los pesos son la unidad.

Tabla 1

fx)

21
~0,9
~0,6
0,6
0,9

N O A W R

Datos experimentales
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Usando la notacién anterior, tendriamos que ¢o(x) = 1y ¢1(x) = x, con m = 5. Las
ecuaciones normales entonces vienen dadas por

(b0,$0)Co + (P1,90)C1 = (f,d0)

(b0, d1)Co + (d1,01)¢1 = (F,d1).

Se necesitan los productos escalares de los vectores

S

(¢0,40) = Z%(X o) => 1=5,

i=1 i=1

(b0, P1) Z do(Xi) 1 () = Zx, =21,

(p1,90) = Z $1(X) o (x) = Z X =21,

i=1 i=1

(91,91) Zd)](xl)(b](xl)—Zx =111,
(f1do) = Zf(X)tbo(X)—Zf(X)——

(f,d1) Zf(x )$1(x) —Zf(x )i =2,7,

Entonces se obtiene el sistema
5Co +21¢1 =-2,1
2160 + 11161 = 2,7,

cuya solucion es ¢y = -2,542 y ¢; = 0,5053. El sistema resultante se podria haber obtenido
directamente mediante la transformacion (5).

Media como aproximacion de funciones

Consideremos el caso n =0, ¢o(x) = 1. Recordemos que

(f.8) =>_ wif (xi)g(xi).

i=0
Las “ecuaciones normales” en la ecuacion (4) se reducen a una sola ecuacion
(®o,$o)co = (f,%0),

donde

_ Yo Wif(Xi).

- Z,r:o wi
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El coeficiente cg es la media ponderada de los valores de la funcién. Si todos los pesos son
iguales, entonces obtenemos

o = ZZO f(Xi)’

m+1

con lo que vemos que el cdlculo de la media es un caso especial del método de minimos
cuadrados.

Es importante destacar que, cuando ¢1, ¢2,..., ¢» forman un sistema
ortogonal, el coeficiente de Fourier ¢; es independiente de n (ver ecua-
cion (6)). La ventaja de esto es que se puede incrementar el namero
total de parametros sin recalcular ninguno de los previamente obteni-
dos. El uso de sistemas ortogonales es muy ventajoso, no sélo porque
simplifican los calculos sino también porque permiten evitar problemas
numéricos que pueden aparecer cuando se resuelven sistemas de ecua-

ciones normales para un conjunto de funciones base no ortogonales.

1.4. Aproximaciéon por polinomios ortogonales

Por una familia de polinomios ortogonales nos referimos a una familia trian- Nimero de condicién

gular (que definiremos a continuacién) de polinomios que es un sistema or- ] .
El ndmero de condicién de

togonal con respecto a una funcién peso dada. Las aproximaciones de fun- una funcién mide cuanto
afecta al valor de salida un
cambio importante en los
de manipular, tienen buenas propiedades de convergencia y proporcionan valores de entrada. Si el valor
del ndmero de condicién es
préximo a uno, se dice que la
linomios ortogonales también constituye la base de métodos numéricos para funcién esté bien
condicionada. Si, por el
contrario, el nimero de

con la aproximacion de minimos cuadrados (integracion numérica, fracciones condicién es mucho mas
grande que uno, se dice que
estd mal condicionada.

ciones en términos de polinomios ortogonales son muy tutiles: son faciles

una representacion bien condicionada de una funcién. La teoria de los po-

muchos problemas que, en principio, puede parecer que tienen poco que ver

continuas o el problema algebraico de autovalores, por ejemplo).

1.4.1. Familia triangular de polinomios

Un polinomio de grado n es una funcion de la forma

Px) = cux" + X" Ve x + Co.

El coeficiente ¢, se llama primer coeficiente. Si ¢, # 0, entonces el polinomio
se denomina polinomio genuino de grado n. La clase de polinomio de grado n
contiene todos los polinomios de grado menor como casos especiales. Una

constante es un polinomio de grado cero.
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Existen muchas formas de especificar un polinomio. Una de ellas es escribir
los términos en forma de sumatorio, también llamado expansién, con lo que

obtenemos
n
)
S 6,
j=0

Aunque la forma de este sumatorio puede parecer la mas intuitiva, no es la

Gnica alternativa. Por ejemplo, se puede reescribir lo anterior de la forma
n .
> dix-hy,
j=0

para algin h # 0.

Matematicamente, las expresiones anteriores son equivalentes pero, compu-
tacionalmente, trabajar con valores redondeados de los coeficientes puede su-
poner una gran diferencia. Si se quisiera usar la segunda forma para una apro-
ximacién polinémica en el intervalo [a, b], entonces se deberia seleccionar

h= %(a +b), esto es, el punto medio del intervalo.

Las dos formas presentadas son las mas naturales, en las que primero podria-
mos pensar, pero existen muchas otras representaciones que son incluso mas
ventajosas. Pensemos en la secuencia de polinomios ¢¢, ¢1, ¢2,... (finita o

infinita)

o(x) = coo
¢1(x) =cro+ 11X

2
G2(X) = C20 + C21X + CopX

Gn(X) = oo + Crix + CnZX2 +oo e

donde todos los primeros coeficientes son distintos de cero, esto es ¢; # O.
Esta representacion se conoce como familia triangular de polinomios. Como
veremos, un polinomio escrito como familia triangular facilita su tratamiento

y evaluacion.

Utilizando la forma triangular, las potencias de x pueden ser expresadas recur-
siva y inicamente como combinacién lineal de ¢¢, ¢1, ¢z, ...,

K02 Q0 ¢ -co P1(x) -~ cro %

Coo C11 11

IR
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1.4.2. Polinomios ortogonales

En este apartado definiremos formalmente los polinomios ortogonales. En los
siguientes apartados introduciremos algunos ejemplos representativos de po-
linomios ortogonales, como los polinomios de Chebyshev y los polinomios

de Legendre.

Cualquiera que sea la distribuciéon de pesos para el producto escalar, existe
un sistema ortogonal asociado ¢, ¢1, ¢2,..., que es una familia triangular
de polinomios. La familia esta determinada de manera tinica, independiente-
mente de que los primeros coeficientes Ay = coo, A1 = ¢11, Az = C22,... de los
polinomios de la familia triangular puedan venir dados por valores arbitrarios

distintos de cero.

Dada una distribucién de pesos en una malla con m + 1 puntos, la familia
acaba con ¢(x). La funcién ¢,,,1(x) es cero en cada punto de la malla. En el

caso continuo, la familia tiene infinitos miembros.

Para n > 0, los polinomios ortogonales satisfacen un férmula recursiva de tres

términos,

a1 (X) = n(X = Pr)Pn(X) = YnPp-1(X), ¢-1(x) =0, Po(x) = Ao, ()

donde a, = AA’T , V Bn Y vn vienen dadas por las expresiones

(Xdn, on) _ %l $nl®

1oalZ " 7" i bua P

Pn =

En el célculo de los coeficientes en una expansion de la forma

PX) =codo(X) +c1d1(X) + - - + Cndu(x), 8

usando la férmula del coeficiente ortogonal ¢; = (p, ;) /|\¢j||2, se puede usar la
féormula recursiva de la ecuacion 7. En el caso discreto, es aconsejable calcular

recursivamente los vectores ¢;(x),j=0, 1, 2,...,n.

El modo mas ficil de evaluar una funcién definida mediante una expansiéon
ortogonal es usar la férmula recursiva de Clenshaw. Utilizando la notacion

de la ecuacién 7, tenemos, para k=n,n-1,...,1, 0,

Vi = (X = Br)Vie1 = Yie1Vis2 + Crs

donde y,2 = yui1 = 0. Al final obtenemos que p(x) = Agpyo.
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1.4.3. Polinomios de Chebyshev

Los polinomios de Chebyshev constituyen una de las familias triangulares de
polinomios ortogonales mas utilizadas. Sus propiedades pueden ser deducidas

con bastante facilidad, incluso sin la teoria enunciada en el apartado anterior.

Consideremos la férmula

cos((n+1)d) +cos(n—1)d = 2cos (¢)cos (np), n>1.

Esta formula nos permite expresar cos (n¢) como un polinomio en términos
de cos (¢),

c0s (2¢) = 2 cos® (¢p) -1
cos (3¢) =2cos(dp)cos (2¢) —cos () = 4 cos® (d)—3cos ()

cos (4¢) = 2 cos () cos (3¢) — cos (2¢) = 8 cos* () — 8 cos® (¢) + 1

Si asumimos que x = cos (¢), siendo ¢ = arccos(x), entonces obtenemos una
familia triangular de polinomios, los polinomios de Chebyshev, para -1 < x <
1,n=0, 1, 2,... definidos por la férmula

Th(x) = cos (narccos(x)) .

Asi, utilizando las expresiones anteriores para cos (n¢), obtenemos

TO(X) = 1r
Tl (X) =X,
To(x) =2x* -1,

Ts(x) = 4x° - 3x,

Ti(x) = 8x* —8x%* +1
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Propiedades de los polinomios de Chebyshev

1) Formula recursiva:
TQ(X) = 1;
Tl (X) =X,

Tpi1 (%) = 2xXTu(x) = Ty1 (%), n> 1.

2) Primer coeficiente: Es 2"! paran > 1y 1 paran=0.

3) Simetria:

Tu(=x) = (1) Tu(x).

4) Ceros y puntos criticos: T,(x) tiene n ceros en el intervalo [-1,1], que

vienen dados por

xkzcos(2k+1ﬁ), k=0,1,2,...,n-1,
n 2

conocidos como abscisas de Chebyshev, y n + 1 puntos criticos,
X}, = COS (I%T) , Ta(xp) = (DX, k=0,1,2,...,n

Estos resultados se deducen directamente por el hecho de que cos (n$) = 0

para

2k-1m
¢_ n E}

y que |cos (n¢) | tiene maximos en ¢ = km/n.

5) Ortogonalidad, caso continuo: los polinomios de Chevyshev son ortogo-

nales con respecto al producto escalar

1 1
(F.8) = / 3=

Entonces,
0 si i#j

(T;,T)=< =m si i=j#0

T si i=j=0
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6) Propiedad de ortogonalidad, caso discreto: sea

(F,8) = (g,

k=0

donde {x;} son los ceros de T,,,1(x). Entonces, para 0 <i <my 0 <j < m,

tenemos
0 si i#]

(T, T;) = %(m+1) si i=j#0

m+1 si i=j=0

7) Propiedad minimax: de todos los polinomios de grado n con primer co-
eficiente 1, el polinomio 27T, tiene la norma del maximo maés pequefia en

[-1,1]. El valor de su norma del maximo es 2'".

Las expansiones en términos de polinomios de Chebyshev son una ayu-
da importante en el estudio de funciones en el intervalo [-1,1]. Si que-
remos trabajar en términos de una variable t que vive en el intervalo

[a, b], entonces se debe hacer el cambio de variables (sustitucion),

= %(a+b) + %(b—a)x, telabl o xe[-1,1].

1.4.4. Polinomios de Legendre

Los polinomios de Legendre se definen mediante la férmula

LO(X) =1,
)

L) = s (62 -1)").

Nota

La derivada n-ésima de una
funcién, que describimos
f(x)d"/dx"(f (x)) es la
derivada de la derivada de la
derivada... nn veces.
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Propiedades de los polinomios de Legendre

1) Formula recursiva:

LO(X) = 1/

Ll(x) =X,

(10)
Lo() = 33 -1),

2n+1
Ln+1(x)= n+1

n
XLn(x) - an-l ()

2) Primer coeficiente: como (x?-1)" es un polinomio de grado 2n, Lx(x) es un

polinomio de grado n. El primer coeficiente A, es mismo que el del polinomio,

1 d a1 "
ZH—nIW(X )_2n—m2n(2n—1)(2n—2)...(n+1)x

Entonces

o Ay 2n+1
"TTA, T n+1

3) Simetria:

Lu(=x) = (<1)"La(x).

4) Ortogonalidad: los polinomios de Legendre son ortogonales con respecto

al producto escalar,

1
2 = d ’
)= [ Fseods

por lo que,

0 si n#j
(Ln,Lj) =
2n+1 stn=j

5) Cota:
Lu(0| <1, x€[-1,1].
Observando la propiedad de ortogonalidad, los polinomios de Legendre son

bastante ttiles para aproximaciones con norma euclidea y distribucion de pe-

so w(x) = 1.
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1.5. Métodos de Fourier

En este apartado vamos a estudiar una aplicacién particular de la teoria de
aproximacion de funciones vista hasta ahora. Se trata de un marco teérico al-
tamente desarrollado, el andlisis de Fourier, en el que se enmarcan los llamados
polinomios trigonométricos. Estos son una herramienta con mucho potencial
en la aproximacion de funciones, especialmente funciones periodicas (aunque
no solo estas). El analisis de Fourier utiliza muchos de los resultados generales
de los polinomios ortogonales.

Muchos fen6menos naturales (actsticos, 6pticos, etc.) presentan un compor-
tamiento periddico. Es bien sabido que un sonido estd compuesto por osci-
laciones regulares: el tono fundamental (o puro), con una frecuencia n, y los
tonos armoénicos, con frecuencias 2n, 3n, 4n, .... El ratio entre el tono fun-
damental y los tonos armoénicos determina nuestra percepcién del sonido.
Pueden también existir sonidos sin tonos armonicos, es decir, basados solo en
el tono fundamental, por ejemplo en la musica electrénica, donde se utilizan

tonos sinusoidales puros.

En un oscilador electronico, una corriente eléctrica es generada con una fuerza

que depende del tiempo ¢ de acuerdo con la férmula
rsin(wt+v),

donde r es la llamada amplitud de oscilacién, w es la frecuencia angular (2n
veces la frecuencia) y v es una constante que define el estado del sonido a

tiempo t =0.

En un altavoz, las variaciones de corriente eléctrica son convertidas en varia-
ciones de presion del aire, que, bajo condiciones ideales, se describen con la
misma funcién. Sin embargo, en la practica siempre se producen ciertas dis-
torsiones que provocan que aparezcan los tonos armoénicos. Asi, armoénicos de
orden k-1 contribuyen al sonido en la forma ry sin (kwt + vi). Las variaciones
en la presion del aire que llegan a nuestros oidos se pueden describir, desde

este punto de vista, como la suma

Zrk sin (kwt + vy) . (11)
k=0

La separacion de un fenémeno periédico en un tono fundamental y varios
tonos armonicos aparece no solo en actstica sino también en muchas otras
areas, y esta relacionado con un teorema puramente matematico muy impor-
tante desarrollado por primera vez por Fourier. De acuerdo con este teorema,

toda funcién f(t) con periodo 2m/w, bajo ciertas condiciones generales, se pue-
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de expandir en una serie de la forma del sumatorio anterior (ecuacion (11)).

Mas adelante daremos una formulacién mas precisa de este resultado.

Una funciéon periddica es la que cumple que

fE+p) =1

Una expansion de la forma de la ecuaciéon (11) se puede expresar de muchas
maneras equivalentes. Si tomamos ay = ry sin (vx) y by = r¢ cos (vk), por las pro-

piedades del seno de una suma podemos escribir

f(t) = i (a cos (kwt) + by sin (kwt)), (12)
k=0

donde a; y by son constantes reales. En la practica, el sumatorio se debe trun-

car, es decir, utilizar un ntimero finito de sumandos, n + 1,

ft) = Z (ag cos (kwt) + by sin (kwt)),
k=0

Otra forma que también puede resultar conveniente se puede obtener median-
te la féormula de Euler,

exp(ix) + exp(ix) exp(ix) — exp(ix)

cos(x) = 5 sin(x) = 3
donde i = v~1 es la unidad imaginaria. Si, parak =1, 2, 3, ..., tenemos
Ck = 1 (ax -ib,
k=5 (@=iby),
(13)
Cx = 1 a +1ib,
& =5 (@ +iby),
entonces se obtiene
fO = ceexpliket), (14)

k=-00

o, utilizando el sumatorio truncado,

f(t) = i cx exp(ikwt).

k=-n
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En lo que resta, utilizaremos el término serie de Fourier a una expansion de la
forma de la ecuaciéon (12) o la ecuacién (14). Las formas truncadas de estas se-
ries se conocen como polinomios trigonométricos. Las series de Fourier son
muy importantes en el estudio de fendémenos periddicos en el tiempo (vibra-
ciones, sonido, luz, corriente alterna, etc.) o en el espacio (ondas, estructura

cristalina, etc.).

1.5.1. Conceptos basicos en analisis de Fourier

Nos restringiremos ahora a funciones de una variable y periodo 2m. Si una
funcién de t tiene periodo p, entonces el cambio de variables x = 2nt/p trans-
forma la funcién de ¢ inicial en una funcién de x con periodo 2n. Asumimos
que la funcion puede tener valores complejos, ya que la exponencial compleja
resulta muy conveniente para ciertas manipulaciones algebraicas. El producto
escalar de dos funciones que toman valores complejos, /' y g de periodo 2, se

define, en el caso continuo, como

9= [ reosods, (1s)
y en el caso discreto,
u 2ma
(F,8) =D [(3(xa), Xa= 177 (16)
a=0

donde la barra horizontal encima de g indica conjugacion compleja.

La norma de la funcién f se define como

Il = AFf)-

Los resultados para el producto escalar vistos en los apartados anteriores apli-
can igualmente con esta nueva definicion, con algunas modificaciones obvias.
Notese especialmente que (g, f) = (f, §). En el caso continuo no importa en
qué intervalo nos encontremos; siempre y cuando tenga longitud 2, el valor

del producto escalar no cambia.

Sean las funciones (que aparecen en la ecuacion (14)),

¢;(x) = exp(ijx), j=...,-2,-1,0,1,2,...,
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se tienen las siguientes relaciones de ortogonalidad,

2n si j=k,
<¢]!¢k> =
0 si j#k,
para el caso continuo y,
M+1 si j-k es un entero
M+1
<¢]!¢k> =
0 en otro caso,

para el caso discreto.

Si se sabe que f se puede expandir de la forma

b
f = Z Ci¢jl
j=a

donde a = —co y b = cc en el caso continuo, y b—a = M en el discreto, entonces,

formalmente tenemos, para a < k < b, que

b
(Frdi) =D cildj i),

j=a

ya que (¢;, ¢x) = 0 para j # k. Asi, cambiando k por j, tenemos

% [ : f(x) exp(-ijx)dx en el caso continuo

1
M+1

M
Z f(xa) exp(-ijxa) en el caso discreto.
a=0

Estos coeficiente se denominan coeficientes de Fourier y son un caso parti-

cular de los obtenidos en el apartado 1.3.

En consonancia con la ecuacion (13),
a;=¢+c, bj = I(Cj - _,').

Cuando j = 0, el coeficiente a, se calcularia sumando dos veces el mismo va-
lor ¢p, lo que seria incorrecto. Por lo tanto, el coeficiente ay aparece siempre
dividido por 2 para corregir esta discrepancia. Como se puede deducir facil-
mente, by = 0.
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Por ejemplo, para el caso continuo, tendriamos que, paraj > 0

a; = % [: f(x) cos(jx)dx,
(18)

b = % | / : £ () sinix)dx.

Datos periddicos

En la tabla 2 presentamos las temperaturas registradas en Washington D.C. el 1 de enero
de 2001. Elegimos un modelo que permita capturar las oscilaciones que observamos en

los datos.
Tabla 2
Hora del dia | Fraccion de dia, () | Temperatura
00:00 0 -2,2
03:00 3 -2,8
06:00 i -6,1
09:00 3 -3,9
12:00 i 0,0
15:00 2 1,1
18:00 3 -0,6
21:00 z -1,1

De acuerdo con lo visto en este apartado, el mas sencillo en el que podemos pensar es
f = “70 + aj cos(2mt) + by sin(2nt), que se corresponde con la expresion (12) truncada
a n = 1. Utilizamos este modelo porque sabemos que la temperatura es mas o menos
periodica con un periodo de 24 horas. Utilizando la notacién del apartado tendriamos,
M =7 (8datos)ya=0,1,...,7 (ver segunda columna). Por lo tanto, xq = 27t, y f(xa) son
las correspondientes temperaturas (tercera columna). Si aplicamos ahora las expresiones
de los coeficientes, ¢j, para el caso discreto obtenemos

c=-1,95, ¢1=-0,37-1,28i, ¢; =-0,37 +1,28i.
Ahora podemos calcular los coeficientes ag, a; y b1 como
do

dg=Cp+Co= —3,9, ? = —1,95,

ay =c1+cq =-0,74,

bl = i(Cl —C_1) = —2,56.

En la figura 4 presentamos la aproximacioén obtenida.
Figura 4

2

—f(t)
® Temperaturas

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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1.5.2. Series de Fourier

Toda funcién f continua a trozos con periodo 2m puede ser asociada con una

serie de Fourier de las siguientes dos formas vistas anteriormente,

1 - . o - y
540+ Zl (aj cos(jx) + bjsin(jx)), o Z ¢j exp(ijx).

j= j:—oo

Los coeficientes ¢; y, a; y b;, se pueden calcular mediante las ecuaciones (17)
y (18), respectivamente. Si f y su primera derivada, f’, son continuas en todo
el dominio, entonces la serie converge en todo el dominio a f(x). Se permite
incluso que f y f’ tengan un nimero finito de discontinuidades en cada pe-
riodo. En tales discontinuidades, la serie da la media de los valores limite por
la derecha e izquierda en el punto estudiado. Las suma parcial o truncada de
la serie es la mejor aproximacién posible a f(x), en el sentido de los minimos

cuadrados, mediante el uso de polinomios trigonométricos.

Teniendo en cuenta la ecuacion (18), es facil deducir las siguientes afirmaciones:

e Sif es una funcion par, esto es f(x) = f(—x), para cualquier x, entonces

b; = 0, para todo j. La serie de Fourier es entonces una serie de cosenos.

e Sif esuna funcién impar, esto es f(x) = —f(-x), para cualquier x, entonces

a; = 0, para todo j. La serie de Fourier es entonces una serie de senos.

Expansion de Fourier de la onda cuadrada

Consideremos la siguiente funciéon de onda cuadrada (ver figura 5)

-1 si -m<x<O,

f(x) =

1 si O0<x<m.

Imaginemos que podemos hacer una continuacién periddica de f(x) fuera del intervalo
(-m, m). Entonces f es una funcién impar, con lo que ya sabemos que todos los coeficien-
tes de “coseno” son cero, g; = 0. Los coeficientes de “seno”, b;, se calculan

% [: f(x) sin(jx)dx = —% /_: sin(jx)dx + % /On sin(jx)dx

0 si j es par,
r _ .
~2 [ ingax - 21700
T Jo T ] 4 L.
— sijesimpar.
jm
Entonces
fx) = i (sin(x) + _sm(Sx) + _sm(Sx) +. ) .
T 3 5
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La suma de la serie es cero en los puntos donde f presenta una discontinuidad. Esto con-
cuerda con el hecho de que la suma debe ser igual a la media de los valores limite por la
derecha y la izquierda en la discontinuidad. En la figura 6 presentamos la aproximacion
obtenida al truncar la serie infinita a n términos, considerando diferentes valores de n.
Observamos que, a mayor # la aproximacion claramente mejora, esto es, converge a f.

Figura 5

1

0.57

1.5.3. Teorema integral de Fourier

Supongamos que la funcién (€) definida en todo el dominio real y que sa-

tisface las propiedades de regularidad requeridas para que las series de Fourier

sean convergentes,

Figura 6

15

0.5

Sean
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Si tenemos

1 /2

i L
G= o / e expijndx=1 | 9E expl-2migiLde,

1
-iL

entonces, considerando las series de Fourier para x € (-m,m) o, equivalente-

mente, £ € (-3L,3L), resulta

f) =" gexp(ijx), WE) =) ¢expRmni&j/L).

j=—00 j=—00

Si ahora tenemos que

1L
si0=1 [, (@ expi2niznds, 19)
entonces obtenemos
v@ =1 g (1) experigin, e inin (20)
- L gL L p T ] ’ 2 Iz .

j==00

Pasando al limite, esto es L — oo, se evita hacer una continuacién peridédica
artificial de la funcion fuera del intervalo finito. El sumatorio en la ecuacion
(20) es una “suma de rectangulos”, parecida a la que aparece en la definicion
de integral definida. Sin embargo, aqui el argumento varia entre -co y oo, y la
funcion g;(t) depende de L. Mediante un paso al limite no muy ortodoxo, el

par de férmulas en las ecuaciones (19) y (20) se convierten en

s0= [ w@expe2ninds > v - [ sexp@nitndt. (@1

De hecho, se puede demostrar, siguiendo un analisis matematico bastante
complicado, que el resultado anterior es correcto. La demostracion requiere,
ademas de las condiciones de regularidad ya mencionadas (de caracter local),
unas condiciones de regularidad “global”,

/OO [p(E)|dg, es convergente.

o0

La relacion (casi simétrica) presentada en la ecuaciéon (21) se denomina teo-

rema integral de Fourier. Este teorema (y otras versiones de €l) es de gran
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importancia tanto en la matematica pura como en la aplicada. La funcion g

se conoce como la transformada de Fourier de .

Transformada de Fourier
La funcién {(€) = exp(-|€|) tiene la transformada de Fourier,
8 = / exp(-|&|) exp(-2ni&t)dE = / (exp(=(1 + 2mit)E) + exp(~(1 - 2nit)g)dg
—oco —00

1 1 1
= + = .
1+2mit  1-2mit  1+4n2t2

Utilizando ahora la ecuacién (21), obtenemos

/ Tl exp@nigndt = exp[E]),

o 1+4m2¢2

0, si consideramos x = 27t

> 1
/0 T CosENdx = exp(fE]), EER,
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2. Regresion

La regresion es una aplicacion (o un caso particular) de aproximacion de fun-
ciones. De hecho, esta técnica es también conocida como regresion por minimos
cuadrados, en alusién a que proporciona una soluciéon 6ptima sobre la base del

marco tedrico presentado en el apartado anterior.

Aqui nos centraremos en la llamada regresion lineal, donde el concepto “li-
neal” se refiere a la relacion entre lo que seran las incognitas del problema: los
coeficientes de la expansion. Veremos como varios métodos diferentes enca-

jan en esta definicion.

La regresion es una metodologia que ayuda a tratar conjuntos de datos ex-
perimentales, especialmente cuanto estos no se presentan de una forma con-
veniente en cantidad y/o calidad, y extraer de ellos algan tipo de medida o
desarrollar relaciones predictivas. Pretende una evaluacion descriptiva de los
datos que permita extraer conclusiones tutiles para su estudio. En ese senti-
do, cuando usamos regresion estamos en el caso discreto de aproximacion de

funciones.

Existen dos problemas tipicos que nos solemos encontrar cuando manejamos

datos experimentales: andlisis de tendencia y contraste de hipotesis.

El andlisis de tendencia se basa en usar un patron observado en los datos para
sacar conclusiones generales del experimento analizado o hacer predicciones

futuras de su evolucion.

En el contraste de hipotesis se compara un modelo matematico existente
con los datos observados. Si los parametros del modelo son desconocidos,
puede ser necesario determinarlos para tener el mejor ajuste posible con los
datos medidos. Por otra parte, si los coeficientes ya estan disponibles, puede
ser conveniente comparar los valores predecidos por el modelo y los valores
reales observados, para evaluar la adecuacion del modelo. Habitualmente va-
rios modelos son comparados para conseguir el mejor ajuste a un conjunto de

observaciones dado.

2.1. Regresion lineal

Cuando tenemos datos que son de naturaleza variable, inestable o pseudo-

aleatoria, o que pueden presentar errores de medida (“ruido”), la mejor estra-

Fuente del apartado

Apartado basado en la
siguiente obra: Steven C.
Chapra (2018) Applied
Numerical Methods with
MATLAB for Engineers and
Scientists, Fourth Edition.
Nueva York, NY:
McGraw-Hill Education.
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tegia para describir las observaciones suele ser una linea (funcién) que pueda
reproducir la forma o tendencia general de los datos, mas que ajustar cada
punto individualmente, lo que se corresponderia con un problema de inter-

polacion.

Intuitivamente, la regresion seria el equivalente objetivo y matematicamente
sustentado a una metodologia mas visual consistente en, dados los datos re-
presentados en una grafica, dibujar la “mejor” linea sobre los puntos que los
describe. El criterio que, aplicando el sentido comun, se utilizaria es de dibu-
jar una linea que minimice de algin modo la discrepancia entre los puntos
y la curva. Entonces, aprovechando el marco tedrico de la aproximacion de
funciones, podemos concluir que la forma de medir esa distancia de manera
que su minimizacién nos proporcione la mejor solucién es la de los minimos
cuadrados. Recordemos que, entre muchas otras ventajas, la soluciéon que se
obtiene es Unica, algo que ya resulta intuitivo para pensar que es la solucién

Optima.

Pensemos ahora en el caso mas sencillo: describir unos datos dados por una
linea recta. Supongamos que tenemos un conjunto de datos por pares, (x1, y1),
(X2, ¥2), ..., (Xm, Ym). La expresion matemaética de una recta es

Yy =0C+C1x,

donde los coeficientes ¢y y ¢; son la ordenada en origen y la pendiente, respec-
tivamente. Asumiendo que la recta no aproxima todas las observaciones per-

fectamente, para cada par (y;, x;) cometemos un error €;, esto es

€ =Yi—Co—C1X;,

conocido también como residuo. Al considerar minimos cuadrados, particular-

mente el caso discreto, obtenemos

m m

2 2
E € = E (Yi—co—c1x)”.
i1 0

Recordemos en este momento la solucién que se presenta en el apartado 1,
que tenemos que adaptar al contexto de la regresion mediante una recta, to-
mando n =1, ¢o(x) = 1, o1(x) = x, f(x) = yiy wi = % De esta manera, la

obtencién de los coeficientes se simplifica mucho, siendo

my il Xiyi =Y XD Vi

= ’

2
Myt X = (S xi)

m

1 1+«
Co = EZYi_QE;Xi

i=1
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Regresion lineal
Encontrad la recta que mejor se ajusta a los puntos (1,2),(-1,1),(1,3). Resolviendo el sis-

tema de ecuaciones, obtenemos que ¢y = % yc = %. En la figura 7 podemos ver el
resultado.

Figura 7

4

—y = 1.75 + 0.75x

® Datos

Podemos ahora calcular los residuos o errores que se cometen en la aproximacion, pre-
sentados en la tabla 3.

Tabla 3
X; | yi | Recta,y Residuos, €;
1 2 2,5 -0,5
-1 |1 1,0 0,0
1 3 2,5 0,5

2.1.1. Cuantificacion del error de la regresion lineal

Como ya hemos mostrado en el apartado 1, la solucién basada en minimos
cuadrados es Unica y, por lo tanto, cualquier otra recta produciria una suma
de residuos mayor. Una serie de propiedades adicionales se pueden deducir
simplemente examinando un poco mas de cerca la manera como los residuos

son calculados. Si definimos su suma, S;, como

m
Sr=> (vi-co-c1x),

i=1

observamos un parecido a una expresion muy conocida, la de la desviacion

tipica de y dadas muestras y;,

S Y
=\ =207

donde y representa la media. Sabemos que la desviacion tipica expresa la dis-
crepancia de las muestras con respecto a un valor central, la media. S; puede
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ser visto como la discrepancia de los datos con respecto a otra medida central,

en este caso la linea recta.

La analogia se puede llevar ain mas lejos a casos donde, por una parte, los
datos se separan de la linea con una magnitud similar en todo el dominio
de estos y, por otra parte, la distribucion de los puntos alrededor de la linea
es normal. En esta situacion se puede demostrar que la solucién de minimos
cuadrados es la que mejor (incluso utilizando otras medidas) estima ¢y y ;.
En estadistica se conoce como el principio de mdxima verosimilitud. Ademas, si
las condiciones previas se cumplen, se puede calcular una “desviacion tipica”

para la regresion lineal, definida

Sr
m-2’

que se conoce como error estandar de la estimacion. Notese que, a diferencia
de la varianza estadistica (o la desviacion tipica), en el denominador tenemos
m -2, ya que estimamos dos valores ¢y y ¢1, por lo que hemos perdido dos

grados de libertad.

Del mismo modo que la desviacion tipica estadistica, el error estandar de la
estimacion cuantifica la dispersion de los datos, aunque en este caso alrededor

de la recta.

Estos conceptos pueden ser usados para cuantificar la “bondad” del ajuste, lo
que resulta muy util a la hora de comparar diferentes tipos de regresiones. Un
caso particular de especial importancia es cuando consideramos las medidas
de dispersion S; v S¢, que corresponden a la dispersiéon con respecto a la recta
y a la media, respectivamente. La diferencian $; — S, cuantifica la reduccion
del error debido a describir los datos en términos de la media o una recta.
Como la magnitud de esta medida depende de la escala, lo normalizamos a S;
y obtenemos el llamado coeficiente de determinacion

2 _ St—Sr
= 5,

r ) (22)

cuya raiz cuadrada, r, es el coeficiente de correlacion. Si r*> = 1 (Sr = 0), tenemos
que la linea recta explica perfectamente el 100% de la variabilidad de los
datos. Sin embargo, para > = 0 (S; = S;), la linea recta no mejora a la media a
la hora de describir los datos. Una formulacién alternativa de r que resulta ser

mas eficiente para su implementacién en el ordenador es

= mZZl xi}’i‘ZZl Xi 221 Vi '
VM 2 - (S )P m e v - (0 )
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Error estandar

Continuando con el ejemplo anterior, podemos calcular ahora las medidas de error que
hemos introducido. La suma de residuos al cuadrado seria

S = (0,52 +0%+0,5%2 =0,5.

Una vez calculado §;, el error estandar se obtiene facilmente, recordando que en este

ejemplo m = 3,
[ S
=s=4/——==5=v0,5=0,71.
s=s — s=+/

Finalmente, el coeficiente de correlacion r

po S 2705
s V2

2.2. Linealizacion de relaciones no lineales

La regresion lineal es una metodologia muy potente para describir de la mejor
manera un conjunto de datos con una linea. Sin embargo, su aplicabilidad
y eficiencia dependen significativamente de que la relacion entre las varia-
bles dependiente e independiente sea lineal (o cercana a lineal). Por supuesto,
existen multiples casos de disciplinas de la ciencia y la ingenieria en los que
los datos no presentan un comportamiento lineal, como el estudio de pobla-
ciones, radiacion, etc. Como primer paso intuitivo en el analisis de los datos,
basta con presentarlos en un grafico y discernir si el modelo lineal es el mas

conveniente.

Cuando un comportamiento no lineal es observado, se puede hacer uso de
técnicas de regresion no lineal. Sin embargo, en algunos casos, relaciones al-
tamente no lineales se pueden transformar para expresar los datos en una
forma que sea compatible con la regresion lineal. Asi se simplifica mucho su

tratamiento. A continuacion presentamos algunos ejemplos:
e Modelo exponencial
y=o0qexppix,

donde a; y f§; son constantes. Este modelo se emplea en muchas discipli-
nas de ingenieria y ciencia para simular valores que crecen (; positivo)
o decrecen (p; negativo) a una velocidad directamente proporcional a su
propia magnitud. La relacion entre las variables x e y es, en principio, cla-
ramente no lineal. Sin embargo, aplicando una transformacion bastante

simple, tomando el logaritmo natural, obtenemos
log(y) =log(a1) + P1x,

que se ajusta al modelo lineal.
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Automoviles en el mundo

Los datos de la tabla 4 describen el namero de automéviles operando en todo el mun-
do para diferentes afios desde 1950. A simple vista, parece que la cantidad de coches
ha seguido un crecimiento exponencial. Entonces vamos a ajustar un modelo expo-
nencial para estos datos o, lo que es lo mismo, determinar a; y p; de la descripcion
anterior.

Tabla 4
Ao | Automoviles (x10°)
1950 53,05
1955 73,04
1960 98,31
1965 139,78
1970 193,48
1975 260,20
1980 320,39

Después de hacer la transformacion logaritmicay resolver el sistema de las ecuaciones
normales obtenemos: ¢y = log(a;) = 3,986 y c; = 1 = 0,06152. Deshaciendo la
transformacion calculamos a; = exp(cp) = 54,03. En la figura 8 podemos ver los
datos y la forma de la curva exponencial de regresion.

Figura 8

500

—y = 54.03 006152
400 | ® Datos automobviles

300 1

200 1

100 ¢

0
1950 1960 1970 1980

Ecuacion potencia
y= ax??,

donde a; y f; son constantes. Esta relacién se utiliza mucho para ajus-
tar datos experimentales cuando el modelo matematico es desconocido. Si
B2 # 0 la ecuacion es no lineal. De forma similar al anterior, pero tomando

logaritmos en base 10, tenemos

log,((y) = 1og;y(az) + P2 10g,4(%),

que resulta en una recta con pendiente 3, y ordenada en el origen log,(a2).
Notese que se podria usar cualquier base para el logaritmo, aunque la base

10 es la mas habitual.
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e Ecuacion de la tasa de crecimiento de saturacion

y 3 [?)3 +x’
donde a; y B; son constantes. La ecuaciéon describe un crecimiento que se

amortigua cuando x se hace grande, lo que representa un efecto de “satu-

racion”. Para linealizar esta ecuacion basta con invertirla,

1_1 Bl
}/_(xg 0.3X'

Estas transformaciones permiten utilizar estos modelos en el marco de la re-
gresion lineal, y calcular los coeficientes. Una vez calculados, se recupera el
modelo original deshaciendo la transformacion y pudiéndolo usar para pro-
positos de prediccion.

2.3. Regresion lineal polinémica

Hasta ahora solo hemos hablado de como utilizar la recta para describir los da-
tos. Sin embargo, hay situaciones donde, aunque la distribuciéon de los puntos
presenta un patréon claro, este no se puede ajustar mediante una linea recta.
Para estos casos, una curva suele ser una mejor opcion. Asi, ademas de la linea-
lizacién mediante transformaciones presentada anteriormente, se puede optar
por ajustar un polinomio a los datos, utilizando la llamada regresion polinémi-
ca. Este tipo de regresion es, en cierto modo, una generalizacion del basado
en la recta, aunque sigue siendo lineal y un caso particular de la teoria de

aproximaciones de funciones por minimos cuadrados.

Entonces, generalizaremos el caso de la recta a un polinomio de grado mayor.
Supongamos que ajustamos un polinomio de segundo orden (cuadrético), de

la forma

y=co X+ 0.

Como en el caso anterior, esta formulacion es una especializacién del proble-
ma de minimos cuadrados presentado en el apartado 1. Simplemente debe-
mos tomar 1 = 2, do(x) = 1, d1(x) = X, d2(x) = x> y f(x) = . Ahora la suma del
cuadrado de los residuos es

m
2
Sr= i —Co— C1X; — CoX?
r Vi 0 14X 244 ’

i=0
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donde podemos observar que ahora tenemos un término mas para tratar de
reducir las diferencias individuales. Aplicando la solucién ya estudiada basada
en la ecuaciones normales, los coeficientes cy, ¢; y ¢z son facilmente calcu-
lados. Cabe aclarar de nuevo que este tipo de ajuste sigue perteneciendo al
contexto de regresion lineal, ya que las incognitas del problema son los coefi-

cientes, cuya relacion es lineal.

Finalmente, la regresion polinémica se puede utilizar con polinomios de grado

mayor, n. Asi tendriamos,
_ 2 n
Yy=Co+C1X+CXx + -+,

De nuevo, mediante el sistema de ecuaciones normales (7 + 1 ecuaciones li-

neales) se obtienen los coeficientes cy,c1,¢2, .. .,cn. El error estanidar se formula

s—,/isr
“Vm-n+1)

donde el denominador es m - (n+ 1) porque n + 1 coeficientes se utilizan para

como

calcular §;, con lo que hemos perdido n + 1 grados de libertad. El coeficiente

de determinacién r? se puede calcular utilizando la ecuacién (22).

2.4. Regresion lineal multiple

Otra extension muy empleada que también se enmarca en la regresion lineal
aparece cuando la variable y es una funcién lineal de dos o més variables. Por
ejemplo, y puede ser una funcion de x; y x, de la forma

Y =Co+C1X1 +C2Xp.

Esta formulacion es particularmente til cuando se ajustan datos experimen-
tales donde la variable estudiada depende de otras dos variables. Por ello, esta
técnica también se suele llamar variables explicativas, ya que se trata de de-
terminar la influencia de x; y x, en la variable y. En este caso concreto bidi-

mensional, la “linea” se sustituye por un “plano”.

Como en los casos anteriores, definimos la suma de residuos como

m

2

Sr= § (yi—co—c1x1,i—CaXz))
=0
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Los coeficientes ¢y, ¢; y ¢, se obtiene resolviendo el problema de minimos
cuadrados con =2, ¢o(x) = 1, d1(x) = x1, d2(X) =x2 y f(x) = y.

De nuevo, el caso bidimensional se puede extender al caso de n dimensiones,

teniendo
Y ==Co+C1X1 +CoXp + - - - + CnXn,

donde el error estandar se formula como

— Sr
5= Vm—-(n+1)’

y el coeficiente de determinacion se calcula con la ecuacion (22).

Ademas de los casos donde una variable es linealmente dependiente de dos o
mas variables, la regresion lineal multiple puede ser utilizada en la derivacion
de ecuaciones de potencias de la forma genérica

Y= Coxy'xg . X

Este tipo de ecuaciones son extremadamente tutiles ajustando datos experi-
mentales. Para usar regresion lineal multiple en este contexto, basta con apli-

car una transformacion logaritmica para tener

log(y) =1og(co) + c11og(x1) + c2log(xz) + - - - + cn log(xn).

En esta guia hemos presentado varios modelos y técnicas numéricas
para aproximar funciones. La seleccion del modelo adecuado dado un
conjunto de datos no es una tarea trivial y, en muchas ocasiones, re-
quiere un analisis exhaustivo tanto de las propiedades del modelo como
de la calidad/cantidad de los datos. Aqui, particularmente en el aparta-
do de regresion, hemos dado algunas medidas de la bondad en el ajuste,
que pueden ser usadas para la comparacion de distintos modelos, aun-
que muchos otros factores tienen que ser valorados: robustez, capacidad
predictiva, facilidad de uso, etc. En la practica, cualquier conocimiento
previo o la intervencion de expertos en la materia son también aspectos
que se deben tener en cuenta.
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