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Introduccion

El célculo diferencial y el concepto de derivada son muy probablemente las
aportaciones mas importantes e influyentes de la matematica aplicada. Los
meétodos y técnicas del calculo diferencial fueron inventados y desarrollados a
finales del siglo XVII por Newton y Leibniz de manera independiente, y desde
entonces las derivadas han sido una herramienta para resolver una infinidad
de problemas: desde la determinacién de la tangente a una curva, pasando
por problemas de optimizacién de todo tipo y acabando por las ecuaciones

diferenciales que modelizan muchos de los fenémenos del mundo real.

En este modulo, trabajaremos el concepto de derivada de una funcion en un
punto, que de manera informal podemos decir que se corresponde con la va-
riacion de la funcién en aquel punto. Por ejemplo, en el movimiento de un
objeto, la derivada de la posicién del objeto respecto del tiempo da la velo-
cidad a la que se mueve. Después de dar la definiciéon formal de derivada,
profundizaremos en su interpretaciéon geométrica: pendiente de la recta tan-
gente. En segundo lugar, estudiaremos la funcioén derivada, es decir, una nueva
funcion que da la derivada en cada uno de los puntos, y las reglas de deriva-
cion poniendo énfasis en la (importante) regla de la cadena, que nos permite
calcular la derivada de una composicion de funciones. En el apartado de las
aplicaciones, estudiaremos el crecimiento/decrecimiento de una funcién y sus

extremos relativos y lo aplicaremos a la representacion grafica de funciones.

Finalmente, haremos una interpretacion de la derivada como tasa/ritmo de

cambio de una magnitud/cantidad que depende de otra.
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1. Derivacion

1.1. Definiciéon de derivada en un punto

El marco general en el que introduciremos el concepto de derivada es el marco
de las funciones reales continuas de variable real. La derivada de una funcién

representa el cambio infinitesimal de la funcién respecto de su variable.

Por lo tanto, empezamos definiendo formalmente el concepto de deri-
vada de una funcién f(x) en un punto x = X, como

F(xo) = lim [ =T*0) (1)

X—Xo X —Xo

si este limite existe. Dicho en palabras, la derivada de una funcién en
un punto es el limite del cociente entre el incremento de la funcion y el
incremento de la variable independiente h = x — Xy cuando este altimo
tiende a cero.

La notacién f'(xg), que se lee “efe prima de xy”, se debe a Newton. Cuando
existe el limite f/(xo) y es finito decimos que la funcién f(x) es derivable en xy.
En la practica, sin embargo, pocas veces se calculan las derivadas por medio
del limite de la definicién, sino que se calculan de manera mas facil a partir de
las derivadas elementales y las reglas de derivacion, que relacionan derivadas

y operaciones, como veremos en los subapartados siguientes.

La condicién de ser derivable es mas restrictiva que la de ser continua. Si
reescribimos el limite de la definiciébn de derivada se comprueba que, si una
funcién es derivable en un punto, entonces necesariamente debe ser continua

en este punto: f(xg) = ]lir% f(xo + h).
n—

1.1.1. Interpretacion geométrica

Geométricamente, el valor de la derivada en un punto xo, f’(xo) es la pendien-
te (la inclinacion respecto del eje horizontal) de la recta tangente en aquel
punto xo (podéis ver la figura 1). Por lo tanto, la derivada nos dice como va-
ria localmente la funcién en aquel punto y nos da la direccién que sigue la

funcion en él.
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Figura 1. La derivada en un punto x( es la pendiente de la recta tangente
Y [y

Figura 1

La recta tangente corta de

6T y = f(x0)(x — xz0) + flxo) (o) manera Ioc?l.en un solo .
punto la gréfica de la funcién.
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La ecuacion de la recta tangente es y = f'(xo)(x—x¢) +[(x0), ya que se trata de la
recta que pasa por el punto de coordenadas (xo,f(xo)) y tiene pendiente f'(xo).

Ejercicio 1 Dada la funcion f(x) = x*=2x> + % +1, encontrad la recta tangente
en xo = 2. Para calcular la derivada, utilizad las derivadas bdsicas y las reglas de

derivacion.

1.2. Funcion derivada

La funcién derivada f’(x) es la funcién que para cada punto x nos da el valor

de la derivada de la funcién f(x) en aquel punto.

Dada una funcioén f, definimos la funcién derivada como
ff:A—R, x—f'(x),

con dominio del conjunto A de puntos en los que la funcién f es deri-
vable.

1.2.1. Calculo de las derivadas de las funciones elementales

Utilizando la definicion formal de derivada en un punto, el limite (ecuacién

1) para un punto variable, se puede calcular la funcién derivada para cada una
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de las funciones elementales: los polinomios, las exponenciales y logaritmos,
y las funciones periédicas seno y coseno.

Los polinomios son funciones que se basan en las operaciones aritméticas de
suma/resta y producto. La derivada de un polinomio del tipo f(x) = x", en la
que n > 0 es el grado del polinomio, es f'(x) = nx""!, que tiene un grado menos

que el polinomio original y esta definido para todo valor de x.

Ejemplo 1
Para calcular la derivada de la funcién f(x) = x en xo = 3 utilizando la definicién, hay que

hacer:

f'(3) = lim

x—3

=lim ——=Ilim1=1
x=3x-3 x—3

f®-r3) x-3
x-3

Estd claro que si en lugar de 3 ponemos cualquier valor, a, f’(a) = 1. Por lo tanto, si

O =x f'(x) = 1.

Ejercicio 2 Calculad la derivada de f(x) = 2 y de g(x) = x* utilizando la defini-

cion.

Esta derivada se puede extender a valores negativos de n e incluso a valores
racionales (jy a reales también!). Por ejemplo, f(x) = /x definida por x > 0, que

corresponde a una potencia de exponente n = 1/2, tiene derivada f’(x) = %ﬁ'
que existe para x > 0.

3

\/—\/Xis. ¢JPara qué valores de x estd
definida la funcion y su derivada? Trabajad los exponentes con fracciones.

Ejercicio 3 Calculad la derivada de f(x) =

Mas alla de los polinomios tenemos las funciones exponenciales y logaritmi-
cas. Hay distintas maneras de definir de manera formal estas funciones, pero
la idea intuitiva que representa la funcidon exponencial es la de un crecimien-
to muy rapido. Cuando observamos una magnitud que tiene un crecimiento
muy rapido, se dice que crece de manera exponencial y, al contrario, si crece

muy lentamente entonces tenemos la funcién logaritmica, que es su inversa.

Recordemos que la funcién exponencial natural es y = €*, en la que el nimero
2<e=2,718281... < 3 es la base y x es el exponente. El logaritmo neperiano

o natural es la funcion inversa del exponencial:

X

y=¢ <+ x=In(y).

De manera mas general, las funciones exponenciales de base a > 0 son de la
forma y = @* y son todas equivalentes en el sentido de que a* = ¢** para una
constante k adecuada. Las funciones logaritmicas de base a > 0: x = log,(y)

son sus inversas.

Derivada de un monomio

f(x) =x"es f'(x) = nx*1,

Derivada del exponencial

f(x)=e¥esf'(x)=e*.

Derivada del logaritmo

f(x) =1n(x) es f'(x) = 1.

Nota

Cuando la base es a:
a* =e'nd, log y
(a>0,a+#1).

Iny

“ Ina’
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Una manera de caracterizar la funcién exponencial es diciendo que la derivada
es la misma, si y = ¢* entonces y’' = ¢* para cualquier valor de x, y que ¢ = 1.
Por otro lado, la funcién logaritmo, vista como funcién de la variable x > 0y

no como funcion inversa, cumple que y =In(x) e ' = 1.

Las funciones periodicas bésicas son el seno y el coseno, ya que haciendo com-
binaciones y cambiando la frecuencia angular se obtienen las otras funciones

periddicas. Por ejemplo, y = sen(2x) + 3 cos(5x) es una funcién periddica.

Las funciones seno y coseno cumplen que al derivarlas se intercambian entre
si salvo un signo, mas concretamente: si y = senx, entonces )’ = cosx y si

y = cosx, entonces y' = —senx.

1.2.2. Reglas de derivacion

Las reglas de derivacion nos permiten calcular las derivadas de funciones cons-
truidas a partir de las funciones elementales y las operaciones aritméticas de
suma/resta y producto/division. Utilizando las propiedades de los limites, ob-
tenemos las reglas siguientes:

1) (Producto por nimero) y = af(x), entonces )’ = af’(x).

2) (Suma de funciones) y=f(x)+g(x), entonces y' = f'(x) + g’ (x).

Es decir, un factor constante multiplicando se puede quitar de la derivada, y
la derivada de una suma es suma de derivadas (ya que el limite de una suma
es suma de limites). Combinando las dos reglas, obtenemos la resta y mas en
general una combinacién lineal: y = af (x) + bg(x), entonces y' = af’ (x) + bg'(x)
donde a,b son dos nimeros reales cualesquiera. Por ejemplo, el polinomio de
grado 4: P(x) = 2x* - 3x® + x— 7 tiene derivada P'(x) = 8x*> - 9x? + 1, que es un

polinomio de grado 3.
Ejercicio 4 Calculad la derivada de la funcion y = 100e* - 10x* - 1.

Por otro lado, la derivada del producto no es el producto de derivadas, pero
tenemos una férmula que nos da la derivada del producto y de manera similar

para la division:

3) (Producto) y=f(x)g(x), entonces y’ = f'(x)g(x) + f(x)g' (x).

X8 - f(x)g'(x)
(8(x))? '

4) (Division) = %, entonces y' =

Es decir, la derivada de un producto es la derivada del primero por el segundo

sin derivar maés la derivada del segundo por el primero sin derivar. Para la

Derivada del seno

f(x) = sen(x) es
f'(x) = cos(x).

Derivada del coseno

f(x) = cos(x) es
f'(x) = —sen(x).

Recordad

2

senZx+cos?x =1

Reglas de la derivacion

Si f'y g son funciones
derivables, y a es un nimero:

e (a-f)=a-f
F+8) =f"+g&

e Fo=f s+ &
o ey =S
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division, que es parecida, hay que tener en cuenta que tanto la funcién como
su derivada solo estan definidas por los valores de x que g(x) # 0.

Con las reglas hechas hasta ahora, ya podemos calcular la derivada de una

20x* ./ _  40x
w5V = (1+5x2)2

funcién racional (cociente de polinomios). Por ejemplo, y =

que esta definida para todo x.

Ejercicio 5 Considerad la funcion continuay = %("), denominada funcion sinc.
Calculad su derivada. ;Cudl es el valor de la funcion en x = 0?

Regla de la cadena

La regla de la cadena se utiliza para calcular la derivada de la composicion de

funciones.

Si f y u son dos funciones que se pueden componer, entonces la deriva-
da de la composicién (f o u)'(x) = f' (u(x))u' (x).

Ejemplo 2

Si f(x) = 3x+ 2y u(x) = sen(x), entonces (f o u)(x) = 3sen(x) + 2, f'(x) = 3, t/(x) = cos(x),
por lo tanto, (f o ) (x) = f' (u(x))u’' (x) = 3 cos(x).

Ejercicio 6 Calculad (f o u)'(x) si f(x) = tan(x), u(x) = In(x).

1.2.3. Tabla de derivadas

Los resultados obtenidos en los subapartados anteriores se resumen y se am-
plian en la tabla 1.

Tabla 1

Funcién sinc

La funcién sinc se utiliza para
procesar sefiales digitales.

Funciones simples

Funciones compuestas u = u(x)

y= X", yl — nx”‘l

y= un’ y/ — nun—l u

_n / _ 1
y_\/)?ln_T/Ol V - nnx"‘l

’

y=vu, y=

n 1

y=¢e, y/:ex

y=él, y =cu

y=a*,a>0, y =a*ln(a)

y=a", y =a"In(au’

y =sen(x), y =cos(x)

y=sen(u), y =cosu’

y =cos(x), ¥ =-sen(x)

y=cos(u), y =-sen(uu’

y=tan(x), » =1+tan?(x)

y=tan(w), ' = (1+tan?w)v’

y=lnr), y'=1

;o

y=In@w), y ="+

1

y=log,(x),a>0,a#1, y’=m

y=log,w), ¥ =i

y=arcsen(x) ' = 11_x2 y=arcsen(u) j = 11_142 u
y=arccos(x) ) =- }_XZ y=arccos(u) y = _\/I_7u’
y =arctan(x) y’ = 1+1X2 y =arctan(u) y = 1+1u2 u
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1.2.4. Derivadas laterales

Al comprobar la derivabilidad de una funcién en un punto para la definicién
formal, puede suceder que no exista el limite pero si existan los limites latera-

les por la derecha y por la izquierda.

Definimos las derivadas laterales por la derecha y por la izquierda:

f(X) —f(XO) , f—l(x()) = lim f(x)_f(xo)
X —=Xo X—

/ q
Xp) = lim
f+( 0) X X X - X

+
— Xy

respectivamente. Si coinciden las derivadas laterales f(xo) = f(xo), en-
tonces la funcion es derivable en aquel punto.

En algunos problemas, aparecen funciones con valor absoluto. El caso mas
sencillo corresponde a la funciéon misma valor absoluto f(x) = |x| = max{x,—x},
que es continua en todos los puntos y derivable en todos los puntos salvo en
x=0.

Ejemplo 3
La funcién continua f(x) = |(x + 5)(x — 10)| se puede definir a trozos: f(x) = —(x + 5)(x— 10)

si-5 <x <10y f(x)=(x+5)(x-10) en caso contrario. La derivada también la podemos
calcular a trozos:

-(2x-5 S<x<10
=g "&Y
2x-5 x>0o0 x<-5

yenx =-5yx=10lafuncién no es derivable, ya que las derivadas laterales no coinciden.

Ejercicio 7 Considerad la funcion definida a trozos f(x) = 2= para x > 0y

fx) = \/1"+7+ 1 para x < 0. Estudiad la continuidad y la derivabilidad de la funcion.

1.3. Derivadas de orden superior

Dada una funcién f derivable, podemos considerar la funcién f’ derivada de f. Derivadas de orden

Suponiendo que la funcién f’ esté definida en un intervalo I, podemos consi- superior

derar los puntos en los que es derivable y la funcién derivada correspondiente, La derivada segunda es la

que denotaremos con . De este modo, f’ la denominaremos derivada prime- derivada de la derivada, y asi
de manera sucesiva...

rade f, y f” la denominaremos derivada segunda de f. La derivada de " la

denotaremos con [

y la denominaremos derivada tercera de f. En general, la
derivada definida por recurrencia la denotaremos con ™ y la denominaremos

derivada n-ésima de f, o derivada de orden n de f.
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Ejemplo 4

Consideremos la funcién f(x) = 3*. Entonces, calculando unas pocas derivadas podemos
obtener la expresion de la derivada n-ésima de f,

/() =3"In@3), f"(x) = 3*(In@3)?, ---, f”(x) = 3*(In(3))"

Ejemplo 5

Consideremos ahora la funcion f(x) = In(1 + x), entonces

Fo) = —— = (1)

1+x
() = (1)1 +x)72
() = D)+

@) = DE)E)A + 0™

00 = D™= DI+ )™

Ejercicio 8 Calculad la primera y la segunda derivada para cada una de las

funciones siguientes respecto de su variable independiente.

a) x = 2 cos(3t) - sen(3t) b) y = 10(1 + 3x)e™>*
¢ x=tsen(2t)+cos(2t)  d)z= %

Ejercicio 9 Calculad las tres primeras derivadas de la funcion f(x) = L5 y de
esto deducid una formula para la derivada n-ésima.
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2. Aplicaciones

En este apartado, veremos algunas aplicaciones de la derivacion: el signo de
la derivada nos permite decidir sobre el crecimiento y el decrecimiento de
una funcion; la derivada también es util en la bisqueda de extremos de una

funcién y, por esto, también en la resolucién de problemas de optimizacion.

2.1. Crecimiento y decrecimiento de una funcion

En primer lugar, definiremos los conceptos de funcién creciente y funcién

decreciente.

Consideremos una funcién f definida en un intervalo abierto (a,b) y tomemos Grafica de una funci6n
estrictamente creciente

dos puntos cualesquiera x;, x, de este intervalo con x; < x,, entonces:

1) Sif(x1) < f(xy) diremos que f es monétona creciente en (a,b).
2) Sif(x1) > f(x2) diremos que f es mondétona decreciente en (a,b).

3) Sif(x1) < f(xy) diremos que [ es estrictamente creciente en (a,b).

4) Sif(x1) > f(x2) diremos que f es estrictamente decreciente en (a,b).

En la figura al margen, se puede ver la grifica de una funcién estrictamente

creciente.

Veamos cOmo a partir de la derivada podemos decidir si una funcién es cre-

ciente o decreciente.

Consideremos una funcion f derivable en un intervalo abierto (a,b),

entonces:

1) Sif’(x) > 0 para todo x € (a,b), entonces [ es monotona creciente en

(a,b).
2) Si f/(x) < 0 para todo x € (a,b), entonces f es mondtona decreciente
en (a,b).
Grafica de la funcion
3) Sif’(x) = 0 para todo x € (a,b), entonces f es constante en (a,b). f) =23 -12x+1

Por ejemplo, si consideramos la funcién f(x) = x*> - 12x + 1, calculamos su

derivada f’(x) = 3x* - 12 y estudiamos en qué puntos se anula esta derivada:

f(x)=0 < 3x*-12=0 & x=20x=-2
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Observemos que f'(x) > 0six<-20x>2yf'(x) <0si-2<x< 2, porlo
tanto f es creciente en (-oco,—2)U(2,+00) y es decreciente en el intervalo (-2,2),

tal y como puede verse en la figura del margen.

Ejercicio 10 Estudiad el crecimiento y decrecimiento de las funciones:
@) F(x) = (6 - 4)°
b) g(x) = xe*

2.1.1. Extremos relativos. Puntos criticos

Supongamos una funcion f definida en un intervalo (a,b).

e Diremos que f tiene un maximo relativo en el punto xy € (a,b) si
hay un entorno de x, que escribiremos (xo — €,x9 + €) tal que para
cualquier valor x dentro de este entorno, x € (xo—¢€,Xo +€), se verifica
que f(x) < f(xo).

e Diremos que f tiene un minimo relativo en el punto xo € (a,b) si
existe un entorno de x, que escribiremos (xo — €,Xy + €) tal que para

cualquier valor x dentro de este entorno, x € (xo—¢€,Xo +€), se verifica

que f(x) > f(xo).

Un punto en el que la funcion tenga un maximo o un minimo relativo

se denomina un extremo relativo.

En el margen, podéis ver la grafica de una funciéon con un minimo relativo en Craficaldenatraneion

la que podemos observar que la imagen del punto x, seria la méas pequefia de con un minimo relativo

entre todos los puntos del intervalo (xg —€,xo + €).

A continuaci6on, veremos una condicion necesaria para que una funcién tenga

un extremo relativo en un punto. Supongamos que [ es una funcién real flao) imo eltivo

definida en un intervalo (a,b). Supongamos que f tiene un extremo relativo en To—e T gyt

Xo € (a,b) y que f es derivable en x,. Entonces podemos asegurar que f”(xo) = 0.

Por ejemplo, la funcion f(x) = x* sabemos que tiene un minimo en x = 0, y

puesto que f’(x) = 2x, entonces f'(0) = 0.

El reciproco no es cierto, es decir, es posible encontrar una funcién f derivable
como por ejemplo f’(xg) = 0 pero xo no es un extremo relativo. Por ejemplo,
si f(x) = x%, entonces f(0) = 0 pero f no tiene maximo ni minimo relativo en

ningan punto.

Los puntos donde f’(x) = 0 se denominan puntos singulares o criticos.
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Una funcién puede tener un extremo relativo en un punto sin necesidad de
ser derivable. Por ejemplo, la funcién f(x) = |x| tiene un minimo relativo en

x =0, y en cambio f no es derivable en x = 0.

Resumiendo, podemos decir que los extremos relativos de una funcién f se

encuentran entre:

1) los puntos criticos de f
2) los puntos de no derivabilidad de f

3) los extremos del dominio de la funcién f

Criterio de la primera derivada para la clasificaciéon de los extremos rela-

tivos

Podemos estudiar la derivada por la derecha y por la izquierda de estos puntos
de manera que, si la funcién crece por la izquierda de x, y decrece por la
derecha de x(, deduciremos que en x( la funcion tiene un maximo relativo,
y si la funcién decrece por la izquierda de xo y crece por la derecha de x,

deduciremos que en x( la funcién tiene un minimo relativo.

Ejemplo 6

Consideremos la funcién f(x) = 2x — 3x¥3 + 1 que est4 definida en todos los reales. Sus
extremos relativos los buscaremos entre los puntos criticos de f, Clasificacion de los
extremos relativos

ff=2-2x"=0 & x=1

Criterio de la primera

y los puntos en los que la funcién no es derivable. Observemos que f no es derivable derivada por la clasificacion
por x = 0. Entonces estudiamos el signo de la derivada por la derecha y por la izquierda de los extremos relativos de
de estos puntos, y obtenemos como resultado lo que se representa en el esquema en el la funcién
margen. La grafica de la funcién f estd representada en la figura 2. Podemos ver que f(x) =2x-3x23 + 1:
los puntos de no derivabilidad (x = 0) son puntos en forma de punta y en este punto 05 <0 -
P . . s . 2 . '(—1 0 .5) < 2) >
habria infinitas tangentes; en cambio, el punto critico de la funcién (x = 1) verifica que &' — _—
su tangente es paralela al eje OX, ya que tiene pendiente cero. ° °
0 1
Maximo Minimo
Figura 2. Gréfica de la funcién f(x) =2x—3x23 +1 (Punto de no derivabilidad)  (Punto critico)
2

Maximolrelativo

1

v o v T T >
1 2 3 4

Minimo relativo

Ejercicio 11 Determinad los extremos relativos de la funcion f(x) = x - x*/3.
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2.2. Concavidad y puntos de inflexion de una funcion

Diremos que [ es concava en un intervalo abierto (a,b) si es derivable
en (a,b) y su derivada f’ es una funcién creciente en (a,b). De manera
parecida, diremos que f es convexa en (a,b) si existe f’ y es decreciente
en (a,b).

En la figura 3 podemos observar que si f es concava en un intervalo, entonces
la gréfica de f estda por encima de sus tangentes en este intervalo, y si f es

convexa, la grafica de f esté por debajo de sus tangentes en este intervalo.

Figura 3. Concavidad, convexidad y punto de inflexién de una funcién f

Convexa

\Punto de inflexion

4

Céncava

-3

Los puntos que separan zonas de concavidad opuesta se denominan
puntos de inflexion.

Criterio de la segunda derivada para el estudio de la concavidad:

1) Sif”(x) > 0 en un intervalo (a,b), entonces f es concava en (a,b).
2) Sif”(x) < 0 en un intervalo (a,b), entonces f es convexa en (a,b).

3) Si f tiene un punto de inflexién en un punto x, y existe f”/(x¢), entonces
" (xo) = 0.

Por lo tanto, para obtener los puntos de inflexiéon de una funcién f dos veces
derivable, solo tenemos que encontrar los puntos como por ejemplo " (x) = 0.
Sin embargo, observemos que no todos los puntos que verifican la condicién
f"(x) = 0 son puntos de inflexién. Por ejemplo, la funcién f(x) = x* tiene
derivada segunda f”'(x) = 12x? y, por lo tanto, f”(0) = 0, pero en cambio x = 0
no es un punto de inflexion para la funcion f(x) = x*, ya que esta funcion es

siempre céncava.
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Igual que en el caso de los extremos relativos, para decidir si un punto xq es
candidato o no a ser punto de inflexién, podemos hacer un estudio del signo
de la derivada segunda por la derecha y por la izquierda de xo de manera que si
hay cambio de concavidad y x, pertenece al dominio de la funcién, podremos

asegurar que xo es un punto de inflexion.

Ejemplo 7

Encontremos los intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de inflexién de la
funcién f(x) = x2¢*. Para esto, primero calculamos la primera derivada, f’(x) = 2xe* +
x2e* = (2x + x2)e*, y entonces calculamos los ceros de la segunda derivada,

/) =2+20) +(2x+ X)) = (2 +4x+x%)* =0 & x=-2-V20x=-2+V2 Estudio de la concavidad
y la convexidad de una
funcion
Haciendo el estudio del signo de la derivada segunda por la derecha y por la izquierda
de estos puntos, obtenemos el esquema que se representa en el margen, del que se puede Esquema del estudio de la
deducir que la funcién es céncava en (-oc, — 2 — v/2) U (-2 + v/2, + co0) y convexa en concavidad y la convexidad
(-2-v2,-2++/2). Los puntos x = -2 - /2 'y x = =2 + /2 son puntos de inflexion. de la funcién f(x) = x>¢*:
(=4 >0 f(-1) <0 £1(0) > 0
La derivada segunda también nos permite dar informacion sobre los extremos N\
relativos. 22 24 V2
Concava Punto de inflexion

Criterio de la segunda derivada para la clasificacion de los extremos rela-

tivos:

1) Sif'(x0) =0y f"(x0) > 0, entonces f tiene un minimo relativo en x = xo.
2) Sif'(x0) =0y f"(x0) <0, entonces f tiene un maximo relativo en x = xo.

3) Sif'(x0) =0y f"(x0) = 0, entonces no podemos extraer ninguna conclusion.
La funciéon f puede tener un maximo relativo o un minimo relativo o un

punto de inflexion en x = x,.

Ejemplo 8

En el ejemplo anterior, los puntos criticos de la funcion f(x) = x2¢* se obtienen de

Clasificacién de los
extremos relativos

) =C2x+x*)*=0 < x=00x=-2

Criterio de la primera
derivada para la clasificaciéon

Entonces de los extremos relativos de
f(x) = x?e*:
f""(-2) = -2¢2 < 0, por tanto x = -2 es un maximo relativo.
f'(=3)>0 f(=1)<0 (1) >0
f"(0) =2 > 0, por lo tanto x = 0 es un minimo relativo. ° o
-2 0
A veces, el célculo de la segunda derivada puede ser complicado. Por este motivo, a Maximo Minimo

la hora de clasificar los extremos relativos es mas fécil utilizar el criterio de la primera

derivada tal y como se puede ver en la figura en el margen.

Ejercicio 12 Calculad los extremos relativos y puntos de inflexion de la funcion
fix)=x*-2x3 +1.
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2.3. Representacion grafica de funciones

Consideremos una funcién y = f(x). La grafica de la funcion f es el
conjunto de puntos del plano:

G(f) = {(x,f(®)) on x € Dom(f)}

Ahora veremos unas pautas que conviene seguir para dibujar un croquis apro-

ximado de la grafica de una funcién. Lo iremos explicando sobre la funcion
f(X)=Vx*(x+1)

1) Determinar el dominio Dom(f) de la funcién. Estudiar la continuidad de f
en los puntos de Dom(f). Si un punto a no pertenece al dominio de la funcién,
pero es un punto frontera del dominio de f, convendria calcular los limites
laterales, ){113{} fx) ylo XILH} f(x). Si alguno de estos limites es +oo 0 —, la recta
X = a serd una asintota vertical de la grafica de f.

En nuestro ejemplo, puesto que Dom(f) = R, no es procedente hacer este es-
tudio asintoético. La funcién f es continua en R, ya que es la composicion
de la funcién polinémica fi(x) = x*(x + 1) y de la funcién f>(x) = ¥/x, las dos

continuas en R.

2) Asintotas

En nuestro ejemplo no tenemos asintotas verticales, ya que el dominio son

todos los reales. Tampoco hay asintotas horizontales, ya que

lim /x2(x+1) = +cc.

X—+00

Calculamos las asintotas oblicuas, y =mx +n

3/32
m= lim M:l.

X—>+00 X

n= ngl (Vx2(x+1) = x) = +00 — 0
n= lim ({/x2(x+1)-x) =
X—+00

_ lim (V/X2x+1) =) (/x4 (x + 1)2 + x3/x2(x + 1) + x%)

X—+00 XA+ 1)2 + x3/x2(x + 1) +x2

X*(x+1)-x3 1

lim =
x=+00 I/ XA (x + 12 +xy/x2(x+ 1) +x2 3

Véase también

El calculo de las asintotas ya
se ha estudiado en el
subapartado 2.3.2 del
médulo 1.1.
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Por lo tanto, y = x + 1/3 es una asintota oblicua.

3) Puntos de interseccion con el eje de abscisas. Si la ecuacién f(x) = 0 es de
resolucion facil, convendra buscar las raices (ceros) de esta ecuacion, las cuales
se corresponderan con las abscisas de los puntos de interseccion de la grafica

de f con el eje de abscisas.

Si ha sido posible determinar estos ceros de la funcion, resultard conveniente
estudiar el signo de la funcion. Si una funcidon presenta cambios de signo,
estos se deben producir necesariamente en los ceros de la funcién, o en los

puntos de discontinuidad, o en los puntos frontera del dominio.

En nuestro ejemplo, los ceros de la funcién son los puntos x=-1y x = 0.

4) Estudio del crecimiento o monotonia. Determinacion de los extremos re-

lativos

Buscaremos la expresion de la derivada f’ de la funcién. Es posible que la
funcion deje de ser derivable en algin punto del Dom(f). Por este motivo,
habria que determinar el dominio de la derivabilidad de la funcién. Con la
intencion de estudiar el signo de f”, buscaremos los ceros de la ecuacion f'(x) =
0 que pertenecen al dominio de derivabilidad de la funcién f. El estudio del
signo de f’ lo haremos teniendo en cuenta que los cambios de signo de f’
(si los hay) deben producirse de manera necesaria en los ceros de f’, o en los
puntos de discontinuidad de f, o en los puntos de discontinuidad de f”.

En los puntos en los que la derivada f’ es positiva, la funcion sera estricta-
mente creciente, y en los puntos en los que la derivada es negativa, la funcién
sera estrictamente decreciente. La funcién presenta un extremo relativo en los
puntos del dominio de la funcién en los que haya un cambio de monotonia. Si
la funcioén es derivable en estos puntos, la derivada debera ser necesariamente

nula. Se trataria de un maximo o un minimo.

3x+2
3/x(x+1)2 "

cién es R—{-1,0}. La derivada f” solo se anula en el punto x = -2/3. El estudio

En nuestro ejemplo, f'(x) = El dominio de derivabilidad de la fun-
del signo de la derivada f’ y de la monotonia de f queda reflejado en la figura

que tenéis en el margen.

Por lo tanto, la funcién tiene un maximo relativo en x = -2/3 (punto critico)
y un minimo relativo en x = 0 (punto de no derivabilidad).

5) Estudio de la concavidad. Puntos de inflexion

Buscaremos la expresion de la segunda derivada f”. Determinaremos igual-
mente el dominio de f” que, en todo caso, no podra superar el dominio de
derivabilidad de f. Con el objetivo de estudiar el signo de f”, buscaremos los
ceros de la ecuacion "/ (x) = O que pertenezcan al dominio de f”. El estudio

del signo de " lo haremos teniendo en cuenta que los cambios de signo de f”

Monotonia de la funcion

f0) = Y20+ 1)

F(=2) >0 [(-08)>0 f(-05)<0 f(2)>0

1 2/3 0

maximo minimo
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(si los hay) se tienen que producir necesariamente en los ceros de f”, o en los
puntos de discontinuidad de f, ' y .

En los puntos en los que " es positiva, la funcidn es cdncava, y en los puntos
en los que ' es negativa, la funcién es convexa. La funcién presentard un
punto de inflexién en los puntos interiores del dominio de la funcién que
sean frontera entre dos regiones de concavidad de signo contrario. Si en estos

puntos existe la segunda derivada, esta debera ser necesariamente nula.

En nuestro ejemplo, f”(x) = el dominio de f” coincide con el

-2
9x(x+1) /x(x+1)2”
dominio de derivabilidad de f, la segunda derivada f” no se anula en ningtn
punto, y el estudio del signo de la segunda derivada f” y de la concavidad de

f queda reflejado en la figura que tenéis en el margen.
Por lo tanto, la funcién tiene un punto de inflexiéon en x = -1.
Con todo este estudio, la grafica de la funcion esta determinada por la figura 4.

Figura 4. Grafica de la funcién f(x) = &/x2(x + 1)
A

2

Aparte de estos pasos generales que acabamos de describir, podemos hacer

unas comprobaciones para simplificar la representacion:

1) Comprobar si la expresion de f es el resultado de aplicar a una funcién g
elemental o ya conocida una translacién en la direcciéon del eje de abscisas
(f(x) = g(x + a)); o una translacién en la direccioén del eje de ordenadas (f(x) =
g(x)+b); ouna “compresion” o “dilatacion” en la direccién del eje de abscisas
(f(x) = g(kx), k > 0); una “compresion” o “dilataciéon” en la direccion del eje
de ordenadas (f(x) = kg(x), k > 0); una simetria respecto del eje de abscisas
(f(x) = —g(x)); una simetria respecto del eje de ordenadas (f(x) = g(-x)), o una

combinacién de dos o mas de estas transformaciones.

Si es asi, el conocimiento de la grifica de g nos ayudara a intuir, e incluso a
dibujar enteramente, la grafica de la funcién f.

Concavidad de la funcion

f0) = V20 1)

(-2)>0 f'(~0.5) <0 (1) <o

-1 0
Punto de inflexion
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Ejemplo 9

En la figura al margen, se representa la grafica de la funcién f(x) = % (en negro); la
funcién g1 (x) = % +2 (en rojo) que se obtiene de la grafica de f(x) trasladada dos unidades
hacia arriba, y la grafica de g>(x) = X}r—z (en verde) que se obtiene de trasladar la funcién
f(x) dos unidades hacia la izquierda.

2) Estudiar la existencia de posibles simetrias respecto de los ejes de coorde-

nadas, es decir:

e Sif(-x) = f(x) para cualquier x € Dom(f), la grafica de f es simétrica respecto

del eje de ordenadas.

e Sif(-x) = -f(x) para cualquier x € Dom(f), la grafica de f es simétrica res-
pecto del origen de coordenadas.

3) Estudio de la periodicidad. Si existe un valor real p > O tal que f (x+p) = f(x),
para cualquier x € Dom(f), entonces la funcion es periddica. En este caso, sera
necesario buscar el valor mas bajo de p que cumple esta propiedad. Entonces
bastard con representar la grafica de f en un intervalo cualquiera [a,a + p] C
Dom(f) y, segun la periodicidad de f, extenderla al resto del dominio.

A continuacién, presentaremos otro ejemplo. Haremos un estudio completo
L . 2 2 .

de la funcién f(x) = ex>-1 hasta obtener una representacion grafica aproximada

de esta.

1) Dominio: los tinicos puntos en los que la funcién no estd definida son
aquellos donde x>—1 = 0, y por lo tanto cuando x = 1 0 x = -1y, de este modo,
Dom(f) =R-{-1,1}.

- 1
2) Simetrias: vemos que f(-x) = e=»*1 = e¢x>-1 = f(x), por lo tanto es una fun-

cion simétrica respecto del eje de ordenadas.

3) Asintotas:

Para obtener las asintotas verticales, calculamos los limites en los extremos del
dominio:

1 1
lim e¥@7 = e =" = +0
x—1*

1 1 _
lim e@1 =ev = =0
x—1-

Por lo tanto, x = 1 es una asintota vertical por la derecha.

Grafica de la funcion
()= ysus
translaciones
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& +00

lim ex21 =e0" =¢"° =+c0

x—-1-

Por lo tanto, x = -1 es una asintota vertical por la izquierda.

Para obtener las asintotas horizontales, calculamos los limites en +cc y en —cc.

. 1 19
lim e =ev~ =¢ =1
X—+inf

1 1
lim e?7 =em= =¥ =1
x—1-

Por lo tanto, y = 1 es una asintota horizontal.

4) Estudio de la monotonia. Determinacién de los extremos relativos. Dado
que las funciones exponenciales son derivables y la division de funciones de-

rivables es derivable en su dominio, la funcién sera derivable en su dominio y

-2x
f (X) - €x _1 ( 1)2
Observemos que f'(x) =0 <« x =0, por lo tanto x = 0 es el Ginico extremo
relativo posible. Puesto que f'(x) > 0six < 0y f'(x) < 0si x > 0, tendremos
que f(x) es creciente en (-oo, — 1) U (-1,0), decreciente en (0,1) U (1, + c0), y en
x = 0 habrd un méaximo relativo.

5) Estudio de la concavidad. Puntos de inflexion.

Calculamos la segunda derivada y obtenemos f”(x) = e Igualamos

(Xz 1)4
esta derivada a cero para obtener los posibles puntos de inflexion:

=0 & 6x*-2=0 = x=i</gmi0,76

Ademas, f”(x) < 0 para x € (-o0,-1)U(-1,-0,76)uU(0,76,1) U(1,+c0) y f(x) > 0
para x € (-0,76,0,76). Por lo tanto, f(x) es convexa en (-oo, - 1) U (-1,-0,76) U
(0,76,1) U (1, + 0o) y coOncava en (-0,76,0,76), y podemos decir que x =-0,76 y
x =0,76 son puntos de inflexion.

Finalmente, y de acuerdo con todos los pasos anteriores, la grafica de la fun-

cion estd determinada por la figura 5.
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1
Figura 5. Gréfica de la funcién f(x) = ex?-1

0 S G W
Maximo
Punto de inflexiéﬁ\ﬁunto de inflexion
5 % 5 2 H o Yz 3 & 5

Ejercicio 13 Elaborad una representacion grdfica de la funcion f(x) = % ha-

ciendo previamente un estudio completo de la funcion.

Ejercicio 14 Elaborad una representacion grdfica de la funcion f(x) = 1’}% ha-

ciendo de manera previa un estudio completo de la funcion.
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3. Derivada y cociente de diferenciales

La definicién de derivada a partir del calculo de un limite permite utilizar unas
técnicas para calcular la funcién derivada y algunas reglas para derivar muchas
funciones y operaciones entre funciones. Hay, sin embargo, otra metodolo-
gia, debida a Leibniz, que permite obtener el mismo resultado (derivadas de
funciones) usando una técnica distinta: el calculo mediante el cociente de
diferenciales. En este curso solo haremos una breve introduccién sobre esto,
especialmente en lo que respecta a su utilidad en ciertos contextos.

Si consideramos una funcion y = f(x), la notacion diferencial %, que se
lee “d de y partido por d de x”, contrasta con la notacion funcional de
Newton (f’). Definimos

dy Ay o (X0 +Ax) - [f(x0)
dx ~ Al)l(r—lgo Ax Al)ltll)lo Ax

= f/(XO) ’

siendo Ax,Ay los incrementos en x e y de manera respectiva. Esta defi-
nicion es equivalente a la definicién de derivada que hemos hecho al
principio del tema.

En los origenes del calculo diferencial, la derivada de una magnitud respecto
de otra se escribia y se interpretaba como un cociente: % es la variacion de la
variable dependiente y respecto de la variacion (arbitrariamente pequefia) de
la variable independiente x. Esta notacion es muy util y adecuada todavia hoy
dia, especialmente para la aplicacion de la regla de la cadena, el calculo de
la derivada de la funcién inversa y también para la resoluciéon de ecuaciones

diferenciales ordinarias por el método de separacion de variables.

También cuando hablamos de tasa de cambio o ritmo de variacién o velocidad
de variacién (o expresiones similares) de una magnitud, nos referimos a la
derivada de la magnitud respecto de su variable independiente.

Ejemplo 10

Si dejamos caer un objeto desde una altura de 100 m, su posicién en vertical, suponiendo
caida libre, esta representada por x(t) = 100 — 9,8% metros, donde £ > 0 es el tiempo en
segundos, y entonces su velocidad es v(t) = % =-9,8t m/s y su aceleracion es constante
a(t) = % = -9,8 m/s>.

Velocidad

La velocidad es el espacio
recorrido dividido entre el
tiempo transcurrido.
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Ejercicio 15 Sila posicion de un objeto en caida libre es x(t) = 100 — 9,8% me-
tros, ;scudnto tiempo (en segundos) tarda en llegar al suelo (x = 0) y a qué velocidad
lo hace (en metros por segundo)?

Hay distintas maneras de escribir la derivada de una funcién y = f(x). Las

expresiones siguientes son equivalentes:
d d
Y =G =@ =2

Resulta especialmente ttil la notacion diferencial porque permite tratar %
como si fuese un cociente, con numerador y denominador. Esta manera de
manipular los diferenciales es especialmente indicada en algunos casos, como

veremos a continuacion.

3.1. Derivada de la funcion inversa

Siguiendo con la notacién de Leibniz, la derivada de la funcién inversa se

calcula de la manera siguiente:

dx 1

dy _ o -
a—f(x) ENC))

Por lo tanto, solo hay que hacer 1 dividido por la derivada de la funcién

original y poner x en funcion de y, es decir, x = f~1(y). Por ejemplo, si y = In(x),
x > 0, entonces x = ¢’ y derivando Z—; = ¢’ = x, y por lo tanto haciendo inversos
obtenemos % = 1. Las derivadas de las funciones trigonométricas inversas se

obtienen de manera parecida. Por ejemplo, si y = arctan(x), entonces x = tany

y derivando £ = ooy = 1+ tan?y = 1+ x2, y por lo tanto haciendo inversos
1
1+x%°

obtenemos %’ =

Ejercicio 16 Considerad y = {13, x > 0. Calculad la funcion inversa, es decir, x

en funcion de y, y calculad las derivadas Z—i y g—; por separado.

3.2. Regla de la cadena

El uso de la notacion diferencial también es ttil para simplificar la derivacion

de una composicion de funciones cuando utilizamos la regla de la cadena.

Supongamos que tenemos una variable y que depende de la variable x. Supon-
gamos ahora que tenemos una tercera variable z que depende de la segunda
variable y. Si encadenamos estos dos hechos, tenemos que la tltima varia-
ble z también depende de la primera x (variable independiente). Ademas, nos
puede interesar saber como varia z respecto de x:

Funcién inversa

Si la funcién original es
x — y, la funcién inversa es
Y X

Cadena de variables

X—y—z
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dz _dz dy
dx ~ dy dx

Es decir, la variacion de z respecto de x es la variacion de z respecto de y por la
variacion de y respecto de x. Esta formula es otra manera de ver la derivacion
de una composicién de funciones: (f o u)'(x) = f' (u(x))u/(x), donde y = u(x) y

z=f®).

Ejemplo 11

Considerad un globo esférico que se esta inflando con aire. En un cierto instante de
tiempo ¢, el radio del globo es de r = 6 centimetros y esta creciendo a un ritmo de

% = 2 centimetros por segundo. ;A qué ritmo esta creciendo el volumen V del globo,
en centimetros cibicos, en este mismo instante? Por un lado, V = %nr3 y % = 4nr?
y, por otro lado, la regla de la cadena nos dice que ‘fi—‘t/ = ‘3—‘: . %. Finalmente, tenemos

4 = 4m? - 2 = 2887 = 904,8 cm®/s.

Ejercicio 17 La evolucion de la poblacion (en miles de individuos) de una cierta

especie estd determinada por x(t) = %592“ donde t es el tiempo en afios. Calculad el

ritmo de crecimiento de la poblacion % en miles de individuos por afio.

Ecuacion logistica

Crecimiento de una
poblacién con recursos
limitados.
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Soluciones a los ejercicios

1) Funcion f(x) = x*=2x*+% +1, derivada f(x) = 4x> —6x* + x y recta tangente

enxg=2:y=f(2)(x-2)+f(2) =10(x-2) + 3.

2) f'(0)=0,8'(x) =2x.

3) Funcion f(x) = x'¥6 y derivada f'(x) = - 135 que existen para x > 0.

4) Funcion y = 100¢* - 10x* - x™' y derivada y’ = 100¢* — 40x> + 5.

5) Limite de la funcién para el Hopital lim €3£ = lim <¢* = 1. Derivada por la
x—0 x—0

X cos(x)-sen(x)
—.

regla del cociente: y' = 2

6) La derivada de la composicion es (1 + tan(In(x))?) - %

7) Lafuncién f(x) es continua en todos los puntos, yaque f(0) =1y liIIOI fx) =
x—0-

1, y es derivable en todos los puntos salvo en x = 0, donde no coinciden las

derivadas laterales f/(0) = 1/2 y f/(0) = 1.

8) Derivadas segundas:
a) X’ =-9(2 cos(3t) - sen(3t)) b) " = 90(-1 + 3x)e™>*
) x" = -4t sen(2t) d) 7’ = —Z(ﬁ(i’;z‘)?;)

9) ['(x) = st [0 = 550, (0 = 5, (0 = 5%

10)

a) De la funcién f(x) = (x* - 4)? calculamos la derivada f'(x) = 4x(x* - 4) y

estudiamos en qué puntos se anula esta derivada.

F(x)=0 & 4x(x**-4)=0 & x=0,x=-2,x=2

Entonces estudiamos el signo de la derivada por la derecha y por la iz-
quierda de estos puntos y tenemos que f'(-3) < 0, f'(-1) > 0, /(1) <Oy
f'(3) > 0. Por lo tanto, f(x) es creciente en (-2,0) U (2, + co) y decreciente en
(00, =2) U (0,2).

b) De la funcién f(x) = xe* calculamos la derivada y estudiamos en qué puntos

se anula.

ff)=e"+xe = 1+x)=0 & x=-1

Entonces estudiamos el signo de la derivada por la derecha y por la iz-
quierda de x = -1y tenemos que f'(-2) < 0y f'(0) > 0, por lo tanto f(x) es
decreciente en (-oo, — 1) y creciente en (-1, + o).
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11) Los posibles extremos de la funcién f(x) = x—x*/* los buscamos entre los

puntos criticos

/ _ _2—1/3_ _ 2 _
ffx)=1 3X =1 3\3/)7_0 &
o 30A-2=0 & JA=2 & x=2
3 27

y los puntos en los que la funcién no es derivable, que es el punto x = 0, ya
que este punto anula el denominador de la derivada. Aplicamos el criterio de
la primera derivada para clasificar los extremos relativos y obtenemos que f(x)
tiene un maximo relativo en el punto (0,0) y un minimo relativo en el punto
8 4
27127/
12) Buscamos la primera derivada de la funcién f(x) = x* - 2x3 + 1 para en-

contrar los posibles extremos.

fl(x)=4x> —6x* =x*(4x-6)=0 < x=0,x=

o
N

Utilizamos el criterio de la segunda derivada para clasificar estos extremos.

(%) = 12x* - 12x
f”(0) = 0 por lo tanto, no clasifica

f"(3/2) > 0 por lo tanto, en x = 3/2 hay un minimo relativo

Para encontrar los puntos de inflexion, buscamos los puntos que anulen la
segunda derivada.

f/(x)=12x* -12x = 12x(x-1)=0 < x=0,x=1

Estudiamos el signo de la segunda derivada por la derecha y por la izquierda
de estos puntos y, puesto que hay un cambio de concavidad en ellos, podemos
decir que x =0y x = 1 son puntos de inflexion.

13) Dom(f) = R-{-1,1}. La funcién tiene dos asintotas verticales, x = -1y
x = 1, y una asintota oblicua: y = x. El inico punto de corte con los ejes de
coordenadas es el punto (0,0). Para el estudio de la monotonia, calculamos
la derivada f(x) = % La funcion crece a (-oo, — v3) U (V3, + o) y decrece
a (—/3,-1)u(-1,1) U (1,V/3), tiene un maximo relativo en (-3, - %), un
minimo relativo en (ﬂ,%) y un punto de inflexién en (0,0). La funcién es

convexa en (-oo,1) U (0,1) y concava en (-1,0) U (1, + o0).

14) Dom(f) = (0, + o0). x = 0 es una asintota vertical por la derechae y =0 es
una asintota horizontal cuando x tiende a +oco. La funcién crece en (0, exp(1/3))
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y decrece en (exp(1/3), + co). En x = exp(1/3) la funcién tiene un maximo re-
lativo. La funcién es convexa en (0, exp(7/12) y céncava en (exp(7/12), + o).

El punto exp(7/12) es un punto de inflexion.

15) Posiciéon x(t) = 100 — 9,8% m, velocidad v(t) = % = -9,8t m/s, posicion
inicial x(0) = 100, posicion final: 0 = 100 - 9,8% en el tiempo t = 1/200/9,8 ~
4,52 sy con velocidad v=-9,8 - 4,52 ~ 44,3 m/s.

16) Si aislamos x obtenemos la inversa: (1+x)y =x, xy—-x=-y, x(y-1) = -y,

-y : LAy 1 gdx 1
X=15. Derivadas: 2 = e Y @ = e

17) Poblacion x(t) = 100(1 + 4¢72)"! y ritmo de crecimiento

ax _ 202 4,72t (o) _ 800 ¢
7 =~100(1 +4¢7)™ - 4e (2)—W>O

utilizando de manera repetida la regla de la cadena.
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