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Introduccion

En este mddulo se presentan los principales conceptos asociados a la idea de
aplicacion lineal, y se establece la gran conexién existente entre las aplicacio-
nes lineales y las matrices (en cierto sentido, toda aplicacion lineal queda uni-
vocamente determinada por una matriz y, por otra parte, a toda matriz se le
puede asociar una determinada aplicacion lineal). En el médulo se introducen
también los conceptos de vector y valor propio, ambos asociados a un endo-
morfismo (aplicacion lineal de un espacio en si mismo), y se analiza el proble-
ma de la diagonalizacion de matrices cuadradas (o, equivalentemente, el
problema de la diagonalizacion de endomorfismos).

Ademas de su interés conceptual, las ideas y resultados aqui presentados tie-
nen aplicaciones diversas, tanto a &mbitos tedricos como practicos. Por un la-
do, se aplican en la optimizacién de funciones de varias variables y al calculo
de potencias de matrices. Por el otro, también se aplican en el estudio de sis-
temas dinamicos (sistemas que evolucionan con el paso del tiempo), tanto los
de tipo discreto como los de tipo continuo. Al final del mé6dulo se incluye un

ejemplo en el que se analiza uno de estos sistemas dinamicos.

Los abundantes ejemplos y ejercicios resueltos que se incluyen durante el moé-
dulo y al final del mismo, constituyen una fuente de aprendizaje adicional que
ayudard a comprender mejor las ideas abstractas presentadas aqui.
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Objetivos

El objetivo general de este mddulo es presentar los principales conceptos y re-
sultados asociados a la teoria de las aplicaciones lineales entre espacios vecto-
riales.

En particular, los objetivos docentes que se pretenden lograr con este médulo
son los siguientes:

1. Entender los conceptos siguientes: aplicacion entre conjuntos, aplicacion
lineal entre espacios vectoriales, nacleo de una aplicacién lineal e imagen

de una aplicacion lineal.

2. Comprender la relacion existente entre las aplicaciones lineales y las ma-

trices.
3. Aprender a efectuar cambios de base en una aplicacion lineal.

4. Entender los conceptos de valor propio, vector propio y su funcion en la

determinacion de una matriz diagonal.

5. Descubrir como el software matematico en general puede ser de utilidad
para automatizar los calculos matriciales y el calculo de valores y vectores
propios.
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Conocimientos previos

Este médulo se fundamenta en los conceptos y métodos desarrollados en los
modulos “Elementos de algebra lineal y geometria” y “Sistemas de ecuaciones
lineales”. Ambos médulos son, por tanto, de obligada lectura previa.
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1. Ejemplo introductorio

Todo el mundo sabe que Google es, en la actualidad, uno de los motores de
basqueda mas utilizados y valorados en Internet. Ello es debido, principal-
mente, a su excelente capacidad para proporcionar enlaces de utilidad. Lo que
no todo el mundo conoce es que gran parte de su éxito se basa en algoritmos

que hacen uso de la teoria de matrices y de vectores propios.

Google ordena las paginas web siguiendo un orden de importancia. A cada pa-
gina web, u, se le asigna un nivel de importancia, R(u#), que depende de dos
factores principales: por un lado, el nimero de enlaces que apuntan a dicha
paginay, por otro, la importancia de las propias paginas que contienen dichos
enlaces (es decir, una pagina que sea apuntada por pocos enlaces puede tener
mas importancia que otra apuntada por muchos enlaces, siempre que los en-
laces que apunten a la primera estén ubicados en paginas importantes, tales

como www.nasa.gov, www.mit.edu, www.yahoo.com, etc.).
En definitiva, el nivel o indice de importancia de una pagina sera proporcional
a la suma de los indices de importancia de las paginas que apuntan a ella. Mas

concretamente, si denotamos por B, el conjunto de paginas con enlaces a u,

se puede definir el nivel de importancia de u como:

Rw)=c- Y R(v),

veB,

donde c # 0 es una constante de proporcionalidad.
En general, si consideramos un conjunto de n paginas web, u, u,, ..., u,, ten-

dremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales (donde a; = 1 si existe un

enlace de la paginaj ala i, y a; = O si no existe dicho enlace):

R(u) =c-(a, -R(uy)+ay, - R(u,) +...+a, -Ru,))
R(u,) =c-(ay - R(y) +a,, - R(,) + ...+ a,, - R(u,))

R(u,)=c-(a, -R(u)+a,, Ru,)+...+a,, - Ru,))

El SEL anterior se puede expresar matricialmente como:

R(ul) ag, Gy - 4y R(ul)
R(u,) —c. Ay Uy v Oy | R(u,)
R(un) anl anZ o ann R(un)
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R(uy)
R
i.e., denotando A= (ay) y w= (.uZ) ,

R(u,)

expresion que nos permite convertir el problema de la asignacién de indices

de importancia en un problema consistente en hallar los denominados vecto-

res propios w de A asociados al valor propio 1 (en la seccién 7 se definen for-

c
malmente estos conceptos).
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2. Concepto de aplicacion lineal

2.1. Aplicaciones entre conjuntos

Una aplicacion f de un conjunto origen A en un conjunto destino B es
una relacion de correspondencia que asigna a cada elemento a € A un
anico elemento b € B, por lo que se dice que b es la imagen de a por f.
Esto se representa de la siguiente forma:

f:A—>B
a— b= f(a)

Por extension, se llama imagen de A por f al subconjunto de B formado por
todas las iméagenes de los elementos de A, es decir: Im(A) = {b € B|b = f(a) para
algtn a e A} (figura 1).

Figura 1. Aplicacién entre dos conjuntos

Im(A)

Si a elementos distintos del conjunto origen les corresponden elementos dis-
tintos del conjunto destino, se dice que la aplicacion es inyectiva. Es decir: f

es una aplicacion inyectiva si

Va, # a,, f(a,) # f(a,) (figura 2).
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Figura 2. Aplicacién inyectiva

Por otra parte, se habla de aplicacion suprayectiva (o exhaustiva) cuando la
imagen del conjunto origen es todo el conjunto destino, i.e.: f es una aplica-
cion suprayectiva (o exhaustiva) si

Vb € B,Ja € A tal que f(a) =D (figura 3).

Figura 3. Aplicacion suprayectiva (o exhaustiva)

Finalmente, se dice que una aplicacién es biyectiva cuando es, a la vez, inyec-

tiva y suprayectiva (es decir, es una relacion one-to-one que involucra a todos

los elementos de ambos conjuntos).

2.2. Aplicaciones lineales entre espacios vectoriales

Sean (U, +, -) y (V, +, -) espacios vectoriales sobre R, y sea f una aplicacién entre
UyV,ie.:

f:U->V
u v=f(u)
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Se dice que f: U — V es una aplicacién lineal u homomorfismo si se
verifican las siguientes condiciones:

1. Vu,u, eU, fuy +uy) = f(uy) + f(uy)
2. Vue U VA e R, fh-u)=x- f(u)

O, lo que es equivalente:
Vuy, uy € U, VA, by € R, f(hg - ug + Ap - ) =2 - f(ug) + Ay - f(uy)

Una aplicacion lineal se llama endomorfismo cuando el espacio origen

es el mismo que el espacio destino, i.e.: f: U — U.

Ejemplo 1. Ejemplo de aplicacion lineal

Sea f: R® — R? una aplicacion definida de la siguiente forma: f(x, y, z) =
=(3x+y, 3y +z). Veamos si f es lineal:

Dados u; = (X1, 1, Z), Uy = (X5, V5, Z,) € R3, y A, A, € R, se tiene que:

S -ag + kg - uy) = f((Xq, Y1, 21) + Xp(Xy, V2, 25)) =

= f((MX1, MY1, Mzy) + (hoXa, Aoy, MpZp)) =

= f Xy + hopXg, Myy + Rolo, MizZy + hpZ,) =

= (B(hxy + ApXp) + (My1 + Rola), By + AoYa) + Mz + hyzp) =
= (BAxq + 30X, + MY + AoVo, 3AqY1 + 3AoVs + AqZy + ApZy) =

= (MBxy + 1) + 23X + ¥2), MYy + 29) + 2,3y, + 25)) =

= (M Bxq +y1), MByy +21) + (Aa(Bxp + ¥2), 2(3y2 + 25)) =
=MBxy+ Y1, 3y1+21) + M8+ Yy, 3y + 25) =

=h S,y 20) + Ry f(Xy Vo 25) =k - f(uy) + 2y - fuy)

Asi pues, hemos comprobado que la aplicacion es lineal.

Ejemplo 2. Ejemplo de aplicacion no lineal

Sea f: R — R? una aplicacion definida de la siguiente forma: f(x, y) = (x + 2, y
+ 1). Como veremos, esta aplicaciéon no sera lineal debido a los términos
independientes que acomparian a las coordenadas. Para comprobarlo, sera

suficiente con buscar un contraejemplo:

Tomando u = (1, 0) y A = 2, se tiene que f(A - u) = f(2, 0) = (4, 1), mientras
quei-f(w)=2-f(1,0=2-(3,1) =(6,2).
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3. Matriz asociada a una aplicacion lineal

Teorema. Sean f: U — V una aplicacion lineal, By, = {uy, u,, ..., u,} una
base de U, y By = {v;, V5, ..., V,,,} una base de V. En tales condiciones, la
aplicacion lineal f queda univocamente determinada por la matriz que
contiene las imagenes de los elementos de la base origen, By, en funcion

de los elementos de la base destino, By.

El teorema anterior se debe interpretar de la siguiente forma: “bastara con co-
nocer cOmo actiia la aplicacién lineal sobre los elementos de una base ori-
gen para conocer cOmo actuara ésta sobre cualquier otro vector del espacio
origen”. Mas formalmente: para conocer el comportamiento de f sera suficien-
te con conocer el valor concreto que toman los a; (1 <i<n, 1 <j<m)en el si-
guiente conjunto de relaciones (cada relacion es la expresion de la imagen de
un elemento de la base origen en funcién de los elementos de la base destino):

fuy) =a; vy + ay vy + oo + 41V,

JFay) = a;vy + ayvy + .o + 4,0V,

f(un) =d1,Vy t Ay Vot e + 0y Vi

O, dicho de otra forma, f queda univocamente determinada por la matriz de Observacién

m filas y n columnas siguiente: - -
Observad que la matriz asocia-

da a la aplicacion lineal se ob-
tiene colocando en columnas
Ay Gy o Oy las coordenadas de las image-
nes de los vectores de la base
expresadas en la base del espa-
cio de llegada.

a
M(leUIBV): ;21

a

ml

La idea subyacente es que cualquier vector de U se podra expresar como com-
binacion lineal de elementos de By, por lo que si se conoce como transforma
f alos elementos de By se podra saber como transforma f a cualquier otro ele-

mento de U. La proposicién siguiente concreta esta idea:

Proposicidon. Dado un vector u € U, éste se podra expresar como com-

binacion lineal de los elementos de By

U=X U +X U, +..+X,-U,=

X,

n

X1, Xy, ..., X, sON las coordenadas de u en la base By;.
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Por su parte, suimagen, f(u) € V, se podra expresar como combinacion
lineal de elementos de By:

M1
f)=p, - Vi+y, Vo 4.4y, V, = yf

Vm

Pues bien, se cumplird que:

N X;
yZ XZ
N M(f | By, By) :
Vi X,

ie.:

J(u) =M(f | By, By) - u

Es decir, conocidas las coordenadas del vector u en la base origen, y conocida
la matriz M(f | By, By), resulta inmediato obtener las coordenadas de f(u) en

la base destino.

Ejemplo 3. Matriz asociada a una aplicaciéon lineal

Sea f: R® — R?una aplicaci6n lineal. Se consideran las bases siguientes: B_,
={(1,0,1),(0,1,1),(-1,2,2)}y B, = {e;, e,} (es decir, en R? se considera
la base canonica: e; = (1, 0) y e, = (0, 1)). Se sabe, ademds, que la imagen

por f de los elementos de B , es:

f(1,0,1)=2e; +4e,= (2, 4)
f(o' 1/ 1) = e1 + 3eZ = (11 3)
f(-1,2,2)=3e,= (0, 3)

A partir de la informacién anterior, es posible construir la matriz asociada

a f en las bases B, Y B,

210

Usando esta matriz, podremos hallar la expresion en B_, de la imagen por
f de cualquier vector u € R3. Asi, por ejemplo, dado el vector:

u=-5-(1,0,1)+1-(0,1,1)+2-(-1,2,2)=(-7, 5, 0)

tenemos que:

[i ; 2] ; :(__191j
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es decir:

fw)=-9-e;,-11-e,=(-9,-11)

Ejemplo 4. Matriz asociada a una aplicacion lineal

Sea f: R® — R? la aplicacion lineal definida por f(x, y, z) = (2x + y, y + z). Se
desea calcular la matriz asociada a f en las bases canoénicas (por tanto, la base
origen sera C; = {e;, e,, €3}, donde e; =(1,0,0),e,=(0,1,0)ye;=(0,0, 1)y
la base de destino serd C, = {e},e,}, donde €] =(1,0) y €, =(0,1)).

Lo primero sera calcular las imagenes de los elementos de la base origen:

f(el) :f(]'loio) = (2/0) =2 e’l
f(ez) :f(ol]'/o) = (1;1) = e'l +e'2

f(ef')) :f(olof]-) = (0/1) = elz

210
La matriz asociada serd pues: M[f | C3, C,] = (O 1 1)'

Notese que la matriz asociada acttia como la aplicacion lineal de la siguien-
te forma:

X

210 2
f(x,y,z>=[0 ) J y =[ X:Zy]-
5 Y

Esto quiere decir que podemos estudiar la aplicacion lineal a partir de
su matriz asociada. Naturalmente, si cambiamos las bases, obtendremos

otra matriz asociada.
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4. Nicleo e imagen de una aplicacion lineal

Una consecuencia inmediata de la definicién de aplicacién lineal es que la
imagen del vector nulo del espacio origen es el vector nulo del espacio destino.
En efecto: f(0y) = f(0-u) =0 - f(u) = 0y.

Se llama nucleo o kernel de la aplicacion al conjunto de todos los vectores
del espacio origen cuya imagen sea el vector nulo del espacio destino, i.e.:

Ker(f) ={u e U/ f(u) =0}

Observar que Ker(f) # &, ya que, segiin se ha visto, Oy € Ker(f). Se cum-
ple, ademas, que Ker(f) es un subespacio vectorial del espacio origen,
i.e.: Ker(f) < U.

Ejemplo 5. Calculo del niicleo de una aplicacion lineal

Sea f: R® » R? una aplicacion lineal definida de la siguiente forma:
f(x, ¥, 2)=(x+y+z x+y). Hallemos su nacleo:

Ker(f) = {(x, 5, 2) e R*/ f(x, y,2) = (0, 0)} =
={x,y,2eR/(x+y+2z,x+y)=(0,0)} =
={x,y,2eR/x+y+2z=0,x+y=0}=
={x,y,2eR/y=-x,2=0}={x —x 0)/x e R}

Asi pues, Ker(f) sera el subespacio vectorial generado por un tnico vector, el
(1, -1, 0), i.e.: Ker(f) = <(1, -1, 0)>, por lo que su dimension sera 1. Observad
que, en este caso, Ker(f) es una recta en R3, cuyo vector director es el (1, -1, 0).

Ejemplo 6. Calculo del niicleo de una aplicacion lineal
Sea f: R* — R? una aplicacion lineal definida de la siguiente forma:

fx, vz, t)=x+2y+ 5t y—z+ 3t —x—y—-z-2t). Hallemos su ntcleo:

Ker(f) ={(x,y, z, 1) e R*/ f(x, y, 2, )= (0, 0, 0)} =

={x,y,z,) eR*/ (x+2y+5t,y—z+3t,-x-y—-2z-26)=(0,0, 0)} =
={x,y,z,) eR*/x+2y+5t=0,y-z+3t=0,—x-y-z-2t=0}

Si resolvemos el sistema homogéneo, obtenemos infinitas soluciones con
dos grados de libertad:

x=-2y -5t
y=y
z=y+3t
t=t

Por tanto,

Ker(f) ={(-2y-5t,y,y+3t, ) /y, t e R} =((-2, 1, 1, 0), (-5, O, 3, 1)).



© FUOC » PID_00151938 18

Aplicaciones lineales

En la resolucion del ejemplo, fijaos que, segin como se haga la resolucion,
se pueden hallar otras bases del ntcleo. Si a la “y” y a la “t” se les da otros
valores, se encuentra otra base del nucleo; o si se despeja, por ejemplo, en
funcién de la “z” y de la “t”, aparecen otras bases, pero el subespacio siem-

pre es el mismo.

Es decir, Ker(f) es el subespacio vectorial de R* generado por los dos vecto-
res linealmente independientes (-2, 1, 1, 0) y (-5, O, 3, 1), por lo que su di-

mension sera 2.

Se llama imagen de la aplicacion al conjunto de todos los vectores del
espacio destino que son imagen de algan vector del espacio origen, i.e.:

Im(f) ={v € V/ v = f(u) para algin u € U}

De forma andloga a lo que ocurria con el Ker(f), también Im(f) es un
subespacio vectorial, en este caso del espacio vectorial destino, i.e.:
Im(f) < V. Por otra parte, es obvio que Im(f) = &, ya que, segin se co-
mento, f(0y) = 0y, por lo que Oy € Im(f).

Ejemplo 7. Imagen de una aplicacion lineal

Sea f: R? — R3 una aplicacion lineal definida de la siguiente forma: f(x, y) =

=(x+y, x -y, 3x). (Es cierto que (1, 2, 3) € Im(f)?:

Im(f) = {(x +y, x -y, 3x) / (x, y) € R?}. Asi pues, para que el vector (1, 2, 3)
pertenezca a Im(f), se deberan cumplir las siguientes condiciones:

X+y=

3x=3

Sin embargo, resulta inmediato comprobar que el sistema anterior es in-

compatible, por lo que (1, 2, 3) & Im(f).

Para determinar una base del subespacio vectorial Im(f), resulta de suma uti-

lidad la siguiente proposicion:

Proposicion. Sea f: U — V una aplicacion lineal y {u;, u,, ..., u,} una
base de U. Entonces, {f(u;), f(u,), ..., f(u,)} constituyen un sistema ge-
nerador de Im(f).

Ejemplo 8. Calculo de una base para la imagen
de una aplicacién lineal

Sea f: R? — R3 una aplicacion lineal definida de la siguiente forma: f(x, y) =

=(2x+y, x+ 3y, x+y). Vamos a determinar una base para Im(f):
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Una base del espacio origen es {(1, 0), (0, 1)}. Calculemos la imagen de am-
bos vectores:

f(ll 0) = (21 1, 1)
f(ol 1) = (1r 3, 1)

Por tanto, los vectores (2, 1, 1) y (1, 3, 1) constituyen un sistema generador
de Im(f), i.e.: Im(f) =((2, 1, 1), (1, 3, 1)). De hecho, ambos vectores cons-
tituyen una base de Im(f), puesto que son linealmente independientes (pa-
ra comprobarlo, basta con observar que el rango de la matriz que forman
es 2 o, equivalentemente, que uno no es multiplo del otro). Por tanto, la
dimension de Im(f) es 2. En este caso, Im(f) se puede interpretar como el
plano de R3 generado por los vectores anteriores.

El siguiente resultado proporciona una relacion fundamental entre las dimen-
siones de los espacios vectoriales origen, ntcleo e imagen de una aplicacion

lineal:

Teorema de la dimension. Sea f: U — V una aplicacién lineal, se
cumple:

dim U = dim Ker(f) + dim Im(f).
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5. Monomorfismos y epimorfismos

Cuando una aplicacién lineal u homomorfismo es inyectiva, se habla de mo-
nomorfismo, cuando es suprayectiva, se habla de epimorfismo, y cuando
cumple ambas condiciones (es decir, es biyectiva), se habla de isomorfismo.
Los siguientes resultados pueden ser ttiles a la hora de clasificar una aplica-
cion lineal:

Proposicidn. Sea f: U — V una aplicacion lineal, B, = {u;, u,, ..., u,} una
base de Uy By = {vy, vy, ..., V,,,} una base de V. Son equivalentes:

a) f es un monomorfismo (i.e., f es inyectiva)
b) Ker(f) = {0} (i.e.: dim Ker(f) = 0)
c¢) M(f | By, By) tiene rango n = dim U

Proposicidn. Sea f: U — V una aplicacion lineal, By = {u;, uy, ..., u,} una
base de U, y By = {v;, Vy, ..., V,,,} una base de V. Son equivalentes:

a) f esun epimorfismo (i.e., f es suprayectiva)
b) Im(f) = V (i.e.: dim Im(f) = dimV)
c¢) M(f | By, By) tiene rango m = dimV
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6. Cambios de base en una aplicacion lineal

Como se ha comentado anteriormente, dada una aplicacion lineal f: U —» Vy
una base para cada espacio vectorial, By = {uy, u,, ..., w,} y By ={vy, vy, ..., v,,.},
es posible considerar la matriz asociada a f en dichas bases, M(f | By, By). Re-
cuérdese que dicha matriz define, de forma univoca, la aplicacién lineal y que,
de hecho, las columnas de M(f | By, By,) son las imagenes de los vectores de la
base origen, imagenes éstas expresadas como combinacion lineal de los vecto-

res de la base de destino. Es evidente, por tanto, la siguiente observacion.

Observacion: M(f | By, By) depende de las bases escogidas en cada es-
pacio vectorial, con lo que la matriz asociada a f en otras bases sera dis-
tinta.

En un espacio vectorial W, el proceso consistente en cambiar una base cual-
quiera C = {cy, ¢y, ..., ¢,} por otra D ={d;, d, ..., d,} se puede interpretar como
un caso particular de aplicacién lineal, el endomorfismo identidad: Vw € W,
se define Id(w) = w, i.e.: no cambia el vector, s6lo la base de referencia en la cual
éste se expresa y, por tanto, sus coordenadas (por un lado, w=x; - ¢; + ... + X, - C,,

pero tambien w=y, - d; +... +y, - d,).

Como toda aplicacion lineal, el endomorfismo identidad también tendra su

matriz asociada en las bases elegidas, M(Id | C, D) (figura 4).

Figura 4. Matriz asociada al endomorfismo identidad

M(d| C, D)

Se cumple, por tanto, que M(Id | C, D) = M(Id | D, C)7}, es decir, que la matriz
asociada al cambio de la base C a la base D es la inversa de la asociada al cam-
bio de la base D a la base C.

Asi pues, cuando se considera la aplicacion f: U — V en dos nuevas bases,
B, ={u\,u,,..,u,}y B, ={v,,v,,...,v,}, o que se esta haciendo es una compo-

sicion de aplicaciones lineales, Id o f o Id (figura 5).
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Figura 5. Matriz asociada tras un cambio de bases

Puesto que se trata de una composicion de aplicaciones, se cumple el siguiente

resultado:

Ejemplo 9. Cambio de base en una aplicacion lineal

En un ejemplo anterior ya se comprob6 que la aplicacion lineal f: R — R?
definida por f(x, y, z) = (2x + y, y + z) tenia por matriz asociada en las bases
canonicas la matriz:

210
wreer(l )

Supongamos que se consideran ahora las nuevas bases: A = {(1, 0, 0), (1, -1, 0),
0,0, 1)} yB={(2, 0), (1, -1)}, ;cudl ser4 ahora la matriz asociada, M(f | A, B)?

El esquema, en este caso, es el siguiente:

Figura 6
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En primer lugar, vamos a calcular la matriz Q, que es la matriz asociada al
cambio de base de B = {(2, 0), (1, -1)} a C, = {e;, e,} ={(1, 0, ), (0, 1)}. Se
puede observar que:

1d2,0)=(2,00=2 ¢
1, -1)=(1,-1)=e;~1-e,

Por lo que la matriz serd: Q = (é 1J y, por ende, la matriz de cambio de

11
base de C, a B sera su inversa, i.e.:. Q' = [(Z) ZJ .

El segundo paso sera obtener la matriz P, que es la matriz asociada al cam-
bio de base de A ={(1, 0, 0), (1, -1, 0), (0, 0, 1)} a C; = {ey, e,, €3} = {(1, 0, 0),
0, 1, 0), (O, O, 1)}. Es obvio que:

Id(1,0,0)=(1,0,0) = e,
Id(1,-1,0)=(1,-1,0)=e; - €,
1d(0,0,1)=(0,0,1) =e;

1 1 0
Y, por tanto, la matriz buscadaes P={0 -1 0O].
0 0 1

Llegados a este punto, ya tenemos todas las matrices que intervienen en la
expresion de la matriz asociada a f en las bases A y B:

O lo que es igual:
M(f|A, B =Q! -M(f|C;, Cy) - P

Esto es,
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7. Vectores y valores propios

Si f: U— U es un endomorfismo. Se dice que un vector no nulo de U,
u € U \ {0}, es vector propio de f (VEP) si existe L € R tal que f(u) =2 - u.
Al valor A se le llama valor propio asociado al vector propio u (VAP).

Ejemplo 10. Valores y vectores propios
Sea f: R » R? el endomorfismo que, en la base canénica C, = {e;, €,}, tiene

1 2
por matriz asociada M(f 1C,,C,) = (3 2) .

2
Comprobaremos que el vector u = (3} es vector propio de f con valor pro-

pio asociado A = 4. Efectivamente:

e (343

1

Por otra parte, comprobaremos que v = [ 1

J es vector propio de f con va-

lor propio asociado p=-1, puesto que:

s (3)(2)(0)

Segln la definicién anterior, si M(f | A, B) es la matriz asociada al endomorfis-
mo en las bases A y B, los vectores propios de f seran aquellos vectores no nu-

los, u € U \ {0}, que verifiquen la condicion:
M(f|A, B) -u=»A-uparaalgini e R
ie.
M(f|A B)—r-1,) -u=0paraalgdn A € R

donde I, es 1a matriz identidad de orden »n = dim U.

Dado que el sistema homogéneo anterior debe admitir solucion no tri-
vial, puesto que se busca u # 0, la ecuacién que permite encontrar los
valores y vectores propios de f se puede expresar en forma de determi-

nantes como sigue:

M(f | A, B) — A - I,| = 0 para algtin A € R.
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La expresion [IM(f | A, B) — A - I | se llama polinomio caracteristico de
f, p(1). Se puede demostrar que p(L) es independiente de las bases Ay B
elegidas, por lo que se suele denotar por p(A) =M - A - L.

Visto que el conjunto de VEP para un cierto VAP es el ntcleo de la
aplicacion lineal M - A - I, éste sera siempre un subespacio vectorial
de U.

Ejemplo 11. Calculo de valores y vectores propios

Sea f: R* - R3 un endomorfismo definido, en bases canoénicas, por:
fx,v,2)=Bx-2y,-2x + 3y, 52).

Hallemos los valores y vectores propios del endomorfismo:

La matriz de f en la base canénica es:

3 -2 0
M=-2 3 O
0O 0 5

Calculamos el polinomio caracteristico:

3-» -2 0
pM)=-2 3-1 0 |[=G5-»)RA>-61L+5)
0 0 5-a

Resolviendo la ecuacién caracteristica, p(A) =0, obtenemos dos valores pro-
pios: el VAP A = 1 (con multiplicidad 1) y el VAP A = 5 (con multiplicidad 2).

Los VEP correspondientes al VAP A = 1:

X 0 2 -2 0)(x 0
(M-1-I)|y|=|0| & [-2 2 O0|y|=|0] = y=x, z=0
z 0 0 0 4)z 0

Por tanto, los VEP asociados al VAP L =1 seran {(x, x, 0) / x € R} =((1, 1, 0))

Los VEP correspondientes al VAP A = 5:

X 0 -2 -2 0)(x 0
M-5-I)|y|=|0| & |-2 -2 Of|y|=|0| = x=-y
z 0 0 0 O)\z 0

Por tanto, los VEP asociados al VAP & = 5 seran {(-y, y, 2)} =((-1, 1, 0),
0,0, 1)).

Podemos usar algan software matematico para comprobar los resultados.
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Figura 7
Comentario
3 =20 100
M:=|-2 3 0|;I:'=({010|; En la figura 7 tenemos los cal-
[0 B o B 001 culos hechos con Wiris.

Calculo de los valores propios (VAPSs)
- Via polinomio caracteristico :
p:=|M=-A‘l] = [M-A-l]
resolver(p=0) => {{A=1},{A=5}}
factorizar(p) => -1-(A-5)2- (A-1)

- Viafuncion integrada en Wiris :
valores_propios(M) = {5.1.5.}

Calculo de vectores propios (VEPSs)
=1. 1. 026 )

VEPS=vectores_propios(M) =» | 1. 1. -0.25
0:Se Ot
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8. Diagonalizacion de endomorfismos

8.1. Diagonalizacion: conceptos y resultados

Seguan lo visto en los apartados anteriores, dado un endomorfismo f: U — U,
éste vendra univocamente determinado por la matriz asociada a f en las bases
escogidas, M(f | A4, B). Es decir: para hallar las coordenadas en B de f(u), sera
suficiente con multiplicar M(f | A, B) por las coordenadas en A del vector u.
Obviamente, el calculo de f(u) resultara tanto mas sencillo de realizar cuanto
mas sencilla sea la expresion de la matriz asociada al endomorfismo, la cual

dependera de las bases A y B escogidas.

En este sentido, resulta de interés la basqueda de unas bases en las cuales la
matriz asociada sea diagonal (es decir, una matriz en la que sean nulos todos
los elementos situados fuera de la diagonal principal). Como se veréd en este
apartado, los valores y vectores propios del endomorfismo juegan un papel
fundamental en la basqueda de la matriz diagonal asociada al endomorfismo,
si bien es importante aclarar que no en todos los casos sera posible representar

al endomorfismo mediante una matriz diagonal.

Un endomorfismo f: U — U es diagonalizable si existe alguna base B de
U en la cual la matriz asociada a f sea diagonal. Por analogia, se dice que
una matriz cuadrada T es diagonalizable si existe otra matriz diagonal D
que esté asociada al mismo endomorfismo (i.e. D=P"1-T- P o, lo que es
lo mismo, T=P - D - P}, siendo P una matriz de cambio de base) (figura 8).

Teorema. Un endomorfismo f: U — U es diagonalizable si, y s6lo si, tie-
ne n VEP linealmente independientes, siendo n = dim U.

Figura 8. Diagonalizacion de un endomorfismo

D=P'-T-P



© FUOC » PID_00151938 28 Aplicaciones lineales

Ala hora de estudiar la independencia lineal de un conjunto de VEP, conviene

tener presente el siguiente resultado:

Proposicidn: Vectores propios asociados a valores propios distintos son

linealmente independientes.

El problema de la diagonalizacion de un endomorfismo f: U — U se tra-
duce en encontrar, si existe, una base B de U formada tinicamente por
vectores propios de f. Si existe dicha base B = {VEP}, la matriz asociada
sera diagonal, siendo los elementos de dicha diagonal los valores pro-

pios, i.e.:

M(f |{VEP},{VEP}) =

Los siguientes resultados pueden ser de utilidad a la hora de agilizar el estudio

de la diagonalizacion de un endomorfismo:

Proposicion: Sea f: U — Uun endomorfismo, y sea n = dim U.

a) Si en una base ortonormal la matriz asociada a f es simétrica, enton-
ces f es diagonalizable.

b) Si f tiene n VAP reales y distintos, entonces f es diagonalizable en R.
c) Sif tiene algin VAP complejo, entonces f no sera diagonalizable en R.

Teorema. Sea f: U — Uun endomorfismo y sea n=dim U, f es diago-
nalizable si, y sélo si:

1) el polinomio caracteristico descompone completamente en factores
reales de grado 1 (posiblemente repetidos)

2) la multiplicidad de cada VAP coincide con la dimensién del espacio
vectorial generado por sus VEP asociados.

Ejemplo 12. Diagonalizacion de matrices

Sea f: R* — R un endomorfismo definido por:
f&x, v, 2)=(-2x+4y+5z,-3x+ 5y + 5z, z)

Veamos si f es diagonalizable y, en caso afirmativo, determinemos una

base en que diagonalice y la matriz diagonal asociada.



© FUOC » PID_00151938 29 Aplicaciones lineales

La matriz asociada a f en la base canoénica es:

-2 4
M(fIC,,Cy)=|-3 5

El polinomio caracteristico es:
pPM=] -3 5-2 5 |=0-HO*-3r+2)=1-1*2-1)

Descompone completamente.

Las raices del polinomio caracteristico son los valores propios. Estos son:
A =1, de multiplicidad 2, y A = 2, de multiplicidad 1.

El subespacio V,_;, asociado al valor propio A = 1, estad formado por las so-

luciones del siguiente SEL homogéneo:

Viei={(x,y,2) e R: -3x+4y+5z=0}=((4, 3, 0)(5, 0, 3)).

El subespacio propio V,_,, asociado al valor propio A = 2, estd formado por
las soluciones del siguiente SEL. homogéneo:

VL:ZZ {(Xr YV Z) € Rg Y =X, ZZO} :<(1/ 1r O)>

Puesto que los VEP obtenidos son linealmente independientes, B = {(4, 3, 0),
(5, 0, 3), (1, 1, 0)} es base de R3. La matriz asociada a f en la base B es la

matriz diagonal:

10
M(f1B,B)=|0 1
0 0

N O O

Observacion: permutando los vectores de la base B, obtenemos otra base
de VEP y, por consiguiente, otra matriz diagonal. Asi, por ejemplo, to-
mando B'={(4, 3, 0), (1, 1, 0), (5, 0, 3)}, la matriz asociada a f en esta base es:

100
M(fIB,B)=|0 2 0
00 1
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Podemos comparar los resultados con los que obtendriamos al usar algin

software matematico, por ejemplo Mathcad (figura 9):

Figura 9

Matriz asociada al endomorfismo {en hases canonicas)

100 -2 43
I=|010 A=|-33535
ool ool

Calculo de valores propios (VAFs)

* Yia polinomio caracteristico:
P pls) = |A—S'I|—)2—5'S+4'52—53

2
plg) =0 sobve,s — | 1
1

*  Yia funcidn integrada de Mathcad: 1

VAPS = eigenvals(A) = | | 2

Céalculo de vectores propios (VAPs)

0& 0707 0733
VEFS = eigenvecs(A) = | | 06 0707 0673
00 -0099

Matriz diagonal y base asociada

|7EPS| = —0014

Si el determinante anterior es no nulo, la matriz diagonal buscada sera:

100
D= diagVaPH = [ [0 2 0
ool
0, equivalentermente:
P = VEP3 Lo
D=F larp D=|{02z0
oo1

Ejemplo 13. Diagonalizacion de matrices

Determinemos los valores y vectores propios del endomorfismo de R cuya

matriz asociada, respecto a la base canoénica, es:

0 0 -1
M(f1C,C)=[-1 1 1
0 2 -1

¢Es diagonalizable la matriz M(f | C;, C3)?

El polinomio caracteristico es:

-1 0 -1
p)=1-1 1-2 1 | =2+3r+2=2-1)(A+1)?
0 2 -1-a

Las raices del polinomio caracteristico son los valores propios. Estos
son: A = -1, de multiplicidad 2, y A = 2, de multiplicidad 1.
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El subespacio V,_,, asociado al valor propio A = 2, estd formado por todas

las soluciones del siguiente SEL. homogéneo:

-2 0 -1)(x) (0
-1 -1 1yl|=|0
0 2 -3)lz) |0

V?»:Z = {(XI Vs Z) € R3 Y= _3X1 Z= _ZX} = <(11 _3/ _2)>

El subespacio V,__;, asociado al valor propio A = -1 estd formado por todas

las soluciones del siguiente SEL homogéneo:

1 0 -1)x 0
-1 2 1|y|=|0
0 2 0)\z 0

Vii={x,y,20eR:z=xy=0}=(1,0, 1)).

La matriz M (f] C;, C3) no es diagonalizable porque la multiplicidad del va-
lor propio A =-1es 2 = dim(V,__;) = 1, con lo que no se podra formar una
base de VEP para R3.

Ejemplo 14. Diagonalizacion de matrices

1
Determinemos si la matriz A = [2 ) j es diagonalizable.

El polinomio caracteristico es:

1-2 -2 ,
pOy= |, |, =222+

Este polinomio no tiene raices reales y, por tanto, la matriz A no es diago-

nalizable.

Ejemplo 15. Diagonalizacion de matrices

El endomorfismo f: R3 — R3 se define a partir de la imagen de los vectores

de la base canénica:

f(1,0,0)=(1,0,1)
f©0,1,0)=(0,1, 2
f(ol 0) 1) = (Or _2/ ]-)

¢Es f diagonalizable?

La matriz asociada a f en la base canénica es:

M(f1G;,Cy)=

_ O M

N = O
|
()
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El polinomio caracteristico es:

1-» 0 0
pM=10 1-1 —2|=10-1)A2-21L+5)
1 2 1-a

La tinica raiz real del polinomio caracteristico es A = 1, y ésta tiene multi-
plicidad 1, por lo que el polinomio caracteristico no descompone comple-

tamente. Por tanto, el endomorfismo f no es diagonalizable.
8.2. Aplicacion al calculo de potencias de una matriz
Una de las ventajas de trabajar con matrices diagonales es que elevar una ma-

triz diagonal a una potencia es equivalente a elevar a dicha potencia cada uno

de los elementos de la diagonal principal, es decir:

d, 0 - 0
e o . 0 d, .. 0O
Proposicion. Sea D una matriz diagonal, i.e.: D=| | ° | .Y
0o 0 - d,
am 0 - 0
sea m € N. Entonces: D" = 0 d_zz :" 0

nn

La facilidad con la que se pueden calcular potencias de una matriz diagonal es
una de las razones por las cuales puede resultar atil buscar la matriz diagonal

asociada a un endomorfismo. En concreto:

Teorema. Sea T una matriz cuadrada diagonalizable, y D su forma dia-

gonal, i.e.: T=P - D - P! para alguna matriz de cambio de base P.

Entonces,

T"=P.D". P! vm e N.

Ejemplo 16. Aplicacion de la forma diagonal
de un endomorfismo

6 42 -42
Se desea calcular A%, siendo A=|0 1 O | la matriz asociada a un
1 8 -7

endomorfismo de R? en la base canénica.
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El polinomio caracteristico de A es:
pA) =detA-AD) =1 -MA2+1) =1 -2 A (r+1).

Por tanto, A tiene tres valores propios diferentes: A = 0 (multiplicidad 1), A =1
(multiplicidad 1) y A = -1 (multiplicidad 1), asi que la matriz es diagonali-

zable.
Calculemos los vectores propios asociados a cada valor propio:

Para A = 0, resolvemos el sistema:

6 42 -42)\(x 0
0 1 O |y|=]0 = x=7\ y=0, z=2A
1 8 -7 )\z 0

Luego, un VEP asociado al VAP A=0esu=(7, 0, 1).

Para A = 1, resolvemos el sistema:

S 42 -42)\(x 0
0 0 O |y|=0 = x=0, y=4, z=A.
1 8 -8)\z 0

Luego, un VEP asociado al VAPA=1esv=(0, 1, 1).

Para A = -1, resolvemos el sistema:

7 42 -42)\(x 0
0o 2 0 ||ly|=]0 = x=6\, y=0, z=X
1 8 -6)\z 0

Luego, un VEP asociado al VAP A =-1 es w = (6, O, 1).

Podemos tomar, pues, la base de VEP: B = {u, v, w}, en la cual la matriz dia-

gonal es:
00 O
D=0 1 O
00 -1
7 0 6
Tenemos pues que: A=P-D-Pldonde P=|0 1 0] esla matriz de
111

cambio de base de B = {VEPS} = {(7,0, 1), (0, 1, 1), (6, 0, 1)} a la base can6-
nica C3 = {(11 OI O)I (OI 1/ O)I (O/ Or 1)}
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Por el teorema anterior sabemos que A% = P . D190 . P-1, esto es:

7 0 650 0 O Y1 6 -6

A®=/0 1 OO0 1' o |{Oo 1 o0 |=
11 1)lo0 0 D™){-1 -7 7
7 0 6)(0 0 O0Y(1 6 -6
=l0 1 040 1 OO 1 O |=
11 1)lo o 1){-1 -7 7

0 0 6)(1 6 -6 -6 —42 42
=01 O)fO 1 O|=|0 1 0
01 1){\-1 -7 7 -1 -6 7

Podemos comprobar el resultado haciendo uso de algtin software matema-
tico, como Wiris:

Figura 10
| Ediclénl Opemclanesl Bimholusl Anéllsisl Matrices |
mend op O° O O* |ea(3 @[3 |3
x 0 L 0O i
_ 6 42 -42
A:=|0 1 o |;
18 -7
-6 -42 42
A100 = 0 1 0
-1 -6 7

8.3. Aplicacion al estudio de sistemas dinamicos.
Estudio de un caso

Enunciado del caso

Consideremos una LAN (local area network) formada por 3 servidores (A, By C)
y varias decenas de ordenadores clientes. Entre otras funciones, los servidores
almacenan archivos de datos que son transferidos diariamente de un servidor
a otro a peticion de los clientes. Se estima que, a lo largo de una jornada labo-
ral cualquiera, los ficheros serdn transferidos de un servidor al resto segin el
siguiente esquema:

e FE150% de los GB disponibles en el servidor A al inicio de la jornada perma-
necera en A al final de la jornada; un 20% seran transferidos al servidor B
y el resto seran transferidos a C.

e FEl120% de los GB disponibles en el servidor B al inicio de la jornada seran
transferidos al servidor A, un 40% al servidor Cy el resto permanecera en B.

¢ El 80% de los GB disponibles en el servidor C al inicio de la jornada perma-
neceran en C y el resto serd transferido al servidor A.
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Suponiendo que el nimero total de GB es aproximadamente constante duran-

te todo un afio (mas de 300 jornadas), se va a hacer lo siguiente:

a)

b)

Plantear el sistema de ecuaciones que representa la distribucién de los GB
en la LAN.

Nota: si x(t), y(t) y z(f) representan, respectivamente, el namero de GB ubi-
cados en la jornada t en los servidores A, By C, se tratard de obtener —a par-
tir del esquema de distribucién anterior, un sistema de ecuaciones de la

forma:
x(t+1)=ap x(t) + ap y(b) + 243 z(1)
YE+1) =az x() + ayp yt) + 253 (1)
zZ(t+1) = a3 x(t) + as y(t) + z33 z(1)

donde los a;; son los coeficientes a determinar.

Escribir el sistema anterior en forma matricial, siendo M la matriz de coefi-
cientes.

¢) Denotando por 0 la jornada inicial y por k una jornada cualquiera (0 < k < 300),

d)

razonar brevemente por qué se cumplira que:

x(k) x(0)
y(k) | =M*-| y(0)
z(k) z(0)

Observacion: la expresion anterior nos permite predecir la “carga” (ntme-
ro de GB) que tendra cada uno de los servidores en la jornada k-ésima a par-
tir de la “carga inicial” de cada servidor.

Hallar los VAP y VEP de M, asi como su matriz diagonal asociada.

Sabiendo que las cargas iniciales son x(0) = 350, y(0) = 500 y z(0) = 200, uti-
lizar los resultados obtenidos en el apartado anterior para predecir la “carga”
de cada servidor en las jornadas: k=3, k=5, k=10, k=15, k=20, k=50, y
k =100.

Resolucion del caso:

a)

El sistema de ecuaciones es:

xt+1)=0.5x() + 0.2y + 0.2 z(t)
yt+1)=0.2x(@1) + 0.4 y(t)
z(t+1)=0.3 x(t) + 0.4 y(t) + 0.8 z(¥)
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b) Matricialmente:

0.5 02 02 x(t +1) X(t)
M=[02 04 0 yE+1) | =M=y
03 0.4 038 zZ(t+1) z(t)

c) Observar que:

x(t) x(k-1) x(k-2)
yt)y| =M. | yk-1)| =M -M- | pk-2)| =...=
z(t) z(k-1) z(k-2)
x(k — k) x(0)
=M-M-...-M- | yk-k) | =M*- | y(0)
2(k—k) 2(0)

d) Valores y vectores propios hallados con el software Wiris:

Figura 11

‘ 05 02 0.2
A=(0204 0 |;
03 04 08
| valores_propios(A) =» {1.,0.4,0.3}

046154 0. 05
vectores_propios(A) => | 0.15385 -1. -1.

di 1 06
10 0 0.46154 0. 05
D:=|0 04 0 |;P:=|015385 -1. -1.|;
0 0 03 & 1106

e) Por teoria, sabemos que MK = P - DX . P, por tanto, (usando software en

los célculos):

350
carga(0):= | 500 carga(k):= P - DX P! . carga(0)
200
315 304.5 301.35 300.12
carga(l) = | 270 |, carga(2) = | 171 |, carga(3)= | 129.3 |, carga(d) = | 104.88
465 574.5 619.35 645
300 300 300 300

carga(10) = | 100.05 |, carga(15) = | 100 |, carga(S0) = | 100 |, carga(100) = | 100
649.95 650 650 650



© FUOC » PID_00151938 37

Aplicaciones lineales

Se observa que la carga de cada servidor serd estable (permanecera constante)
a medio-largo plazo (aproximadamente a partir de k = 10).

Los célculos anteriores también se pueden realizar con el software Wiris: a
continuacién se muestra una pantalla de Wiris con la predicciéon para la carga

de cada servidor en las 10 primeras jornadas:

Figura 12

05 0.2 0.2
M=| 0.2 0.4 0 |;D=valores_propios,P=vectores_propios;
0.3 04 08

Programa que predice la carga de cada servidor en las 10 primeras jornadas (incluyendo la carga inic

350
$=| 500 |;
200

(1 0 o] (0,46154 0. o,s) (350)
D=(0 04 0 |;P=]|0.15385 —-1. —1.|;carga0=| 500 |; | |
0 0 03 1. 1. 05 200
para i en[1..10] hacer — nulo
carga(i)=P-Di-P~1-carga0;S=(S,carga(i));
fin
S

3501 (315.) (304.5) | 301.35) [300.41 300.12) [300.04) [300.01 300. 300.
— | 500 |,| 270. |,| 171. |.| 129.3 |.| 111.99|,| 10488 |,| 101,98 |,| 100.8 |,| 100.32 |,| 100.13 |,
200) \465.) \574.5) | 619.35 637.6 645. 647.99 ) \649.19/ \ 64967 ) |\ 64987/ \6
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Resumen

En este mo6dulo se han presentado los principales conceptos y resultados aso-
ciados a la teoria de aplicaciones lineales entre espacios vectoriales.

Entre los aspectos tratados, destacan los siguientes conceptos clave (consultad
también el glosario al final del médulo):

e Aplicacion entre conjuntos (inyectiva, exhaustiva, biyectiva)

e Aplicacion lineal (homomorfismo) entre espacios vectoriales

e Matriz asociada a una aplicacion lineal

e Nicleo e imagen de una aplicacion lineal

e Monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo

e Cambios de base en una aplicacion lineal

e Valores y vectores propios asociados a un endomorfismo

¢ Diagonalizacién de un endomorfismo (cuando ello sea posible)

El médulo incluye también algunos ejemplos de aplicacién de la teoria pre-
sentada. En concreto se presentan aplicaciones al cdlculo de potencias de una

matriz y al estudio de sistemas dinamicos.
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Ejercicios de autoevaluacion
1. Sea f: R* - R* la aplicacion lineal definida por:
f&x,y,z,t)=Cy+6t,2x—-y+z+t x+2z x+3t)
a) Hallad la matriz de f en la base canoénica de R*.
b) Hallad una base del Nucleo de f y la dimension.
c) Hallad una base del subespacio Imagen de f y la dimension.
d) Hallad la anti-imagen del vector (3, 5, 2, 4) por f.
2. Sea f:[R*— R* la aplicacion lineal definida por:
f(xl }’; Zr t) = ()/, 01 Zr —2)/+ Zt)
a) Hallad la dimension y una base del nacleo de f.
b) Hallad la dimension y una base de la imagen de f.
¢) Razonad si el vector (g, 1, a3, a®) pertenece o no a la imagen de f (a es un
parametro)
3. Dada la aplicacion lineal f: R® — R3 definida por:
f&x,y,2)=(@x+y+z,x-y+2z 2y+2)
a) Encontrad la matriz de f en la base candnica.
b) Probad que {(3, 1, 3), (2, 1, -1), (1, 0, 3)} es base de R3.
¢) Encontrad la matriz de f en la base {(3, 1, 3), (2, 1, -1), (1, O, 3)}.
d) ;Para qué valores de a se cumple que (3, 1, —2) pertenece a Ker(f)?
e) ¢Para qué valores de a se cumple que (0, 3, —-2) pertenece a Im(f)?
f) ¢Para qué valores de a se cumple que f es biyectiva?
4. Considerad el endomorfismo f: R3> — R3 definido por:

fx,y,2)=02x,3x+4y -2z 3x+ 5y —22)

¢Es f diagonalizable? Justificad la respuesta y, en caso afirmativo, hallad la ma-
triz diagonal resultante y una base donde f tome la forma diagonal.

5. Sea f el endomorfismo de R3 que, en la base canoénica, tiene por matriz:

0o -1 1
A=2 -3 1
1 -1 -1

Estudiad si diagonaliza y, en caso afirmativo, hallad la matriz diagonal corres-
pondiente.
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6. ;Son diagonalizables las siguientes matrices?

211 2 0 3
a) A=|2 3 2 b) B=|1 2 -2
11 2 -1 -1 3

7. Sea f: R® » R3 un endomorfismo definido, en bases canoénicas, por la ex-
presion: f(x, y, z) = 3x - 2y, -2x + 3y, 52).

a) Hallad los valores y vectores propios de la matriz asociada al endomorfis-
mo, A.

b) Estudiad si f es diagonalizable. En caso afirmativo, hallad la matriz diago-
nal asociada, D.

¢) Si f es diagonalizable, usad la matriz diagonal para calcular A*.

8. Sea f:R®—R* laaplicacion lineal definida por

f(X/Y)Z)=(2X—y+Z,X+2y—Z)

a) Encontrad la matriz A de f en las bases candnicas.
b) Encontrad una base del Ker(f). ;Es f inyectiva?
c¢) Encontrad una base de Im(f). (Es f exhaustiva?
d) Encontrad la antiimagen por f del vector (1,1).

9. Dada la aplicacion lineal f: R® — R3definida por:

f(x,y,2)=(~x+2y —z,ax—y +az,-x + z)

a) Encontrad la matriz de f en la base canénica

b) Demostrad que {(1, -1, 3), (2, 1, -1), (2, 0, 1)} es una base de R3

c) Encontrad la matriz de f en la base anterior

d) ;Para qué valores de a se cumple que (2, 3, —1) pertenece a Ker(f)?
e) ;Para qué valores de a se cumple que (-1, 1/2, -1) pertenece a Im(f)?
f) ;Para qué valores de a se cumple que f es biyectiva?

10. Se sabe que la matriz:

admite el vector (1, 1, 0) como vector propio asociado al valor propio 3, y el
vector (-1, 0, 2) como vector propio asociado al valor propio 0.

a) Hallad el valor de los parametros a, b, ¢, p, q, r de la matriz A.
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b) Una vez haydis hallado a, b, ¢, p, g, 1, estudiad si la matriz diagonaliza y, en

caso afirmativo, hallad su forma diagonal.

0O ab
11. Sabemos que la matriz A=| -1 0 2| admite como vectores propios
(11 11 O)I (21 01 1) y (11 _11 0) c d e

a) Determinad la matriz A y sus valores propios.

b) Calculad la forma diagonal de la matriz B y dad la base en la cual diagonaliza si:

0 -1 2
B=|-1 O
0 0 1
5 00
12. Dada la matriz A=|0 -1 b |, se pide:
3 0 a

a) Estudiad para qué valores de los pardmetros a y b, la matriz es diagonalizable.
b) Hallad, si es posible, K parael casoa=1, b =10.

13. La empresa Promasa compra de forma continua ordenadores a Telecom.
Los ordenadores de Promasa se clasifican segan el tiempo que hace que se han

comprado en cuatro grupos:

nuevos: [0, 3)
seminuevos: [3, 6)
antiguos: [6,9)
superantiguos: [9, 12)

Cuando un ordenador tiene 12 afios de antigiiedad, Promasa lo renueva auto-
maticamente. Se ha observado que la relacion existente entre los ordenadores
que hay en un periodo k + 1 con respecto a los que habia en el periodo anterior
k es la que se recoge en la siguiente tabla, expresada en tanto por uno, y en-

tendiéndose que un periodo es un trienio.

Nuevos | Seminuevos | Antiguos | Superantiguos
Nuevos 0.25 0.25 0.25 0.25
Seminuevos 0.25 0 0.5 0.25
Antiguos 0.25 0.5 0.25 0
Superantiguos 0.25 0.25 0 0.5

A partir de la formulacién del modelo matematico que representa la evolucion

temporal de la antigiiedad del conjunto de los ordenadores de la empresa:

a) Indicad cudles son los valores y vectores propios asociados a la matriz del

modelo.
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b) ;Cuadl es la distribuciéon de los ordenadores a largo plazo (k — ) si en la
actualidad, (k = 0), la proporcién de ordenadores en cada uno de los cuatro
grupos es del 20%, 20%, 20% y 40% respectivamente? (esto es, tenéis que pre-

decir cudl serd la distribucion de ordenadores a largo plazo).

f x({t)=numero de ordenadores nuevos [0,3)
yit)=nimero de ordenadores seminuevos [3,6)
2(t)=nimero de ordenadores antiguos [6,9)
v(t)=nimero de ordenadores superantiguos [9,12)

Al cabo de t periodos:

x(t+1)=0.25x(t) + 0.25y(t)+0.25z(t)+0.25v(t)
yit+1)=0.25x(t) + 0.5z(t)+0.25v(t)
z(t+1)=0.25x(t) + 0.5yft)+0.25z(t)
v(t+1)=0.25x(t)+0.25y{t)+0.5v(t)

x(t+1)] [0.25 0.25 0.25 0.25) [x(t)
vit+1)|_|025 0 05 0.25]| |ut)
z(t+1)| (025 05 025 0O 2(t)
vit+1)] 025 025 0 05 \vit)

0.2
0.2
0.2
04

x(k)} [0.25 0.25 0.25 0.25\* 0.2
vik)|_[025 0 05 025| |02
z2(k)| {025 05 025 © 0.2
v(k)) \025 025 0 05 0.4

Instante inicial : x(0)=

En la pantalla esta representado el modelo de la evolucién temporal de la antigiiedad
del conjunto de los ordenadores de la empresa.

14. Sea f:R’ — R’ la aplicacion lineal definida por:

fx,y,2)=(x-y,2x+4y,2x+2y +2z)

Se sabe que el polinomio caracteristico de f es:

pM)=2-1)°B-1)

Estudiad si f diagonaliza, y en su caso, proporcionad una base de R3? formada
por vectores propios de f.

15. Sea f:R* > R* la aplicacion lineal definida por:

fxy,z,t)y=(t,x+2y +z+2t,0,x+y)

a) Hallad una base del ntcleo de f. ;Es f inyectiva?

b) Hallad una base de la imagen de f. ;Es f exhaustiva?

c) ¢Para qué valores de los parametros a 'y b el vector (g, 1, b,0) es de la ima-
gen de f?
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16. Sea A la matriz

Sabiendo que B= {(0,1,-1),(1,-2,1),(1,-1,1)} esunabasede R3y que la ma-

triz S y su inversa S™! son:

0 1 1 1 0 -1
S=|1 -2 -1{;8'=]|0 -1 -1
-1 1 1 1 1 1

a) Comprobad que B es una base de vectores propios de A.

b) Calculad la matriz diagonal de A.

¢) Calculad A'e,

17.Sea f:R’*—>R® un endomorfismo definido, en bases canonicas, por:

fxyz)=(x+3y+3z-3x-5y-323x+ 3y + 2)

a) Encontrad los valores y vectores propios de la matriz asociada al endomor-
fismo, A.

b) Estudiad si el endomorfismo es diagonalizable. En caso afirmativo, encon-
trad la matriz diagonal asociada, D.

¢) Si el endomorfismo es diagonalizable, emplead la matriz diagonal para cal-
cular A°.
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Solucionario
Ejercicios de autoevaluacion

1.
a) La matriz de f en la base canoénica de R* es:

0 3 06
2 111
A=11 010
1 0 03

b) Para hallar una base del nicleo tenemos que resolver el SEL:

0 3 0 6)x) (0
2 -1 1 1|y| |o
1 0 10|z |0
1 0 0 3)lt) lo

Una base del subespacio de soluciones es (-3, -2, 3, 1), por lo que la dimensién
del niicleo es 1.

c) El subespacio imagen de f esta generado por las imagenes de la base cano6-
nica, es decir, por las columnas de la matriz A. Como la dimensién del ntcleo
es 1, entonces la dimensién de la imagen tiene que ser 3 (ya que las dimen-
siones del ntcleo e imagen siempre suman la dimension del espacio de sali-
da, 4 en este caso). Los vectores (0, 2, 1, 1), (3, -1, 0, 0), (O, 1, 1, O0) son
linealmente independientes (para comprobarlo, basta con ver que el rango de
la matriz que forman es 3). Por tanto, dichos vectores forman una base del sub-
espacio Imagen de f.

d) Para hallar la antiimagen del vector (3, 5, 2, 4), hay que resolver el sistema:

0 3 0 6)x) (3
2 .11 1|y| |5
1 0 10|z |2
1 0 0 3)lt) |4

Como el rango de la matriz del sistema es 3 y el rango de la ampliada también
es 3, el sistema es compatible indeterminado con un grado de libertad. Resol-

viendo el sistema, nos queda que las soluciones son vectores de la forma:

x vz t=01,-1,1,1)+1r(-3,-2, 3, 1), donde A es un parametro.

2. La matriz de f en la base canénica es:

S = O O
N O O O
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a) Para hallar el ntcleo de f, hay que resolver el sistema:

0 1 0 0)x) (0
0 0 00|yl |0
0 0 10|z o
o 2 0 2)lt) o

La solucién es el subespacio vectorial de ecuaciones: y=0, z=0, -2y + 2t =0.
O sea, son los vectores (x, y, z, t) que cumplen y = z =t = 0. Por tanto: una base
del nacleo de f es (1, 0, 0, 0) y la dimension del nucleo es 1.

b) El subespacio imagen de f es el generado por las imégenes de la base cano6-
nica, es decir, las columnas de la matriz A. Por tanto: imagen de f est4 gene-
rado por los vectores (1, 0, 0, -2), (0,0, 1, 0) y (0, O, O, 2), que son linealmente
independientes. Asi, la dimensién de la imagen de f es 3.

¢) Para ver si el vector (a, 1, a?, a®) pertenece o no a la imagen de f, hay que

resolver el sistema:

0 1 0 0\(x) (a
0 0 0Oyl |1
00 10|z |a
0 2 0 2\t \a

Pero este sistema es incompatible, ya que el rango de la matriz del sistema es 3
mientras que el rango de la matriz ampliada se puede comprobar que es 4, in-
dependientemente del valor del parametro a. Por lo tanto, el vector (g, 1, @3, a°)

no pertenece a la imagen de f.

3.
a) La matriz de f en la base canénica se obtiene al escribir, en columnas, las

imégenes de los vectores de la base canodnica, i.e.:

a 1
A=|1 -1 1
0o 2

b) Para comprobar que los tres vectores que nos dan son linealmente inde-
pendientes, basta con verificar que el rango de la matriz que forman es 3, es
decir, que el siguiente determinante es no nulo:

3 2 1
1 1 0=-120
3 -1 3
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c) Usando la férmula del cambio de base, tenemos que la matriz de f en la
base {(31 1: 3); (2; 1/ _1)/ (11 Or 3)} es:

-3 7 1)a 1 1}(3 2 1
B=P'"-A-P=|3 -6 -1||1 -1 1|1 1 0=
4 9 -1)\0 2 1)\3 -1 3

-9a+28 -6a+1 -3a+22
= 9a-23 6a-1 3a-18
12a-34 8a-1 4a-27

d) Se trata de encontrar los valores de a para los cuales (3, 1, —2) pertenece al

nucleo de f. Es decir, aquellos a que verifican:
f(3; 1, _2) = (Oi Ol O)

En otras palabras, se ha de cumplir que:

a 1 1) 3 0
1 -1 1 1]|=|0
0 2 1){-2 0

De donde se deduce que g :% .

e) Se trata ahora de encontrar los valores de a para los cuales (0, 3, —2) es ima-

gen por f de algtn vector. Es decir, se ha de cumplir:

a 1 1)\x 0
1 -1 1{y|=| 3
0 2 1)z -2

El determinante de la matriz de coeficientes es —3a + 1. Por tanto, si a # % , el
rango de la matriz es 3 y el sistema es compatible determinado (i.e., (0, 3, -2)
es un vector de Im(f)). Por el contrario, si a= % , entonces el rango de la ma-
triz es 2, mientras que el de la ampliada se puede comprobar que es 3, con lo

que el sistema seria incompatible.

f) Laaplicacion f es biyectiva si el determinante de la matriz A es no nulo. O

sea, si a#—.
3

4. La matriz de f en la base canénica es:

Para saber si es diagonalizable, calcularemos los valores propios.
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Para ello, calculamos el polinomio caracteristico:

2-2 O 0

p)=A-A=| 3 4-1 -1 |=2-MVA*-21-3)=—(A-2)A-3)A+1)

Los VAP de f son: 2, 3, —1.

Como los tres VAP son diferentes, f es diagonalizable. Esto quiere decir que
existen bases formadas por VEP de f.

Estas bases estaran formadas por un vector propio de valor propio 2, un vector
propio de valor propio 3 y un vector propio de valor propio —1. Busquémoslos:

e VEP de VAP 2:

Los VEP asociados al VAP 2 son las soluciones del sistema:

(A-2D)|y|=

S O O

Debemos resolver el sistema:

Un vector propio de valor propio 2 serd, por ejemplo, (-1, 3, 3).

e VEP de VAP 3:

Los vectores propios de valor propio 3 son las soluciones del sistema:

X 0
(A-3D)|y|=|0
z 0
-1 0 O 0
31 -1||y|=|0| = x=0, y=z
3 -5\ z 0

Un vector propio de valor propio 3 serd, por ejemplo, (O, 1, 1).
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e VEP de VAP -1:

Los vectores propios de valor propio —1 son las soluciones del sistema:

X 0
(A+D|y|=|0
z 0
30 0)(x 0
35 -1||y|=/0| = x=0, z=5y
35 -1)\z 0

Un vector propio de valor propio -1 sera, por ejemplo, (0, 1, 5).

Por tanto, respondiendo a las preguntas formuladas, f es digonalizable, la ma-

triz diagonal resultante es:

y una base donde f toma la forma diagonal anterior es la de VEP en el mismo

orden:

{(_L 3/ 3)1 (Or 1! 1)1 (Or 11 5)}

5. De entrada, como la matriz no es simétrica, debemos hallar los VAP de ésta.

Para ello, calculamos el polinomio caracteristico:

| 1
2 3.0 1 | =2-5a-42-W3=—(3+ 42+ 50 +2)=—(h+2)(A + 1)2
1 -1 -1-a

Los valores propios de A son -2 (con multiplicidad 1) y -1 (con multiplicidad 2).

Si los VAP hubieran sido todos reales y diferentes, es decir, el polinomio carac-
teristico no hubiera tenido ninguna raiz multiple, ya se habria acabado el ejer-
cicio porque podriamos afirmar que la matriz A diagonalizaba, y dar la matriz
diagonal. Pero en este caso no sucede asi: la matriz A es diagonalizable si, y
soOlo si, el espacio de vectores propios de valor propio —1 tiene dimension 2

(igual que su multiplicidad).

Vamos a hallar los VEP asociados al VAP —1:

1 -1 1 0 x-y+z=0 xX=y x=t
2 -2 1|y|=|10| = 2x-2y+z=0 = {y=y = y=t
1 -1 O)\z 0 x-y=0 z=0 z=0
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El sistema anterior queda reducido a dos ecuaciones con un grado de libertad;
es decir, el rango de la matriz es 2, ya que las dos primeras columnas son pro-

porcionales.

Por lo tanto, s6lo podemos obtener un VEP independiente. La dimension del
espacio de VEP asociados al VAP -1 es 1. Este espacio esta generado por el vec-

tor (1, 1, 0) y, consecuentemente, A no es diagonalizable.

6.

a) Al no ser la matriz A simétrica, hay que calcular los valores propios.
[A-A|=| 2 3-& 2 |=0=A =5 A,=Ak;=1

Al haber un VAP repetido, para saber si la matriz diagonaliza, es necesario ha-

llar los vectores propios:
e Vector propio de valor propio 5:
Los VEP de VAP 5 son las soluciones del sistema:
(A-5I)v=0

Si llamamos x, y, z a las coordenadas del vector v, el sistema a resolver es:

-3 1 1)\(x 0 -3x+y+z=0
2 -2 2 ||y|=|0|=:2x-2y+22z=0
1 1 -3)\z 0 x+y-3z=0

Su solucién es:
x=ty=2t,z=t VteR
Segln esto, el espacio de VEP de VAP 5 serd <(1, 2, 1)>.
e Vector propio de valor propio 1:

Tenemos que resolver el sistema siguiente:

1 1 1)(x 0 x+y+z=0
2 2 211y|=|0]|=:2x+2y+2z=0
11 1)\z 0 x+y+z=0

Su solucion es:
x=ty=s,z=-t-s vts € R.

Asi pues, el espacio de VEP de VAP 1 es <(1, 0, -1), (0, 1, -1)>.
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b)

7.

a)

Al ser la dimensién de cada subespacio propio igual al orden de multiplici-
dad del valor propio correspondiente, que la matriz A es diagonalizable.

Tampoco la matriz B es simétrica, por lo que es necesario hallar los VAP:

B-A|=| 1 2-% -2[=0=2%,=5 A =i,=1

Al haber un VAP repetido, para saber si la matriz diagonaliza, es necesario
hallar los vectores propios.

Vector propio de valor propio 1:
Los VEP de VAP 1 son las soluciones del sistema:
(B-T)v=0

Si llamamos x, y, z a las coordenadas del vector v, el sistema a resolver es:

1 0 -3)(x 0 x-3z=0
1 1 2y|=|0|=>x+y-2z=0
-1 -1 2)\z 0 -x-y+2z=0

Resolviendo el sistema, resulta que su solucién es:
x=3t,y=-t,z=t Vte R
Por lo tanto, el espacio de VEP de VAP 1 es <(3, -1, 1)>.

Al ser la dimension del subespacio propio igual a 1 y diferente al orden de
multiplicidad de este valor propio (que es 2), podemos asegurar que la ma-
triz B no es diagonalizable.

La matriz de f en la base candnica (que es ortonormal) es:

3 -2 0
A=-2 3 O
0 0 5§

La matriz es simétrica y, por tanto, sera diagonalizable.

Calculamos el polinomio caracteristico:

3-A -2 0
pM)=| -2 3-1 0 |=(5-M)(QA*-61L+5)
0 0 5-A
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Resolviendo la ecuacion caracteristica, p(A) = 0, obtenemos dos valores pro-
pios: el VAP 1 (con multiplicidad 1) y el VAP 5 (con multiplicidad 2).

e VEP correspondientes al VAP 1:

0 2 -2 0)\(x 0
(A-1D)|y[=|0| < |-2 2 Of|y|=|0| = y=x 2z=0
z 0 0 0 4)z 0

Por tanto, un VEP asociado al VAP 1 sera el (1, 1, 0).

e VEP correspondientes al VAP 5:

X 0 -2 -2 0)(x 0
(A-3I)|y|=|0] & [-2 -2 O||y|=|0| = x=-y
z 0 0 0 O)\z 0

Por tanto, (1, -1, 0) y (0, 0, 1) son VEP (linealmente independientes) aso-
ciados al VAP 5.

b) Puesto que hemos hallado tres VEP linealmente independientes, f diagona-

liza (como ya sabiamos por ser simétrica la matriz en una base ortonormal) y:

a.B={(1, -1, 0), (0,0, 1), (1, 1, 0)} es una base en la cual la matriz aso-

ciada al endomorfismo es diagonal, y

b. La matriz diagonal asociada es: D =

S O w»
S v O
_ O O

¢) Sabemos que A* = P . D* . P!, siendo P la matriz de VEP, i.e.

1 01 5 0 0
P=|-1 0 1]|,como: D*=| 0 5* 0|, sesigue que:
0O 10 o o 1
313 -312 O
A*=P.D*.P'=|-312 313 0 |.
0 0 625

Podemos comprobar los calculos con algin software matematico, como, por

ejemplo, el programa Wiris:

Figura 13
Edicion| © | | anaiisis | I B T
MM B T L 0 dbujar |resoverecuacion
o ("=§50 T I ol representar | resobversistema |3 m)
' -2 0y* 313 -312 0
-2 3 0| = |-312 313 0
0 05 0 0 625

T
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8.
a) En primer lugar, recordemos que los vectores (1, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, O, 1)
definen la base canénica del espacio. Entonces, calculando su imagen por f

encontraremos A:

f(errO) = (20 1)
£(0,1,0)=(-1,2)
f0,0,H)=(1,-1)

Y poniéndolos en columnas:

2 -1 1
A =
1 2 -1
b) Veamos cudl es el nucleo. Recordad que son los vectores cuya imagen es

nula: f(x,y,z)=2x-y+z,x+2y-2)=(0,0)

Tenemos que resolver, pues, el sistema:

2x-y+z=0
x+2y-z=0

. S . - -z 3z
que es un sistema compatible indeterminado, cuya solucién es: x = 3 ey="—.

5
Asi, el nacleo es el subespacio generado por los vectores de la forma

[_—Z 3?2,2}. Para simplificar, tomamos z =5 y obtenemos el vector genera-

5 ’
dor (-1, 3, 5). Como la dimensién del ntcleo es 1, tenemos que no es una

aplicacion inyectiva.
c) Utilizando el teorema de la dimensién:

dim U = dim Ker(f) + dim Im(f)

Como dim R? =3 y la dim Ker(f) = 1, entonces dim Im(f) = 2 y por lo tanto basta
encontrar dos vectores de la imagen que sean independientes de (2, 1) y (1, -1).
Ademas, tenemos que es exhaustiva, puesto que por la segunda proposicién

del apartado 5 tenemos que: dim R? = dim Im(f) = 2.

d) Para encontrar la antiimagen del vector (1, 1), tenemos que resolver el

sistema:
Cx-y+z,x+2y-2)=(1,1)

Es decir:

2x-y+z=1
x+2y-z=1
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Es un sistema compatible indeterminado, cuya solucion es x = _?Z + 3 ey= 3z + l

5 5 5
Asi, los vectores que tienen por imagen el vector (1, 1) son los de la forma:

a) La matriz de f en la base candnica se obtiene al escribir en columnas las

imagenes de los vectores de la base canénica, i.e.:

-1 2 -1
A=|a -1 a
-1 0 1

b) Para demostrar que tres vectores forman una base de R3 sera suficiente pro-
bar que son linealmente independientes, i.e.: que el rango de la matriz que for-

man es 3. Eso es cierto en este caso, ya que:

1 2 2
P=[-1 1 O [P|=-1=0 “>Rango(P) = 3
3 -11

c) Empleando la formula del cambio de base, tenemos que la matriz buscada

es:

-1 4 2|-1 2 1|1 2 2
B=P'"-A-P=|-1 5 2| a -1 all-1 1 0f=
2 -7 3j-1 0 13 -11

14+16a -11+4a 1+12a
= 15+20a -12+5a 1+15a
-25-28a 18-7a -3-2la

d) Se trata de encontrar aquellos valores de a tales que f (2, 3,-1) = (0, 0, 0), i.e.:

-1 2 -1||2 0
a -1 al||3|=|0
-1 0 1 -1 0

La ecuacién anterior no tiene ninguna solucién, ya que:
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Por lo tanto, valga lo que valga q, el vector (2, 3, -1) nunca pertenece al ntcleo

de la aplicacion.

e) Se trata de encontrar aquellos valores de a tales que se cumple, para algin

vector (x, y, z), que:

-1 2 -1 |x -1
a -1 al||y|=|1/2
-1 0 1]]|z -1

Observar que:

|A|l=2-4a=0a=1/2

Por lo tanto, el rango(A) serd 3 excepto para el caso a = 1/2. En este caso,
rango(A) = 2. Por otro lado, se puede comprobar que el rango de la matriz am-
pliada también sera 2 para el caso a = 1/2. Por lo tanto, el sistema de ecuacio-
nes resultante siempre serd compatible, i.e.: el vector (-1, 1/2, -1) serd un

vector de Im(f) para cualquier valor de a

f) La aplicacion sera biyectiva si el determinante de la matriz A es no nulo, i.e.:

Sia=1/2

10.
a) En el enunciado se dice que el vector v = (1, 1, 0) es un vector propio aso-

ciado al valor propio 3. Por tanto, sabemos que: (M — 3I)- v = 0; esto es:

a-3 1 p 1 0 a-3+1=0
M-3D)-v=: b -1 g |-|1|=|0];esdecir: b—-1=0
c -1 r-3)10 0 c-1=0

Con lo que tenemos que:

a=2
b=1
c=1

Igualmente, en el enunciado también se dice que el vector v = (-1, O, 2) es un vec-

tor propio asociado al valor propio 0. Por tanto, sabemos que: (M) - v = 0; esto es:

2 1 p)(-1) (0O -2+2p=0
M.-v=|1 2 g 0 |=|0|;esdecir, -1+2g=0
1 -1 r)l\2 0 -1+2r=0

Con lo que tenemos que:

q=1/2
r=1/2
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Buscamos los valores y vectores propios con la ayuda de la calculadora Wiris:

<Jjuoc —
Edlciﬂnl 0paraciones| 3[mhoios| Méllsisl Matrices UniuaUes| COmbInaturIa| Geomaﬁal Griago| Programaclﬁnl Fonnaial

mend ap 0° O O e |3 ‘mls 3
=)

x 0, L, [l

29 9
valores_y_vectores_propios(‘I 2 1:2] - {3,[1.1.0.1,15,[0.,-1.1.],0,[-05,0.1.]}

1 =1.412
I

Como vemos, los valores propios de la matriz M son: A; =3, &, =0, 3 = 1.5. Al
ser los tres valores propios reales y diferentes, podemos asegurar que la matriz M

diagonaliza.

La matriz diagonal es:

o

I
c o w
o o o

o o

11.

a) Utilizando la informacién del enunciado tenemos que los vectores dados
son vectores propios de valor propio x, yy z, de manera que resulta el siguiente

sistema de 9 ecuaciones :

c d 2c+e=y
0 a b1 1 -a=z
-1 0 2|-1|=z|-1|=>4-1=-2z
c d e)l0 0 c—-d=0

Podemos resolver este sistema indeterminado, y obtenemos: x=-1,a=-1,z=1,

d=0,c=0;luego: b=2yye=y.

b) Utilizando el apartado anterior estd claro que los valores propios son-11i 1y la
base en la que B diagonalizaes (1, 1, 0) (2,0, 1) (1, -1, 0) y en esta base la matriz es:

|

—_
o= o
—_ o o



© FUOC » PID_00151938 56 Aplicaciones lineales

12.

a) Para saber si una matriz diagonaliza o no, tenemos que aplicar la segunda
proposicion del subapartado 8.1. Dado que la matriz A no es simétrica, tene-

mos que ver como son los valores propios:

e Sison todos reales y diferentes - la matriz diagonalizara.
¢ Si hay algtn valor propio no real (complejo) - la matriz no diagonalizara.
¢ Si hay algtin valor propio repetido hay que ver los vectores propios.

Por tanto, para ver como son los valores propios, hallamos el polinomio carac-

teristico:

5-1 0 0
p)= 0 -1-2 b [=G-M(-1-r)(a-21)
3 0 a—»xa

Ylos VAP son: o, =51, =-1,A, =a
Por la proposicion anterior, ya podemos asegurar que:

— Paratodoa € R, paratodo b € R, sia #-1, 5 > A diagonaliza, ya que, en
este caso, todos los valores propios son reales y diferentes.

Ahora estudiamos los otros dos casos posibles:

- Sia=3, entonces la matriz queda asi:

5 00
A=|0 -1 b| Yy losvalores propios son: A, =5 (doble),r, =-1
3 0 5

Para que la matriz A sea diagonalizable, en este caso en que a = 5, es necesario
que la multiplicidad del valor propio A = 5 (que es 2) coincida con la dimension
del espacio de vectores generado por los vectores propios asociados al valor pro-
pio A =3.

El subespacio V,_s, asociado al valor propio A = 5, esta formado por las solucio-
nes del siguiente sistema de ecuaciones lineal homogéneo:

=0
0 -6 bl{{yl=|0o|=1"
—6y+bz=0

w
=)
)
N

=)

x=0

Por tanto, la solucién del sistema es: y= 2 7, independientemente del valor de
6
z=12

by el subespacio V,_s, asociado al valor propio A = 5, esta generado por <(0, b, 6)>.
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Como que la multiplicidad del valor propio A = 5 (que es 2) no coincide con la
dimension del espacio de vectores generados por los vectores propios asociados al
valor propio A =5 (que es 1), podemos asegurar que la matriz A, con a = 5, no dia-

gonaliza.

- Sia=-1, entonces la matriz queda asi:

50 0
A=|0 -1 b | ylosvalores propios son: A, =—1(doble),\, =5
3 0 -1

Para que la matriz A sea diagonalizable, en este caso en que a = -1, es necesario
que la multiplicidad del valor propio A = -1 (que es 2) coincida con la dimension
del espacio de vectores generados por los vectores propios asociados al valor pro-
pioil=-1.

El subespacio V,_;, asociado al valor propio A = -1, estd formado por las solu-
ciones del siguiente sistema de ecuaciones lineal homogéneo:

6 00 0 o0

0 0 bl{yl=|0]|={" "
bz=0

300 0

En este caso hay que hacer una disyuncién:

N < o=

x=0
* Sib=0->lasolucion del sistemaes: .y =y y el subespacio V;_s, asociado

z=z
al valor propio A = -1, esta generado por <(0, 1, 0), (0, 0, 1)>. Como que
la multiplicidad del valor propio A =-1 (que es 2) coincide con la dimen-
sion del espacio de vectores generados por los vectores propios asociados
al valor propio A = -1 (que es 2), podemos asegurar que la matriz A, con
a=-1yb=0, diagonaliza.

x=0
e Sib#0 - lasolucion del sistema es: y =y Y elsubespacio V;_s, asocia-
z=0

do al valor propio A = -1, estad generado por <(0, 1, 0)>. Como que la
multiplicidad del valor propio A =-1 (que es 2) no coincide con la di-
mension del espacio de vectores generados por los vectores propios aso-
ciados al valor propio A = -1 (que es 1), podemos asegurar que la matriz A,

con a =-1y b#0, no diagonaliza.

En resumen:

e Paratodoa € R, paratodob € R,sia=-1, 5 2> A diagonaliza
e Sia=35,Vb e R > Ano diagonaliza.
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e Sia=-1yb=0-> A diagonaliza
e Sia=-1yb=#0-> Ano diagonaliza

b) Para el caso a = 1, b = 10 si que diagonaliza. La matriz A queda ast:

5 0 O
A=|0 -1 10| ylosvalores propios son: A, =5, =-1,A,=1.
3 0 1

Como que los tres valores propios son reales y diferentes > La matriz A diago-
naliza. Esto significa que existen bases formadas por vectores propios de A. Es-
tas bases estaran formadas por un vector propio de valor propio 5, por un
vector propio de valor propio -1 y por un vector propio de valor propio 1. Bus-

quémoslos:

¢ Los vectores propios asociados al valor propio 5 son las soluciones del

sistema:
! 0 0.0 03/ 0 6y+10z=0
(A-5I){y |=|0]|, estoes: |0 -6 10|{y|=|0|= Y =
3x-4z=0
z 0 3 0 -4z 0

X=X

Y las soluciones de este sistema son: {y = % . Por tanto, un vector propio de

valor propio 5 sera el (4, 5, 3). 3x

4

e Los vectores propios asociados al valor propio -1 son las soluciones del sis-

tema:
X 0 6 0 0)\(x 0 6x=0
(A+I){y|=|0]|,estoes: |0 O 10{y|=|/0[=:10z=0
z 0 30 2)\z 0 3x+2z=0
x=0

Y las soluciones de este sistema son: <y = y . Por tanto, un vector propio de va-
lor propio 5 serd el (0, 1, 0). z=0

e Los vectores propios asociados al valor propio 1 son las soluciones del sis-

tema:

X 0 4 0 0)\(x 0
(A-D{y|=|0]|,estoes: |0 -2 10}{y|=|0
0

x=0
=
-2y+10z=0
z 0 3 0 0)z
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x=0
Y las soluciones de este sistema son: {¥ =5z . Por tanto, un vector propio de
valor propio 5 serd el (0, 5, 1). zZ=2
5 00
Tenemos, pues, que A=P-D-P'donde D={0 -1 0| yP eslamatriz for-
0O 0 1

mada por los vectores propios (P es la matriz de cambio de base de {vectores

propios} a la base canénica). Por el teorema del subapartado 8.2, sabemos que

JA =P3D-P . Por tanto:

4 0 0\(¥5 0 0)(4 0 O
Ya=|5 1 5}{0 -1 0[5 15
301){0 0 1/(3 0 1
Con la ayuda de la Wiris realizamos estos calculos:
5 00
400\ (Y5 0 o) (400" 55 25 _, o
516|-| 0 -10/[515] = 4 4
(301] 0 01 [301] 3.6 3
27 01
Por tanto, la solucién al ejercicio es:
s 0 0
535 25
YA=|Z2-221 1 10
4 4
.3
W53
4 4

Podemos comprobar que los resultados obtenidos son correctos con la ayuda Nota
de la Wiris:
Fijaos en el orden en como es-

tan puestos los valores propios
y su correspondencia en el or-

50 0 den de disposicion de los vec-
A= (u -1 10]; tores propios. Observad,
30 1 también, que no es posible
| valores_propios (&) — {-1,1,5) 1
. calcular YA (¥A = AA )
00 — . .
5 directamente con la Wiris
vectores_propios (8 = 11 1 1 ya que cuando se le pide a la
0z 7 Wiris que calcule una potencia
de una matriz la halla multipli-
0o 2 0o X - ‘\‘/-'7 (] cando la matriz por ella misma
5]f{-10 0 5 5-@_5 -1 10 tantas veces como sea necesa-
11 1[0 10 f1 1 1) — 4 _ 1 rio y, en este caso, al tratarse
13floodsj 13 35 3 de un nd ional, la Gni-
0 0 3vs 3 e un ndmero racional, la Gni
55 55 s 3 °1

ca forma de hallar esta poten-
cia es diagonalizando la matriz.
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13.

a) Mirando la pantalla, la representacion matricial del modelo matematico es

la siguiente:

Xt + 1) 0.25 0.25 0.25 0.25( x(t)
y(t+ 1) 025 0 05 025 y(t)

At+ 1D | 1025 05 025 0 | «)
\vit+ 1)) \025025 0 05)\vt))

Hallamos los valores y vectores propios con las opciones “valores_propios” y

“vectores_propios” de la Wiris:

025 05 025 0
025025 0 05

| VAPS=valores_propios{M) = {1.0,0.43301,- 0.43301}
L o
VEPS=vectores_propios{M) = 1. 033333 -026795 -1.

025 025 0.25 0.25
M= 025 0 05 025).

1. 033333 -0.73205 0.73205
1. 033333 1. 026795

Los valores propios aparecen en la pantalla como el resultado de la funcién

“valores_propios” y son:

A =1
Ay=0

Ay =0.433
)y = —0.433

Los vectores propios aparecen en la pantalla como el resultado de la funcién

“vectores_propios” y son, respectivamente:

1 -1 0 0

|, _|033333) | 026795 | | -1
Tl 2710333337 | -0.732051|" "t | 0.73205
1 0.33333 1 0.26795

b) Para saber la proporcién de ordenadores a largo plazo, hay que hallar el
limite cuando k - « de la matriz diagonalizada multiplicada por el instante

inicial.

A largo plazo, la proporciéon de ordenadores sera de 25% en cada grupo
(puesto que el resultado al hacer el limite en el infinito de la matriz diagona-
lizada por el instante inicial es de (1/4, 1/4, 1/4, 1/4)).
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ki1 -1 0 e 1\

| 1. 033333 026795 -1,

1. 033333 - 0.73205 0.73205
026795

-1 0
0
0
-0.433 1. 033333 1.

n.:msom-1

1 10 o
Pl [T 00 0
VD 1- 033333 -a73205 073208 || 0 0 0433
1 00 0

1 1. 033333 - 073205 0.73205 1. 033333 - 0.7X205 0.7X205

1. 033333 00 o . 026795
Para saber Ia proporcion a largo plazo hay que hallar el imite del prod: b do k->+00
Mmmm.um*hmmmaz

1. -1 10 0 1. o \-
_1o.mnnm-1]00 o [1omom-|
00 0.433
Iﬂ-m}"

0 (1000

0
g 0000
L]
0,459 0 A P

0 im (-0433* 10000,

0000 | 1. 0.33333 -0.73205 0.73205
0000/ 1. 033333 1. 026Ta5

muitipli ol itado por el instante incial :
02 0.25)

'
BERE
BEEE
BEEE
BEEE

A

0. 1000} (1. -1 0. [Tt
no.m om -1. |.|oo00] | 1. 033333 -026705 -1.
v

o2
02 025
04 025/

Otra opcion para resolver este apartado es, tal como se muestra en el estudio del
caso del subapartado 8.3 de este modulo, realizar un programa que prediga la evo-
lucién de la distribucioén de ordenadores, ver como evoluciona el modelo y com-

probar como a partir de un cierto momento éste se estabiliza.

Efectivamente, a partir de i = 14 el sistema se estabiliza y esto indica que, a lar-

go plazo, la proporcién de ordenadores sera del 25% en cada grupo.

Programa que predice la d’slnbu:lon deordenadores a largo plazo
0.25 0.25 0.25 0.25

M= 025 0 05 025 i
025 05 025 0 i
025025 0

10 0
_loo 0 i
D‘ooo o |MOF
00 -0.433
1.

0.
s o =
P=veps(M) = | " 933333 -0.73205 0.73205
1.033333 1. 028795
9 -1 0. 0.
|1 033333 026795 -1, |
1. 033333 -0.73205 0.73205 [’
1. 033333 1. 0.26795
para i en [1..20] hacer =+ nulo
ord(i)=P-D"P " w(0); S=(S,ord(i));

14. El subespacio vectorial asociado al valor propio A = 2 es el subespacio vec-

torial de las soluciones del SEL homogéneo:

Resolviendo, deducimos que es el subespacio generado por (1, -1, 0) y (0, 0, 1).

-1
025 0.25 0.25 0.25 0.25 025 0.25 025 025 0.25 0.25
- O 25 0.2375 0.25 0.247¢6 0.25 0.24956 0.25 0.24992 025 0.24938 0.25
0.2375 || 0.24063 |"| 0.24766 |'| 0.24824 |'| 0.24956 |'| 0.24967 |'| 0.24992 ['| 0.24994 || 0.24938 ['| 0.24993 |"
0.275 0.25937) \0.25469) \0.25176) \0.25088) \0.25033) \0.25016) \0.25006) \0.25003) |0.25001

0.25

0.25

0.25
0.25001

I

0.25
0.25
0.25
0.25

I

0.25
0.25
025
025

I

0.25
0.25
0.25
0.25

I

0.25
0.25
0.25
0.25

I

0.25
0.25
0.25
025

I



© FUOC » PID_00151938 62 Aplicaciones lineales

El subespacio vectorial asociado al valor propio A = 3 es el subespacio vectorial

de las soluciones del SEL homogéneo:

-2 -1 0)\(x 0
2 1 0 =|0
2 2 -1)\z 0

Resolviendo, vemos que es el subespacio generado por (1, -2, -2).

Asi, pues, f diagonaliza porque el polinomio caracteristico se descompone
completamente en factores reales de grado 1 y porque para cada VAP, su mul-
tiplicidad coincide con la dimensién del subespacio de VEPS asociado (2 para
el valor propio A = 2 y 1 para el valor propio A = 3).

15.

a) Elntucleo de f es el subespacio vectorial de las soluciones del SEL homogéneo:

000 1\x) (0
121 2|y| |0
000 0/z| o
110 0)t) (o

Resolviendo, vemos que una base del nuacleo es (1, -1, 1, 0). Como el ntcleo

es no nulo, entonces f no es inyectiva.

b) La imagen de f es el subespacio vectorial generado por las columnas de la

matriz:

00 01
1 21 2
00O0O0
1100

Eliminando la segunda columna, que es combinacion lineal de la primera y la
tercera, vemos que una base de la imagen es: (0, 1, O, 1), (0, 1, 0, 0), (1, 2, 0, 0). Es
decir, la dimension de la imagen es 3, menor que la dimension del espacio de
llegada, que es 4. Por tanto, f no es exhaustiva.

c) Para encontrar la antiimagen del vector (a, 1, b, 0), hay que resolver el SEL:

—_ O = O
= o N O
S O = O
S O N =
~ N < &
O T =
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El rango de la matriz del sistema es 3. Esta definido por el menor formado por
las columnas 1,3 y 4, y las filas 1, 2 y 4:

—_ = O
S = O
S N =

Y el rango de la ampliada estard definido por el menor que contiene este me-
nor 3 x 3 y la columna de términos independientes:

001 a
1121
000D
1 0 00

Para el calculo del determinante, desarrollamos primero por la cuarta fila y
después por la tercera. Nos queda que el determinante es igual a b. Por tanto,
el rango de la ampliada es 3 s6lo si b = 0. Por tanto, el vector (g, 1, b, 0) perte-
nece a la imagen de f s6lo si b =0y a es cualquiera.

16.

a) Multiplicando A por cada uno de los vectores de B obtenemos:

2 11 0 0
30 1| 1]|=[-1|=(-D| 1
3 1 0)-1) |1 -1
2 1 1)1 1 1
30 1|-2|=|-2]=1/-2
3101 1 1
2 1 1)1 2 1
30 1| -1|=[-2]=2/-1
31 0)01 2 1

Osea, (0,1,-1) es VEPde Ade VAP -1, (1,-2, 1) esVEPde Ade VAP 1y (1, -1, 1)
es VEP de A de VAP 2.

b) Para hallar la matriz diagonal de A, s6lo hay que hacer el producto:

1 0 -1)(2 1 10 1 1 -1 00
S'AS=|0 -1 -1||-3 0 1|1 -2 -1|=[{0 1 O
1 1 1 )03 1 O0)\-1 1 1 0 0 2

¢) Para calcular A'6, es suficiente hacer:

0O 1 1)1 0 0 1 0 -1 65.536
A=SDS")*=SD"S"'=| 1 -2 -1(|0 1 0 -1 -1|=]-65.535
-1 1 1){0 0 65.536 1 1 65.535

= O

65.535
—65.534
65.535

65.535
—65.535
65.536
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17.

a) La matriz de f en la base canénica es:

1 3 3
A=[-3 -5 -3
3 3 1

Calculamos el polinomio caracteristico:

-2 3 3
PO =|A-1-L|=| 3 -5-% -3|=-(A-1(+2)
33 1-2

Resolviendo la ecuacion p(1) = O se obtienen dos valores propios: A = 1 (mul-
tiplicidad 1) y A =-2 (multiplicidad 2).

e Vector propio correspondientes al valor propio 1:

0 y+z 0
(A-1-L)|y [=|0 || -x-2y-2z|=|0|=>z=—y,x=—y
z 0 X+y 0

Por lo tanto, un vector propio asociado al valor propio 1 serd el (1, -1, 1) y el
subespacio generado sera el <(1, -1, 1)>

e Vector propio correspondientes al valor propio -2:

0 X+y+z 0
(A=(2)1)| y |~ 0 || -x-p-z|~| 0| = 2=-x-y
z 0 X+y+z 0

Por lo tanto, (1, 0, -1) y (O, 1, —1) son vectores propios (linealmente indepen-
dientes) asociados al valor propio —2. El correspondiente subespacio generado
por estos vectores es el <(1, 0, -1), (0, 1, -1)>

b) Los tres vectores propios anteriores son linealmente independientes. Por lo

tanto, la matriz diagonaliza:

e B={(1,-1,1),(1,0,-1), (0, 1,-1)} es una base en la que la matriz asociada
al endomorfismo es diagonal.

1 0 O
¢ La matriz diagonal asociadaes: D={0 -2 0

0O 0 -2
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1 1 O
¢) Sabemos que A°=P-D®.P',donde P=|-1 O 1 | eslamatriz de vec-
1 -1 -1

tores propios (las columnas de vectores propios deben seguir la mismo orden
que en la matriz de valores propios).

1° 0 0 1 1 1 1 -63 -63
Como D°=/0 (-2)* O y P'=|0 -1 -1|,setendrd que: A°=| 63 127 63
0 0 (2° 1 2 1 -63 -63 1
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Glosario

aplicacion f Relacion f de correspondencia entre un conjunto A y otro B de forma que a
cada elemento de A se le asigna un elemento de B.

aplicacion lineal f Aplicacion f de un espacio vectorial U en otro V, en la que para cuales-
quiera u, v vectores de u 'y para todo k perteneciente a R se cumple:

D flu+v)=f)+f(v)
2) fk-uw)=k- f(u

base candnica de R" fBase de la forma B={(1, 0, ..., 0), (0, 1, ..., 0), ..., (0, O, ..., 1)}.
endomorfismo m Aplicacion lineal de un espacio vectorial en si mismo.

endomorfismo diagonalizable m Un endomorfismo es diagonalizable si existe alguna
base de forma que la matriz asociada al endomorfismo en dicha base sea diagonal.

epimorfismo m Aplicacion lineal suprayectiva.
homomorfismo m Véase aplicacion lineal.

imagen de una aplicaciéon lineal f Conjunto de todos los vectores del espacio destino
que son imagen de algin vector del espacio origen.

isomorfismo m Aplicacion lineal biyectiva.
monomorfismo m Aplicaciéon lineal inyectiva.

niicleo o kernel de una aplicaciéon lineal m Conjunto formado por todos los vectores
del espacio origen cuya imagen es el vector nulo del espacio destino.

valor propio de un endomorfismo f o de una matriz A m Escalar k tal que existe al-
gan vector u no nulo, de forma que f(u)=k-uobien A-u=k-u.

vector propio de un endomorfismo f o de una matriz A m Vector u no nulo que
verifica la siguiente condicion: existe algin escalar k, tal que f(u)=k-uobienA-u=k- u.
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