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Introduccion

En este médulo hablaremos, tal como su nombre indica, de nameros. En parti-
cular, pondremos un énfasis especial en dos conjuntos concretos de nameros:

los naturales y los complejos.

Las propiedades del conjunto de los nliimeros naturales son basicas para los
conceptos matematicos maés esenciales y su estudio es tan antiguo como la

historia de la humanidad.

En este modulo, introduciremos una técnica de demostracion de propiedades
relativas a los nimeros naturales, el principio de induccién. Demostrar que
cierta propiedad se cumple para los infinitos nimeros naturales es imposible
si se pretende comprobarla uno por uno. La induccién matematica es una
técnica sencilla que nos permitird asegurar que una propiedad se cumple pa-
ra todos los nameros, simplemente viendo que se cumple para el primero y
que el hecho de que se cumpla para uno hace que la propiedad se verifique
para el siguiente. En el médulo, realizaremos ejercicios para demostrar propie-

dades con esta técnica.

En relacién con los nimeros complejos, éstos son ampliamente utilizados en
el modelado matematico de procesos fisicos. Entre estos procesos, podemos
destacar el analisis de corrientes eléctricas y de sefiales electronicas.

En este moédulo veremos qué son los nameros complejos, cOmo se representan

y como se manipulan.
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Objetivos

Los objetivos bésicos que alcanzard el estudiante una vez trabajados los con-

tenidos de este modulo son los siguientes:

1. Entender el concepto de demostracion por induccién y saber aplicar el
principio de induccién para demostrar propiedades relativas a ntimeros

naturales.

2. Verificar, usando el principio de induccién, que un algoritmo realiza la
tarea que se propone.

3. Saber manipular el lenguaje matematico algebraico y geométrico, y enten-

der su papel en la expresion del conocimiento cientifico y tecnolégico.

4. Conocer el conjunto de los nameros complejos, saber manipularlos y en-

tender como se aplican en las ingenierias.

5. Saber analizar una situacién y desarrollar la capacidad de resolver proble-

mas con las técnicas adecuadas.

6. Conocer software matematico basico y saber utilizarlo para realizar calcu-

los con los diferentes tipos de nimeros.
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1. El origen de los nameros

Los numeros, como el 2, el -3, la fraccion % 0 m, son creaciones humanas que
han respondido a distintas necesidades. Por ejemplo, desde la antigiiedad, los

seres humanos han tenido la necesidad de contar:

e las ovejas de un rebafio,
e el namero de arboles de una pequefia plantacion,

e el nimero de hijos e hijas.

De esta manera surge el concepto de los niimeros naturales, que representa-
mos con el simbolo N, y que es un conjunto formado por los ntimeros 1, 2,

3,... Esto lo indicamos de esta manera:

N={1,2,3,..}

A veces se considera que el namero cero también forma parte del conjunto de EllnGmererecro

los nimeros naturales. En este caso, escribiremos
Recordad que, por ejemplo,
los romanos no tenian

. ningun simbolo para

N* = {OI 11 2/ 31 .. } representar el niGmero cero.

Para indicar que el nimero 3 es un ntmero natural, lo escribiremos como

3 e N, que se lee: “el 3 pertenece al conjunto de los nimeros naturales”.

Como contar es la primera necesidad que han intentado cubrir todas las cul-
turas, incluso las mas antiguas, los primeros nimeros manejados son los na-

meros naturales.

Claramente, el namero natural 2 puede representar el hecho “tengo dos ove-
jas en mi rebafio”. Ahora bien, si fruto de un acuerdo comercial, paso de tener
dos ovejas a deber dos, jcOmo representamos este hecho? En este caso, pues,
podemos recurrir a los niimeros enteros, que se representan con el simbo-
lo Z, y que estan formados por los nameros naturales, los ntimeros naturales
con signo negativo y el cero. Este conjunto lo podemos representar de esta

manera:

Z=1{.,6-3,-2-1,0,1,23,...}.
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El conjunto numérico siguiente corresponde al de los nimeros racionales,
que esta formado por las fracciones y se representa con el simbolo Q. Su crea-
cién se basa en la necesidad de poder representar las partes de una totalidad,
como por ejemplo el hecho de dividir un terreno agricola en tres partes igua-
les como parte de una herencia. En este sentido, este conjunto lo podemos

representar de esta manera:

a
Q_{l_o tales que a,beZ,b#O},

es decir, es el conjunto formado por los cocientes o fracciones de ntimeros
enteros, en los que es imprescindible que el denominador b sea diferente de

Cero.

Ejemplos de niimeros racionales

Son ntimeros racionales los nimeros % o %, es decir, los nimeros cuya expresion decimal

tiene un patrén que se repite. Por ejemplo:

% =0,5000...=0,5

% =-0,6666...=-0,6 0 bien

2 21313...202T3
990

Pero también podemos escribir:

es decir, también los nimeros naturales y los niimeros enteros son nameros

racionales.

En este sentido, podemos escribir, N ¢ Z c Q, que se lee: “el conjunto
de los nameros naturales es un subconjunto del conjunto de los niime-
ros enteros que, al mismo tiempo, es un subconjunto del conjunto de
los nameros racionales”. Es decir, todo niimero natural es también un
numero entero y todo nimero entero es, al mismo tiempo, un namero

racional.

La necesidad humana de disponer de conjuntos numéricos se puede plantear

también en términos de ecuaciones. Por ejemplo, la ecuacion x + 2 = 0 sOlo se

Recordad que a € A se lee “a
pertenece a A”.

Recordad que A C B se lee “El
conjunto A esta incluido en el
conjunto B”.

Ejemplo

La ecuacién x + 2 = 0 puede
representar un problema,
como por ejemplo: “;En qué
planta de un edificio estoy (x)
si cuando suba dos plantas
(+2) estaré en la planta baja
0)?”
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puede resolver si disponemos del conjunto de los nimeros enteros Z, ya que

la solucién es el namero entero -2, es decir, x = -2 € Z. En general, la ecuacion

x +a =0, donde g es un numero natural

tiene como solucién el nimero entero —a, es decir, x =-a € Z.

De la misma manera, la ecuacién 2x = 3 sélo se puede resolver con la ayuda
del conjunto de los ntmeros racionales @, ya que su solucién es el nimero

racional %, es decir x = % € Q. En general, la ecuacion

bx = a, en la que a, b son nameros enterosy b # 0

tiene como solucion el nimero racional £, es decir, x = £ € Q.

1.1. ;Hay también ecuaciones que no se pueden resolver en

el conjunto de los niimero racionales Q?

Imaginad que queremos calcular la hipotenusa de un tridngulo rectangulo con

catetos de longitud 1, tal como se ve en la figura 1.

Figura 1. Triangulo rectangulo

Segun el teorema de Pitagoras, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma

de los cuadrados de los catetos, es decir:

W=1>+1%=2

Ejemplo

La ecuacién 2x = 3 puede
responder, por ejemplo, al
problema siguiente: “Hoy he
tomado dos cafés (2x) en el
bar de mi pueblo y he
pagado un total de 3 euros;
;cudl es el precio de un
café?”.

Pitagoras de Samos (aprox. 582
a. C. - 507 a. C.), matematico y
filésofo griego.
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Los griegos ya pudieron demostrar que la ecuacion:

W =2

por sencilla que pueda parecer, no tiene ninguna solucion que se pueda ex- La otra solucién de

W =1%2+1% =2 es /2.

presar como fracciéon. Ahora bien, todos sabemos que una de las soluciones

de esta ecuacion es el nimero v2.

Se puede demostrar que el nimero v2 no es un ntimero racional. Los nime-
ros que no son racionales reciben el nombre de niimeros irracionales y se

representan habitualmente con el simbolo 1.

Este tipo de nimeros representan un hito en la historia de la geometria y
fueron el inicio de una profunda crisis de la secta pitagorica en la que aparecie-
ron. En efecto, el cuadrado, que, como el tridngulo rectdngulo que acabamos

de ver, es una de las figuras geométricas mas simples, proporciona un ente -
Diagonal

geométrico incomodo, la diagonal, que no es conmensurable con el lado. De inconmensurable

este modo quedaba eliminada de la geometria la posibilidad de medir siempre .
Que la diagonal sea

con exactitud (jcon escuadra y cartabén!). Los niimeros inconmensurables de inconmensurable con el lado
significa que no se puede
expresar como una fraccién
del lado.

los griegos corresponden a lo que nosotros llamamos nimeros irracionales.

También son nuimeros irracionales el namero m (que vale aproximadamente
3,1416), el nimero e (que vale aproximadamente 2,7183) o las raices cuadra-

das de los nameros primos v2, V3, ...

Expresion con decimales

Recordad que los ntimeros racionales, cuando los expresamos en forma decimal, son
numeros con una cantidad finita de decimales o con una cantidad infinita de decimales
pero con un patrén perioédico. Por ejemplo:

3 =0,75, S =0,1515...=0,15
4 33

En cambio, los nimeros irracionales, cuando los expresamos en forma decimal tienen un
numero infinito de decimales sin ningan tipo de periodicidad. Por ejemplo, el namero
m tiene infinitos decimales sin ningan tipo de periodicidad:

m=3,1415926535897932384626433832795028841971693993751 . ..

Se define el conjunto de los nimeros reales, que representamos con la letra R,
como la unién de los conjuntos de niameros racionales y nimeros irracionales,

es decir:

R=QuUI Recordad que utilizamos el
simbolo U para designar la
unién de conjuntos.
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Esta expresion se lee “el conjunto de los nimeros reales es la unién del con-
junto de nimeros racionales y del conjunto de nimeros irracionales”. Final-

mente tenemos que:

NcZcQcR

Es interesante remarcar que, aunque hemos llamado N al conjunto de los nameros na-
turales, los nimeros reales v/2 o m también son “naturales”, en el sentido de que no son
una invencién matematica, sino que aparecen en la naturaleza. Por ejemplo:

e ;Cual es la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado igual a un metro?
e ;Cuadl es el area de una circunferencia de radio igual a un metro?

1.2. ;Toda ecuacion de segundo grado tiene solucion?

Hemos visto que para poder resolver ecuaciones lineales de la forma ax + b =0,
en la que a y b son niimeros enteros, no nos basta con los nimeros enteros,
sino que debemos introduir los nimeros racionales. Asimismo, hemos vis-

to que para resolver algunas ecuaciones de segundo grado, como por ejemplo

x? = 2, necesitamos los ntimeros reales (que incluyen los ntimeros irracionales).

El problema lo encontramos ahora cuando queremos resolver la ecuacion:

Sabemos que no existe ningin namero real tal que su cuadrado sea un namero

negativo. Se podria decir, por lo tanto, que x* = -1 no tiene soluciones.

Recordemos que para resolver la ecuacién x> = 2 imaginamos el ntimero v/2;
asi, de una manera analoga, para resolver la ecuacion x*> = -1 se crea un na-
mero nuevo: v-1. A este ntimero se le asigna el simbolo i. Asi, para obtener
soluciones de la ecuacién x* = -1 y de todas las ecuaciones de segundo grado,
ax® + bx + ¢ = 0, necesitaremos crear un nuevo conjunto: el conjunto de los

numeros complejos.

Lo que proponemos es un salto creativo importante, ya que se trata de crear a
partir de la “nada” una solucién para un tipo de ecuaciones, sin conformarnos
con que existan ecuaciones sin solucion. Las ventajas de este salto creativo

superan a las incomodidades iniciales.

También es habitual utilizar el
simbolo j para simbolizar el
ndmero /-1.
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2. Los nameros naturales: el principio de induccion

Como hemos visto en el apartado anterior, podriamos decir que los nameros
naturales se han inventado para contar, aunque tienen otras utilidades. Por
ejemplo, también sirven para ordenar y se suelen utilizar como cédigos iden-
tificadores (el DNI, el nimero de teléfono, el namero de la Seguridad Social,
etc.). En ingenieria muchas veces se debe trabajar con grandes masas de datos:
por ejemplo, pensemos en un programa que ordena alfabéticamente el censo
de una ciudad. Suele interesar saber que el programa funciona correctamente
con cualquier namero de datos de entrada, y esto se suele expresar diciendo

que una cierta propiedad P(n) se verifique para todo namero natural n.

2.1. Ejemplo introductorio

El algoritmo siguiente, al que denominaremos algoritmo MAX, determina el Algoritmo

numero mas alto de una lista:
Conjunto de reglas para
resolver un problema en un
numero finito de pasos.

e Entrada: una lista con n nameros L = {xq, X2, ..., Xu}.

e Salida: el nimero mas alto de la lista L, que representaremos como MAX(L),
y que estara almacenado en la variable m.

e Pasos del algoritmo:

1) Tomamos el primer elemento de la lista, x;, e inicializamos la variable

m con este valor. Es decir:
m = Xq

2) Mientras aan no hemos llegado al altimo elemento de la lista:
- tomamos el siguiente elemento de la lista, x;

- six; > m, entonces m = x;

Veamos un ejemplo de aplicacién del algoritmo MAX con L = {2, 17, 5, 3}.

1) Tomamos el primer elemento de la lista, x; = 2, e inicializamos m, m = 2.

2) Mientras atin no hemos llegado al ultimo elemento de la lista, vamos to-

mando el siguiente elemento y miramos si hemos de actualizar m:

e Tomamos el siguiente elemento de la lista, x, = 17. Como 17 > m, ya que
m =2, hacemos m=17.
e Tomamos el siguiente elemento de la lista, x3 = 5. Como 5 < m (porque m

ahora vale 17), no es necesario que hagamos nada.
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e Tomamos el siguiente elemento de la lista, x4 = 3. Como 3 < m, no es
necesario que hagamos nada, y ya hemos acabado porque hemos llegado
al final de la lista.

En este caso, como la lista es muy pequefia, vemos claramente que el algo-
ritmo ha funcionado correctamente, pero si lo programamos y lo utilizamos
para buscar el maximo de una lista grande (de millones de elementos, por
ejemplo), ;podemos estar seguros de que actuard correctamente? La idea que

permite razonar la correccién del algoritmo se resume en estos puntos:

e Esevidente que sin =1, el algoritmo calcula el maximo correctamente.

e Si para n > 1 el algoritmo es capaz de hallar correctamente el méximo
m de una lista de tamafio n, como lo que hace después es comparar este
numero m con el nuevo elemento de la lista, estd claro que el resultado

sera el maximo correctamente encontrado de la lista de tamano n + 1.

Esta idea hace alusion a una técnica de demostracion matematica muy utili-
zada para demostrar propiedades de nameros naturales: el principio de induc-

cion.

El principio de induccién se puede utilizar cuando se quiere demostrar
que una determinada propiedad es cierta para todo nimero natural n y
la técnica consiste en lo siguiente:

e Demostrar primero que la propiedad es cierta paran = 1.
e Después demostrar que si es cierta para n, entonces lo es para n + 1.

Es como si tuviésemos una fila larga de fichas de dominé puestas una tras la
otra. Si empujamos la primera y probamos que cada una al caer empuja a la
siguiente, sabremos que caeran todas. El principio de induccién se basa en la

propiedad de los nameros de ser un conjunto bien ordenado.

2.2. El buen orden de los nameros naturales

El conjunto de los niimeros naturales es un conjunto bien ordenado, lo que
quiere decir que cualquier subconjunto de N tiene un elemento que es el me-
nor de todos.

Ejemplo
El elemento mas pequefio del conjunto N es el 1.
El conjunto de los nameros pares tiene un elemento, el 2, que es el mas menor todos.

El elemento mas pequefio de todos los nimeros naturales que coinciden con la suma de
sus divisores (excepto el propio nimero) es el 6.

llustracién del principio de induccion: si
empujamos la primera ficha, como al caer cada
ficha ésta empuja a la siguiente, sabremos que

caeran todas.
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2.3. Formulacion basica del principio de induccion

Sea P una propiedad definida sobre el conjunto de los niimeros natura-
les que satisface las dos condiciones siguientes:

1) P(1) es verdadero.

2) Para todo n si P(n) es verdadero, también lo es P(n+ 1).

Entonces, la propiedad se verifica para todo namero natural.

Ejemplo

El principio de induccion permite verificar muchas conjeturas referentes a nameros na-
turales. Por ejemplo, ;cudnto vale la suma de los n primeros nimeros impares?

Sin =1, la suma del primer nimero impar es 1.

Sin =2, lasuma de los 2 primeros nameros impares es 1 + 3 = 4.

Sin =3, la suma de los 3 primeros nameros impareses 1+ 3 +5=9.

Sin =4, la suma de los 4 primeros nameros impareses 1+ 3 +5+7 = 16.

Parece que siempre sale n2, pero ;sera verdad para cualquier n? Formularemos la propie-
dad y la demostraremos por induccion.

Propiedad P(n): 1a suma de los n primeros ntimeros impares es n2.

Podemos formular la propiedad en términos algebraicos para escribirla de manera mas
precisa. Para ello, debemos darnos cuenta de que el enésimo namero impar es 2n—1 (el
primero es 1, el segundo es 3, etc.) y se puede escribir: P(1n) : 1+ 3 +--- + (2n—1) = n?.

Este es el resultado que demostraremos por induccién:

1) Paso base:
P(1) : 1 = 12, que obviamente es verdadero.

2) Paso de induccidn:
supongamos que ahora es cierta esta hipotesis de induccion,
Pn):1+3+---+(2n-1)=n?
y a partir de aqui intentamos probar:
Pn+1):1+3+--+2n-1)+Q2n+1)-1)=@m+1)?
Para ello, utilizamos la hipotesis de induccion y sustituimos los n primeros sumandos
del primer miembro por n?:
143+ +2n-1D+2n+1)=n?+2n+1)=n?+2n+1=(n+1)>
Por lo tanto, hemos comprobado que 1+3 +---+(2n-1) = n2, y la demostracion se
ha terminado.

Problema 1

Se cuenta que cuando Gauss tenia unos siete afios, su profesor, para que estuviesen un buen
rato callados, les hizo sumar todos los niimeros naturales desde el 1 hasta el 1000. Es decir,
1+2+3+---+1000. En menos de 5 minutos Gauss habia terminado. Habia sumado el primero
mads el tltimo, el segundo y el peniiltimo, etc., y, viendo que 1 + 1000 = 2+ 999 = 3 + 998 =
... =1001, simplemente, habia hecho 500 - 1001 = 500500.

Demostrad por induccion que el método de Gauss es correcto para cualquier suma de n niimeros
naturales consecutivos.

El enunciado nos pide demostrar que la propiedad P(n) : 1+2+---+n= g(n +1) es cierta
para todo n € N.

Nota

La comprobacién de la
primera propiedad del
principio de induccién se
denomina paso base, y la de
la segunda, paso de induccion.
Se suele decir que P(n) es la
hipétesis de induccién que se
utiliza para probar P(n + 1).

Carl Friedrich Gauss
(1777-1855), matematico,
astronomo y fisico aleman.
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1) Paso base:
P):1= @ = % =1, que, obviamente, es verdadero.

2) Paso de induccion:
Supongamos que es cierta esta hipétesis de induccion: P(n) : 1+2+---+n=g(n+1)
y a partir de aqui intentamos probar: P(n+1) : 1 +2+---+(n+1) = (”%1) [(m+1)+1].
Para ello, utilizamos la hipotesis de induccion y sustituimos los n primeros sumandos
del primer miembro por 5 (1 + 1):

nn+1)

1+2+---+(n+1)= +(mn+1)

Pasamos a comin denominador para compactar la expresion de la derecha de la
igualdad:

nn+1) n(n+1)+2(n+1) _

n+1)=
+(mn+1) 3 3

nn+1)+2mn+1) _ n+2)(n+1) _ n+1)

3 > 3 [(m+1)+1]

Luego, hemos comprobado que 1 +2+---+(n+1) = w

terminada la demostracion.

-[(n+ 1)+ 1]. Y damos por

2.4. Aplicacion del principio de induccion:

verificacion de algoritmos

En algoritmica se suele utilizar la inducciéon para demostrar la correccion
de determinados algoritmos. Por ejemplo, recordemos el algoritmo MAX del
ejemplo introductorio (subapartado 2.1). Vamos a demostrar que realiza co-
rrectamente la tarea propuesta, razonando por induccién sobre el namero n
de datos de la lista:

1) Paso base. Es evidente que si la lista tiene un tnico dato, MAX calcula

correctamente el maximo.

2) Paso de induccion. Supongamos que el algoritmo MAX calcula correc-
tamente el médximo de una lista de tamafio n y consideramos una lista de
tamafion+1, L = {x1, X2, ..., Xn, X,41 }. Para ejecutar el algoritmo, lo primero
que debemos hacer es quitar el altimo elemento y utilizar MAX para calcular
el maximo de la lista {x1, x5, ..., x,}. Para la hipotesis de induccién, MAX
calcula correctamente el maximo de esta lista, ya que tiene tamafio n. Sea
m = MAX{x1, X3, ..., xn}. Para terminar, s6lo debemos comparar m con X1
y esta claro que el namero mas alto de los dos serd el méaximo de L calculado

correctamente.

Nota

La expresion 1 +2+--- +nse
puede escribir de manera

H n
abreviada como };_; k, que
se lee: “sumatorio, desde k
igual a 1 hasta n, de k”.
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3. Los numero complejos

3.1. Ejemplo introductorio

A lo largo de la historia han aparecido varios problemas que no tenian solu-
cién en el conjunto de los ntmeros reales. A continuacién, os presentamos
unos problemas histéricos, en los que ya se empezaba a intuir la necesidad de

un nuevo conjunto numeérico: el conjunto de los nameros complejos.

Supongamos que queremos resolver este problema, que fue planteado por Dio-

fante de Alejandria en el afio 275 a. C.

Problema 2

Consideremos un triangulo rectangulo como el de la figura. Hallad los lados del tridngulo
(X, Y, z) que hacen que el perimetro sea igual a 12 y el drea igual a 7.

En la resolucién de este problema aparece esta ecuacion:

6x%-43x+84=0

en la que x es la longitud de uno de los lados del triangulo.

La férmula para resolver una ecuacion de segundo grado de la forma ax? + bx + ¢ = 0 es:

X_—b:t\/bz—4ac_—bj:\/E
N 2a T 2a

en la que la expresion A = b? — 4ac recibe el nombre de discriminante. En el caso del
ejemplo que estamos considerando, podemos ver que el discriminante es negativo:

A=b*—4ac=(-43)>-4-6-84=1849-2016 =-167 < 0

y, por lo tanto, no existen soluciones reales. Es decir, no podemos construir ningan
triangulo de area 7 y de perimetro 12.

Consideremos ahora este otro problema, que fue planteado por Girolamo Car-

dano en el afio 1545.

Problema 3

Dividir el niimero 10 en dos partes, de manera que su producto sea 40. Es decir, queremos
determinar dos niimeros X e'y tales que sumados den 10 y que su producto sea 40.

El perimetro es la suma de los
lados de cualquier figura
geométrica. En este caso,

X+y+2z

Triangulo rectangulo
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En este caso, las dos ecuaciones que nos plantea el enunciado son:

x+y=10

xy =40

en las que, si despejamos la y de la primera ecuacién y la sustituimos en la segunda,
obtenemos:

x(10-x) =40 o, equivalentemente, x> -10x+40=0

Esta ecuacién tampoco tiene soluciones reales. Pero en este caso, el propio Cardano dijo
que las dos soluciones eran:

S5+v-15 y 5-v-15.

Gauss fue el primero que dio el nombre de nimeros complejos a este tipo de

expresiones.

Como ya nos ha pasado antes, ahora el conjunto de los nameros reales nos
resulta insuficiente para encontrar soluciones a las ecuaciones de segundo gra-

do. Por ello nos hace falta definir el nGmero imaginario.

Definimos el ndmero i de manera que i* = -1 o, dicho de otro modo,

i = v-1. El nimero i recibe el nombre de niimero imaginario.

Observad ahora que, como el namero imaginario i verifica que i = v-1, las

soluciones de la ecuacién x* — 10x + 40 = 0 se pueden representar como

54+v-15=5++/15-(-1)=5+V15v-1=5+V15i.

Asi pues, aunque en la resolucion de una ecuacion de segundo grado el discri-
minante sea negativo, siempre podremos encontrar las soluciones utilizando
el nimero imaginario i. Recordad que el namero i permite trabajar con raices

de ntimeros negativos.

En consecuencia, si permitimos que las soluciones sean nimeros complejos,

es decir, nameros de la forma:

a+ bi

todas las ecuaciones de segundo grado tendran solucion.

René Descartes fue el primero
en utilizar el término nimero
imaginario en el afio 1637.
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Nimeros complejos

Definiremos el conjunto de los naimeros complejos, representados con 2 .
segun John Wallis

el simbolo C, como el conjunto formado por las expresiones de la forma

a+ bi, en la que a y b son ntmeros reales e i es tal que su cuadrado es Como curiosidad, john Wallis,
i matematico inglés
igual a —1. Formalmente: (1616-1703) dijo respecto a

los nimeros complejos:
“These imaginary quantities
(as they are commonly
called) arising from the
supposed root of a negative
square (when they happen)
are reputed to imply that the
case proposed is impossible.”
(Qué opinais?

C={a+bi talque a,b son nameros reales}.

3.2. Representacion de los nimeros complejos: forma binémica

Ya hemos visto que un nimero complejo es un nimero que tiene la forma

a+ bi, en la que a y b son nimeros reales.
Ejemplos de niimeros complejos
z1=2+3i Zp =3-4i
2 . .
23:—§+81 74 = V2 +10i

A partir de las expresiones anteriores, podemos observar que un nadmero com-

plejo estd formado por la suma de dos partes claramente diferenciadas que

definimos como parte real (a) y parte imaginaria (b). Representaciones de

parte real e imaginaria

a + b i, En algunos libros veréis que
la parte real de z = a + bi
también se representa como
Re(z) = ay la parte

real imaginaria imaginaria como Im(z) = b.

parte parte

La siguiente manera de representar un niumero complejo recibe el nom-

bre de forma binomica:

Z=a+bi

En la tabla 1 podéis encontrar la parte real y la parte imaginaria de los cua-
tro nmeros complejos que hemos considerado anteriormente. Fijaos en que
el namero imaginario i nunca forma parte ni de la parte real ni de la parte

imaginaria.
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Tabla 1
Numero complejo Parte real Parte imaginaria
z1=2+3i 2 3
Zp =3-4i 3 -4
73 =-2/3 +8i -2/3 8
z4 =2+ 10i V2 10

Los ntimeros reales se pueden representar como puntos de una recta (la recta
real). En cambio, en la recta real no hay lugar para v-1, es decir, no hay lugar
para i. ;Como podemos representar entonces los nameros complejos gréafica-

mente?

Para resolver este problema, Gauss se preguntd qué pasaria si introdujese una
nueva direcciéon (un eje vertical, como el eje de las y) y si para situar i se
utilizase un punto situado por encima de la recta numérica a una unidad
de distancia (observad la figura 2). Todos los nuevos nimeros para resolver

cualquier ecuacion serian ahora combinaciones de i y de nimeros habituales.

Figura 2. Representacién del plano complejo Figura 2

2 Representacion del plano
complejo. En particular,
representacién del nimero i
en el plano complejo.

10 i

-2 -1 0 1 2

Ya hemos visto que los nimeros complejos estan formados por una parte real
y una parte imaginaria. De esta manera, como apuntaba Gauss, cada nimero
complejo se puede representar mediante un tnico punto del plano, que se
obtiene de esta manera: la parte real representa la abscisa (coloquialmente,
coordenada x) y la parte imaginaria es la ordenada (coloquialmente, coor-
denada y). Observad la figura 3. Podéis observar esta correspondencia en la
tabla 2.
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Figura 3. Representacién en el plano del nimero

complejo a + bi

b
T T a
Tabla 2
Nimero complejo Parte real Parte imaginaria Punto del plano
z1=2+3i 2 3 (2, 3)
Zy =3-4i 3 —4 (31 _4)
z3=-2/3+8i -2/3 8 (-2/3, 8)
74 = /2 + 10i V2 10 (v/2, 10)

De esta manera, el namero complejo a + bi se identifica con el punto (a, b)

del plano.

e Si un namero complejo no tiene parte real (tiene parte real igual a cero),

recibe el nombre de niimero complejo imaginario puro. Por ejemplo, i,

2i 0 v/3i son nimeros complejos imaginarios puros.

e Si, en cambio, un nimero complejo no tiene parte imaginaria (tiene parte

imaginaria igual a cero) recibe el nombre de namero real. Por ejemplo, 2,

-1 o e son numeros reales.

3.3. Operaciones con namero complejos

Como en cualquier conjunto, necesitamos saber qué operaciones podemos

realizar sobre sus elementos. En este caso, para el conjunto de los nameros

complejos, veremos como los podemos sumar, restar, multiplicar, dividir, etc.

3.3.1. Suma y resta de complejos en forma binémica

Para sumar nameros complejos, sumamos las partes reales y las partes

imaginarias por separado.
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Ejemplo de suma de complejos

Si tenemos z; =1+ 2iy zp = 4 + 3i, entonces:
71+ 7 = (1 + 2i) + (4 + 3i)

=(1+4)+(2+3)i

=5+ 5i.

Fijaos en que tratamos el niimero i como si fuera la variable de un polinomio y agrupa-
mos los términos que no tienen i, por un lado, y los términos que si que lo tienen, por
otro.

En el plano complejo los nimeros se suman de la misma manera que suma-
mos los vectores del plano. Es decir, se utiliza la ley del paralelogramo, como
se puede ver en la figura 4, donde se suman los vectores (2, -1) y (1, 3) grafica-
mente.

Figura 4. Suma de dos nlimeros complejos
utilizando la ley del paralelogramo
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Luego, podremos escribir:

71-23 =271+ (~22)

= (a+ bi) + (—c - di)

=(a-c)+(b-ad)i

Ejemplo de resta de complejos

Si tenemos z; =2-iy zz = 1 + 3i, entonces

71-23 =71 + (-22)
=2-i)+(-1-3i)

=@2-1)+(-1-3)i

=1-4i.

Figura 5. El nimero complejo z y su
opuesto -z
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Figura 6. Resta de dos nimeros complejos

Figura 6

7p=14+3i

Para calcular la resta de los
nimeros complejos z1 — 23,
considerad la suma de los
ndmero z; + (-z), en la que
-z, es el opuesto del nimero
complejo z3.

3.3.2. Producto de complejos en forma binémica

Para multiplicar un nimero complejo por un ntamero real, multiplica-
mos las partes real e imaginaria del nimero complejo por el namero

real.

Ejemplo de producto de complejos

Si tenemos z = 1 + 2i, para multiplicarlo por a, un namero real, hacemos:

a-z=a-(1+2i)=a-1+a-2i=a+2ai

Recordad que los nameros reales estan incluidos dentro de los nidmeros com-
plejos. En concreto, todo ntimero real a se puede escribir como a + 0i. Por lo
tanto, acabamos de ver como se puede multiplicar un namero complejo por
otro namero complejo con parte imaginaria nula. A continuacién, veremos
cémo se deben multiplicar dos niimero complejos en los que ambos puedan
tener parte imaginaria no nula. Pero antes, recordaremos como se multiplican

los polinomios p(x) = a+bx y q(x) = ¢ + dx.
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Dos polinomios se multiplican aplicando la propiedad distributiva, es decir,

multiplicaindolo todo por todo:

pP(x) - q(x) = (a+bx) - (c+dx)
= ac + adx + bcx + bdx?

= ac + (ad + bo)x + bdx*

Para multiplicar nimeros complejos debemos proceder del mismo modo, te-

niendo en cuenta que i* = -1.

Ejemplo
Sitenemos zy =1+ 2iyzp; =4+ 3i:
z1 - 23 = (1 +2i)- (4 + 3i)
=1-(4+3i)+2i-(4+3i)
=1-4+1-3i+2-4i+2- 3
=1-4+1-3i+2-4i-2-3 (utilizandoizz—l)
=(1-4-2-3)+(1-3+2-4)i

=-2+11i

3.3.3. El conjugado de un niimero complejo

El conjugado de un namero complejo, z = a + bi, es otro nimero com-
plejo con la misma parte real pero con la parte imaginaria cambiada de
signo. El conjugado de un namero complejo z se representa como Z.

Si tenemos z = 1 + 2i, su conjugado es:

Utilizaremos el conjugado de un ntimero complejo principalmente para divi-

dir nameros complejos, como veremos mds adelante.

En el plano complejo, el conjugado de un namero complejo se obtiene al

hacer una simetria respecto al eje de abscisas (figura 7).
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Figura 7. El conjugado de un nimero complejo

-2

Observad que, para cualquier namero complejo, si calculamos el conjugado

del conjugado, recuperamos otra vez el namero complejo original, es decir:

z=1+2i — 7Z=1-2i — Z=1+2i=2z

El producto de un complejo por su conjugado

Otra propiedad importante es que si multiplicamos un nimero com-
plejo z por su conjugado Z, el resultado es un nimero real y positivo (o
cero, en el caso en el que z = 0).

Mas adelante veremos que esto serd de gran interés para dividir nameros com-

plejos.
Ejemplo
Sitenemosz=1+2iyz=1-2i,
z-Z=(1+2i)-(1-2i)
=12-1-2i+1.2i-2%
=12-1-2i+1-2i+2% (utilizando i? = -1)

=12+22>0

Figura 7

El conjugado de un ndmero
complejo se obtiene al hacer
una simetria respecto al eje
de abscisas.
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3.3.4. Division de niameros complejos en forma binémica

En la division de nimeros complejos consideraremos dos casos:

1) El namero complejo que divide es un nimero real. Por ejemplo:

zy _1+2i

Zy 5

Observamos que este caso es muy sencillo de resolver:

z_1_1+21'_1+%1.
z 5 55

2) El namero complejo que divide es un complejo con parte imaginaria dife-

rente de cero. Por ejemplo:

71 _1+2i

Zy 3-4i

En el caso més general de que el nimero complejo que divida sea un
complejo con parte imaginaria diferente de cero, seguiremos la siguien-
te estrategia: multiplicar y dividir por el conjugado del namero com-

plejo del denominador.

De este modo, si multiplicamos tanto el numerador como el denominador
por Z,, el nuevo denominador serd un namero real. Por lo tanto, sera sencillo

realizar la division:

z1 1+2i Observacion
Zy B 3-4i
Al multiplicar y dividir por un
_1+2i 3+4i valor no se altera el resultado
T 3-4i 3+4i final.

_(1+2)(3 + 4i)
= (3-4i)(3 + 4i)

_3-8+6i+4i
T 32+42

_ =5+10i

- 25

—_i+2i
T 2525

=—§+§l
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3.4. Forma polar: alternativa para representar

los niimeros complejos

Un ndamero complejo, que hasta ahora hemos representado en forma binémi-
ca z=a+ biy que hemos dibujado como el punto (a, b) del plano, también se

puede representar de otra manera.

Las coordenadas cartesianas o coordenadas ortogonales, como las de la forma
binémica, representan los puntos mediante un par de nameros: la coordena-
da x, o abscisa (desplazamiento horizontal), y la coordenada y, u ordenada
(desplazamiento vertical). Este tipo de coordenadas nos pueden ser de mucha
utilidad, por ejemplo, para indicar una localizacion en el Eixample de Barcelo-
na, como se puede ver en la figura 8. No obstante, ésta no es la inica manera
de representar los puntos. Como hemos dicho, las coordenadas cartesianas
pueden ser UGtiles para representar la superficie de la Tierra en un plano, pero
a pesar de ello los barcos utilizan un sistema de radar bidimensional que sitaa
los puntos del plano en circulos centrados en el origen de coordenadas, como

se puede ver en la figura 9.

Figura 8. Coordenadas cartesianas en el Eixample de Barcelona Figura 8
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| [y Q| | . .z
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57 77 4 117 125
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iy e (e e S i Nl las de Arag6 y Viladomat lo
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8 2|z s = % 2 g £'8 3 ;;E 5 derecha y dos arriba, es decir,
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Fuente: Ayuntamiento de Barcelona, 2009

Figura 9. Coordenadas polares en un radar
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Asi pues, la representacion de un punto (a, b) en estas nuevas coordenadas se

basa en (figura 10):

e La distancia del punto (a, b) al origen de coordenadas, que se denomina
magnitud o médulo, y habitualmente se representa como r.

e FEl angulo que forma la recta que une los puntos (a, b) y (0, 0) con el eje
positivo de abscisas (en el sentido inverso de las agujas de un reloj), que
también se puede llamar argumento y se representa como 6.

La siguiente manera de representar un namero complejo recibe el nom-
bre de forma polar:

Ty

Figura 10. De coordenadas cartesianas
a coordenadas polares

z=a+ bi=(a, b)

Ejemplo

Consideremos los nimeros complejos 3, 2i, -4 y -5i. ;Cudl es su representacién en forma
polar?

e El nimero complejo 3 tiene parte imaginaria igual a cero. Esto implica que esta si-
tuado en la parte positiva del eje de las x (de hecho, es un namero real positivo). En
consecuencia, el angulo que forma la recta que une el origen y este punto con el eje
positivo de las x es precisamente 0. Por otra parte, la distancia de este punto al origen
es también 3. Por lo tanto, podemos escribir

3=3+0i=3

Figura 10

El nimero complejo a + bi se
puede expresar en forma
polar mediante la distancia
del punto al origen, 7, y el
angulo que forma con el eje
positivo x, 0. Es decir:
a+bi=ry.
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e El nimero complejo 2i tiene parte real igual a cero. Su representacién como punto
seria (0, 2), y esto implica que esta situado en la parte positiva del eje de las y. Por otra
parte, el &ngulo que forma la recta que une el origen y este punto con el eje positivo
de las x es un dngulo recto, es decir, tiene un valor de % rad o 90°. Finalmente, la
distancia de este punto al origen es 2. Por lo tanto, podemos escribir:

2i=0+2i= 2% = 2900 Recordad que 360°
son 2n radianes.

¢ El nimero complejo —4 tiene parte imaginaria igual a cero y parte real negativa. Esto
implica que esta situado en la parte negativa del eje de las x (de hecho, es un namero
real negativo). En consecuencia, el &ngulo que forma la recta que une el origen y este
punto con el eje positivo de las x es un dngulo plano, es decir, su valor es de n rad o
180°. Por otra parte, la distancia de este punto al origen es 4. Por lo tanto, podemos
escribir:

4 =-4+0i=4r =41500

¢ El namero complejo -5i tiene parte real igual a cero y parte imaginaria negativa. Su
representacion como punto seria (0, -5), y esto implica que esta situado en la parte
negativa del eje de las y. Por otra parte, el angulo que forma la recta que une el origen
y este punto con el eje positivo de las x es la suma de un angulo recto y un angulo
plano, es decir, tiene un valor de 37“ rad 0 270° (si medimos los angulos en el sentido
contrario al de las agujas de un reloj). La distancia de este punto al origen es 5. Por

lo tanto, podemos escribir:

—5i=0-5i=53: = 52700

2

En este ejemplo hemos expresado en forma polar los niimeros complejos que se sitian
sobre los ejes. En el apartado siguiente, veremos como se puede generalizar todo esto.

Figura 11. Forma polar de los nimeros complejos 3, 2i, -4 y —5i
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3.4.1. De la forma binémica a la forma polar

(Qué relacion se establece entre la forma polar y la forma binémica de un

numero complejo? ;Cémo podemos pasar de una forma a la otra y viceversa?

Supongamos que tenemos el nimero complejo en forma binémica a + bi, que
podemos representar graficamente como el punto (a, b) del plano. Aplicando
el teorema de Pitagoras, sabemos que la distancia del punto al origen es:

r=+va?+b?

De la misma manera, sabemos que la relacion que se establece entre el dngulo
que forma la recta que une los puntos (a, b) y (0, 0) con el eje positivo de las

x y el mismo punto (a, b) viene determinada por la expresion:

b
tan(0) = —
="
Por lo tanto, 6 se puede obtener con la expresion
b . s .
6 = arctan 2 si a (parte real) es positivo, o bien
6 = arctan o)t siaes negativo y b (parte imaginaria) es positivo, o bien

b . . 2 .
0 = arctan <E> - m, siaesnegativoy b estambién negativo.

En todos los casos, obtendremos un dngulo 6 dentro del intervalo [-=, mt].

({Como calculamos el arco tangente?

Para la obtencién del dngulo 6 podemos utilizar una calculadora o cualquier . B
Si calculais el arco tangente con

software de calculo simbdlico, como por ejemplo Wiris o Maple. una calculadora, debéis saber si
utilizais el modo rad (radianes)
o el modo deg (grados).

Ejemplo de calculo de arco tangente

Consideremos los nameros complejos siguientes:

z1=1+i

Zz=—1—i
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El namero complejo z; esta en el primer cuadrante, ya que tiene parte real y parte imagi-
naria positivas:

Re(z1)=1>0, Im(z)=1>0

En cambio, el namero complejo z, estd en el tercer cuadrante, ya que tiene parte real y
parte imaginaria negativas:

Re(z3) =-1 <0, Im(z)=-1<0

El m6dulo de ambos nameros complejos es:

n=VI2412=v2, = \[C12+ 2= V2

Pero, cual es su angulo o argumento?

e Enelcasodez; =1+1i, dado que la parte real es positiva, la féormula es:

1
6 = arctan (—) = arctan(1) = = rad
1 —_—— 4
calculadora

e En el caso de z; = -1 -1i, dado que tanto la parte real como la parte imaginaria son
negativas, la férmula es:

-1 3
0 = arctan (| — ) —m = arctan(l) - &t = T = 2T rad
1 ——— 4 4

calculadora

De esta manera, los nameros complejos z; = 1 +1i, z = -1 —i se pueden representar en
coordenadas polares como:

21:1+i:\/§

jus
Y

Zz=—1—i=\/§ 3n
4

La representacion en forma polar no es tnica

La representacion en forma polar de un ntimero complejo no es tnica. Si

consideramos, por ejemplo, el namero complejo

Z:l«:’
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y le sumamos cualquier multiplo de 2n rad al argumento (es decir, damos

vueltas completas), obtenemos el mismo ntmero. Es decir:

si2n = lopan = lzoi6n

De manera general, podemos escribir (figura 12):

o = losomky KEZ

Figura 12. La representacion en forma polar de un nidmero complejo no es Unica.
Figura 12

1,0 L
La representacion en forma

polar de un nimero
complejo no es Gnica, ya que
si tenemos un ndmero ry y le
sumamos cualquier multiplo
de 2m al angulo, obtenemos
el mismo ndmero. En esta
0,5 figura se ha representado
z=1g4 = lnjgeon =

Lrjasan = Lojaren

0=n/4
-1,0 0,5 0 0,5 1,0
0=n/4 +2n
0 ="m/4 + Ar
-0,5]
0=n/4 + 61
-1,0

Con el objetivo de unificar la representaciéon de nameros complejos en forma

polar, es habitual considerar el angulo 6 que cumpla

-m<0<m,

es decir, de todos los angulos que pueden representar un nadmero complejo,
debemos elegir aquel que se encuentra entre —n y +m radianes. Para hacerlo,

puede ser necesario restar o sumar multiplos de 2n radianes.
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Cuando se quiere transformar un nimero complejo de forma binémica a for-
ma polar, es muy importante representar el namero complejo en el plano.
De esta manera sabremos en qué cuadrante se encuentra y podremos evitar

errores a la hora de calcular el argumento.

3.4.2. De la forma polar a la forma binémica

Supongamos que tenemos un namero complejo a + bi que esta expresado se-
gun su longitud y el angulo que forma con el eje positivo de las x, es decir,

Z =ry, como la figura 10.

Entonces, utilizando las definiciones de las funciones trigonométricas sen y

Ccos tenemos:

sen(0) = l; y cos(0) = %

Por lo tanto:

a=rcos(0), b=rsen(d)
Es decir, el niimero ry en forma binémica es:

z=rg=r1rcos(0)+ rsen(0) i
—— ——

parte real  parte imaginaria

La equivalencia entre la forma polar y la forma binémica de un nimero com-

plejo es:

rg =1 C0s(0) +rsen(0)i =r (cos(0) + sen(0)i)

La representacion r(cos(0) + sen(0)i) de un ntmero complejo recibe el
nombre de forma trigonométrica.

Como recordatorio, os mostramos en la tabla 3 el seno y el coseno de los
angulos mas habituales.

Tabla 3
0 /6 m/4 /3 /2
sen(0) 1/2 V2/2 V3/2 1
cos(0) V3/2 V2/2 1/2 0

Ejemplo de representacion en forma binémica de un niitmero complejo

Consideremos el nimero complejo en forma polar v/3 . ¢Cual es su representacion en

forma binémica?
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Aplicando directamente la férmula, tenemos que
V3z =V3cos (E> +V3sen (E> i
6 6 6
1
-3 VAL

V3.
+—i
2

N w

En el cdlculo anterior, los valores del coseno y del seno los hemos buscado en la tabla 3.
Para otros angulos, podéis utilizar una calculadora o las indicaciones que encontraréis a
continuacion.

Para angulos del segundo, tercer y cuarto cuadrantes, utilizad estas reglas:

e Si6 e (n/2, m) (segundo cuadrante), entonces

sen(6) = sen(m—0)
cos(6) =—cos(m—0)

e Si0 e (-m, —m/2) (tercer cuadrante), entonces

sen(f) = —sen(m + 0)
cos(0) =—cos(m +0)

e Sif e (-n/2, 0) (cuarto cuadrante), entonces

sen(6) = —sen(-0) Figura 13

cos(8) = cos(-9) Relaciones trigonométricas
para calcular el seno y el
coseno de angulos del
segundo, tercer y cuarto
La figura 13 os ayudara a entender estas reglas. cuadrantes a partir de los
senos y cosenos de dngulos
del primer cuadrante.

Figura 13. Relaciones trigonométricas de angulos del segundo, tercer y cuarto cuadrantes

sen(n + 6
! cos(0)
E cos( + 6) :
T+0, ! sen(6)
sen(0) sen(r — ) , 9 :
/N o
! T 0 1 -
cos(0) : ! sen(=6)
: . cos(-0)
sen(0)
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3.4.3. Operaciones aritméticas con nitmeros complejos

en forma polar

Suma de nameros complejos en forma polar

Para sumar o restar dos nameros complejos debemos expresarlos pri-
mero en forma binémica, esto es, escribirlos en la forma z = a + bi y,

después, sumarlos tal como se ha indicado en el subapartado anterior.
Asi pues, las operaciones de suma y resta siempre se realizan en forma bino6-
mica. Si se quiere, el resultado final puede pasarse después a forma polar.

Ejemplo

Tenemosz; =2,y zy = S,% , dos nameros complejos en forma polar, y queremos calcular:
Z1+22, Y Z21-22
Lo primero que haremos es pasar ambos nimeros a forma binémica:

71 =2cos(m)+2sen(m)i=-2,
e e

-1 0

Zp = 5cos (—E> +5 sen (—%) i=-5i

Entonces:

71+ 7y =2+ (-5i) =-2-5i

Z1— 2y =—2—(—5i)=—2+5i

Producto y divisién de niitmeros complejos en forma polar

Para multiplicar dos ntimeros en forma polar se multiplican los médu-

los y se suman los argumentos.

Ejemplo

Tenemos z; =2r y zp = 5,% , dos niimeros complejos en forma polar, y queremos calcular
VAR /N
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Entonces:

VAl '22:21'[‘57%
=2 ey

=10

SIE]

En un caso genérico, por lo tanto, podemos escribir:

rel . Sez = (r : 5)61+92

De manera similar, para dividir dos nimeros complejos en forma polar

se dividen los médulos y se restan los argumentos.

Ejemplo

Tenemos z; =2,y zp = 5_%, dos nameros complejos en forma polar, y queremos calcu-
21

lar 7

Entonces:

En un caso genérico, por lo tanto, podemos escribir:
e, (r)
Se, $701-62

3.5. El exponencial de un niimero complejo

La forma exponencial de un nimero complejo nos permite representar los
numeros complejos de una manera muy compacta. Ademads, podemos expre-

sar las funciones trigonométricas seno y coseno en funcion de los nameros

complejos.

Pero comencemos recordando las dos maneras de representar nimeros com-

plejos que hemos visto hasta ahora:
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e la forma binémica, z=a+ bi, o

e la forma polar, z=ry =7 (cos(0) + isen(d)).

En este subapartado veremos una tercera manera de representar los nimeros

complejos: la forma exponencial.

Consideremos la funcién exponencial real, exp(x) = ¢*. Esta funciéon puede ser

reescrita como una suma de infinitos términos:

¥ X X
X =14+x+ 0+ + ... Recordad que el nimero e se
20 30 4] define comoe= lam (1+1)"
n— oo

enlaquenl=n-(n-1)-(n-2)-...-2-1 es el factorial del nimero natural n.

Aunque se trata de una suma de infinitos términos, en la practica se suele

utilizar s6lo un namero finito de términos. Por ejemplo, si consideramos s6lo Ved también

seis términos y x = 1 tenemos que:
Esta suma de infinitos
términos recibe el nombre de
1 1 1 1 1 desarrollo en serie de

23T T T35l potencias, pero esto ya lo
veréis formalmente en la
asignatura Matemadticas 1.

=2+0,5+0,16667 +0,04167 +0,00833

=2,71666

El resultado ya es suficientemente bueno en comparacion con el valor real,
que es e = 2,71828 (con cinco cifras decimales).

También podemos expresar como una suma infinita de términos las funciones

trigonomeétricas seno y coseno:

Ved también

sen(x) = x £+£ x_7+
30 st 7! Encontraréis una
demostracién formal de estas
igualdades en la asignatura
5 4 6 Matematicas Il.
X X X
COS(X)=1_§+$_§+M

Recuperamos la expresion del exponencial e* pero reemplazando la x por 0i 'y
Recordad que * = -1.

finalmente reorganizando los términos:
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002 (00 (B)* (00)°
TS -GS

f=1+(00)+ +oe

. 0% 0. 0t 0.
=1+91—7!—§1+4—!+§1+---

=11

0> o' 0* oS
_ﬁ+ﬁ_...] [ S

=cos(0) + sen(0)i

Dado que todo niimero complejo se puede expresar como z = r (cos(8) + sen(0)i)
y que, como acabamos de ver, ¢” = cos(0) + sen(8)i, entonces esto nos permite

representar los nimeros complejos de otra manera: z = re®’, que denominamos

forma exponencial.

La representacion polar de un ntiimero complejo es, pues, equivalente a la

representacion exponencial del mismo namero complejo. En efecto:

re® = r (cos(0) +isen(B)) = rg

Ved la figura 14.
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Figura 14. Representacion de un nimero complejo
en forma polar y en forma exponencial

rsen(0)

rcos(0)

Ejemplo
En la tabla 4 tenéis las equivalencias siguientes entre los naimeros complejos expresados

en forma binémica:

=140, zp=i, z3=1+V3i, z4=1-+/3i

Tabla 4
Binémica Polar Exponencial
z1=1+i 21:\/2% 71 = /2e%!

ZzZi 22:1% Zzze%i
Z3=1+\/§i Z3=2% Z3=2€51
zy=1-3i 74=21 74 =263

3.5.1. Operaciones de los nitmeros complejos en

forma exponencial

Las operaciones de los nimeros complejos en forma exponencial son, pues,
equivalentes a las operaciones que ya hemos visto en forma polar. Estas son:

e Producto. Se multiplican los médulos y se suman los argumentos:

2e3t. 3¢5 = (2. 3)e(5+3)i

Smi

=6¢5’
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En el caso general:

611' ezi (61+62)i

re  -1e " =rirne

e Division. Se dividen los médulos y se restan los argumentos:

3e3s! 3
- 26—%1
"3
En el caso general:
o
ne _ T1 0162
rpe%2i 1y

e Conjugacion. El conjugado de un complejo expresado en forma exponen-

cial es el nimero complejo de médulo igual y argumento opuesto:

205 = 2¢7%

En el caso general:

1e01 = re™

e Suma y resta. Para sumar o restar nimeros complejos en forma exponen-

cial debemos expresarlos en forma binémica:

rne® e = (cos(07) +isen(64)) +ry(cos(B,) + isen(6y))

= (r1 cos(01) + 1, cos(07)) +i (ry sen(61) +r, sen(6,))

La introduccion de la forma exponencial nos permite, ademas, calcular poten-
cias de nimeros complejos de manera muy sencilla, utilizando las propieda-
des de la funcién exponencial que ya conociamos cuando trabajadbamos con
numeros reales:

e Potenciacion. Para elevar un ntimero complejo en forma exponencial al
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cuadrado utilizamos la definicién del producto de complejos en forma polar:

N2 ) ) .
(reel) — 1% . 1Pl = (2000

— rzezez

Es decir, lo que hemos hecho es multiplicar los médulos (r - 7 = r?) y sumar
los argumentos (6 + 6 = 20). Asi pues, hemos conseguido tener:

N2 )
(reel) — 220

Asimismo, para elevar un nimero complejo en forma exponencial a la
potencia n, elevamos a n el modulo y multiplicamos por n el argumento.

En efecto:

1 veces

—

AR . . . .

(ree’) =re9’~ree’---ree’=(r--~r)e(e+”'+e)’
— N——

nveces 1 veces

— rnenel

Es decir, hemos llegado a la expresion:

N .
(reel) = P10

3.6. Las raices de la unidad

En el conjunto de los nimeros reales, una raiz cuadrada de un nimero posi-
tivo tiene dos soluciones. Por ejemplo, las dos raices cuadradas del nimero 1
son -1y +1, ya que:

12=1

1*=1

Si se trata de calcular una raiz ctbica, s6lo existe una solucion. Por ejemplo,

la raiz ctbica de -1 es el propio -1:
DP=-1

Esto lo podemos ver en la figura 15:
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Cuando calculamos raices cuadradas, por ejemplo de 2, lo que hacemos
es buscar qué nimeros al cuadrado dan 2. Estos nimeros son, como se
puede ver, —/2 y v/2. De los nimeros negativos no podemos calcular raices

cuadradas.

Cuando calculamos raices cabicas, por ejemplo de 2, lo que hacemos es
buscar qué numeros elevados al cubo dan 2. En este caso, tenemos un
tnico valor, V2 (aproximadamente 1,26), como se ve en la figura 15. Todos

los ntimeros, tanto positivos como negativos, tienen una tinica raiz ctbica.

Figura 15. Raices cuadradas y cubicas

4 4
3 3 1
y=2 2. N y=2 2

En el conjunto de los nimeros reales:

Las raices de indice par (raiz cuadrada, raiz cuarta, etc.) no tienen soluciéon
si el nimero es negativo.

Las raices de indice par (raiz cuadrada, raiz cuarta, etc.) tienen dos solucio-
nes si el namero es positivo.

Las raices de indice impar (raiz ctbica, raiz quinta, etc.) tienen siempre una

solucion.

En el conjunto de los nimeros complejos hay diferencias respecto a lo que

sucede en el conjunto de los nimeros reales:

Una raiz cuadrada tiene siempre dos soluciones;
Una raiz cabica tiene siempre tres soluciones;

Y, de manera general, una raiz enésima tiene siempre n soluciones.

Figura 15

Raices cuadradas de un
ndmero real (izquierda): para
determinar las raices
cuadradas de un nimero s se
buscan las intersecciones de
la parabola y = x% con la recta
y = s. Raices cubicas de un
ndmero real (derecha): para
determinar las raices clbicas
de un nimero s se buscan las
intersecciones de la funcién
y=x3conlarectay=s.
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3.6.1. Las raices cubicas de la unidad

Consideremos, por ejemplo, el problema de hallar los nameros complejos z
que satisfacen la ecuacion 73 = 1. En este caso, las soluciones de esta ecuacion,
es decir, los nimeros z que verifican la ecuaciéon anterior, se denominan rai-
ces cabicas de la unidad. Para resolver la ecuacién anterior, lo primero que
debemos hacer es tener en cuenta que el namero 1 es un nimero complejo

que en coordenadas polares tiene médulo 1 y argumento O:

1=1¢=1&"

Ademas, podemos utilizar otros argumentos equivalentes, como por ejemplo
2m, 4m, 61 o cualquier otro multiplo de 2m, ya que al sumar una vuelta com-
pleta no estamos cambiando la posicion del vector que representa a este nu-
mero complejo y, por lo tanto, tampoco cambiamos su valor. De esta manera,

también podemos escribir:

—_

I

—
(e}

1l

—_
N
a

I

—_
S
a

I

—
[=2)
a

1l

=™ k=0,1,23,...

Asi pues, la ecuacion z° = 1 es equivalente a:

3 _ eanl

z , k=0,1,2,3,...

Para resolver esta ecuacion, lo que se hace es afadir raices ctbicas a ambos
lados de la ecuacion o, lo que es lo mismo, elevar ambas partes de la igualdad

a la potencia 3. Si lo hacemos, obtenemos esta ecuacion:

(23)% —z=¢%, k=0,123,...

Finalmente, para determinar las soluciones s6lo debemos dar valores a la k.
De esta manera, hallaremos los valores de las diferentes raices cabicas. En par-
ticular, como sabemos que debemos encontrar exactamente 3 raices cubicas,

sustituimos el valor de la k por 0, 1y 2:
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De manera anédloga a como se calculan las raices cabicas de la unidad, se pue-

den calcular las raices de cualquier namero complejo.

La ecuacion z” = re’ tiene n soluciones, que son:

2= Ve iRi k=0,1,2,3, ..., n-1

Fijaos en que, al ser r un ntimero real positivo, +/r hace referencia a la raiz

enésima positiva de r.

Ejemplo. Las raices cabicas de -8

Consideremos ahora el problema de hallar los nimeros complejos z que satisfacen la
ecuacion:

En este caso, las soluciones de esta ecuacion, es decir, los nimeros z que verifican la
ecuacion anterior, se llaman raices ctibicas de -8.

Para resolver la ecuacion anterior, lo primero que debemos hacer es tener en cuenta que
el nimero -8 es un numero complejo que en coordenadas polares tiene moédulo 8 y
argumento

-8 =8, =8¢™

Igual que antes, podemos utilizar otros argumentos equivalentes, como por ejemplo
m+2m, m+4m o m+ 67, ya que estamos sumando vueltas completas. De esta manera,
también podemos escribir:

-8 =8r =8n12n = 8ntan =8nipn =

— Seni _ 86(n+2n)i _ 86(n+4n)i _ 86(n+6n)i — ...

=8e™2kMi  §=0,1,2,3,...
Asi pues, la ecuacion z3 = -8 es equivalente a:
73 =8e™2Zkmi - -0,1,2,3,...

Para resolver esta ecuacion, lo que se hace es afiadir raices cibicas a ambos lados de la
ecuacion o, lo que es lo mismo, elevar ambas partes de la igualdad a la potencia % Silo
hacemos, obtenemos esta ecuacion:

i

o, 2kn )
= Y3 eliH )’, k=0,1,23,...
2

Wl

(#)
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Finalmente, para determinar las soluciones s6lo debemos dar valores a la k. De esta ma-
nera hallaremos los valores de las diferentes raices ctibicas. En particular, como sabemos
que debemos hallar exactamente 3 raices ciibicas, sustituimos el valor de la k por 0, 1y 2:

k=0: z:\s/ge%izz(cos(g)+isen(g>>

= <%+§i>:l+\/§i

k=1:  z=+v8e™ =2 (cos(m)+isen(m))
=2(-1)=-2

k=2: z=\3/§e5'7ﬂi:2(cos(5?ﬂ)+isen(s?ﬂ))

:2(2-‘?1’) =1-3i

Ejemplo. Raices cuadradas, ciibicas y cuartas de -1

Expresamos primero el nimero complejo -1 en forma exponencial:
1= eni — eni+2ﬂki’ k=0,1,2,3,...
Por lo tanto, queremos resolver la ecuacion:
7 = e'r[i+2'rtki _ e('rt+2'rtk)i’ k= 0’ 1' 2' 3' o

para n = 2, 3y 4. Para hacerlo a la vez, aplicamos la raiz enésima a ambos lados de la
igualdad:

(21)7 =

Para determinar las raices cuadradas, sustituimos n = 2 y tomamos como valores de la
kOy1.
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Del mismo modo, para determinar las raices ctibicas, sustituimos n = 3 y tomamos como
valoresdelak 0, 1y 2.

Finalmente, para determinar las raices cuartas, sustituimos n = 4 y tomamos como valo-
resdelak0,1,2y3.

En la figura 16 hemos representado las raices cuadradas, caibicas y cuartas del namero
z = -1. Observad que todas las raices tienen el mismo moédulo (estan situadas sobre una
circunferencia) y que estan situadas en los vértices de un poligono regular de n vértices.
Es decir, las raices cuadradas siempre estan alineadas, las raices cabicas son los vértices de
un tridngulo equilatero y las raices cuartas son los vértices de un cuadrado. En la figura 17
os hemos representado las raices quintas y sextas de z = -1, que también son los vértices
de un poligono regular.

Figura 16. Raices cuadradas, cibicas y cuartas del nimero z = -1

1,0







© FUOC e PID_00271022 48 Los nameros

Resumen

En este modulo hemos trabajado con dos conjuntos de ntimeros: los nameros

naturales y los nameros complejos.

En cuanto a los nimeros naturales, hemos visto que se caracterizan por ser un
conjunto ordenado y hemos estudiado su principio de induccion matematica

y también su aplicacién a la verificaciéon de algoritmos.

La formulacién basica del principio de induccién matematica es la siguiente:
sea P una propiedad definida sobre el conjunto de los nimeros naturales que

satisface las dos condiciones siguientes:

1) P(1) es verdadero.

2) Para todo n, si P(n) es verdadero, también lo es P(n + 1).

Entonces, la propiedad se verifica para todo namero natural.

En cuanto a los niimeros complejos, hemos visto que no se pueden represen-
tar en una recta porque tienen dos dimensiones. Estos nimeros se representan
en un plano compuesto por un eje real y un eje imaginario. La unidad del eje
imaginario es el nimero i = v~1. Hemos estudiado tres posibles tipos de re-

presentaciones de los niimeros complejos:

1) Representacion binaria
2) Forma polar

3) El exponencial de un namero complejo

Hemos aprendido a realizar operaciones con nimeros complejos en cada una
de estas representaciones: suma, resta, producto, conjugacion de un nimero

complejo y division.

Finalmente, hemos visto como se pueden calcular las diferentes raices de la
unidad dentro del conjunto de los nameros complejos (raices cuadradas, ca-
bicas, cuartas, etc.), y, de manera andloga, hemos calculado también diferentes

raices de otros nameros complejos.
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Ejercicios de autoevaluacion

3 _ 112(11+1)Z

1. Demostrad por induccién que para todo n € N es cierto que 13 +23 + ... +n 3

2. Demostrad por induccién que para todo n € N el namero n(n + 1) es un nimero par.

3. Para diferentes valores de n € N, calculad >} ; ﬁ Para hacerlo, queremos hallar una

férmula para esta expresion, parecida a la que encontr6 Gauss para la expresion >_y_; k (po-
déis ver el problema 1).

Indicacion: usad primero el ordenador para calcular la suma »_j_, ﬁ para valores de n
desde el 1 hasta el 10. Fijaos en los resultados e intentad conjeturar una férmula para el
calculo de esta suma. A continuacién, demostrad por induccién que la férmula es cierta para
todon € N.

4. Demostrad por induccién que el nimero n3 + 21 es multiplo de 3 para todo n € N.

5. Aunque el ntimero irracional v/2 no se puede expresar como una fraccién, si que lo po-
demos situar sobre una recta numeérica (de hecho, lo hallamos entre 1,4 y 1,5) utilizando

Unicamente una regla y un compds. ;Cémo lo situariais exactamente?

6. Calculad las soluciones de la ecuacion de segundo grado siguiente: x> —2x + 5 = 0. ;Obser-
vais alguna caracteristica comun en sus soluciones?

7. Calculad las soluciones de la ecuacién de segundo grado siguiente: x2 — 6x + 25 = 0. ;Ob-
servais alguna caracteristica comun en las soluciones de las ecuaciones que habéis resuelto?

8. Representad en el plano complejo los ntimeros siguientes: z; = 3, zp = 3i, z3 = -2i,
Zy =1+20, 25 =-2 +1.

9. Sumad graficamente los nimeros complejos 2-iy 1 + 3i.

10. Si tenemos z; = 3 + 4iy z, = 1 - 2i, calculad z3 = z; + 7. Representad estos tres nameros
complejos en el plano complejo y comprobad que se cumple la ley del paralelogramo.

11. Si tenemos z; = 3 +4iy z, = 1 - 2i, calculad z3 = z; — z,. Representad estos tres nameros
complejos en el plano complejo.

12. Si tenemos z; =3 +4iy zp = 1-2i, calculad z; - z;.

13. Si tenemos z = 4 + 3i, calculad z. Calculad ahora Z, ;qué observéis?

14. Si tenemos z = 1 + 5i, calculad z. Calculad ahora z - Z; ;qué observais?

15. Hallad los conjugados de los nimeros complejos siguientes y comprobad que z - Z es real
y positivo (o cero) en todos los casos: 2 - 5i, —4 + 2i, -5, 6i, x + yi. Representad los nimeros y
sus conjugados en el plano complejo.

16. Si tenemos z; =3 +4iy zp = 1 -2i, hallad z1/z,.

17. Calculad los nameros complejos siguientes:

1 1 1 1 1+2i 2-i

18. Si tenemos el ntimero complejo —1 — /31, calculad su distancia al origen y el angulo que
forma con el eje positivo x. ;Qué observais?

19. Expresad los nimeros complejos siguientes en coordenadas polares: 3 +2i, —2—5i, -4 + 2i,
4-2i.

20. Expresad los nimeros complejos siguientes en coordenadas polares: —i, -1 -1, 1 —+/3i,

V3 +i, V3 +i.
21. Expresad los siguientes ndmeros complejos en forma binémica: 1o, 2, 17/3, 4_r/6, 23m/4-

22. Expresad en forma polar los siguientes nameros complejos en forma binémica: -2 - 5i,
-2+ 5i.
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23. Si tenemos z1 =36 Y Z2 = 24, calculad: zy + 22, 21 — 22, 71 - 22, Z1/23.

24. Si tenemos z = mi, calculad ¢ y pasad este nimero a forma polar. ;Qué moédulo y qué
angulo hallais?

25. Si tenemos z = 2 + mi, calculad ¢* (teniendo en cuenta que e**™ = ¢2¢™) y pasad este
numero a forma polar. ;Qué médulo y qué dngulo hallais?

26. Calculad las expresiones siguientes en forma exponencial %, 2%, (1 +i)*.

27. Si tenemos los nameros complejos z; = 1o, 2z, = 1% y 73 = 1%, calculad 23,23, y Z3.
;Qué resultado obtenéis?

28. Representad las raices ctubicas de la unidad en el plano complejo. Unid mediante rectas
las tres raices. ;Qué figura geométrica obtenéis?

29. Calculad las raices cuadradas, cuartas, quintas y sextas de la unidad. Representadlas en el
plano complejo. ;Qué figuras geométricas obtenéis?

30. Calculad las soluciones de las ecuaciones siguientes: z* + 16 =0, 20 =iy z3 + 8i = 0.



© FUOC e PID_00271022 51

Los nameros

Solucionario

Ejercicios de autoevaluacion

: i : . .13 .03 3 _ nm+1)?
1. Se trata de demostrar por induccion la propiedad: P(n) : 1° +2° + .- +n° = —5—.

1) Paso base: se verifica P(1), es decir, 13 = 1.

2 (0 2

2) Paso de induccién: Suponemos verdadero que 13+23+. . .4n3 = 1"

(n+1D)2((n+1)+1)?
4

y debemos probar
D2+ )+1)% _ +1D)%m+2)?
4 = 4 :

que13+23+- -+ +(n+1)°% = . Observad que
Partimos, pues, de 13 +23 + ... + 13 + (n + 1)3 y aplicamos la hipotesis de induccion en

2 (0 2
los n primeros sumandos, 13 +23 +- .. +n3 +(n+1)3 = % +(n+1)3. Haciendo calculos
en el segundo miembro de la igualdad, tenemos:

Pn+1)?+4n+1)>  n+ 12> +4n+4)  (n+1)>*(n+2)?
4 - 4 B 4

2 2
Entonces, 13 +23 + .-+ 3+ (n+1)3 = 7("”)4(’“2)

y la demostracion se ha terminado.

2. Se trata de probar que para todo n € N es cierta la propiedad siguiente: P(n) : el namero

n(n+ 1) es par.

1) Paso base: paran =1, esn(n+ 1) =2, que, en efecto, es par.

2) Paso de induccion: supongamos que n(n+ 1) es par (hipotesis de induccién) y queremos
probar que (n + 1)(n + 2) también lo es. El nimero (n + 1)(n + 2) se puede escribir de la
forma (n+1)(n+2) =n(mn+1) +2(n + 1) y se concluye que es par porque es suma de dos

numeros pares. El primero lo es por la hipétesis de induccién, y el segundo, porque tiene
2 como factor.

3. En primer lugar, usaremos el ordenador para calcular la suma >}, ﬁ para valores de
n desde el 1 hasta el 10. Veréis que, para estos valores, los resultados de la suma son:

12345678 9 10

. n 1 _ n . .2 .
Esto hace conjeturar que >, i) = el Demostraremos por induccién que esta conjetura
es cierta para cualquier nimero n € N.

L = % Por lo tanto, la férmula

1) Paso base: P(1) : paran =1, >}, ﬁ =15 = % Yo =

funciona para n = 1.

2) Paso de induccidn: supongamos que es cierta la hipdtesis de induccion siguiente: P(n) :
n 1 _ _n_ : P . n+l 1 _ _n+l

> kel WD = mi A partir de aqui, intentamos probar: 7} WD = el Para ello,

utilizamos la hip6tesis de induccién separando los n primeros sumandos de la expresion:

n+l 1 n 1 1

= + =
kXﬂ:k(k+1) — k(k+1) m+1D((n+1)+1)
n 1 n 1

< e - b
n+l m+)(m+1)+1) n+l @+1D)@+2)
Si pasamos a comun denominador, obtenemos:

n 1 nmn+2) 1 nmn+2)+1 n?+2n+1

ﬁ+ n+1)(n+2) - n+1)(n+2) * n+1)(n+2) - n+1)(n+2) - n+1)(n+2)
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Finalmente, si observamos que n? + 2n + 1 = (n + 1)? y simplificamos, tenemos:

n?+2n+1 m+1)?2  (n+1)

n+Hn+2) @+DHm+2) @m+2)

Recopilando, pues, hemos visto:

o m+1)  (n+1)
Z _ _

— kk+1) T n+2) (n+1)+1

Por lo tanto, la féormula es valida también para n + 1, y asi acaba la demostraciéon por
induccion.

4. Demostraremos por induccién que es cierto para todo n € N la propiedad: P(n) : n3 + 2n
es multiplo de 3.

1) Paso base: P(1) : 13 +2 -1 = 3 es multiplo de 3.

2) Paso de inducciéon. Hipétesis de induccién: supongamos que 1n® + 2n es multiplo de 3.
Se debe probar: P(n+ 1) : (n+ 1)3 + 2(n + 1) es mdltiplo de 3.

Observad que (n+ 1)3 +2(n+1) = m3 +3n2 +3n+1+2n+2 = +2n) + 3> +n+1)
y este nimero es multiplo de 3, ya que es suma de dos multiplos de 3: el primero lo es
por la hipétesis de induccién y el segundo porque aparece el factor 3 multiplicando la
expression n?+n+1, que es un namero entero.

5. Consideremos un cuadrado de lado 1. Aplicando el teorema de Pitdgoras sabemos que su
diagonal tiene longitud d = V12 + 12 = /2. Por lo tanto, para situar el ntimero v/2 sobre la
recta real s6lo nos es necesario tener una regla, una escuadra y un compds. Con la ayuda de
la regla y la escuadra, dibujamos dos ejes coordenados y en estos ejes dibujamos el cuadrado
[0,1] x [0,1]. Una vez dibujado el cuadrado, dibujamos su diagonal. Finalmente, con la punta
del compés en el punto (0,0) trasladamos la diagonal del cuadrado sobre el eje de las x. Ved
la figura 18.

Figura 18

A

6. En este ejercicio, debemos calcular las soluciones de la ecuacién x2-2x+5=0, y sabemos
que si al calcularlas nos aparece una raiz de un ntimero negativo, podemos suponer que
v/-1 = i. Para calcular las soluciones utilizaremos la férmula que nos permite calcular las
soluciones de una ecuacion de la forma ax? + bx+c = 0. En nuestrocasoa=1,b=-2yc=5;
por lo tanto:

Lo hE VPP —dac 24 V420

2a 2
_2EVEle g VIeVEL 4

2 2 2
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Por lo tanto, las dos soluciones 1 + 2i y 1 — 2i. Podéis observar que las dos soluciones son
iguales menos la constante que acompafa a la i, que cambia de signo.

7. Este ejercicio es igual que el ejercicio anterior, pero cambian los coeficientes de la ecuacion
que queremos resolver. Igual que en el ejercicio anterior, utilizaremos la férmula que nos
permite calcular las soluciones de una ecuacién de la forma ax? + bx + ¢ = 0. Ahora a = 1,
b =-6yc=25; por lo tanto:

L _hEVPP-dac _ 6+/36-100

2a 2
:6i2“64:3i V642“'1=3i%:3i4i.

Por ende, las dos soluciones son 3 + 4i y 3 — 4i. Observad que las dos soluciones son iguales
menos la constante que acompana la i, que cambia de signo. Es decir, las soluciones son de
la forma:

X=C1+Cpl y X = —Col

en las que las constantes ¢ y ¢; dependen de la ecuacion que estamos considerando.

8. Recordad que un ntimero complejo a + bi se puede asociar con un punto del plano com-
plejo, el punto (a, b). De esta manera, los puntos que nos han dado los podemos asociar con

los puntos:
z1=3 — (3,0
zp =3i —  (0,3)
z3 =-2i —  (0,-2)
z3=1+2i — (1,2)
zZs=-2+i — (2,1

En la figura 19 hemos representado estos puntos en el plano complejo.

Figura 19
4
3_Zz=3i
2+ zy=1+2i
Ze=—2+1i
5 1.
Z1=3
T T T T >I
3 22 10 1 2 3 4
-1-
- z3=-2i
-3

9. Para dibujar la suma de los dos nimeros 2-iy 1 + 3i, lo primero que debemos hacer es
representarlos graficamente (podéis ver el dibujo de la izquierda de la figura 20). Estos puntos
estan asociados a los vectores del plano (2, -1) y (1, 3).
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El segundo paso es dibujar dos rectas paralelas a los vectores de manera que ambos vectores
y ambas paralelas formen un paralelogramo (como se ve en la figura central del dibujo).

Finalmente, la suma de ambos vectores tiene como origen el punto (0,0) y como final la
interseccion de las dos rectas dibujadas (podéis ver la figura 20, a la derecha).

Figura 20
4 4 ~ 4 )
— i \\ - i ~ =1 3 /
Zy=1+3i <. Zy=1+3i , \Z\z + 31 ;
37 37 S o / 37 S~ /
S . / S . /
R S~
2 2 \//\ 2 z1+zz=3+2i\l/\
/ / N
/ /
1+ 1 / 14 /
/ /
/ /
/ /
T T T T 7 T T 7 T
-1 0 1 2 3 40 |-1 0 1 2, 3 4 -1 1 2, 3 4
/ /
/ /
-1 Z1=2-i - ,/ H=2-i - lzy=2-i
/ /
-2 -2 / -2 /

10. Consideremos los nameros z; = 3 +4iy z, = 1 - 2i. Debemos calcular su suma z; + z;.
Recordemos que para sumar dos ntiimeros complejos, debemos sumar las dos partes reales y
las dos partes imaginarias separadamente (es como si considerdsemos la i como una variable
y operaramos con los nimeros).

Z1+22=3+4)+(1-2)=3+1)+(4-2)i

=4+2i

Para representar estos nimeros en el plano complejo, debemos recordar que todo ntimero
complejo de la forma a + bi estd asociado al punto (a, b) del plano complejo. Por lo tanto,
debemos representar los puntos:

Nimero complejo —  Punto del plano
z1=3+4i — 3, 4)
zZp=1-2i — (1,-2)

Z1+2p)=4+2i — 4, 2)

Ved la figura 21.

11. Consideremos los nimeros z; = 3 +4i 'y z; = 1 - 2i. Debemos calcular su resta z; — z;.
Recordemos que para restar dos nimeros complejos, debemos restar las dos partes reales y

las dos partes imaginarias separadamente (es como si considerdsemos la i como una variable
y operasemos con los nimeros).

Z1-2=(3+4i) - (1-2i)=(3-1)+ (4 - (-2))i

=2+6i
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Figura 21

Para representar estos nameros complejos en el plano complejo, debemos recordar que todo
namero complejo de la forma a + bi estd asociado al punto (a, b) del plano complejo. Por lo

-2

tanto, debemos representar los puntos:

Observad que para restar dos nimeros complejos z; y zz, en el fondo, lo que se hace es sumar

Nuamero complejo

— Punto del plano

z1=3+4i
7y =1-2i

71 -2y =2+ 6i

— (3,4
— 1,-2)
— 2, 6)

los nimeros z; y -z, como se ve en la figura 22.

Figura 22
6 \Z1—2;=2+6i
/ \
4 \
’
\
5 R .
, \
7 \
/ \
4 - /
/
/
/
/|
374 zy=3+4i
-z;=-1+2i,
7/
7/
7/ 2 n
1 4
T T T T
2 1 0 1 2 3 4
14
27 z,=1-2i
-3
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12. Recordad que el producto de dos nimeros complejos se realiza de la misma manera que
realizariamos el producto de dos polinomios de la forma (a+bx)-(c+dx) = a(c+dx)+bx(c+dx) =
ac +adx + bcx + bdx?. Lo tnico que debemos tener en cuenta es que cuando nos aparece un i
debemos sustituirlo por -1 (figura 23).
71 -2 = (3 +4i) - (1-2i0)
=3-(1-2i)+4i-(1-2i)
=3-1+3-(2)i+4i-1+4i-(-2i)

=3 - 6i + 4i-8i®

=(3+8)+(-6+4)i (utilitzando i2 = -1)

=11-2i
Figura 23
5
4 -
z1=3+4i
3_
24

12

z3=11-2i

13. Consideremos z = 4 + 3i. El conjugado de este niimero se obtiene cambiando el signo de
la parte imaginaria, es decir:

z=4+3i — z=4-3i

Observemos que si calculamos otra vez el conjunto, es decir, si calculamos Z tenemos:

z=443i — z=4-3i — Z=4-(3)i=4+3i

Es decir, Z = z.

14. Tenemos z = 1 + 5i, y por lo tanto z = 1 - 5i. Ahora calculamos z - Z.

z-Z=(1+5i)-(1-5i)
=1-1+1-(=5)i+5i-1+5i-(-5i)
=1-5i+5i-25
=1-25(1)

=1+25=26
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Vemos, pues, que z - Z es un nimero real positivo, y ademas observamos:

z-Z=Re(2)? +Im(2)? = (1)? + (5%) = 1 + 25 = 26.

15. Consideremos primero z; = 2 — 5i. El conjugado de un niamero complejo se obtiene
cambiando el signo de la parte imaginaria, es decir:

z1=2-51 — 717 =2+5i

Entonces:

2171 =(2-5i)-(2+5i)=2-2+2-5i-5i-2-5i-5i
=4 +10i-10i - 25i%

=4-25(-1)=4+25=29

Observad que al hacer el producto de z; por su conjugado nos ha quedado:

71 -ZT =4+25=Re(z1)? +Im(z1)? =22 + (-5)> =4+ 25 =29

La representacion de z; y z; la podéis ver en la figura 24.

Figura 24
7
Z4=6i
- "‘~\1=2+5f
-
-, i \\
-, 5 N
4 - = N
’ _-- =~ N
’ < 47 S \
Vs -, N N
4 // N N
/ / 37 N \
/ . N
/ 1Z)=—4+2i \ \
27 \
I / \ .
I3 \
Z3723=-51 1 \ \
1 \ 1
1
1
T l<| T T r r T T T T i T }
- .‘ - - - - - ,

7 6 '-5,-4 3 -2 1 2 3 4,5 7
\ \ -1- 1 |
\ \ ! 1
\ / ]

_ _2-

\ N Zp=-4-2i 4 /
\ \ / ’
\ N -3- ’ ,
\ \\ // Vi
\ ~ - ’

N S S -4 A~ ’

S S _m - P
N 4

S o -5~ o
~ Zy =2=5i
\\
- 67 - -
Zy=-6i

Haremos lo mismo con z; = —4 + 2i. El conjugado de un nimero complejo se obtiene cam-
biando el signo de la parte imaginaria, es decir:

Zp=-4+2i — Z;=-4-2i



© FUOC e PID_00271022 58

Los nameros

Entonces:

2377 = (—4 +2i) - (—4 - 20) = (=4) - (=4) + (=4) - (=21) + 2i - (~4) + 2i - (~2i)

=16 + 8i — 8i — 4i®

=16-4(-1)=16+4=20

Observad que al hacer el producto de z; por su conjugado nos ha quedado, igual que en el
ejemplo anterior:

7 -7 = 16 + 4 = Re(22)? + Im(22)? = (-4)> + (-2)® = 16 + 4 = 20

La representacion de z, y 7z la podéis ver también en la figura 24.

Consideremos ahora z3 = -5, es decir, un ntimero real, ya que la parte imaginaria de z3 es
nula. En este caso:

Entonces:

23-23=(-5)-(=5) =25

Observad que también en este caso podriamos haber utilizado la férmula:

73 - 73 = Re(23)? + Im(z3)? = (-5)> + 0% = 25

La representacion de z3 y z3 la podéis ver, de la misma manera, en la figura 24.

Consideremos ahora z4 = 6i, es decir, un nimero imaginario puro, ya que la parte real de z4
es nula. En este caso:

Z4=6i — Z=—Z4=—6i

Entonces

74 - 73 = (6) - (=6i) = —36i% = 36

Observad que también en este caso podriamos haber utilizado la férmula:

z4 - 75 = Re(z4)? +Im(z4)® = 02 + 62 = 36

La representacion de z3 y Z3 la podéis ver en la figura 24.
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Finalmente, haremos el ejercicio para un nidmero complejo genérico zs = x + yi. En este caso:

Zs=X+yi — Zs=x-Yi

Entonces:

ZsZs = (X+yi) - (X=yi)=x-Xx+X- (=yi)+yi-x+yi- (-yi)
2

= x% = xyi + xyi - y?i2

=222 =% 4 y?

Observad, como ya hemos visto anteriormente, que efectivamente:

Z5 - 75 = X%+ y2 = Re(zs)2 + 1111(25)2

16. Recordad que cuando tenemos un cociente de nimeros complejos, lo primero que debe-
mos hacer es conseguir que no queden i en el denominador. Para hacerlo, debemos multi-
plicar por el conjugado del bimero complejo del denominador.

z1  3+4i 3+4i 1+2i  Q3+4i)1+2i)

zz 1-2i 1-2i 1+2i (1-2i)(1+2i)

_ 3+6i+4i+8> 3-8+10i -5+10i

= = = =-1+2i
1+2i-2i-4i? 1+4 5

17. En este ejercicio debemos hacer cocientes de niimeros complejos. Igual que en el ejercicio
anterior, recordad que cuando tenemos un cociente de nimeros complejos, lo primero que
debemos hacer es conseguir que no queden i en el denominador. Para hacerlo, debemos
multiplicar por el conjugado del nimero complejo del denominador. Comenzamos por el
primer nimero 1/i:

= — =—i

i Qo4 -2
De manera similar se calcula el cociente 1/(a + bi):

1 1 a—bi_ a - bi
a+bi  a+bi a-bi  (a+bi)(a-bi

a - bi _a-bi  a-bi
a2 —abi+abi-b2i2 ~ a2 -b2(-1)  a?+b?

Para realizar el calculo siguiente, hay dos opciones diferentes, ya que tenemos un produc-
to de nimeros complejos en el denominador. La primera opcién es hacer el primer producto
de los dos nameros de abajo y después multiplicar por el conjugado del resultado. La se-
gunda opcion es multiplicar por los conjugados de los dos nameros de los denominadores y
entonces operar. La primera opcién daria lugar a:

1 1 1

1 1
2-3i 1+i (2-3)(1+i) 2+2i-3i-3i2 2-i+3 5-i

S+i S+i S+i S+i

1
T5-0 5+i (5-)(5+i) 25+5i-5i-i2 26
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Veamos coémo se haria con la segunda opcién:

1 1 1 2+3i 1 1-i 243 1-i
2-3i 1+i 2-3i 2+3i 1+i 1-i (2-3)2+3) Q+i)1-i)
L2430 1-i  (2+3)(1-i)

4+9 1+1 26

_2-2i+3i-3i% 2+i+3 S+i
- 26 T 26 26

Observad que en este ejercicio, hemos supuesto que un namero por su conjugado es el cua-
drado de la parte real mas el cuadrado de la parte imaginaria. Es decir, que (2 — 3i)(2 + 3i) =
4+6i-6i-9i2=4+9=22+(32yque(1+)(1-i)=1-i+i-i2=1+1=12+12,
Finalmente, calculamos el resultado de la operacion siguiente: % + % En este caso, primero
debemos calcular cada uno de los términos que se suman separadamente y al final debemos
sumar los resultados.

1+2i 2-i 1+2i 3+4i

2-i Si_ (142)3+4) (2-)E5)
3-4i  5i 3-4i 3+4i  5i 51 (3-4)3+4i) 2512

_(1+20)(3 + 4i) . (2-i)(=5i) _ 3 +4i+6i+8i . -10i + 5i2
T 32442 25 - 25 25

3+10i—8+—10i—5_—5+10i+—10i—5
25 25 25 25

—1+2i+—2i—1 -1+2i-2i-1 -2 2
5 5 5 5 5

18. Consideremos primero el ntimero z = -1 — v/3i. Para calcular su distancia al origen el
angulo que forma con el eje positivo x lo primero que haremos es un dibujo. El nimero
z =-1-+/3i est4 asociado al punto (-1, —+/3) como se ve en la figura 25; por lo tanto, es un
namero que se encuentra en el tercer cuadrante.

Figura 25
1,0
0,54
-1,0
T L T T
-2,0 -1,5 : 1,0 1,5 20
1
. 7N
1
1
1
1
1
1 1-1,5 1
-2,0

La distancia al origen la calculamos utilizando el teorema de Pitdgoras. Observad que el
punto (-1, — v/3) determina un tridngulo rectangulo de catetos con longitudes 1y /3, y lo
que queremos hacer es calcular la longitud de la hipotenusa. Por lo tanto:

r=y12+(V32=V1+3=V4=2
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Para calcular el d&ngulo que forma con el eje x, primero calcularemos el angulo que hemos
marcado en el triangulo de la derecha de la figura 25. Como es un triangulo rectangulo,
sabemos que

sen(@) = - = 0= =~

N =
o

El angulo que buscamos es el dngulo que hemos marcado en el tridngulo mas m/2 rad vy,
ademas, como va en el sentido de las agujas del reloj, debemos cambiarle el signo. Por lo
tanto, el &ngulo que buscamos es:

Finalmente, volvemos a hacer un dibujo de los resultados que hemos obtenido, que encon-
traréis en la figura 26.

Figura 26

1,0

0,5

T T
-2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0,5 1,0 1,5 20

—4-0,5

19. Consideremos primero el nimero z = 3+2i. Cuando queremos pasar un nimero de forma
bindmica a forma polar, es muy importante, con vista a no equivocarnos en el resultado,
hacer un dibujo. Por lo tanto, lo primero que hacemos es dibujar el nimero z = 3 + 2i en el
plano complejo. Este namero esta asociado al punto (3, 2), como se ve en la figura 27; por lo
tanto, es un nimero que se encuentra en el primer cuadrante.

Del dibujo podemos ver que el argumento (o dngulo de este namero) complejo debe estar
entre 0 y /2 rad. Ahora calcularemos el médulo y el argumento. El médulo (distancia del
punto (3, 2) al origen) se calcula asi:

r=v32+22=v9+4=+v13

Para calcular el argumento 6 observamos que del dibujo tenemos:

sen® 2/r 2

cosG_?ﬁ_3

tan6 =
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Figura 27
2,0 | —~®
1,5-_ /;’ r= /13
1,0- il
0,57 L’ 0 = arctan [i]
] e 3
0 . , . , . ,
0 1 2 3

Por lo tanto, el angulo 6 lo obtenemos como 6 = arctan (%) Si calculamos este valor con

la calculadora (en modo rad), tenemos que arctan (%) ~ 0,5880 rad, que es el valor que
estamos buscando, ya que:

0<0,588

IA

~1,5708

Por lo tanto:
z2=3+2i=vV130;5880rad = V13 c450 1ad. 1800 = 3,6133,690
’ T Ta

Con el resto de puntos procedemos del mismo modo. Primero hacemos un dibujo para situar
en qué cuadrante nos encontramos y después calculamos el médulo y el argumento.

Tomemos ahora z = -2 — 5i. Este namero complejo esta asociado al punto (-2, - 5) como se
ve en la figura 28; por lo tanto, es un nimero que se encuentra en el tercer cuadrante.

Figura 28
T T T T
-2 -1 0/ 1
’
;4
’
’
/
r -1
’
/
/7
/ -
/
7/
/ K
’
’ -2
/) 0 = arctan {i} -
/ 2
/ -
/
’
/
/7
U -3
’
’
/
’ -
ror=,/29
/
7
’
/ -4
/
’
’

/ 4

/

’

’
/ -5 |
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Del dibujo podemos ver que el argumento (o dngulo) de este nimero complejo se debe en-
contrar entre 180° = mrad y 270° = 31/2 rad. Observad que también podemos decir que el
angulo se encuentra entre -90° = —-n/2 rad y -180° = —= rad. El médulo es:

r=1/(=2)2 +(=5)2 = V4 +25 =29

Para calcular el argumento 6 observamos que del dibujo tenemos:

sen® -5/r -5 é

tan6 = =—=—=
cos® 2/r -2 2

Por lo tanto, el angulo 6 lo obtenemos como 6 = arctan (%) Si calculamos este valor con

la calculadora (en modo rad) tenemos que arctan (%) =1,1903 rad, que no es el valor que
buscamos, ya que:

1,1903 < n = 3,1416

Podéis ver la figura 29, en la que hemos representado el &ngulo que queremos calcular y el
angulo que nos da la calculadora.

Figura 29
/I
/
7
2 /)
7
/ <
/ angulo
_ / calculado
\Il
1
.l i 7
+7 ,
1
7
1
- 7
1
7
1
1/
||||||||||||||,|||||||||||||||||
-1, -1,0 -0,5 0, 05 1,0 1,5
/
/
A
/
/
/
/
s =14
A~
/
/
/ -
/
S — | ]
g angulo correcto
/ _2_
/
/
/
/

El angulo que hemos obtenido es el equivalente del primer cuadrante, como se ve en el
dibujo. Para recuperar el &ngulo que queremos a partir del d&ngulo que nos da la calculadora,
debemos sumar o restar . Aunque el resultado serd diferente, el valor obtenido sera el mismo
angulo. En este caso, hemos decidido restar m:

0=1,1903-n =-1,9512
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y el nimero complejo es:

z=-2-5i=V29_195121ad = V29_] 9515 raq. 1500 = 5,38_111,800

Consideremos ahora el nimero z = —4 + 2i. Este nimero complejo est4 asociado al punto
(-4, 2), como se puede ver en la figura 30; por lo tanto, es un nimero que se encuentra en el
segundo cuadrante.

Figura 30

- 2
el r=24/5 0 = 2,677945045
. |
- -3 -2 -1 0 1

Del dibujo podemos ver que el argumento (o angulo) de este nimero complejo debe estar
entre 90° = /2 rad y 180° = = rad. El médulo es:

r=1/(42+22=v16+4=v20=vV4/5=2V5

Para calcular el argumento 6 observamos que del dibujo tenemos:

sen 0 2/r 2 1
tan® = =——=—=—=
cos® -4/r -4 2

Por lo tanto, el angulo 6 lo obtenemos como

1
6 = arctan (—7>
2

Si calculamos este valor con la calculadora (en modo rad), tenemos que:
1
arctan (_§> =-0,4636 rad

que no es el valor que buscamos, ya que:
-0,4636 < 0

Podéis ver la figura 31, en la que hemos representado el &ngulo que queremos calcular y el
angulo que nos da la calculadora.
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Figura 31

angulo correcto

RS angulo
-

_/ “S.  calculado

~

El angulo que hemos obtenido es el equivalente del cuarto cuadrante, como se ve en el di-
bujo. Para recuperar el dngulo que queremos a partir del &ngulo que nos da la calculadora,
debemos sumar o restar . En este caso, como la calculadora nos da valor negativo, suma-
mos m:

6 =-0,4636 + m = 2,6780

y el nimero complejo es:

zZ=-4+ 21 = 2\/52,6780 rad = 2\/52,6780 rad- 1{32;1 = 4,47]53,440

Finalmente, consideramos el nimero z = 4-2i. Este namero complejo esta asociado al punto
(4, - 2), como se ve en la figura 32; por lo tanto, es un namero que se encuentra en el cuarto
cuadrante.

Figura 32
O ~ T T T
oo 2 3 4
el 0 = —0,4636476090
1 - RN

Del dibujo podemos ver que el argumento (o dngulo) de este nimero complejo debe estar
entre 270° = 3n/2rad y 360° = 2mnrad, o bien entre 0° = Orad y -90° = -n/2 rad. El
modulo es:

r=1/4+(=22=vV16+4=v20=vV4/5=2V5
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Para calcular el argumento 6 observamos que del dibujo tenemos que:

sen® -2/r =2 1

T Cos6 4r 4 2

Por lo tanto, el angulo 6 lo obtenemos como:
0 = arctan (—1)
2
Si calculamos este valor con la calculadora (en modo rad) tenemos que:
1
arctan (_§> =-0,4636 rad

que ahora si que es el &ngulo que buscamos, ya que:

-g =-1,5708 < -0,4636 < 0

Por lo tanto:

z=4-2i= 2\/5—0,4636 rad = 2\/5—0,4636 rad-% = 4:47—26,56O

20. Recordad que cuando queremos pasar un numero de forma binémica a forma polar es
muy importante, con vista a no equivocarnos en el resultado, hacer un dibujo. Ademas, en

casos sencillos, podremos dar el resultado directamente.

Consideramos primero el nimero z = —i, que esta asociado al punto (0, - 1), como se ve en la
figura 33.
Figura 33
0 T
0,5 1,0
0=- 1 o
2
-0,5-
r=1
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En este caso, fijaos en que la distancia al origen es claramente 1 y que el angulo es claramente
-90° = -m/2 rad. Por lo tanto, en forma polar es:

z=-i=1rp

Consideramos ahora el namero z = -1 -1, que esta asociado al punto (-1, -1), como se puede
ver en la figura 34.

Figura 34

-1,0 -0,5

-0,51 0=——n

-

21,0

En este caso, fijaos en que la distancia al origen es claramente v/2, porque es la diagonal de
un cuadrado de lado 1. Ademas, el dngulo es claramente (-90 - 45)° = -135° = -3n/4 rad.
Por lo tanto, en forma polar es:

2= i=VE s

Consideramos ahora el nimero z = 1-+/3i, que esta asociado al punto (1, -+/3). Como se ve
en la figura 35, es un namero complejo que se halla en el cuarto cuadrante.

Del dibujo podemos ver que el argumento (o dngulo) de este nimero complejo debe estar
entre 270° = 3n/2rad y 360° = 2mnrad, o bien entre 0° = Orad y -90° = -n/2 rad. El
modulo es:

r=4/12+(=V3)2=V1+3=V4=2

Para calcular el argumento 6 observamos que del dibujo tenemos que:

sen® —3/r

tan6 = =
cos 0 1/r

Por lo tanto, el angulo 6 lo obtenemos como:

0 = arctan (—\@)
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Figura 35
0 T
0,5 1,0
0=- i T
3
-1 -
r=2

Si calculamos este valor con la calculadora (en modo rad) tenemos que:

arctan (—\/§> =-1,047 rad = —g rad

Este angulo es el que buscamos, ya que:

Por lo tanto:

2=1-V3i=2_r314 = 25 rad. 1500 = 2 600

Para terminar el ejercicio, debemos pasar los niimeros z, = —v/3 +iy z3 = /3 +i a forma
polar. Esto lo haremos de manera sencilla con la informacién que acabamos de calcular.
Consideremos z; = 1 -+/3i. Acabamos de ver que:

21 =1-V3i=2 /3100 = 2600

Para terminar el ejercicio lo que hacemos es dibujar los puntos z;, z; y z3 en el plano com-
plejo (podéis ver la figura 36).

Podemos ver que los tres puntos se hallan sobre la misma circunferencia. Por lo tanto, los
tres puntos tienen el mismo moédulo, que es 2.

Ahora s6lo nos falta calcular los dngulos. En la figura 36 os hemos marcado los tres an-
gulos, que son iguales (de una obertura de 60°). Por lo tanto, el dngulo asociado a z, es
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Figura 36
”—- -1 _-NN
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b T ~
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\ ] /
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\ 1,0 ! y
\ 4 - /
\ ] ’
S ] /
N -
N -1,54 e
\\ : ’/
\\\ 7 —”

90° + 60° = 150°. De la misma manera, el angulo asociado a z3 es 90° — 60° = 30°. Por lo
tanto:

21=1-V3i=2600 =2 1/31aa
2y =-V3+1=21500 = 25/6 rad
Z3 = \/§+ i= 2300 = 21’[/6 rad

Un buen ejercicio para practicar es rehacer este ejercicio sin la ayuda visual y comprobar que
llegéis al mismo resultado.

21. Con vista a pasar naumeros de forma polar a forma binémica, no es tan necesario hacer el
dibujo pero siempre es recomendable para acabar de comprobar los resultados. Para hacer
este ejercicio debemos tener en cuenta la formula siguiente, que nos pasa de forma binémica
a forma polar:

rg = rcos(0) + rsen(0)i

Por lo tanto, tenemos que:

z1=1p=1cos(0)+1sen(0)i=1+0i=1

Zp =2n =2cos(m)+2sen(n)i=2-(-1) +0i =-2
\/gi_ 1 \/§i
S i= V2

z3=1y3=1cos(n/3)+1sen(n/3)i=1- - +1 3 + 2

1
2
) 3 -1, )
7y =4 6 = 4c0s(-/6) + 4 sen(-m/6)i = 4 - -+ 4. —i= 2V/3 - 2i

-2 2
Zs = 23,/4 = 2cos(31/4) + 2sen(3n/4)i=2 - - +2- %i =2 +V2i

Para comprobar los resultados, hemos dibujado los nimeros en el plano complejo (podéis
ver la figura 37).
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Figura 37
2
Zs
’I_
Z3
Zy 2y
— ; o t t
-3 -2 -1 0 1 2 3 4
14
-2 24
-3

22. Consideremos los nimeros complejos z; = -2 —5iy z; = -2 + 5i. Observad que z; es el
conjugado de z;, es decir:

Zy =71

Con esta informacion, ya sabemos que el médulo de los dos nameros sera el mismo, que es:

r=v22+52=+v/4+25=+29

Para calcular correctamente los dngulos, lo que hacemos primero es hacer un dibujo en el
plano complejo, como podéis ver en la figura 38.

Figura 38
. e 5 ~ < .
, 4 47 N
N
/ AN
/7 3— \
! \

/ 0

/ 27 2 “
! \
1 11 \
I

|

| T T T T T T T T T
V3 -4 3.2 A 1 2 3 4 5

\\ _? 0 1 ,I
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Como se ve en el dibujo, los dangulos de z; y z, son iguales pero cambiados de signo. Por lo
tanto, si representamos el angulo de z; como 0, y el dngulo de z; como 6, tenemos que:

62 =0,

Observad que esto es lo mismo que decir que 6, = 21 - 04, ya que a los angulos les podemos
sumar (o restar) 2n siempre sin modificarlos.

Por lo tanto, calcularemos ahora 6;. Observad que como z; se encuentra en el tercer cua-
drante, su argumento (o dngulo) debe estar entre 180° = mrad y 270° = 3n/2 rad, o bien
entre -90° = —nt/2 rad y -180° = —r rad. Del dibujo se puede ver que:

sen(61) -5/r 5

cos(01) —2/r 2

tan(,) =

Por lo tanto, el angulo 6; lo obtenemos como:

01 = arctan (§>
2

Si calculamos este valor con la calculadora (en modo rad) tenemos:

180°
=68,19°
d

arctan (é) =1,1902 rad = 1,1902 rad -
2 T 1a

Por lo tanto, éste no es el angulo que buscamos, sino que le debemos restar (o sumar m), es
decir, que:

61 =(1,1902 - ) rad = -1,9514 rad = -111,81°
Finalmente:
0, =-0; =1,9514 rad = 111,81°

Por lo tanto:

71 =-2-5i=V29_1 9514 rad

Z =-2+5i=V291 9514 rad

23. Recordad que la suma y la resta de dos nimeros complejos se debe hacer siempre en
forma binémica. En cambio, el producto y la division de nimeros complejos los debemos
hacer tanto en forma binémica como en forma polar o exponencial.

Comenzamos, pues, por calcular la suma y la resta de z; y z;. Como para sumar o restar
debemos hacerlo en forma binémica, lo primero que debemos hacer es pasar los dos nimeros
a forma binémica:

3V3 .1, 3V3 3
21 = 3,6 = 3 os(n/6) + 3 sen(m/6)i = Tf +37i= T‘f + 2

V2 2V2
Zp = 2,4 = 2OS(T/4) + 2 sen(m/4)i = Tf + T\/_i =V2+V2i
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Por lo tanto:

3V3

zl+22:¥+%i+\f2+fi:73+\@+(%+ﬁ)i

3v3 3,
— +—i-

21 -2y = 5

Podéis ver los resultados en la figura

(\@+\/§i)=32£—\@+(%—\/§)i

39.

Figura 39
4
z1+zz=i\/3_+\/2_+(i+«/7]i
3 2 2
2 ,,” ,/,
2=N2+2i .77 R
1 ,’21—i 3+ =
,/
0 2 3 4
T T 4__:? T T
-3 -2 -1 .
N nm =22 (%-Jz—};
~2y==2-27 /-7 11
-2

Ahora calcularemos el producto y el cociente de z; y zp:

7122 =306 2nya = B+ 2)ny64m/a = 65m/12

8 el () s
= = = L9-n
zZy 2qp 2/ nj6-n/a

Observad que para calcular el producto de dos niimeros complejos, se multiplican los médu-
los y se suman los argumentos. De manera similar, para calcular la divisién de dos ntimeros

complejos, se dividen los modulos y

se restan los argumentos.

24. Utilitzando la definicién de un nimero complejo imaginario puro tenemos:

e™ = cos(m) + sen(m)i = -1 + 0i = -1

Como el resultado es un ntmero real negativo, pasarlo a forma polar es inmediato. El médulo

de e™ es 1y el dngulo es . Es decir:

eM=-1=1,
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25. Si tenemos z = 2 + mi, calculamos e*:

& = 62+m' - eZem'

Si utilizamos ahora el resultado del ejercicio anterior, tenemos:
&= =¢ . (-1) =€

Por lo tanto, otra vez obtenemos un namero real negativo. De esta manera:

sl (@),

El moédulo de ¢” es e? y su dngulo m.

26. Para poder simplificar las expresiones que nos dan en forma exponencial, lo primero que
debemos hacer es pasar los nimeros que tenemos de forma bindémica a forma exponencial.
Comenzamos por calcular la expresion %
numeros que nos aparecen a forma exponencial.

. Para hacer esto debemos pasar los tres

721=3-2i — 1rn=+v/32+(-2?2=v9+4=+13
—  tan(0;) = % = 6; =-0,5880 rad
Z3=2+3i — 1rn=v22+32=1/4+9=+/13

— tan(6y) = 3 = 0, =0,9828 rad

73=3-4i — 13=+/32+(42=/9+16=25=5

—  tan(03) = 5 = 03 =-0,9273 rad
Por lo tanto, tenemos que:

B-20)@2+3i) 7z /13¢70,5880i . | /130,9828i

3-4i 73 50,9273
V13® 13
- e(—0,5880+0,9828+0,9273)1' - 761,3221i
5 5

Finalmente, podemos pasar el resultado a forma binémica:

13 1321 _ 15—3 cos(1,3221) + 15—3 sin(1,3221)i

5
13 13
5 0,2461 + 5 (0,9692)i = 0,6399 + 2,5199i

Observad que, como hemos aproximado los d&ngulos a cuatro decimales, hemos obtenido una
aproximacion del resultado. De hecho, es un buen ejercicio que hagais los mismos calculos
en forma binémica y que comprobéis que

(B-20@+3D) _16 63, 4.2 52i
3_4i 25 " 25
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Ahora calcularemos i2°. El nimero i esta asociado al punto (0,1) del plano complejo; por lo
tanto, tiene médulo 1y dngulo /2 = 90°. Por lo tanto, utilizando la férmula de Moivre
tenemos que:

i29 — (1eﬂ/2i)29 — (eﬂ/Zi)29 — 629-1’[/2i

Observad que el dngulo obtenido es:

g':I: §2'rc: 7,25-2m
2 4

que representa mas de 7 veces. Para saber el angulo que hay entre O y 2mt, debemos restar
7 veces:

Qn—7~2n: §—14 TE=29_28TE=E
2 2 2 2

Por lo tanto, el resultado es:
e = cos(m/2) +sen(m/2)i =i

Finalmente calcularemos (1 +i)*. Primero pasaremos el niimero 1 +i a forma polar. Observad
que el niimero complejo 1+i esta asociado al punto (1, 1), que tiene por médulo v/2 y dngulo
45° = n/4 rad. Por lo tanto:

(14 = (ﬁe(n/4)i>4 _ (\/§>4 A/ _ 92, _ gomi
Observad que e™ es —1; por lo tanto:
1+i)* =4e™ =4
27. Para calcular el cubo de 7, 7, y z3, primero debemos pasar estos nimeros a forma polar.

Zp =13, = 1e2m/3i = p2m/3i
3

= 1edn/3i = p4m/3i

Ahora calcularemos el cubo utilizando las propiedades de la forma exponencial. El resultado
lo expresaremos en forma binémica:

z1=1 = Z=13=1
zp =B — 73 = (233 2 3 2m31 2 21— co5(2m) + sen(2m)i = 1

47[/31')3 _ e3-4'r[/31' _ o4

3=t — = (e e*™ = cos(4m) + sen(4m)i = 1

Por lo tanto, vemos que z3 = z3 = z3 = 1.

Nota

Recordad que es muy util
para vosotros representar
siempre los nimeros
complejos con los que
trabajais para no equivocaros
sobre todo en el calculo de
los angulos.
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28. Las tres raices cuibicas de la unidad son:

71 = =1
= 23 N éi
2
73 = eAm/3i 1 - ?i.

La representacion en el plano complejo de estas tres raices la podéis ver en la figura 40.

Figura 40
2 - 1 s\\\
\\
N
N
17 y , b
1 1 . / - \
ZZ=—?+E\/EI ’, 0= 3 T “
z;=1 !
» ! 5
-1 1 11 0=0 |
11 ! /
. \
Z3—777?\/_3' \ 6:—4 T I’
\ 3 4
1 ,
/
//
’/
- Nkl P

Como podéis ver, las tres raices forman un tridngulo equilatero. Ademas, los vértices de este
triangulo se hallan sobre la circfunferencia de centro (0,0) y de radio 1.

29. Expresamos primero el nimero complejo 1 en forma exponencial:

1=e

Por lo tanto, queremos resolver:

0i _ eZT(kl,

k=0,1,23,...

=% k=0,1,23,...

paran = 2, 4, 5y 6. Para hacerlo a la vez, aplicamos la raiz enésima a ambos lados de la

igualdad:

Para determinar las raices cuadradas, sustituimos n = 2:

! 2rcki ;
()i =z=¢n =2™M k=0,1,2,3,...

z

_ ean/Zi —

e k=0,1,23,...
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y tomamos como valores de la k =0, 1.

k=0: 21:60i:c05(0)+isen(0):1

k=1: 7 =™ = cos (n) +isen (m) = -1

De la misma manera, para determinar las raices cuartas, sustituimos n = 4:

ean/4i

z= =e™*i k=0,1,23,...

y tomamos como valores de la k = 0,1, 2, 3.

k=2: 73 =™ = cos (m) +isen () = —

k=3: 24:63“/2i:cos(37ﬂ)+isen(37ﬂ):O—i:—i

Ahora obtendremos las raices quintas. Primero sustituimos n = 5:

7= eZ'r[k/Si — eZn/Ski’ k=0,1,2,3,...

y tomamos como valores de la k=0, 1, 2, 3, 4.

. 2 2

k=1: 2z, =e*"5%=cos ?“ +isen ?“ =0,309 + 0,951
. 4 4

k=2: 73 = ¥/ = cos ™) +isen (21 —0,809 +0,588i

)
)-
)-
)

Finalmente, obtendremos las raices sextas. Primero sustituimos n = 6:

2mk/6 i

z=e¢ =™k k=0,1,2,3,...

-0,809 -0,588i =73

=0,309-0,951i=7;
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y tomamos como valoresde la k=0, 1, 2, 3, 4, 5.

k=0: z1=¢e=1
k=1 75 = 2™0 = cog 2 +isen [ == =l+£1
6 2
4 1
k=2 Z3—e4“/6’:cos(?ﬂ)+isen(—)=——+—31
k=3 Z4_66n/6i_e'rti 1
8 1 3
k=4 25 =% = cos [ — ) +isen on :———£1:§
6 2 2
. 1 1
k=5 76 = €00 = cos [ — ) +isen 10 ———ﬁzz_z
6 2 2

En la figura 41 hemos representado las raices cuadradas, cuartas, quintas y sextas del namero
z = 1. Observad que todas las raices tienen el mismo moédulo (estan situadas sobre una
circunferencia) y que estan situadas en los vérticeds de un poligono regular de n vértices. De
esta manera, las raices cuadradas siempre estan alineadas, las raices cuartas son los vértices
de un cuadrado, las raices quintas, los vértices de un pentdgono regular y las raices sextas,
los vértices de un hexagono regular.

Figura 41
1 Z,
e .l -~ < - -
s ~ s ~
’ N 4 N
4 \ Z3 \
’ \ / \
1 1 \
& 3 '
0 1
\ ! \ 0 !
\ ! \ !
\ 4 24 4
\ 4 Zs/ ¢
~ 7 ~ 7
R -~ - & S ~ - y

30. Ahora resolveremos primero la ecuacion z* + 16 = 0. Observad que esto es equivalente a
hallar los valores de z que hacen que:

Por lo tanto, debemos calcular las raices cuartas del namero complejo -16. Este ejercicio se
puede hacer de manera muy sencilla utilizando el razonamiento siguiente:

4 =-16=16(-1) = z= V16 - V-1 =2v-1

Por tanto, las raices cuartas de —16 las podemos obtener a partir de las raices cuartas de —1
que ya hemos calculado anteriormente multiplicando por dos. De esta manera, las cuatro
raices cuartas son:
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\f+\fi> =V2+V2i

22:2<—£+£i> =—V2+2i
2 2
( i>:-\/§-ﬁi

z4:z<\f_\fi> =V2-2i

Ahora bien, también podemos hacer el mismo ejercicio paso a paso. Por ello lo primero que
haremos es pasar el nimero -16 a forma exponencial:

-16 = 16¢™ = 16e™2™  k=0,1,2,3,...
Por lo tanto, queremos resolver:
24 =16e™2™i £ =0,1,2,3,...

Aplicamos ahora la raiz cuarta a ambos lados de la igualdad:

Bl

—,= (16e(n+2nk)1)% = VA6e(m2TRIA _ gp(miaTki2ii p_ 1 23, .

()
Para determinar las raices cuartas tomamos como valores dela k=0, 1, 2, 3.
_0- _ o, m/di _ i TN ;
k=0: z;=2¢ —Zcos<4)+25en(4)z V2 +/2i
; : 3
k=1: 75 = 2e\MAHTI2)I 2 93T/ 2 3 o5 (Tn) +2sen (32) i=—V2+2i
(rt/4+m)i Sm/4i Sn Sm . .
k=2: 73 = 2¢ =2¢ =2cos . +2sen vy i=—/2-V2i

; : 7
k=3:  z4=2eMA431/2i _ 9p7n/41 _ 5 o (Tn) +2sen (7%) i=v2-2i

Vemos que obtenemos los mismos resultados que con la manera sencilla de realizar el ejer-
cicio.

Otra manera también sencilla de calcular las raices cuartas es teniendo en cuenta que las
cuatro raices son los vértices de un cuadrado. Consideremos el niimero —-16, que tiene como
modulo 16 y como angulo m. Sabemos que la primera raiz la podemos obtener haciendo la
raiz cuarta del médulo y dividiendo por cuatro el argumento; de esta manera tenemos:

71 = V16e™4 = /2 +/2i

Si representamos este punto, vemos que se encuentra sobre la bisectriz del primer cuadrante
(recta que parte el primer cuadrante y = x). Dibujamos ahora la circunferencia de radio 2 y
colocamos sobre esta circunferencia los cuatro vértices del cuadrado (podéis ver la figura 42).
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Figura 42

-16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 =2

Gréficamente se ve que, si z = V2 +/2i, entonces para obtener z, s6lo debemos cambiar el
signo de la coordenada x, es decir, de la parte real. De la misma manera, se ve que z3 = —z;.
Finalmente, para obtener z4 lo que debemos hacer es cambiar el signo de la coordenada y, es
decir, el signo de la parte imaginaria. De esta manera:

21:\/§+\/§i
2y =—V2+V2i
z3=-71=—V2+V2i
24 =—V2+V2i

Ahora resolveremos la ecuacion z° = i. En este caso, nos piden que encontremos las raices
sextas del nimero i. Lo primero que se debe hacer es pasar este nimero a forma exponencial:

i= eTt/Zl

Por lo tanto, como i tiene médulo 1, las raices sextas tendran moédulo ¢/1 = 1. Es decir, los
numeros complejos que buscamos se hallan sobre la circunferencia de radio 1.

La primera raiz, recordad que la obtenemos dividiendo el &ngulo del namero por 6, es decir:

m/2/6i m/12i

zZ1=¢ =e

Las otras raices se encuentran situdndolas en los vértices de un hexagono regular, como se ve
en la figura 43. Es decir, la diferencia de dngulo entre cada una de las raices es de 2n/6 = n/3.

Figura 43
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De esta manera:
7 = en/lzi
2y = e(F1247/3)i _ pSm/12i
= (12421 /3)i _ ,3m/4i

Z3

24 = &T12431/3)i _ p137/12i

Z5 = e(n/12+4n/3)i - el7ﬂ/12i

Z6 = e(ﬂ/12+5n/3)i — e7n/4i

Finalmente, hallaremos las soluciones de la ecuacién z3 + 8i = 0. En este caso, debemos
resolver:

es decir, debemos hallar las raices ctibicas de —8i = 8e~™/2i,

Sabemos que el moédulo de las tres raices es V8 =2; por lo tanto, se hallan sobre la circun-
ferencia de centro (0,0) y radio 2. La primera raiz la obtenemos dividiendo el 4ngulo inicial
por 3, es decir:

z = 26—1’(/2/3i — Ze—’r(/6l'

En este caso, como las raices se hallan sobre un triangulo, la diferencia de angulo entre los
puntos es de 21t/3. Esto da lugar a lo siguiente:

71 = 2¢7™6
Zy = Ze(—n/6+2n/3)i _ en/Zi

73 = 26(—n/6+4n/3)i - e7'r[/6i

Como vemos en la figura 44, si sumamos 21/3 al angulo de z; obtenemos un dngulo de m/2,
es decir, que la segunda raiz se halla sobre el eje positivo de las y. Esto quiere decir que es un
numero imaginario puro con parte imaginaria positiva; por lo tanto, z, = 2i. Ademds, de la
figura 44 se ve que para obtener z3 s6lo debemos cambiar el signo de la parte real de z;. Por
lo tanto:

VAl :\/g—l'
ZzZZi

Z3 :—\/§—i
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Figura 44
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Glosario

Argumento de un namero complejo m Si tenemos un nimero complejo
z = a+ bi, angulo formado por el eje positivo de abscisas y el vector de coorde-
nadas (a, b).

Moébdulo de un namero complejo m Si tenemos un nimero complejo z = a + bi,

raiz cuadrada de a? + b?. Se representa como |z|.

Numero complejo m Numero de la forma a + bi, en el que a y b son nimeros
reales (llamados parte real y parte imaginaria, respectivamente) y i> = —1. Si
b =0, se habla de namero real y si a = 0, se habla de niimero imaginario puro.

El conjunto de nameros complejos se representa como C.

Nuameros complejos conjugados m pl Pareja de nimeros complejos de la for-
ma a + bi,a — bi, de manera que tienen la parte imaginaria de signo diferente y

la parte real igual.

Parte imaginaria f En un nimero complejo z = x + yi, en el que x y y son dos
numeros reales, el coeficiente de la unidad imaginaria, también representado

como Im(z).

Parte real f En un ntimero complejo z = x+yi, en el que x y y son dos ntimeros

reales, el nimero x, representado también como Re(z).

Principio de induccién matematica m Técnica de demostracién matematica

atil para demostrar propiedades relativas a nameros naturales.

Unidad imaginaria f Dicho particularmente de la unidad compleja i = v-1.
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