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Introduccion

En este modulo se revisan los conceptos basicos asociados a los sistemas de
ecuaciones lineales (SEL), su expresion matricial, su discusion (es decir, el es-
tudio de si el SEL tiene o no, solucién) y los métodos de resolucién de Gauss
y de Cramer. El mé6dulo también incluye una aproximacién a la interpreta-
cién geométrica de los SEL de tres incognitas (es decir, en el espacio tridi-
mensional).

Muchos de los fen6menos econémicos, fisicos y tecnologicos se pueden mo-
delar, de forma exacta o aproximada, mediante sistemas de ecuaciones linea-
les. Asi, por ejemplo, los modelos de Leontief, o tablas input/ouput, hacen uso
de SEL para describir las relaciones existentes entre la oferta y la demanda de
los distintos sectores que forman parte de una economia nacional. Otras de las
multiples aplicaciones de los SEL tratan ambitos tan diversos como el balan-
ceado de ecuaciones quimicas, el estudio del flujo en redes o la programacion

lineal.
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Objetivos

El objetivo general de este modulo es dotar a los estudiantes de los fundamen-

tos matematicos asociados a la discusion, resolucion e interpretacion de los

sistemas de ecuaciones lineales (SEL).

En particular, los objetivos docentes que se pretenden lograr con este médulo

son los siguientes:

1.

Entender los conceptos asociados a un sistema de ecuaciones lineales y sa-

ber expresar un SEL en forma matricial.

Ser capaz de determinar el rango de una matriz y aplicar el teorema de
Rouché-Frobenius a la discusién de SEL.

Conocer las peculiaridades de los SEL homogéneos.

Aprender a resolver SEL mediante los métodos de Gauss y de Cramer.
Saber interpretar los SEL desde un punto de vista geométrico.

Descubrir como el software matematico en general puede ser de utilidad

para: (a) experimentar con los conceptos principales de este tema, y (b) au-
tomatizar la discusion y resoluciéon de SEL.



© FUOC ¢ PID_00151935 7 Sistemas de ecuaciones lineales

1. Ejemplo introductorio

El esquema siguiente muestra el flujo de datos (en MB por hora) entre seis
routers (A — F) que forman parte de una red de area extensa (WAN):

Figura 1
R (e % ()
600 > A »> B L C »— 500
\_/
u
z t
600 —« D N E < F < 500
\_/ \_/ w o \_/

Se conoce el flujo total de datos que entra en esta subred, 1100 MB por hora
(entrando por routers A 'y F), el cual coincidira con el flujo total de datos que
sale de la misma (por routers Cy D).

Se supondra, ademas, que el flujo de datos que entra en cada router sera igual
al flujo de datos que sale de ese mismo router.

En tales circunstancias, se desea:

a) Calcular el flujo de datos entre cada par de routers directamente enlazados,
es decir, se desea hallar el valor de las incognitas x, y, z, t, u, v, w.

b) Sabiendo que u =300y que v =100, calcular el flujo de datos entre cada par Las preguntas de este ejemplo
se razonan y responden en el
de routers enlazados. solucionario del final del médulo.
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2. Sistemas de ecuaciones lineales (SEL)

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas (SEL) es un
conjunto de relaciones de la forma:

X, + X, + .+ a,X, = b
Ay X, + Xy + .o+ ay, X, = b,

n

n

(1)

A X + A%, +...+a,, X, =b,
donde:

* Losa;(a;eR Vi=1,2,..,m Vj=1,2, .., n) son los llamados co-
eficientes del sistema.

e Lasx;(x;e R, Vj=1,2,.., n)sonlas llamadas incognitas del sistema.

e Losbh; (b eR,Vi=1,2, .., m) son los llamados términos indepen-
dientes del sistema.

Con frecuencia, resultard posible modelizar problemas reales mediante sistemas
de ecuaciones lineales. En tales casos, 1os a; y los b; seran valores conocidos, y el
objetivo a lograr sera descubrir los valores de las incognitas x; que verifican todas
las ecuaciones del sistema de forma simultanea. El conjunto de dichos valores
se llama solucion del sistema, y el proceso por el cual se obtiene dicha solucién
(cuando ésta exista) se llama resolucion del sistema. Ademas, se dice que dos
sistemas de ecuaciones son sistemas equivalentes si tienen exactamente las
mismas soluciones. Aunque pueden tener distinto nimero de ecuaciones, dos

sistemas equivalentes tendran siempre el mismo namero de incognitas.

Ejemplo 1. Distintos sistemas de ecuaciones con su solucion

a) El sistema de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas siguiente:

x+y+z=2000
y+z=1500

x+y+%z:1800

tiene por solucion: {x = 500, y = 700, z = 800}, como se puede apreciar en

la resolucion con Wiris de la figura 2:

Figura 2

Eulcl6n| mu:mes| Simbolos |M§lls{s| rmrlces| Umﬂaus| Combinatoria | Geomet
>S2<EFTH U/ nmemnNZAQ

==3=23= N|iwoow RC
X+y+z=2000
+2=1500
resolver| ¥ — {{x=500, y=700, z=800}}

3
x+y* 2=1800

2|

OBS

En un SEL de 3 incégnitas, nor-
malmente se utilizan las letras
X, ¥, z para denotar las incég-
nitas.
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b) El sistema de tres ecuaciones lineales con tres incognitas:
x+y+z=2000

y+z=1500
4x +4y +3z=7200

tiene la misma solucion que el anterior, dado que son sistemas equivalen-

tes (las ecuaciones de ambos son equivalentes).

c) Elsistema de dos ecuaciones polindmicas con dos incégnitas:

{y =5(x-1)

y — X3 _ XZ
tiene tres soluciones, como se puede apreciar en la figura 3:

Figura 3

Edicién | Operaciones | simbolos | Andlisis | Matices | Unidades | combinatonia ia Griego| F 16n| Formato |
[0 (o] {0} | ¥ 0 O°| dibujar | resober ecuacion
oo =8 § 0O, | representar | resobver sistema |3 meni {5}

resclver[[:zi(f::} }J =+ {{x=1,y=0}, {x=- \;'rs ,y=-5" \,r'rSI =6}, {x= \;’SI,yzs- \,r'rSI =5}}

2

d) Elsistema de dos ecuaciones exponenciales (no lineales) y dos incognitas:

2X+y — 1
25 -2 =0

tiene por solucion: {x=1, y=-1}

e) El sistema de dos ecuaciones lineales (SEL):

x+y=1
X+y=2

es incompatible, es decir, no tiene soluciéon, porque dos nimeros no pue-
den sumar alavez 1y 2.

Los sistemas de ecuaciones (de cualquier tipo, lineales o no lineales)
pueden tener solucién, en cuyo caso se habla de sistema compatible,
o no tenerla, en cuyo caso se habla de sistema incompatible. Ademas,
en el caso de sistemas de ecuaciones lineales, si el sistema es compatible,
la solucion puede ser Ginica, en cuyo caso se habla de sistemas compa-
tibles determinados, o por el contrario, puede que el sistema tenga in-
finitas soluciones, en cuyo caso se habla de sistemas compatibles
indeterminados (figura 4).

OBS

Los ejemplos cy d no son SEL,
porque en ellos intervienen
ecuaciones no lineales.

Es importante observar...

... que si un SEL tiene mas de
una solucién, entonces necesa-
riamente tendrd infinitas solu-
ciones. Este hecho se
comprendera mejor tras leer
el apartado “Interpretacion
geométrica de los SEL".
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Figura 4. Clasificacion de sistemas de ecuaciones lineales (SEL)
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3. Expresion matricial de un SEL

Usando las propiedades del producto de matrices, es posible expresar el
sistema de ecuaciones lineales (1) en forma matricial:

a Gy A | [ % b,
aZl a21 aZn XZ _ bZ
Ay Ay oee Gy ) \ X, b, B
0, equivalentemente:
A-X=B (3)
a, a, .. 4, X,
a ay, ... a . . X
donde A=| 2 7?2 2n | es la matriz de coeficientes, X=| 2| esel
Ay Ay oo Gy X,
bl
o b, P . .
vector de incognitasy B=| ° | es el vector de términos independientes.
b

m

Como se verd mas adelante, otra matriz importante es la matriz de coeficien-
tes ampliada:

all a12 aln bl

aZl a22 aZ bZ
M=(A|B)= : o

aml amZ amn bm

Ejemplo 2. Notacion matricial de un SEL

La representacién matricial del siguiente sistema de tres ecuaciones y cua-
tro incognitas:

x=3y+6z-8t=35

y+z=15
x+y—-3z+t=8

€s: OBS

Si desarrollais este producto de

1 -3 6 -8 X 5 matrices, veréis que las dos ex-
y presiones son equivalentes.
01 1 O =15
VA
1 1 -3 1 ; 8
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La matriz de coeficientes del sistema es:

1 3 6 -8
A=0 1 1 O
1 1 -3 1

La matriz de coeficientes ampliada es:
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4. Discusion de SEL

Antes de proceder a buscar las soluciones de un sistema de ecuaciones, puede
resultar conveniente estudiar el sistema para saber si éste serd o no compatible.
Este proceso de determinar el tipo de sistema al que nos enfrentamos se llama
discusion del sistema. En sistemas de ecuaciones lineales, el siguiente teore-
ma, el cual hace uso de la notacién introducida en los apartados anteriores,

resulta ser una herramienta de gran ayuda:

Teorema de Rouché-Frobenius. Dado un sistema de m ecuaciones li-
neales y n incognitas, se cumple lo siguiente:

e Sirg(A) =1g(M) = n entonces se tiene un SCD.

e Sirg(A) =rg(M) =r < n entonces se tiene un SCI. En esta situacion se
dice que el sistema tiene n — r grados de libertad.

e Sirg(A) <1g(M) entonces se tiene un SI.

Observar que, en el contexto en que estamos, siempre ocurrird que rg(A) <
<1g(M) < n, por lo que en el teorema se estdn considerando todos los casos
posibles.

Ejemplo 3. Discusion de sistemas mediante Rouché-Frobenius

Estudiemos la compatibilidad del siguiente SEL:

3x+2y=1
x+y=0
2x-3y=2

En primer lugar, se determina la matriz de coeficientes del sistema y la ma-
triz ampliada:

>

Il
N = W

— N

Puesto que

2
1‘ =120 setiene que rg(A) = 2, ya que a partir de A no se

pueden formar menores de mayor orden.

Ved la definicién de rango 0
de una matriz y cémo calcularlo

en el apartado 4 del médulo "Elementos

de algebra y geometria lineal".
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En M, sin embargo, si que es posible encontrar un menor de orden 3 el

cual, ademas, es no nulo:

3 21
1 1 0=(6+0-3)-(2+4+0)=-3%0
2 -3 2

Por tanto, r1g(M) = 3.

En conclusién: 1g(A) = 2 < rg(M) = 3, luego, segin el teorema de Rouché-

Frobenius, estamos ante un sistema incompatible (SI).

Ejemplo 4. Discusion de sistemas mediante Rouché-Frobenius

Queremos discutir la compatibilidad del siguiente SEL:

2x+y=4
xX+z=4
3x+y+z=8
Las matrices asociadas son:
21 0 2 1 0| 4
A=|1 0 1 M=(1 0 1|4
311 31 1|8

Obsérvese que rg(A) = 2, ya que ?

1
:—17&0 A=O
oo v

Asimismo, rg(M) = 2, ya que la Gltima fila es la suma de las dos primeras (y,

por tanto, cualquier menor de orden 3 sera nulo).

En conclusién: 1g(A) =rg(M) =2 <n =3, por lo cual el sistema es compatible

indeterminado (SCI) y tiene un grado de libertad.

En este caso, ademas, es facil determinar todas las soluciones del sistema, ya
que la altima ecuacion es la suma de las dos primeras. Suprimiendo dicha

ecuacion, queda el sistema de dos ecuaciones y tres incognitas siguiente:

) {x+z=4
i.e.:

X+z=4 2x+y=4

{Zx +y=4
La solucion del mismo se obtiene expresando todas las variables en funcion de
una de ellas. Por ejemplo, si despejamos las variables x e y en funcién de z,

se obtiene:

x=4-z x=4-t
y=-4+2z o, parametrizando z: \y =-4+2t, teR
Z2=7 Z:t
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Ejemplo 5. Discusion de sistemas con parametros

Vamos a estudiar el siguiente SEL en funcién de los valores que tome el pa-

rametro k (k € R)

x+y+z=1
ky +kz=2
kx+ky+z=1
Las matrices asociadas son:
1 11 1 1 1)1
A=|0 k k M=|0 k k2
k k1 k k 11

Puesto que es un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas, el rango de am-
bas matrices serd menor o igual a 3. Para que este sistema sea compatible
determinado, se tiene que cumplir que el determinante de la matriz de co-
eficientes sea diferente de cero. Veamos para qué valores del parametro k el

determinante de A es cero:
Al= (k+k?>+0)— (K2 +K>+0)=k - Kk>=k(1-k)

Asi, |A|=0 < k=006 k = 1. De este resultado podemos concluir que: para
todos los valores del parametro k diferentes de O y de 1 se cumple que |A|#=0
y, por consiguiente, 1g(A) = rg(M) = n = 3. En otras palabras, el sistema sera
compatible determinado para todos los valores reales del parametro k dis-

tintosa Oy 1.
Ahora vamos a clasificar el sistema para los casos k=0y k = 1:
Caso k =0:
Las matrices son

111 11 11

A=/0 0 O y M=0 0 02

0 01 0 0 11
Ya sabemos que 1g(A) < 3 porque |A| = 0. Por otra parte, rg(M) = 3, ya que
es posible encontrar un menor no nulo de orden 3:

111
0 0 2/=(0+0+0)-(0+0+2)=-2%0
011

Puesto que rg(M) = 3 > rg(A), concluimos que para k = O el sistema es in-

compatible.
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Casok=1:

En este caso tenemos:

111 1 1 1)1
A=l0 1 1 y M=|0 1 1|2
111 1 1 1)1

Ya sabemos que rg(A) < 3 porque |A| = 0. Si encontramos un menor no nulo
de A de orden 2 podremos decir que 1g(A) = 2. Elegimos el menor que re-
sulta de seleccionar las dos primeras filas y las dos primeras columnas:

11
01

‘:1—0:1;&0

Por tanto, concluimos que rg(A) = 2. Necesitamos calcular el rango de la
matriz ampliada. Ya sabemos que 2 = rg(A) < rg(M), por eso pasaremos di-
rectamente a calcular los menores de orden 3 de la matriz ampliada orlan-
do el menor no nulo con la columna de los términos independientes.
Obtenemos:

11
Al=0, [1 1
11

— e

—_ N =
Il
[}

Por consiguiente, rg(M) = 2 =rg(A). Ahora podemos concluir que para k = 1 el
sistema es compatible indeterminado con un grado de libertad (n — rg(A) =
=3-2=1).

En resumen:

e Sik#0,1esun SCD.
e Sik=0esun SIL
e Sik=1esun SCIL
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5. Sistemas lineales homogéneos

Se dice que un SEL es homogéneo si todos sus términos independientes
son cero, es decir, el SEL es de la forma:

ag X, +apX, +...+a,x, =0

n

Ay X + aypXy + ...+ dy, X, =0

(4)
A X + ApoXy, +.o.+ad,, x, =0
Matricialmente se expresa asi:

A-X=0, )

0

P 0

donde A es la matriz de coeficientes, X el vector de incégnitasy 0=| .

0

Observacion: En todo SEL homogéneo la matriz ampliada, M, se forma
afiadiendo una columna de ceros a la matriz de coeficientes, A, por lo que
siempre se tendra que: rg(A) = rg(M). Por tanto, segiin Rouché-Frébenius,
se puede afirmar que los SEL homogéneos siempre son compatibles.
En concreto, los SEL homogéneos siempre aceptan, como minimo, la lla-

mada solucion trivial: x; =x,=--=x,=0.

Para saber si un SEL homogéneo tiene s6lo una tnica solucioén (la trivial) o in-
finitas, serd necesario averiguar si rg(A) = n. En caso afirmativo, se tratara de

un SCD —cuya Gnica solucién serd la trivial. En caso negativo, habra infinitas

soluciones —entre ellas la trivial.

Ejemplo 6. Discusion de un SEL homogéneo

x+y+z=0
Se desea discutir el SEL homogéneo: {x—y+z=0
-x+2y+z=0

Observar que:

A=l1 -1 1 y Al=(-1-1+2)-(1+2+1)=-4%0
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Por tanto, rg(A) = 3 = n, i.e.: la tinica solucion del SEL es la trivial.

Se demuestra que todas las soluciones de un sistema homogéneo A - X =0
con n incognitas forman un subespacio vectorial de R".
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6. Resolucion de SEL por Gauss

Fl método de Gauss consiste en ir aplicando operaciones especiales sobre las
filas y columnas de la matriz de coeficientes ampliada, M, de manera que
ésta se transforme en una nueva matriz, E, con las siguientes caracteristicas:

1. Las matrices E y M representan sistemas de ecuaciones equivalentes.
2. La matriz E esta escalonada inferiormente, es decir, es de la forma:

el n dl
eZ n dZ ( 6)
emn dm

En otras palabras, ¢; =0, Vi > j.

Las operaciones especiales que se pueden emplear para lograr matrices equiva-

lentes son, basicamente, las siguientes:

e Transponer dos filas.

e Transponer dos columnas (en cuyo caso se debe tener presente que tam-
bién se altera el orden de las variables en el SEL).

e Multiplicar una fila por un escalar no nulo.

e Sumar a una fila otra multiplicada por un escalar (por extension, sumar a
una fila una combinacién lineal de las otras).

e Eliminar una fila de ceros.

Una vez obtenida la matriz E, se considerara el nuevo SEL asociado (habréa que
prestar especial atencion a posibles cambios en el orden de las variables debi-
dos a transposiciones de columnas). A partir de la Gltima ecuacion no trivial,
se tratard de despejar una de las incégnitas en funcién de las restantes. A con-
tinuacion, se tomara la ecuacion inmediatamente superior, se sustituira la in-
cognita ya despejada por su valor, y se despejara otra de las incognitas en
funcién de las restantes. Este proceso seguird en orden ascendente (cada vez
tomando la ecuacién inmediatamente superior a la altima tratada) hasta lle-

gar a la primera de las ecuaciones.

Ejemplo 7. Resolucion de sistemas mediante Gauss

Se desea resolver por Gauss el SEL siguiente:

x+3y-2t=-1
2x+6y+z+t=-12
x-y+z-t=7
2x+y+z+t=-2



© FUOC » PID_00151935 20 Sistemas de ecuaciones lineales

Se parte de la matriz de coeficientes ampliada, la cual se ird transformando

hasta convertirla en una escalonada inferior:

® 3 o -—=2]- 1 3 0 -2]-1
2 6 1 1 [-12 0 1 5 |-10
M= L} L}
341 1 -1 7 -10 1 10
2 1 1 1 |-2 5 1 5|0
1 3 0 -2]-1 1 3 0 -=2]-1
PO =5 1 s To]l 5 ([0 5 -1 5[0 “
0 -10 1 5 |10 0 -10 1 5 |10 ’
lo o 1 _10| 0 0 5 |-10
1 3 0 -2]-1 1 3 0 -2]-1
w |0 & -1 s5/0| 45 |0 5 -1 5[0
o 0o -1 -5]10 0o 0o 1 5 [-10
0 0 1 5 [-10 0 0 5 |-10
1 3 0 -=2]-1
1 3 0 -2|-1
ERCEN B N BCEN 5 -1 -5/|0
o o @ 5 |-10
1 5 |-10
l[o o o0 o | o]

Se explican a continuacion los detalles, para lo cual se hara uso de la notacion:
Fi = fila i-ésima Cj = columna j-ésima

1) Se toma como “elemento pivote” el m;; = 1 # 0. Se reducen a O los ele-
mentos de la C1 que se encuentran debajo del pivote, lo cual se consigue
haciendo:

e F2=F2-2-F1
e F3=F3-3-F1
e F4=F4-2.F1

2) Como my, =0, se transponen las filas F2 y F4.
3) Se cambia el signo de la fila F2 multiplicando ésta por (-1).

4) Se toma como nuevo pivote el elemento m,, = 5 # 0. Se reducen a cero

los elementos situados por debajo de éste, para lo cual se hace:
e F3=F3+2-F2
5) Se cambia el signo de la F3 multiplicando ésta por (-1).

6) Se toma como nuevo pivote el elemento m;; = 1 # 0. Se reduce a cero

los elementos que estan por debajo de éste, del siguiente modo:

e F4=F4-F3
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7) Se elimina F4, esto es, la Gltima ecuacion.

La matriz resultante tiene una fila menos que el namero de incégnitas. Ello
significa que se tendra un grado de libertad, es decir: la t podré tomar cual-

quier valor.

Sustituyendo hacia atras en las otras ecuaciones se obtiene la solucién ge-
neral del sistema, la cual depende de un parametro arbitrario A. La solucién

general es la siguiente:

x=2A+35
y=-2
z=-10-5A
t=»X

El método de Gauss también proporciona el rango de una matriz (nimero de fi-
las linealmente independientes), ya que éste coincidira con el nimero de filas
no nulas de la matriz escalonada inferior E. En el ejemplo anterior rg(M) = 3 ya
que la matriz escalonada resultante tiene rango 3.

Ejemplo 8. Resolucion de sistemas mediante Gauss

Se desea resolver por Gauss el sistema siguiente, expresado en forma matricial:

1 2 1 2y (o
12 3 27| 1
2 4 11 i _3/4
1 2 1 2|0
La matriz ampliada del sistemaes: M=|-1 -2 3 2| 1

24—11—§
4

Transformamos la matriz M en una matriz triangular mediante transfor-
maciones por filas. Recordemos que el método de Gauss consiste, basica-
mente, en transformar el sistema dado en otro equivalente en el que la

matriz de coeficientes sea triangular superior.

A continuacioén se indican las transformaciones realizadas sobre M:

@2120 12 1 2]0 12 1 210
12 3 21| (00 4 4/1| _ |00 4 4|1]_
2 4 -1 1|23 204 -1 1|-2 0 -3 3|3
4 4 4
12 1 210
1 121 2]0
00 1] =
. O 40 o~ 1 1L
3 4
00_3_3_Z ONO | O
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A partir de la Gltima matriz, podemos deducir lo siguiente:

a) La altima fila es toda de ceros y, por tanto, la podemos eliminar.

b) De la segunda fila, tenemos que z+t =% , es decir: z= % -t

c) Finalmente, de la primera ecuacién tenemos: x + 2y + (% - t) +2t=0,

de donde:

En conclusién: el sistema es compatible indeterminado con 2 grados de li-

x:—t—Zy—%

bertad (hay dos pardmetros en la solucién). La solucién es:

La figura 4 muestra como se resuleve el sistema con Wiris y se puede usar para

1
X=—t-2y——
Y 4
y=y
z:l—t
4
t=t

comprobar los resultados anteriores.

Figura 5

o[ o

Edicion | Operaciones |simbolos | Anélisis | Matrices | Unidades | Combinatoria | Geometria | Grief

BiO|Z £ 0 dbuar nmumm'

O %= %50, | I I [0 representar resoiver sistem

resolv er[

X+2y+z+2t=0
=-x=2y+3z+2t=1
=3

1 1
— {{t:—z+ FX=z2y- §.y=y‘z=z}}
2xfdy-z*t=T
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7. Sistemas de Cramer. Resolucion de SEL
por Cramer

El método de Cramer hace uso de determinantes para resolver SEL cuya ma-
triz de coeficientes, A, sea cuadrada y tenga inversa (es decir, el sistema debera
tener el mismo namero de incégnitas que de ecuaciones y, ademas, el deter-
minante de A debera ser no nulo).

Cuando la matriz de coeficientes, A, es cuadrada y su determinante
es no nulo, el sistema asociado, llamado sistema de Cramer, verifica
que:

a) Es compatible determinado

b) Su solucién viene dada por las expresiones siguientes:

_det(C,,...,C,,,B,C,,,...,C,)
det(A)

Vi=1,2,..,n X, (7)

En la expresion anterior, det(A) representa el determinante de la matriz de co-
eficientes y det(C, ..., C;,_1, B, C,,4, ..., C, representa el determinante de la ma-
triz que resulta tras sustituir la columna i-ésima de A, C,, por la columna de

términos independientes, B.

Ejemplo 9. Resolucion de SEL por Cramer

Se desea resolver el SEL siguiente (observar que el nimero de incégnitas es

igual que el namero de ecuaciones):

3x+y+2z=10
4x+3y+4z=21
2x+y+2z=9

Para saber si se puede aplicar Cramer, falta comprobar que el determinante

de la matriz de coeficientes es no nulo:

12
3 4 =18+8+8-12-12-8=2%0
12
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Aplicando la regla de Cramer se obtendran las soluciones del SCD:

Términos

« / independientes
del sistema
101 2
21 3 4
B 911 2| 60+36+42-54 _2 4
: / ?
3110 ‘g
4121] 4
219 2_126+80+72—84—108—80_§_3
Y 2 2 2
3 1]10
4 3121
Z_Z 119 _81+42+40—60—63—36_é_2
2 2 2
De este modo, la solucién del sistema es:
x=1 y=3 z=2

En la figura 6 se ha hecho uso de los programas Mathcad, Wiris y Maple para

resolver el sistema de Cramer anterior.

Figura 6. Resolucién de un sistema de Cramer

. ' Mathcad Professional - [Untitled:2]

o) Fle Edt View Insert Fomat Math Symbokcs Window  Egicion| Operaciones | Simbolos | Anslisis | Matices |
|D-GR| SRY |4 E@A|w o | TE meia 0 0w ‘mla 3
[[hicina ][essl =10 x 0, L O =]

312 312
A=|434| = |434
212 212

| b=[10,21,9] => [10,21,9]

3ETR 10
A=|43 4 B=|21
2812 [

lal =2 | x=resolver(Ab) => [1,3,2]
1y < x N | A'x=b? => cierto
x:-A'lea[s] <y |
2 <.

ﬁﬁs Edit View Insert Format Sorcodshect  Window  Help

[Ol=R[E e ] 5] EZITE] [ EE =] @] [R=IK] (1] [
[> restart;

[> with(linalg):

[> A: matrix([[3,1,2]1,[4,3,4]1,1[2,1,211):

[> B:= transpose(matrix([[10,21,9]]1));

10]

B=| 21

I 9]
> X:= linsoclve(A, B);

1]

A=l 3

2]
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Observacion:

Si el sistema es compatible indeterminado de rango r menor que el na-
mero de incognitas n (tiene n — r grados de libertad), fijamos un menor
de orden r no nulo. Las ecuaciones correspondientes a las filas no afec-
tadas por el menor pueden ser eliminadas. Las incognitas correspon-
dientes a las columnas no afectadas por el menor de orden r no nulo
fijado se consideran como parametros. Entonces, para valores cuales-
quiera de éstos parametros el sistema es de Cramer y tiene una Gnica

solucion.

Ejemplo 10

Dado el SEL
x+y+z=1 1 1 1 1
X—y+z=2 ) ) i ) ' 1 -1 1 2
X+y-2z=3 a matriz ampliada tiene determinante 1 1 -1 3° 0
3x+y+z=6 31 1 6

y por tanto su rango es menor que 4 y alguna de sus ecuaciones es combi-

nacién lineal de la otras. Por otro lado el menor de orden 3

y por tanto el rango de la matriz asociada y el de la ampliada es 3. En este

caso el sistema es compatible determinado.

Podemos prescindir de la tltima ecuacién (que es combinacién lineal del

resto) y por tanto queda un sistema de Cramer

x+y+z=1
x—y+z=2; que ahora podemos resolver por Cramer,
x+y—-z=3

Ejemplo 11

Para resolver el sistema

x+y+z+t=1 1 1 1
X-y+z+t=2;,comoque ] -1 1| =4
xX+y—-z+t=3 1 1 -1
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tenemos que el rango de la matriz asociada es 3 y por tanto el de la matriz
ampliada también es 3. Pero tenemos 4 incognitas, asi el sistema es com-
patible indeterminado con 1 grado de libertad. Podemos considerar la in-
cognita t como un parametro (corresponde a la columna no afectada del
menor de orden 3 no nulo) y queda un sistema de Cramer para cada valor
de t

X+y+z=1-t
X-y+z=2-t

xX+y-z=3-t

Se puede resolver por Gauss

1 1 1-t 1 1 1 1-t
-1 1 2-t| >0 -2 O 1 | y obtenemos
1 -1 3-t 0 0 -2 2
5-2t 1
= , V= —,z=-1, t=t
X 5 y z

1-t 1 1 1-t 1 1-t¢

2-t -1 1 2-t -1 t

3-t 1 -1 5-2t 1 3-t -1 -1 1 3-t _
X = = ’ = =, Z= :—1, t=t
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8. Interpretacion geométrica de los SEL

Antes de centrarnos en el espacio tridimensional (SEL con tres incoégnitas),
conviene revisar brevemente lo que ocurre en el plano (SEL con dos incogni-
tas): en un sistema de m ecuaciones lineales con 2 incégnitas (x e y), cada ecua-
cién representa una recta en el plano, por lo que:

¢ Si el sistema es compatible determinado, existe un tnico valor (x,, y,) que
es solucion del mismo, i.e.: (x,, ) pertenece, simultdneamente, a las m rec-
tas; en otras palabras, las m rectas se cortan en dicho punto.

e Siel sistema es compatible indeterminado, todas las rectas tienen infinitos
puntos en comun, por lo que han de ser coincidentes (se trata de la misma

recta expresada de distintas formas).

e Si el sistema es incompatible, ocurrird que no hay ningan punto en co-
mun. Si m = 2 se tratara de dos rectas paralelas no coincidentes.

En el espacio, un plano = viene determinado por una ecuacién lineal de tres
incégnitas (x, y, z). Es decir, es de la forma:

n:a-x+b-y+c-z=d (8)

Esto significa que cuando se tiene un SEL formado por m ecuaciones y 3 incog-
nitas, éste se puede interpretar como un conjunto de m planos en el espacio. En
tales condiciones, el teorema de Rouché-Frobenius es una herramienta clave
para estudiar la posicion relativa de los planos (es decir, si éstos se cortan en al-
gan punto o recta, si son paralelos, etc.).

Si el SEL es compatible determinado, existird una tnica solucion, (xy, ¥y, Zo),
que verifique —de forma simultdnea— las m ecuaciones. En otras palabras,
(%0, Yo, Zo) €s el tinico punto del espacio que verifica las ecuaciones de los m
planos y, por tanto, el anico punto de interseccion de los m planos.

Ejemplo 12. Interseccion de dos planos

Observar que si m = 2 (es decir, s6lo tenemos dos planos), no puede ocurrir
que éstos se corten en un dnico punto. Como se observa en la (figura 7), o
bien serdn paralelos no coincidentes (con lo cual no se cortaran), o bien se-
ran paralelos coincidentes (es decir, tendran infinitos puntos en comuin
puesto que son el mismo plano), o bien se cortaran en los infinitos puntos

que constituyen una recta r.
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Figura 7. Posibles posiciones relativas de dos planos en el espacio

Planos paralelos no coincidentes Planos paralelos coincidentes Planos que se cortan formando una recta

)
T
) =g
iz

. < \/

A

Ejemplo 13. Interseccion de tres planos en un punto

En este ejemplo (figura 8) se hace uso del programa Mathcad y del Wiris
para estudiar la posicion relativa de tres planos. Se observa que el sistema
es compatible determinado, puesto que el rg(A) = rg(M) = 3. El programa
Mathcad proporciona la solucién del SEL, asi como la representacion gra-
fica de lo que esta ocurriendo:

Figura 8. Interseccion de tres planos en un punto

Given

-0x-20y+z=0

Ix+60y+z=3
120+ y+z=1
17
10717
o =20 =20 1 0
) 397
Find(x,v,2) — w A=3 60 1 B=|3
120 1 1 1
8280
10717 =20 <20 1 0
M= sugment(A,B) | 3 60 1 3 rk(A) =3
120 1 11 rual(M) = 3
f(x,y) = 20y + 20x gx,y) =3 - 3x - 60y hix,y) =1-120x -y

f,g,h

Edicion IOperaclonesl Slmholosl Ané1lsls| Matrices| Unltlades] cornblnatorla| Oeometrial 4

Bea s ¢ .:Iuoc

& & a
: [‘20"‘2°V*Z=0} 17 397 __ 8280
resolver)3x+60y+z=3 =3 {{x= y= 2= }}
120x+y+2=1 10717 10717 10717

0
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Por otro lado, si el SEL es compatible indeterminado, existiran infinitas solu-
ciones que verifiquen las m ecuaciones, i.e.: existirdn infinitos puntos que per-
teneceran a la interseccion de los m planos (que o bien pueden ser los infinitos
puntos de una recta o bien los infinitos puntos de un plano).

Ejemplo 14. Interseccion de dos planos en una recta

Se observa ahora que el sistema es compatible indeterminado, ya que rg(A) =
=1g(M) = 2 < 3. El programa de calculo proporciona las infinitas soluciones
del SEL, que son los puntos de la recta de interseccién de ambos planos:

Figura 9. Interseccién de dos planos en una recta

Given
x-y+z=0
x+y+z=1
1
-—-z
2
Find(x,y,9 = | 1 P s o
ind(x,y,2 = =
Y - ikl 1
2
z
1-110 =
M= augmem(A,B)—)( ) rank(4) =2
1111 renik(M) = 2
fx,y) =y -x gy =1-x-y

f.g

Edicion IOperacIones | 3imhotos| Méllsls| Matﬂcesl Unidades | Comblnatoria] Geornelrlal 4

185 e «1UOCJ

I - = 1 1
resolver{:+;::=?} — {{x= -z+ E,v=5,z=z}}
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Ejemplo 15. Interseccion de tres planos en una recta

En esta ocasion, el sistema también es compatible indeterminado (rg(A) =
=1g(M) = 2 < 3). El programa proporciona las infinitas soluciones del SEL,
que son los puntos de la recta de interseccion de los tres planos:

Figura 10. Interseccion de tres planos en una recta

Given
x=-3y+z=0
3x+6y+z=3
de+3y+2z=3
-_9. + -
2 y 2 1 -31 0
Find(x,y,2) = ¥ A=13 6 1 B=|3
E‘y_g 4 3 2 3
2 2 1310
M=augment(AB) = |3 6 13 rank(4) =2
4323 rank(M) =2
3-4x-3
f(x,) =3y - x gx,5) =3~ 3x- by B,y = =

f,g,h

Edicién | Operaciones | simbolos | Andlisis | Matrices | Unidades | Combinatoria | Geometria| ¥

OMO@|& g0 |2 £ [0 dbuar |resolvered -
1ol hol GO T ‘ 0] | representar | resolver s .j U 0 c ire
[ x=3y+z=0

. 3 3 2
| resolver{3x+6y+z=3 ; =>» {{x=-~-z+—,y=—15 'Z"'—;Z:Z}}
4x+3y+22=3

Finalmente, si el SEL es incompatible, no existira ninguna solucién que veri-
fique, a la vez, todas las ecuaciones. En otras palabras, los m planos no tendran
ningan punto de interseccion.
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Ejemplo 16. Dos planos paralelos y no coincidentes

Ahora, el sistema es incompatible, ya que rg(A) < rg(M). Obviamente, el
programa no es capaz de encontrar ninguna solucion del sistema:

Figura 11. Dos planos paralelos
Given
x+2y+3z=-20

2+ 4y +6z=280

] [1 2 3] [-20]
Find(x,v,2— A= B:=
) 246 20

M = augment(& ,B) = (1 il -20] rank(A) = |

246 80 rank(M) = 2
20-x-2 20 - 2x - 4
e e

f,h

Edicién | Operaciones | Simbolos | Andlisis | Matrices | Unidades | Combinatoria | Geometria | 4

MO@ 80 £ £ [0 dbuar |resolvered .juoc
I 1T [0] | representar  resolvers @

o o S/ 8
“ resolver{X+2y+3z=_20} - {0}

2x+4y+62=80
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Ejemplo 17. Tres planos que no intersectan

Nuevamente, el sistema es incompatible, ya que rg(A) < rg(M):
Figura 12. Tres planos sin ningln punto en comdn

Given

x+2y+3z=-20
Sx+2y+z=-2
e+ 4y + 6z =30

1 23 =20
VAR Am=|521 B=| -2
246 20
123 -20
M= augment{A B) = |5 2 1 -2 rank(A) =2
246 %0 rak(M) = 3
=20 -x-2y 80 - 2x - 4y
fx,y) = ——— gD =2-5-2 By =

f.g.h

Edicién | Operaciones | simbolos | Anslisis | Matrices | Unidades | combinatoria | Geometria| »

OO 8vio°|s £|0| dbuar |resovered -
I II | [0 representar | resolvers .j U 0 c ires)

oK (=0
X+2y+3z=-20

resolver{5x+2y+z=-2 ; = {[]}
2x+4y+62=80

En algunos de los ejemplos anteriores se ha podido comprobar como la inter-
seccion de dos planos no coincidentes, ©; y n,, da lugar a una recta r. Por dicho
motivo, es frecuente ver expresada la ecuacién de una recta como un sistema

compatible indeterminado formado por 2 ecuaciones con 3 incognitas, i.e.:

m, ax+by+cz=d,
P - 9)
T, ax+b,y+c,z=d,

De esta forma, es posible estudiar la posicion relativa entre una recta r (dada
por las ecuaciones de n; y n,) y un plano n; a partir de la discusion del consi-
guiente sistema de 3 ecuaciones y 3 incognitas. Cuando el sistema resultante
sea incompatible (recta y plano no tienen ningn punto en comun), la recta r
estard situada en un plano =, paralelo (no coincidente) a n; (figura 13). Cuan-
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do el sistema resultante sea compatible determinado (recta y plano tienen un
Gnico punto en comun), r cortard a m; en un tnico punto. Finalmente, cuando
el sistema resultante sea compatible indeterminado (recta y plano tienen infi-

nitos puntos en comun), r estard incluida en 7.

Figura 13. Posibles posiciones relativas de recta y plano en el espacio

Ty

.

La recta pertenece a un plano paralelo

T3

La recta corta al plano
en un punto

s

]
/ La recta pertenece al plano

De forma anéloga, también es posible estudiar la posicion relativa entre dos
rectas, 7, y 7, en el espacio: cada una de las rectas vendré definida por la inter-
seccion de dos planos, es decir, cada recta vendra dada por un sistema compa-
tible indeterminado de 2 ecuaciones con 3 incognitas, por lo que el sistema

resultante serd un sistema compuesto por 4 ecuaciones y 3 incognitas:

L : ax+by+cz=d (10)
"t ax+by+cz=d,
. Ty ax+by+c,z=d,
>Nmy: ax+by+cz=d,

Cuando el sistema anterior sea incompatible (ambas rectas no tienen ningtn
punto en comun), r; y r, seran paralelas (no coincidentes) o secantes (en am-
bos casos pertenecen a sendos planos, n; y 74, paralelos entre si) (figura 14).
Cuando el sistema resultante sea compatible determinado (las rectas tienen un
Gnico punto en comun), r; cortard a r, en un tnico punto. Finalmente, cuan-
do el sistema resultante sea compatible indeterminado (ambas rectas tienen
infinitos puntos en comun), r; y 7, serdn la misma recta (rectas paralelas y

coincidentes).
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Figura 14. Posibles posiciones relativas de dos rectas en el espacio
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Resumen

En este médulo se han presentado las principales ideas y resultados asociados
a los sistemas de ecuaciones lineales. Los conceptos clave del mismo son los
siguientes:

e Sistema de ecuaciones lineales (SEL), coeficientes, incognitas y términos in-
dependientes. Sistemas equivalentes.

e Sistemas compatibles (determinados e indeterminados) y sistemas incom-
patibles.

e Expresion matricial de un SEL, matriz de coeficientes y matriz de coeficien-
tes ampliada.

e Discusion de sistemas. Teorema de Rouché-Frobenius.

e SEL homogéneos. Solucion trivial.

e Me¢étodo de resolucion de Gauss.

e Sistema de Cramer. Método de resolucion de Cramer.

¢ Interpretacion geométrica de SEL con 2y 3 incognitas (paralelismo de rec-
tas y planos, interseccion de rectas y planos, etc.).

El médulo se ha completado con ejemplos y actividades resueltas (con y sin
ayuda de software) en las que también se han introducido algunas aplicacio-

nes de la teoria expuesta a diferentes dambitos tematicos.
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Ejercicios de autoevaluacion

1. Calculad el rango de la siguiente matriz en funcién de los valores del para-
metro s:

s+3 1 2 =S
A= s s—1 1 2s
3s+3 s s+3 3

Para s = 0 dad las soluciones del sistema:

>

~ N R xR
Il

w = N

2. Discutid el siguiente sistema de ecuaciones segtn el valor del pardmetro k € R:

kx+y+z=k
xX+ky+z=k
x+y+kz=k

3. Hallad los valores de a 'y b para que el sistema homogéneo siguiente admita
soluciones distintas a la trivial:

x+2y-3z=0
2x+35y-8z=0
ax+by+3z=0
ax+y+bz=0

4. Una empresa fabrica 3 tipos de productos: A, B y C. La siguiente tabla re-
fleja las unidades vendidas de cada producto en los 3 Gltimos afios y los bene-
ficios totales (en euros) de cada afio por la venta de los 3 productos:

Para realizar con o sin ayuda

de software

i

Observacion

Afio Un.idades Unjdades Un.idades Beneficios
vendidas de A vendidas de B vendidas de C totales
1 100 500 200 39700
2 300 400 300 45600
3 200 800 500 73300

Plantead un sistema de ecuaciones y resolvedlo por el método de Gauss para
hallar qué beneficio obtiene la empresa por cada unidad vendida de A, By C
respectivamente.

5. Discutid el siguiente sistema en funcion de los pardmetros a y b:

3x-y+2z=1
x+4y+z=>b
2x-Sy+az=-2

contemplados.

Se supone que el beneficio por
unidad vendida de cada pro-
ducto no varia en los 3 afios
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Resolvedlo en aquellos casos en los que sea compatible.

6. Determinad para qué valores del parametro a es compatible el sistema si-
guiente y hallad las soluciones cuando éstas existan:

x-2y+az=1-a
x+4y+a’z=6
x-8y+a’z=-6

7. Determinad la posicion relativa de los dos planos siguientes:
n: 2x+3y-z+8=0 Ty —4x -6y +2z-16=0

8. Determinad el valor del pardmetro m para que la recta r sea paralela al pla-

no m:

x-1 y+5 z-3

r:
2 4 2

nw dx+my+z-2=0
9. Determinad el valor de a para que las rectas ry r’ se corten:

,. x—a _y+1 z-2
2 3 3

r: =
S

=— r

x-2 Z_Z+1
6

10. Estudiad y resolved el sistema de ecuaciones lineal siguiente:

x=2y = 3
2x-4y+2z-4t = 4
-3x+6y+ z-2t=-10

11.

a) Discutid el siguiente sistema segiin el valor del pardmetro k:

x+y+kz=1

x+2y+8z=k
x+y+7z=1
2x+y+kz=2

b) En el caso (o en los casos) en que sea compatible, determinad su solucién
mediante el método de Gauss.

¢) Considerad las rectas de R3:

. x+y+kz=1 s x+y+7z=1
x+2y+8z=k 2x+y+kz=2

Utilizad el apartado a para determinar para qué valores del pardmetro k las rec-
tas ry s se cortan.

Para realizar con o sin ayuda
de software

—®

Para realizar con o sin ayuda
de software

Para realizar con o sin ayuda
de software

Para realizar con o sin ayuda
de software
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12. Discutid el sistema siguiente segiin los valores de los pardmetros ay b, y

resolvedlo —utilitzando el método de Cramer- en los casos de compatibilidad:

ax+by+z=1
x+aby+z=>b
x+by+az=1

({Qué podéis decir de la posicidn relativa de los tres planos, segin los valores

de los parametros?

13. El esquema de la figura 15 representa una red de repetidores en la que los
datos se transmiten segin la direcciéon y sentido marcados. Tras analizar un
historico de datos, se ha logrado obtener informacién sobre la cantidad media,

en MB por hora, de datos que son recibidos o enviados desde cada nodo:

Figura 15

200

500

400

300

200

Suponiendo una condicion de equilibrio en el flujo de datos que atraviesa
cada nodo (es decir, que el flujo total de datos que entra en cada nodo coincide
con el flujo total de datos que sale de cada nodo), se pide plantear, discutir y

resolver (si ello es posible) el correspondiente sistema de ecuaciones.

14. En numerosas ramas de la Ciencia, la distribucion de recursos es un pro-
blema importante: tanto al hacer inventario de los recursos disponibles como
al decidir como distribuirlos de manera 6ptima. Los recursos, a la vez, pueden
ser tanto materiales como humanos (por ejemplo, el entrenador de un equipo
de fatbol ha de plantearse en qué posicion alinear a sus jugadores de modo
que el rendimiento del equipo sea 6ptimo). En este tipo de problemas, el cél-

culo matricial facilita su resolucién.

Supongamos que un ingeniero informatico supervisa el ensamblaje de 4 tipos

de redes para informatizar una empresa. La tabla siguiente proporciona las

| Con ayuda de software

0
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cantidades necesarias de cada recurso para completar cada uno de los servicios

que se desea informatizar:

Recursos
Tipo servicio Impresoras Scanners Ordenadores Pen-drives
A 1 2 2 0
B 10 1 1 1
C 0 4 1 0
D 10 0 1 1

Si se dispone de 152 impresoras, 550 scanners, 4 pen-drives y 309 ordenadores, Nota

(cuantos servicios de cada tipo se podran abastecer? )
Plantead un sistema de ecua-

cionesy resolvedlo mediante el
método de Gauss.

15. Un estudiante toma fotografias con una camara digital. Sabe que cada fo-
tografia de calidad normal ocupa siempre 0.2 MB de memoria y que cada fo-
tografia de calidad 6ptima ocupa siempre una cantidad a de MB, que no
recuerda. Esta semana ha llevado a revelar 24 fotografias que le han ocupado

un total de 9.2 MB de memoria.

Se pide:

a) Plantead un sistema de ecuaciones (en funcion de a) en que las incognitas
sean el nimero de fotos de cada clase que el estudiante ha tomado, estudiad
su compatibilidad y resolvedlo -mediante el método de Cramer- en el caso

de compatibilidad.

b) ;Hay alguna cantidad de MB que sea imposible que ocupe cada foto de ca-

lidad 6ptima?

c) Halla la cantidad de MB que debe ocupar una fotografia de calidad 6ptima

para que el nimero de fotos de ambas calidades sea el mismo.

16. El administrador de una LAN tiene por objetivo maximizar, bajo unas de-
terminadas condiciones restrictivas, la cantidad de espacio de disco duro que
sus servidores ofrecen a los usuarios de la red. Para ello, puede adquirir dos tipos
de discos duros SCSI, cada uno de los cuales tiene unos requerimientos en cuanto
a precio, cantidad de trabajo (en horas semanales) para su mantenimiento, y
electricidad necesaria para su funcionamiento durante las 24 h del dia, todos los
dias del afio. La capacidad de cada disco duro de tipo A es de 300 GB, mientras

que un disco duro de tipo B puede almacenar hasta 200 GB.

Por lo que se refiere al precio, cada disco de tipo A cuesta 200 euros, mientras
que cada disco de tipo B cuesta 100 euros. Nuestro presupuesto no puede su-

perar los 1500 euros.
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Por lo que se refiere a las horas de dedicacion semanal del administrador, cada
disco de tipo A requiere de 1 hora, mientras que cada disco de tipo B requiere
de 2 horas. El nimero de horas que el administrador tiene disponibles para

esta tarea no puede exceder de 27.

Finalmente, por lo que se refiere a la energia eléctrica necesaria, cada disco de tipo
A consume 15 unidades diarias, mientras que cada disco de tipo B consume s6lo
3. La cantidad total de unidades diarias consumidas no puede exceder de 100.

¢Cuantos discos de cada tipo se han de comprar para lograr el objetivo? (plan-
tead el problema usando ecuaciones e inecuaciones lineales).

17. Se consideran las matrices B y C siguientes:

6 0 0 0 0 0 0
9 124 -15 —-12a+3 15 12a -3 0 -9
2a—-13 2a-5 2a+9 -1 4a + 3 0 -13
B(a) := 30 1224 -18 -12a+ 18 18 12a-18 0 6 C:=
2a—-16 —4a+ 16 8a -16 —2a+ 12 0 —4
22a-5 -14a+ 11 16a—-3 6a—-5 —-16a+3 6a+ 12 -5
0 —6a + 6 6a -6 0 —6a + 6 0 12

a) Calculad el determinante de la matriz B.
¢Para qué valores del parametro a la matriz B no tiene rango maximo?
Determinad, en funcién del valor del pardmetro g, el rango de B.
Discutid, segtin los valores del pardmetro g, el sistema BX = C, siendo X el

vector columna que tiene por elementos las variables x4, x,, ..., X7

18. Considerad los planos siguientes:

X+y+z=2
2x+3y+z=3
kx+ 10y +4z=11

a) Determinad el valor del parametro k tal que su interseccion sea una recta.
Para este valor de k, resolved el SEL resultante mediante el método de Gauss
(comprobad con la Wiris los resultados que habéis obtenido).

b) Determinad el valor del pardmetro k tal que su interseccion sea un punto.
Para k = 10, determinad las coordenadas del punto mediante el método de Cra-

mer (comprobad con la Wiris los resultados que habéis obtenido).
19. Dado el sistema de ecuaciones siguiente:
3x+ky+kz=0

x-y=0
3x-2y=0

Resolvedlo con ayuda de algin
software matematico.

¢

S O O o O




© FUOC » PID_00151935 41 Sistemas de ecuaciones lineales

a) Discutidlo para los diferentes valores del pardmetro k.
b) Para el valor k = 1, resolved el sistema por el método de Gauss.

20. Dado el sistema de ecuaciones siguiente (tres planos en R3):

x=-3y+z=0
3x+6y+z=3
2x-y+z=1

a) Intentad resolverlo utilizando el método de Cramer.
b) ;Qué se puede decir de la posicidn relativa de los tres planos? (intersectan
en una recta, intersectan en un punto, son paralelos, ...).
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Solucionario
Ejemplo introductorio inicial

1.
a) Imponiendo la condicién de que el flujo entrante en cada router o nodo de

la red ha de ser igual al flujo saliente, nos queda el siguiente SEL:

600=x+z x+z =600
xX=y+t x-y-t=0
y+u=500 0, equivalentemente y+u=500
z+v =600 ' ! v+2z =600
t+w=v t-v+w=0
500=w+u u+w=500

Podemos usar algin software matematico, como por ejemplo Wiris, para re-
solver el SEL:

Figura 16

Observacion

Edicién| Operaciones | simbolos | Anlisis | Matices | Unidades | combinatoris | Geometiia| arisge | Programacién| Formste | ava

OO &vicd Z E|M[| oowsr |resorerecuatiin
resolver sistema Emenu 8 ‘

ol ol “2 ¥ 0, I ID | |0l | representar

600=x+2
X=y+t
y+u=500
24+v=600
t+w=vy
500=w+

resolver = {{t=-2-y+600,u=-y+500,v=-2+600,w=y.x=-2+600,y=y,z2=2}}

A partir del output de Wiris, se observa que el sistema es compatible indetermi-

nado con dos grados de libertad. Hay, por tanto, infinitas soluciones.

b) Ahora, el nuevo sistema sera:

x+z =600
x—y-t=0
y =200
z=500
t+w=100
w =200

El resultado esta vez es un sistema compatible determinado:

Figura 17

Edicién | Operaciones | Simbolos | Andlisis | Mstices | Unidades | Combinatoria| Geometiia | ariego|

Mo §vic"| 2 £ |00 cwwar |resonerecuacitn

ol ol “a 95 0, | T IT | [0 | representsr | resolversistema (6 meni {E)
x+2z=600
X=y=t=0
y=200 _ _ _ _ _

resolver 2=500 =+ {{t=-100,w=200x=100,y=200,2=500}}

t+w=100
w=200

En la resolucién de algunas
actividades se ha hecho uso
de un software matematico.
Cualquiera de los programas
citados en el médulo (e incluso
otros similares) pueden servir
para realizar los calculos
matriciales.
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Observad que, segun la solucion obtenida, t = —100. Esto significa que, en rea-
lidad, el flujo de datos no va desde el router B al E (como aparecia en el esque-

ma), sino a la inversa.

Ejercicios de autoevaluacion

1. Para calcular el rango de la matriz A, primero calculamos el valor del deter-

minante generado a partir de las tres primeras columnas:

s+3 1 2
s s—1 1 (=
3s+3 s s+3
=(5+3)2%(s-1)+Bs+3)+252-6(s+1)(s—1) — 252 — 65 =
=(-D[s+3)2-3-6(s+1)]=(s—1)s?

Por tanto, si el parametro s es diferente de O o de 1, el determinante sera dife-
rente de cero y, en consecuencia, el rango de la matriz sera 3. Para los valores
s =0, 1 pueden haber otros menores de orden 3 no nulos, estudiémoslo (para

ello podemos hacer uso de Gauss):

Si s =0, entonces:

31 20 31 20 31 20
0 -110—"250-110—250-110
30 3 3 0 -113 00 0 3

(1) a la tercera fila le hemos restado la primera.
(2) a la tercera fila le hemos restado la segunda.

Por tanto el rango es 3.

Si s = 1, entonces:

41 2 -1 1 01 2 1 0 1 2 1 0 1 2
101 2|-"412 -1-?01 -2 -9/-?01 -2 -9
6 1 4 3 6 1 4 3 01 -2 -9 00 0 O

(1) hemos permutado la primera y la segunda fila.
(2) a la segunda fila le hemos restado 4 veces la primera y a la tercera, 6 veces la primera.
(3) a la tercera fila le hemos restado la segunda.

Asi que el rango es 2.
En conclusion:

Sis=1, el rangoes 2
Sis#1,elrangoes3

X

2

Tomando s = 0, resolvemos ahora el sistema: A | ¥ |_ 1
z

3

t
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Como para s = 0 el rango de A es 3, ya sabemos que el sistema es compatible
indeterminado con un grado de libertad. Para calcular las soluciones, aplica-

mos el método de Gauss:

31 2 02 31 2 02 31 2 02
0 -11 01|—250 -11 01]—25/0 -1 1 01
30 3 33 3 -1 1 3Q1 0 0 0 30

(1) a la tercera fila le hemos restado 3 veces la primera.
(2) a la tercera fila le hemos restado la segunda.

Deducimos de la tercera fila que t = 0 y de las dos primeras que:

y=z-1, x=1-2 siendo z = z.

2. En primer lugar determinamos la matriz del sistema y la matriz ampliada:

kK11 kK 1 1k
A=[1 k 1 (AB)= |1 k 1]k
11 k 1 1 klk

Estamos estudiando un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas, por eso el
rango de la matriz del sistema es menor o igual que 3. Para que este sistema
sea compatible determinado se tiene que cumplir que el determinante de la

matriz del sistema sea diferente de cero.

Veamos para qué valores del pardmetro k el determinante es cero. El determi-

nante de A es:
A=k +1+1)—(k+k+k) =k3-3k+2=(k-1)2k+2)

Asi, |JA|=0 < k=10 k=-2. Entonces podemos concluir que para todos los
valores del parametro k diferentes de 1 y de -2 se cumple que |A| # 0 y, por
consiguiente, 1g(A) =rg(AB) = n = 3. Es decir, el sistema sera compatible de-
terminado para todos los valores reales del pardmetro k diferentes de k = -2
yk=1.

Ahora vamos a clasificar el sistema para los casos k=-2y k= 1.
Casok=-2

Las matrices son:

2 1 1 2 1 1]-2
A=|1 2 1 AB)=|1 -2 1|2
1 1 -2 1 1 -2]-2

Ya sabemos que en este caso rg(A) < 3 porque [A] = 0. Veamos si rg(AB) = 3.

Para eso vamos a elegir menores de orden 3 para ver si alguno es diferente
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de cero. En efecto, el menor formado por las tres altimas columnas es dife-

rente de cero:

1 1 -2
2 1 -2/ =(-2-8-2)-(-2+4+4)=-18%0.
1 2 -2

De ahi que rg(A|B) = 3 > 1g(A) y concluimos que para k = -2 el sistema es in-

compatible.
Casok=1

En este caso tenemos:

111 11 1)1
A=1111 y AB=|1 1 11
111 11 1)1

El rango de estas matrices no es cero porque tienen elementos (menores de or-
den 1) diferentes de cero. Ademads, como en ambas matrices las tres filas son iguales,
obtenemos que 1g(A) = rg(AB) = 1. Ahora podemos concluir que para k = 1 el sis-

tema es compatible indeterminado con 2 grados de libertad (n —rg(A)=3-1=2).

3. La matriz del sistema es:

1 2 -3
A= 2 5 -8
a b 3
al b

El sistema es homogéneo, por eso siempre admite la solucién trivial. Como
buscamos soluciones distintas de la trivial, necesitamos determinar los valores
de a y b tales que rg(A) < 3. En otras palabras, necesitamos determinar los va-

lores de a y b tales que todos los menores de orden 3 sean cero. Como que

; =10, el rango 2 esta garantizado. Orlandp este menor e igualando a cero,
obtenemos el sistema siguiente:
1 2 -3
5 -8=(15-6b-16a)-(-15a+12-8bh)=-a+2b+3=0
b 3
1 2 -3
S -8=(5b-6-16a)-(-15a+4b-8)=-a+b+2=0
b

-a+2b=-3
—-a+b=-2
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La solucién del sistema es: b=-1,a=1.

Asi pues, concluimos que las soluciones no triviales del SEL inicial se obtienen
para los valoresb=-1ya=1.

4. Llamamos:

x = beneficio que obtiene la empresa por cada unidad vendida de A.
y = beneficio que obtiene la empresa por cada unidad vendida de B.
z = beneficio que obtiene la empresa por cada unidad vendida de C.

Utilizando esta nomenclatura, lo que nos pide el ejercicio es hallar los valores
de x, y, z. Para ello, planteamos el sistema:

100x + 500y + 200z = 39700
300x + 400y + 300z = 45600
200x + 800y + 500z = 73300

Y lo resolvemos por el método de Gauss:

100 500 200|39700 1 5 2397
300 400 300(45600 | —mmman—|3 4 3456 |—zmamm—
2.a fila/100 3.afila-2-1l.afila

200 800 500|73300 ) 3afiayioo (2 8 S|733

1 5 21397 1 5 21397
0 -11 -3|-735 11-fila3.a-2-fila 2.a 0 -11 -3|-735
0 -2 1|-61 0O 0 17|799

Resolvemos el sistema que nos ha quedado:

xX+Sy+2z=397
-11y-3z=-735; = z=799/17 =47

172 =799
_—735+3-47

11y -3.47=-735 5y =—"— =54

X+5:-54+2-47=397=>x=397-5-54-2-47=33

Por tanto, el beneficio que la empresa obtiene por cada unidad vendida es:

x = 33 euros por cada unidad vendida de A.
y = 54 euros por cada unidad vendida de B.
z = 47 euros por cada unidad vendida de C.

5. La matriz de coeficientes y la matriz ampliada correspondientes a este sis-
tema son:

3 -1 2 3 -1 2 1
A=|1 4 1 A"=|1 4 1 b
2 -5 a 2 -5 a -2
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Estudiamos el rango de A:

3 -1 2
Al =1{1 4 1 =13a-13=0=a=1
2 -5 a

a) Sia = 1 tenemos: rg(A) = rg(A*) = 3 = nim. de incégnitas = el sistema es
compatible determinado (tiene una Gnica solucién).

Para hallar la solucion podemos utilizar, por ejemplo, el método de Cramer:

1 -1 2
b 4 1

‘o -2 -5 a :4a—10b+ab+23
13a-13 13a-13
3 1 2
1 b 1

2 -2 a -a-4b+3ab+4

Y= 13a-13 = 13a-13
3 -1 1
1 4 b

2 -5 -2| 13p-39

13a-13  13a-13

b) Para a =1, la matriz de coeficientes y la matriz ampliada del sistema resultan:

3 -1 2 3 -1 2 1
A=|1 4 1 A"=1 4 1 b
2 51 2 51 -2

Estudiamos el rango de A:

Al=0

‘3 —1‘ =18(A) =2
=13+0

1 4

Estudiemos ahora el rango de A* (para ello ampliamos el menor de orden 2 an-
terior con la Gltima columna y la Gltima fila de A*):

3 -1 1
1 4 p|=13b-39=0=>b=3
2 -5 =2

e Portanto,si a=1y b=3:

1g(A)=2

rg(A') = 3} = el sistema es incompatible (no tiene solucion).
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e Sia=

1y b =3, entonces:

rg(A) = rg(A*) = 2 < ntm. de incégnitas = el sistema es compatible indeter-

minado (tiene infinitas soluciones).

Para hallar las soluciones podemos hacer z =2y obtener las soluciones. Por

ejemplo, usando nuevamente Cramer:

1-20 -1
e 3-2 4‘:—9X+7
13 13
B {3x—y=1—2x:> 3 1—2%‘
xX+4y=3-1A T 3-%] -A+8
V=713 T3
Z=\
1 -2 a
6. La matriz del sistemaes: A= |1 4 a°
1 -8 a°

Si calculamos su determinante, éste resulta ser:

12a? - 12a = 12a(a - 1)

a) Sia=0ya=1entonces el rango de la matriz A es igual al de la matriz ampliada
e igual al niimero de incégnitas = 3 y, por el teorema de Rouché-Frébenius, el sis-
tema es compatible determinado. Podemos hallar la solucién usando Cramer:

l-a -2 a
6 4 a
e -6 -8 a° _ 36a® —12a* - 24a _12a(3a - a>-2) _12a(a-1)(2-a)
1 -2 a 12a*> -12a 12a(a-1) 12a(a-1)
1 4 a4
1 -8 a&
1 1-a a
1 6 4
1 -6 @ 12a*-a
Y U 2 4] 128-a
1 4 &
1 -8 &
1 -2 1-a
1 4 6
Z=1 -8 -6 :—12+12a: 12(a-1) :l
1 -2 a 12a*> -12a 12a(a-1) a
1 4 a
1 -8 a*

b) Estudiemos, ahora, el caso en que a = O:

1 -2 0|1
La matriz del sistemaes: |1 4
1 -8 0[-6

0|6

=2-a
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Como

_2‘ =6 =0, el rango de la matriz A es 2.

En cambio, el rango de la matriz ampliada es 3, ya que

1 -2 1
1 4 6| =-12+0
1 -8 -6

Y, segtn el teorema de Rouché-Frobenius, el sistema es incompatible (no tiene

solucion).

c) Por ultimo, si a = 1, la matriz ampliada es:

1 -2 1|0
1 4 1|6
1 -8 1]-6

Fijémonos, por un lado, que la 1.2 y la 3.2 columnas son iguales y por otro, que

=6%0

1 -2
1

Por lo tanto: r1g(A) = 2.

Calculemos ahora el rango de la matriz ampliada. Se puede hacer de dos ma-

neras distintas:

Viendo que
1 -2 0
1 4 6|=0
1 -8 -6

O aplicando el método de Gauss:

1 -2 1|0 1 -2 1/0 1

1 4 116 |—25/0 6 0/6 |—25|0 6 0/6
1 -8 1|-6 0 -6 0]-6 0 0 0|0

Pasos seguidos:

(1) 2.2 fila=22fila— 1.2 filay 3.2 fila = 3.2 fila — 1.2 fila

(2) 3.2 fila = 3.2 fila + 2.2 fila

En ambos casos, observamos que rg(A*) = 2. Por el teorema de Rouché-Frobenius,
como rg(A) = r1g(A*) = 2 < 3 = nam. incognitas, el sistema es compatible inde-

terminado con 1 grado de libertad.
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Mirando la Gltima matriz que hemos hallado al hacer el método de Gauss ve-

mos que:

x-2y+z=0
6y =6 =y=1

Y substituyendo obtenemos la solucién para este caso:

xX=2y-z=2-1%
y=1
zZ=X

7. Al ser dos planos, o bien seran paralelos no coincidentes, paralelos coinci-

dentes o bien se cortaran en una recta. Discutamos el sistema:

2x+3y-z=-8
—4x-6y+2z=16

La matriz de coeficientes y la ampliada son, respectivamente:

A 2 3 -1 B 2 3 -1 -8
4 -6 2 "4 -6 2 16
Todos los menores de segundo orden que se pueden extraer de la matriz A son

nulos:

3 -1

-4 -6 -6 2

2 3
-4 2

2 -1
=-12+12=0 =4-4=0 =6-6=0
Por tanto, rg(A) = 1. Por otro lado, la 4.2 columna de B es maltiple de las de A
y por lo tanto rg(B) = 1. Entonces, segin el teorema de Rouché-Frébenius, el
sistema es compatible e indeterminado con dos grados de libertad, i.e.: los dos

planos son coincidentes.

8. Larecta r serd paralela a = si el sistema de ecuaciones es incompatible (por tan-
to, por el teorema de Rouché-Frobenius, se tiene que cumplir que rg(A) = rg(B),

donde A es la matriz de coeficientes y B la ampliada). Dicho sistema es:

4x-4=2y+10 4x-2y =14 2x-y=7
2x-2=2z-6 < {2x-2z=-4 & X-z=-2
4x+my+z=2 dx+my+z=2 4x+my+z=2

Para que el sistema sea incompatible, el determinante de la matriz de los coefi-

cientes es nulo, es decir:

2 -1 0
1 0 -1 =0 = 44+2m+1=0 = m=-=
4 m 1
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En conclusion, para este valor de m, rg(A) = 2 y rg(B) = 3, ya que:

2 0 7
1 -1 2| =—4+7+28+4=35=0
4 1 2
5
Por tanto, para m = X n 'y r son paralelos.

9. Construyamos el sistema de ecuaciones lineales resultante:

6x—-12 =135y 6x -5y =12 6x -5y =12
2y=6z+6 2y-6z=6 y-3z=3

= =
3x-3a=2y+2 3x-2y=2+3a 3x-2y=2+3a
3y+3=3z-6 3y-3z=-9 y-z=-3

Que las dos rectas se corten implica que el sistema debe ser compatible determinado
(debe tener una tnica solucion, que correspondera con el punto en que se cortan
ambas rectas) y, por tanto, se debe cumplir que rg(A) = rg(B) = 3 = nam. incognitas,
donde A es la matriz de coeficientes y B su ampliada. Se puede extraer un me-

nor no nulo de la matriz de coeficientes:

6 -5 0
0 1 -3 =45-36=9=%#0
3 -2 0

Por tanto, rg(A) = 3.

Para que las rectas se corten, el determinante de la matriz ampliada tendra que

ser nulo (con lo que nos aseguraremos que rg(B) = 3), es decir:

6 -5 0 12 6 -5 0 12
01 -3 3 1 o1 -3 3 1 =3 3
3 2 0 243 "7 |01 0 6a-8 =5 6L O 6a-8 =
01 -1 -3 01 -1 -3 1 -1 -3

=3.(-18a+24-3+6a-8-9)=0=3-4-12a0)=0=a=1/3

Para a =1/3, tenemos que rg(A) = rg(B) = 3 = nim. incognitas y, por el teorema
de Rouché-Frobenius, es un sistema compatible determinado. En consecuen-

cia, ry r' se cortan.

10. En forma matricial, el sistema se escribe:

X
1 20 0 3
2 -4 2 —all”|=| 4 |,
—361—2?—10



© FUOC » PID_00151935 52 Sistemas de ecuaciones lineales

1 -2 0 O
donde A=| 2 -4 2 -4/ eslamatriz del sistema.
-3 6 1 -2
1 20 0 I 3
La matriz ampliada del sistemaes: B=| 2 -4 2 -4 | 4

-3 6 1 -2 1 -10
Solucién por el método de Gauss:

Vamos a transformar la matriz B en una matriz triangular mediante transfor-
maciones por filas. Usaremos la notacion siguiente: denotamos por f, f5, f3
alas filas 1, 2 y 3 de B. Para poner un cero en el 2 (de la fila 2, columna 1) a la
fila 2 le restamos 2 veces la fila 1. Esto lo escribiremos: f, = f, —2f,. Anéloga-
mente, para poner un cero al -3 (de la fila 3, columna 1) a la fila 3 le sumamos

tres veces la fila 1. Es decir, £} = £, +3f,. Nos queda:

1 -2 0 0 | 3 1 -20 0 I 3
B=({2 42 41 4 |-/0 0 2 -4 1 -2}
-3 6 1 -2 1 -10 0O 01 -21-1

No s6lo nos han quedado ceros en la primera columna, sino que también nos
han quedado ceros en la segunda columna. Esto significa que el siguiente pi-
vote que tomaremos sera de la tercera columna. Para operar siempre es mas
sencillo tomar como pivote un 1 (si hay). En este caso, tenemos un 1 en la fila

3, columna 3. Permutamos, pues, las filas 2 y 3. Y nos queda:

1 -2 0 0 I 3
0 0 1 -2 1 -1}
0O 0 2 41| -2

Ahora ponemos un cero al 2 (de la columna 3, fila 3). Para esto, a la fila 3 le

restamos dos veces la fila 2. Es decir, f; = f,-2f,. Y nos queda:

1 20 01 3
0 01 -21+-1
0 0 0 0 I O

Es decir, el sistema se ha transformado en:

x-2y =3
z-2t=-1

Lasolucidn es: x=3 + 2y, y=y, z=-1+ 2t, t =t. O sea, no podemos decir nada
sobre las incognitas y, t. Es decir, se trata de un sistema compatible indetermi-

nado con dos grados de libertad.
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Solucién por el método de orlar:

Para empezar vamos a calcular el rango de la matriz A orlando. El coeficiente
de la primera fila y primera columna es 1, no nulo. Por tanto, la matriz A tiene
un menor 1 x 1 con determinante no nulo. Esto quiere decir que el rango de

A es como minimo 1.

Consideremos los menores 2 x 2 que contienen este menor 1 x 1. El prime-
ro es el formado por las columnas 1, 2 y las filas 1, 2. Su determinante es:
1 -2
2 -4

menor. Consideremos el menor formado por las columnas 1, 3 y las filas 1, 2.

=—-4+4=0. Como el determinante es cero, tenemos que hallar otro

Su determinante es:

2‘ =2. Como que el determinante es no nulo, pode-

mos asegurar que el rango de la matriz A es por lo menos 2. Para ver si A tiene
rango 3 es necesario hallar un menor 3 x 3, que contenga este menor 2 x 2, y
que tenga determinante no nulo. S6lo hay dos. El primer menor es el formado

por las columnas 1, 2, 3 y las filas 1, 2, 3. Su determinante es:

1 -2 0
2 _4 2 =—4+12+4-12=0.
-3 6 1

El segundo menor es el formado por las columnas 1, 3, 4 y las filas 1, 2, 3. Su

determinante es:

1 0 0
2 2 _4 =-4+4=0.
-3 1 -2

Como todos los menores que contienen el menor 2 x 2 anterior tienen deter-
minante nulo, podemos asegurar que el rango de A no es 3. Por tanto el rango
de Aes 2.

Consideremos ahora la matriz ampliada del sistema:

1 -2 0 0 3
B=12 4 2 -4 4
-3 6 1 -2 -10

Como las cuatro primeras columnas de B son justamente las de A, el rango
de B como minimo es 2 (el menor 2 x 2 con determinante no nulo que hemos
hallado, recordemos, es el formato para las columnas 1, 3 y las filas 1, 2). La
Gnica manera que el rango de B podria ser mas grande que el de A seria que

al afiadir la quinta columna a este menor 2 x 2, el determinante saliera no
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nulo. Pero el determinante del menor formado por las columnas 1, 3, 5y fi-
las 1, 2, 3 es:

1 0 3
2 2 4| =-20+6+18-4=0.
-3 1 -10

Por tanto, el rango de B también es 2. Esto quiere decir que el rg(A) = rg(B) = 2.
Por tanto, el sistema es compatible (es decir, tiene solucién). Como el nu-
mero de incognitas es 4 y el rango del sistema es 2, los grados de libertad
son 2. El menor 2 x 2 que marca el rango es el formado por las columnas
1y 3. Esto quiere decir que las incognitas 1 y 3 (es decir, la x y la z) se pue-
den poner en funcién de las incégnitas y y t. Ademds, como que el menor
2 x 2 que marca el rango es el formado por las filas 1 y 2, esto significa que
la tercera fila se puede suprimir. Es decir, el sistema inicial es equivalente
al sistema:

x=3+2y
2x+2z=4+4y+4t

Esto es, es un sistema de Cramer con determinante del sistema:

1 0
=2
2 2
Las soluciones son:
3+2y O‘
4+4y+4t 2| 6+4y
= = =3+2
10 ey
2 2
‘1 3+2y ‘
2 4+4y+4t -6- -
. tay+4at] 4+4y+4t-6-4y 2+4t:—1+2t
1 0 2
2 2

En definitiva: el sistema es compatible indeterminado con dos grados de liber-
tad. Las soluciones son de la forma:

x=3+2y
y=y
z=-1+2t

t=t
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11.

a) Para discutir el sistema utilizaremos el teorema de Rouché-Frobenius.
Necesitamos calcular los rangos de la matriz del sistema (M) y de la matriz am-
pliada (AM). A partir de los siguientes calculos realizados con la Wiris u otro

software matematico:

Y

x ~ox
——

-+ —k+7

=
n
N —

TNO ~NEOX N oo

= —k+13

11K 1
_[128%k].
AMEl 9715
21k2

|AM] => -k2+8-k=7
resolver(-k?+8-k=7=0) =+ {{k=1},{k=7}}

(S,
Ry

podemos razonar que rango(M) = 3, ya que para cualquier valor de k siempre

podemos encontrar un menor de orden 3 no nulo.

La matriz ampliada solamente tendra rango 3 para k = 1, k = 7; en el resto de
casos tendra rango 4. Por tanto:

e Parak=10k=7,elsistema es compatible determinado.
e Para k=1,7, el sistema es incompatible.

b) Reducimos la matriz por el método de Gauss:

11 k1 1 1 k 1

1 2 8 k| 22510 1 8-k k-1 permutamas f3 y f4

117 1| —LL510 0 7-k 0

2 1 k 2)—£2WW 510 -1 —k 0

1 k 1 11 k 1

0 1 8-k k-1 01 8-k k-1

0 -1 -k 0 |—225/0 0 8-2k k-1

0O 0 7-k O 0 0 7-k 0
1111

En el caso k = 1, obtenemos 0170 con lo cual tenemos:

0060
00 60
z=0
y=6-7z=0
x=1-y-z=1
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11 1
En el caso k = 7, obtenemos 01 6 , con lo cual tenemos:
0 0 -6 6
00 0 O
z=-1
y=6-z=7
x=1-y-7z=1

c) En el sistema del apartado a), las dos primeras ecuaciones corresponden a
la rectar, y las otras dos a la recta s. Con la discusioén de a) obtenemos:

e Parak=1o0k=7,elsistema es compatible determinado y las rectas se cor-
tan en un punto, que es el punto encontrado anteriormente (el (x, y, z) =
1,7,-1).

e Para k=1,7, el sistema es incompatible y las rectas no se cortan.

12. Comparemos los rangos de la matriz de coeficientes, A, y de la ampliada,
AM, siguiendo el teorema de Rouché-Frobenius, empezando por la matriz de
coeficientes, A. Estudiamos el rango por determinantes, analizando qué valo-

res de los parametros permiten que el rango sea maximo:

a b 1
|A|=[1 ab 1|=b(a-1)*(a+2)
1 b a

Los valores de los parametros que anulan este determinanteson b=0ya=1, -2.
Se presentan, por tanto, las siguientes disyunciones:

e Supongamos que b =0y a=1,-2. En este caso rango(A) = 3 y el maximo rango
de la matriz ampliada es 3 y no puede ser menor que 3, ya que AM contiene
una matriz de rango 3, que es la propia A. Por tanto: rango(A) = rango(AM) =
3. Por el teorema de Rouché-Frobenius este sistema es compatible determina-
do. Utilizaremos la regla de Cramer para calcular la solucion:

1 b 1
b ab 1

‘e 1 b a :b(a—b)(a—l): (a-b)
b(a-1*@a+2) bla-1%*@a@+2) (@-1@a+2)

a1l 1
1 b1
1 apeb-2
Y ba—17@+2) ba-D(a+2)
a b 1
1 ab b

,__ b 1 ba-D@-b) __ (a-b)
Cb(a-1%a+2) bla-1)*a+2) (a-1(a+2)
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Por tanto, la solucién del sistema es:

(a-b) ab+b-2 (a-b)
(@a-D@+2)" bla-D@+2)" (a-1(a+2)

)

e Supongamos que b = 0. En este caso la matriz A es:

a 01 a 0 1|1
A=|1 0 1|;ylaampliada: AM={1 0 1|0
1 0 a 1 0 all

Observemos que el rango de A depende del valor de a. Esté claro que el rango
no sera 3 porque b = 0 es uno de los valores que anulan el determinante de A.

. |a
Busquemos, entonces, menores de orden 2. Asi, 1

1
1‘:a—1,porloquete-

nemos de nuevo dos casos dentro del caso b = 0.

— Sia=#1->rango(A) = 2. Por otro lado tenemos que rango(AM) = 3 por ser no

nulo el menor siguiente para a = 1.

— = Q

11
1 0=2(a-1)=0
a 1

Por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es incompatible en este caso.
— Sia =1, evaluando las matrices de coeficientes y ampliada, tenemos que
éstas son:
1 01 1 0 1]1
A=|1 0 1| AM=(1 0 1|0
1 01 1 0 1|1
De donde se observa que rango(A) = 1y, sin embargo, rango(AM) = 2. Por
tanto, el sistema es incompatible.

e Supongamos que a = 1. En este caso la matriz A es:
1 b1 1 b 1|1
A=|1 b 1|;ylaampliada: AM=|1 b 1|b
1 b1 1 b 1|1

Observemos que el rango(A) = 1 independientemente del valor de b, mien-
tras que el rango de la ampliada si depende del valor de este parametro, ya

11
1 b

que: ‘:b_l
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Se tiene, pues, la disyuntiva dentro del caso a = 1.

— Sib=#1->rango(AM) = 2. El sistema es, por tanto, incompatible.
— Sib =1, las matrices A y AM son:

111 11 1)1
A=|11 1| AM=|1 1 1|1
111 111]1

ambas de rango 1. El sistema resultante es x + y + z = 1, que es del tipo com-
patible indeterminado, con dos grados de libertad: Considerando como pa-
rametros y, z para resolver este sistema, la solucion general es:

(1-y—-2z,y,z) para cualesquiera valores de y,z eR

e Supongamos que a = -2. En este caso la matriz A es:

-2 b 1 -2 b 1|1
A=| 1 -2b 1 |ylaampliada: AM=| 1 -2b 1 |b
1 b =2 1 b -2|1

por lo que rango(A) = 2 y rango(AM) depende del valor del parametro b ya

que:

-2 1 1
1 1 b=-6-3b
1 21

Y tenemos una nueva disyuncion de casos:

— Sib=#-2-> rango(AM) = 3. El sistema es, por tanto, incompatible.

- Sib=-2->rango(AM) = 2 y el sistema es, por tanto, compatible indetermi-
nado con un grado de libertad. Para resolverlo por el método de Cramer,
tomamos las dos ecuaciones del sistema inicial cuyos menores son diferen-

tes de cero:

xX+4y+z=-2
x-2y-2z=1

Tomando z como parametro, el sistema queda ast:
xX+4y=-2-z
x-2y=1+2z

Matricialmente:
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Lo resolvemos por Cramer:

2-z 4
1+2z —2‘ -6z
a6 Y
|

1 -2-z
_‘1 1+2z] 142z+2+z 3z+3 z+1
T4 T 6 T 6 =2
o

-1-z

la solucion de este sistema es: (z, ,z) para cualquier valor z <R

En resumen:

e Sib#0ya=1,-2-> Sistema compatible determinado - La solucién es:

(@-b) ab+b-2 (a-b)
(@a-D@+2) bla-1)(a+2) (a-1(a+2)

anico punto.

(

) Los tres planos se cortan en un

e Sib=0ya=1-> Sistema incompatible > Los tres planos no intersectan

e Sib=0ya=1-> Sistema incompatible > Los tres planos no intersectan

e Sia=1yb=1 - Sistema incompatible > Los tres planos no intersectan

e Sia=1yb=1->Sistema compatible indeterminado con 2 grados de liber-
tad - La solucién general es: (1 — y — z, y, z) para cualesquiera valores de
y,z <R > Los tres planos se cortan en un plano; de hecho, los tres planos
son el mismo plano.

e Sia=-2yb=-2-> Sistema incompatible - Los tres planos no intersectan

e Sia=-2yb=-2-> Sistema compatible indeterminado con 1 grado de li-

-1-z

bertad - La solucién general es: (z, ,Z) para cualquier valor ze R >

Los tres planos se cortan en una recta.
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13. Al imponer la condicién de equilibrio del flujo sobre cada nodo (flujo en-
trante = flujo saliente), obtenemos el siguiente SEL:

X1 + X4 + X5 = 500

X1 + X, =200
X4+ X3 — X, =400

Las matrices de coeficientes, A, y de coeficientes ampliada, M, son, respectiva-
mente las de la figura 18:

Figura 18

i
n
—_—

OO0 =2 0O0=

olaoc olao
-

=
L]
—_—

rang(A) = 3
rang(M) =» 3

El SEL es compatible indeterminado, ya que rg(A) = 3 = 1g(M) = 3 (el namero

de incognitas es 5, superior al rango de las matrices, con lo que habra dos gra-
dos de libertad).

Resolviendo el sistema con Wiris (figura 19) obtenemos:

Figura 19

Ecticién| @peraciones |simboias | andisis | Matrices | Unisases | comsinaoris | cesmetis | cisgo| Procramacisn | Formets | Avanzad

0@ S| T L 0 owwar |resowerecuacdn .j U 0 c

o |l (=g o, | TR g e ¢ mend (5}
xd*x3-x2=~100] = {{x1=-x5-x4+500,x2=x5+ x4 -300 x3=x5+ 100, x4 =xd,x5=x5}}

x1+xd+x5=500

X1+ x2=200
resclver

x3—-x5=100

Asi, por ejemplo, tomando x, = 100 y x5 = 200, se obtendria la solucion particular:

x, =200
x,=0

x;, =300
x, =100
x5 =200

14. Sean:

A = ntmero total de servicios del tipo A
B = ntmero total de servicios del tipo B
C = ntimero total de servicios del tipo C
C = ntmero total de servicios del tipo D
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Y tenemos las siguientes expresiones:

A+10B+0C+10D =152
2A+B+4c+0D =550
2A+B+C+D=309
OA+B+0C+D=4

que forman un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas que resol-

vemos mediante el método de Gauss:

1 10 0 10152 1 10 0 10152 1 10 0 10 |152
2 4 0550 01 0 1] 4
> o0 1 0 1|4
2 1 1 [309 2 1 4 0550 0 -19 4 -20|246
0 0 1| 4 2 1 1 1309 0 -19 1 -19| 5
31102110 122 1 10 0 10152
010 1] 4
3 2> _ 4 2>
0 0 4 -1)322 0 0 4 -1[322
00 1 081 000 1|2

(1) Trasladamos la 4a. fila a la 2a.
(2)3.2fila=32filla-2-12filay 4.2fila=4.2fila-2-1.2fila
(3)3.2fila=32fila+ 19 -22fila y 4.2fila=4.2fila+19.2.2fila
(4) 4.2 fila=4-4.2fila-3.2fila

Con lo cual obtenemos que A=112,B=2,C=81yD=2.

15.
a) Sea x el namero de fotos de calidad normal e y el nimero de fotos de calidad
Optima. A partir de aqui, planteamos el sistema de ecuaciones siguiente:

x+y=24
"10.2x+ay =9.2

A continuacioén estudiamos su compatibilidad. Para ello tenemos la matriz de
coeficientes y la matriz ampliada para comparar los rangos y aplicar el teorema

de Rouché-Frobenius:

1 1 1 1
A= ; AM =
0.2 a 0.2 a

|A|=a-0.2

24
9.2

e Sia=0.2 > rango(A) = 1y rango(AM) = 2 - Sistema incompatible
Observacion

El rango de la matriz ampliada es 2, ya que:

‘1 24

=92-48=44=+0
0.2 9.2
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e Sia=0.2 > rango(A) = 2 = rango(AM) = N.2 incOgnitas - Sistema compati-

ble determinado

Utilizamos el método de Cramer para hallar la solucién del sistema en el caso

de que a = 0.2:
24 1
v 9.2 a 24a-9.2
a-0.2 a-0.2
1 24
0.2 9.2 44
Y="a-02 a-02
Por tanto:
e ¢l ntmero de fotos de calidad normal es: %
a-0.
e yel nimero de fotos de calidad 6ptima es: 4‘3 5
a-0.

b) Si, si a = 0.2 MB es imposible hallar el namero de fotos de calidad 6éptima
4.4

a-0.2

ya que el denominador de la fraccion es 0.

c) Hay que hallar el valor de a para que x sea igual a y.

Igualamos:

240-9,2=4,4>24a=13,6 > a=0,56 MB

16. Si denotamos por x e y, respectivamente, el nimero de unidades que va-
mos a adquirir de discos de tipo A y B, el problema anterior se puede for-

mular como:
Maximizar la capacidad de almacenamiento, i.e.,
maximizar f(x, y) = 300x + 200y

Respetando las condiciones siguientes:

200x + 100y < 1500 (restriccion de precio)
X+ 2y<27 (restriccion de horas)
15x + 3y <100 (restriccidn energética)

Ademas, parece 16gico imponer las siguientes condiciones:

x>0, y >0 (es decir, las cantidades a adquirir no podran ser negativas).

Este tipo de problemas pertenece a un area de conocimiento de las mate-
maticas llamada programacion lineal. Para su resolucion se utilizan comple-
jos algoritmos de célculo (como el Simplex). Afortunadamente, la mayoria
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de programas matematicos actuales incorporan funciones que automatizan
los calculos. En la figura 20 hacemos uso de Mathcad para resolver el pro-

blema:
Figura 20
f(x,y) := 300-x + 200y <-- funcién a maximizar
x:=1 y =1 <-- valores iniciales
Given

200x + 100y < 1500

X+ 2y <27 <-- restricciones de recursos

15-x + 3y < 100

<-- restricciones de cantidad

v = Maximize (f,x,y)

( 1 j <-- unidades a comprar de disco A

13 ) <--unidades a comprar de disco B

Asi pues, la cantidad maxima de espacio, bajo las condiciones establecidas, se
obtiene al comprar 1 unidad de tipo Ay 13 de tipo B. Con ello conseguiremos
un total de 300 - 1 + 200 - 13 = 2900 MB.

17.
a) El determinante de B es el siguiente (efectuando los célculos con la Wiris):

[ determinante(B(a)) =>» -3359232-a%-16796160-a2-26873856-a-13436928
I

El rango de B no sera méximo para aquellos valores del parametro a que hagan
nulo el determinante, es decir, para los valoresa=-1y a =-2:

resolver(determinante(B(a))==0) = {{a=-2},{a=-1}}

b) Es claro que si a es un valor distinto de los valores -1 y -2, rango(B) = 7.
Con la ayuda de un software, es inmediato comprobar que si a=-1, rango(B) = 6,
mientras que si a = -2 entonces rango(B) = 5:

| rango(B(=1)) => 6
| rango(B(-2)) => 5
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¢) Si denotamos por D la matriz ampliada, i.e.:

B 0 0 0 0 0 0 0

9 12-a-15 -12-a+3 15 12:a-3 0 -9 0

2'a~13 2-'a~5 2-a+9 - 4-a+3 0 -13 0

D=B(a)c — | 30 12-a-18 -12-a+18 18 12:a-18 0O 6 0

2-a-16 -4-a+16 8-a -16 -2-a+12 0 -4 0

22-a-5 -14-a+11 16-a-3 6-a-5 -16-a+3 6-a+12 -5 -4

0 -6:a+6 6'a=-6 0 -6-a+6 0 12 0
| rango(B(-1)|C) = &
| rango(B(-2)|C) = &

i

Entonces se da que:

Rango(B(-1)) = 6, Rango(B(-2)) =5
Rango(D(-1)) = 6, Rango(D(-2)) =6

Es decir, que:

e Si a es diferente de los valores —1 y -2, entonces rango(B) = rango(D) = 7.

Por tanto es un SCD.

e Sia=-1, entonces rango(B) = 6 = rango(D) < n. Por tanto es un SCI con un

grado de libertad.
e Sia=-2, entonces rango(B) = 5 < rango(D) = 6. Por tanto es un SI.
18.

a) Las matrices asociadas al SEL son:

B B 2
Ak)=|2 3 1);B= 3 I;
k 10 4 1

La matriz ampliada es:

2
3
1

Para que la interseccion de los tres planos sea una recta, es necesario que

11 1
Ck)=AK)B = |2 3 1
k 10 4

=
—

rango(A) = rango(C) = 2 (SCI con un grado de libertad), lo cual se satisface

si k=7, yaque:

resolver(determinante(A(k))==0) => {{k=7}}
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rango(A(7)) = 2
rango(C(7)) = 2

Si resolvemos el sistema para k = 7 usando Gauss obtenemos (aunque el mé-
todo de Gauss lo habréis hecho a mano, lo ilustraremos con Wiris):

q Hon Al Fer
C=C(7)= |2 3 1 3
710 4 11
1[0 i L
o (2 D et e las | s (0 1 =1 —1)
03-3-3
111

2
E'[D].DQ.D;-3D)] = (01 =-1-1
000 O

Los sistemas de ecuaciones representados por C, D y E son equivalentes.
Es decir:

z=2; y-z=-1; X+y+z=2
sustituyendo, obtenemos:

z7=12 y=z-1; x=3-2z

Podemos comprobar los resultados anteriores haciendo uso de software:

x+y+z=2
resolver{ 2x+3y+z=3 = {{x=-2-2+3y=2-1,z=2}}
Tx+10y+4z=11

b) Para que la interseccién sea un punto, es necesario que k tome un valor

cualquiera distinto a 7, ya que entonces rango(A) = 3 = rango(C) (SCD).
Para k = 10, podemos aplicar Cramer y obtenemos las coordenadas del punto:

Aunque la regla de Cramer la habréis hecho a mano, lo ilustraremos con Wiris:

1 119
M=A(10) = |2 3 1
10 10 4

11 10)

2 1 1
MX=Blcolumna(M,2)Tjcolumna(M,3)T — ( 3 3 1
4
cuidado! |a herramienta columna devuelve un vector fila; por eso ponemos la T
1
1

1 2
MY=columna(M,1)"|B|columna(M,3)T — (2 3 )
10 11 4

1 1 2
MZ=columna(M,1)T jcolumna(M,2)T|B8 = (2 3 3]

10 10 11
IMX]|
o= -—
IM]|
IMY]
,I —
IM|
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Comprobamos con software:

»x+ y+z=2 1
resolver| 2x+3y+2=3 - [[x:oly::'z
10x+ 10y+4z=11 =

]
| w
e
——

19.
a) Para hacer la discusin del sistema, utilizaremos el teorema de Rouch-Frbenius.

Las matrices del sistema son:

3 k k 3 k k|O
A=1T -1 0| ¥ A*=1 -1 0|0
3 -2 0 3 -2 0|0

Como el sistema es homogéneo (todos los elementos de la Gltima columna de
la matriz ampliada son ceros), es claro que Rang(A) = Rang(A*) y, por tanto, el
sistema siempre ser compatible.

1
Es necesario notar que Rang(A) > 2, ya que: 3

Ahora bien, como |A|=-2k+3k=k se tiene que:

e Sik=0-> Rang(A) =2 = Rang(A*) < n > SC Indeterminado
e Sik# 0-> Rang(A) =3 = Rang(A*) =n > SC Determinado

b) Para k = 1 tendremos:

3 1 1|0 1 -1 0|0
A*=|1 -1 0|0|~ {intercambiodeF1yF2} -3 1 1|0|~
3 -2 0|0 3 -2 0|0
1 -1 0]0] 1 -1 0|0
~|0 4 1|0|~ {F2=F1*(-3) + F2}{F3=F1*-3)+F3} ~|0 4 1|0
3 -2 0|0] 0 1 0|0

De la Giltima ecuacidn se tiene que y = 0; substituyendo en la primera, se tiene
que x =y =0; finalmente, substituyendo en la segunda se tiene z = 0. Por tanto,
la solucion del sistema es:

x=y=z=0

Observacion: También se puede razonar en este apartado que el SCD tiene por
solucion la trivial (x =y = z = 0), dado que se trata de un sistema homogéneo.
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20.
a) Las matrices del sistema son:

1 31 1 -3 1|0
A={3 6 1| ¥ A*=|3 6 1|3
2 -11 2 -1 1]|1

Observad que |A|=6-3-6-12+1+9=-5. Por tanto:

0 31 1 01 1 -3 0
3 6 1 3 31 6
O LU R - U PO - I U |
-5 5 -5 5 -5

b) Segln se ha visto en el apartado anterior, el sistema es compatible determi-
nado; es decir, los tres planos se cortan en un tinico punto, el punto (3/5, 1/5, 0).
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Glosario

Cramer, regla de f Férmulas cerradas, en forma de cociente de determinantes, que dan el
valor de las incognitas en un sistema de n ecuaciones y n incégnitas compatible y determi-
nado.

Gauss, método de m Método de eliminacion de incognitas que permite reducir un sistema
lineal de forma escalonada.

matriz ampliada de un sistema f Matriz de un sistema de ecuaciones lineales formada
mediante la ampliacion de la matriz del sistema con la columna de los términos indepen-
dientes.

matriz de un sistema f/ Matriz formada por los coeficientes de las variables x, ..., x,, en
cada una de las ecuaciones del sistema. Cada fila de la matriz corresponde a una ecuacién.

pivote m Elemento diferente de cero que se elige para reducir a cero los restantes coeficientes
en una etapa dada del método de Gauss.

Rouché-Frobenius, teorema de m Teorema que permite saber si un sistema lineal es com-
patible o no lo es. En el caso de que sea compatible, permite saber si es determinado o inde-

terminado, y en el Gltimo caso, cudntos grados de libertad tiene la solucién general.

sistema compatible m Sistema de ecuaciones que tiene alguna solucién. Si no tiene nin-
guna, decimos que es incompatible.

sistema determinado m Sistema que tiene una Gnica solucién. Si tiene mas de una, deci-
mos que es indeterminado.

sistema homogéneo m Sistema de ecuaciones con términos independientes nulos.

sistema lineal m Conjunto de ecuaciones de primer grado en n variables.
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