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Estudi quantitatiu de la volatilitat i el preu de les opcions
Marti Cabanes Colom (marticabanes@uoc.edu)

Grau d’Economia, Competitivitat i creixement

Resum

Des del 1973 quan es va fundar el CBOE (Chicago Board Options Exchange), primer mercat
estructurat d'opcions, fins a l'actualitat les opcions financeres han experimentat un important
creixement i popularitat dins del mén financer, tractant-se d'un derivat complex perd molt
versatil. En aquesta publicacié es tracta la valoracié d'opcions des de la perspectiva teorica
fonamental de Fischer Black, Myron Scholes i Robert Merton, comprenent i exposant les
bondats i inconvenients d'aquesta metodologia, explorant quins factors condicionen el preu i en
quina mesura ho fan. Aixi mateix, s'aborda un extensiu estudi quantitatiu de la volatilitat de
mercat, ja que es tracta d'un dels inputs més rellevants a estimar a I'hora de valorar opcions.

Paraules clau:
Opcions financeres, Volatilitat implicita, Desviacié standard, Model Black-Scholes, Python,
Regims de volatilitat, Sensibilitats, Hedging.

ODS:

e 8 Treball decent i creixement economic
L’estabilitat financera, el creixement i el treball tenen una relacié directa amb el
risc associat o percebut en 'economia, per tant, la gestié dels riscos esdevé
fonamental. Comprendre els potencials riscos com la volatilitat i gestionar-la
mitjancant opcions financeres, contribueix a estabilitzar I'economia real,
fomentant el creixement economic, la prosperitat i facilitant la creacié
d’oportunitats de treball digne a llarg termini.

e 9 Inddstria, innovacié i infraestructura
Els derivats financers han evolucionat molt al llarg dels anys i el procés
d’innovacio, creativitat i complexitat ha estat indiscutible. Les opcions
financeres i, els derivats en general, permeten millorar I'eficieéncia dels mercats,
aixi com gestionar els riscos. Una gestié del risc adequada atrau inversié que
es pot destinar tant a innovacié com a infraestructura.

Estudis d’Economia i Empresa Uo 1y Universitat Oberta
de Catalunya



Estudi quantitatiu de la volatilitat i el preu de les opcions

Quantitative study of volatility and option pricing
Marti Cabanes Colom (marticabanes@uoc.edu)

Degree in Economics, Competitiveness and Growth

Abstract

Since 1973, when the CBOE (Chicago Board Options Exchange) was founded, financial options
have grown significantly in popularity. This publication examines the valuation of options through
the fundamental theories of Fischer Black, Myron Scholes, and Robert Merton, discussing the
pros and cons of their methodology and the factors that influence pricing. It also includes a
guantitative study of market volatility, a key input for option valuation.

Keywords:

Financial options, Implied volatility, Standard deviation, Black-Scholes model, Python, Volatility
regimes, Sensitivities, Hedging.

SDG:

e 8 Decent work and economic growth
Financial stability, growth, and employment are closely tied to economic risk,
making risk management crucial. Understanding and managing risks like
volatility with financial options helps stabilize the economy, promote growth, and
create long-term employment opportunities.

e 9 Industry, innovation and infrastructure
Financial derivatives have evolved, driven by innovation and complexity.
Options and derivatives enhance market efficiency and manage risks, attracting
investment for innovation and infrastructure.
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1. Introducciod

Les opcions sén un instrument financer molt atil i versatil, per la gran quantitat d’estratégies
que ens permet realitzar, aixi com per la flexibilitat d’invertir, no sols en l'actiu subjacent, sin6
també d’invertir en volatilitat o en el simple pas del temps. Existeixen multiples inputs que
afecten la valoracié d’aquest derivat financer, pero tots els inputs es resumeixen en diferents
mesures del risc potencial. Entenem el risc de mercat, de manera estadistica, com a la
desviacio standard dels rendiments d’un actiu. Aixi doncs, partint d’aquesta premissa podem
desenvolupar mdltiples inferéncies estadistiques basant-nos en la distribucié normal, estudiar-
ne correlacions o fer simulacions, entre d’altres. En aquesta ocasié ens recolzarem en el
treball de (Black-Scholes, 1973)? per abordar el pricing o valoracié de les opcions assumint
gue els rendiments segueixen una distribucié normal.

Una opcié financera és un contracte que atorga el dret a comprar o vendre un actiu subjacent
durant un periode de temps i en unes condicions preestablertes. Quan comprem una call
estem pagant una prima per ostentar el dret a comprar 'actiu subjacent a un preu determinat,
el strike price (SP). Per contra, si venem la call ingressem una prima per assumir I'obligacié de
vendre el subjacent al SP. El funcionament d’'una put és l'invers, paguem una prima per tenir el
dret a vendre en un determinat strike o ingressem la prima per comprometre’ns a comprar a un
preu determinat. EI SP o preu d’exercici és aquell preu de lactiu subjacent al qual el
comprador té dret a comprar o vendre. Un altre element clau és la data de venciment del
contracte, doncs determina I'expiracié del dret, a comprar o vendre, del comprador de l'opcid.
Ara bé, el comprador podra exercir el seu dret qualsevol dia fins al dia de venciment si es
tracta d’opcions Americanes. Si es tracta d’opcions Europees només podra exercir el seu dret
de comprar o vendre el subjacent, el dia de venciment, si 'opcié expira amb valor s’exercira el
seu dret, en cas contrari no.

Un cop ens endinsem en el pricing de les opcions veurem que el valor prové de dos fons. La
primera, del valor intrinsec influenciat pel SP i pel preu del subjacent. Si podem comprar el
subjacent per un preu menor al qual cotitza o vendre per un preu major al qual cotitza, I'opcio
tindra valor intrinsec. La segona, el valor temporal influenciat per la volatilitat, el temps fins al
venciment, els dividends previstos i els tipus d’interés a curt termini. El valor temporal és
maxim quan el SP i el preu del subjacent coincideixen i decreix quan el preu del subjacent
s’allunya del SP. Per tant, la prima sera la suma del valor intrinsec i del valor temporal. Al
moment de venciment d’una opcid, el valor de la prima esta compost Unicament pel valor
intrinsec, ja que la incertesa que mesura el valor temporal desapareix. Perd abans d'endinsar-
nos en la valoracioé d'opcions cal entendre molt bé la volatilitat, ja que és I'Gnic factor, a priori,
desconegut en el moment de la valoracio d'opcions.

Després de fer un rapid i breu repas de les opcions establim algunes de les preguntes que
s’intentara buscar resposta en aquest treball:

Com es computa el risc de mercat associat? Com interpretar-lo? Quines implicacions té?
Obtindrem la volatilitat de mercat amb diversos algoritmes i abordarem el calcul seguint
diferents teories.

Quins factors afecten el preu d’'una opci6 i en quina mesura ho fan? Com interactuen les
sensibilitats entre si?

Com es relaciona la volatilitat historica amb la volatilitat local®* o implicita i quina implicacié té
amb el SP d’'una opci6?

Com podem obtenir la volatilitat implicita? Desenvoluparem un petit script en Python per
realitzar aquesta aproximacio.

A dia d’avui, quina metodologia s’aplica per la valoracié d'opcions a nivell professional?
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1.1 Justificacié

L'estudi de la volatilitat en els mercats financers ha estat un tema que ha rebut molta atencio, i
amb rad, doncs és el que explica la fluctuacié del preu dels diferents actius. Per aquest motiu
prenem la volatilitat com a mesura del risc de mercat, ja que és la métrica de referéncia quan
volem mesurar I'evolucidé que ha experimentat, o que esta experimentant, un actiu. Comprendre
els mercats financers, desenvolupar models i gestionar els riscos associats contribueix a
millorar I'eficiéncia del mercat, aporta liquiditat i permet crear estratégies d’inversié o cobertura.
Per tant, incideix de manera directa en I'economia i la societat doncs pot arribar a condicionar,
des del preu de les matéries primeres com el cacau, el ferro o I'energia fins als plans de
pensions o el financament , entre d'altres.

Desenvolupar aquest projecte sorgeix de la genuina curiositat personal de comprendre els
complexos derivats financers, per explorar els avantatges que poden oferir i, al mateix temps,
desenvolupar eines d’utilitat que permetin aplicar tot aquest coneixement. El preu de les
opcions, en tractar-se d'un derivat, esta condicionat pel subjacent, perd també, el preu del
subjacent esta condicionat pel mercat de derivats, per tant, existeix una relacié de reciprocitat.
Aixi doncs, resulta imprescindible comprendre ambdues parts per tal de treballar-hi, sorgint la
necessitat de desenvolupar eines, com algoritmes, que ens permetin analitzar i extreure
informacid del mercat de derivats.

La motivaci6 per emprendre tal repte sorgeix de la passido pels mercats i la curiositat
intel-lectual que em genera el treballar amb multivariables reciproques i algoritmes funcionals.
Fusionant 'economia i les finances amb la part més tecnologica, que dia rere dia pren forga en
el camp, tant academic com professional, dels mercats financers. Degut a la gran versatilitat
que ens aporta I'is d’avengos tecnologics, com ara Excel, els economistes hem pogut
profunditzar en la comprensio de temes més complexos i cada cop comprenent-los millor. Ara
bé, 'Excel té les seves limitacions i si volem profunditzar i seguir explorant nous horitzons ens
toca crear a nosaltres mateixos les eines requerides, per aix0, I'ls de llenguatges de
programacio com R o Python ens permeten crear algoritmes que donin resposta a qiestions
més complexes o de major especialitzacio.

Fent un primer breu diagnosi el treball pot tenir multiples punts forts com ara la persecucio
d’'uns objectius ambiciosos i de gran importancia en el mon financer, la confeccié d'un estudi
quantitatiu detallat i precis i 'experieéncia de l'autor en la matéria. Pel que fa als punts febles
que detecto a priori és I'escas temps del qual es disposa per fer tota la recerca i els possibles
entrebancs o dificultats técniques a I'hora de desenvolupar tal analisi quantitativa. Ara bé, no
tinc cap dubte que aquest estudi resultara de gran utilitat, no sols per a comprendre els factors
més teorics, sind per comprendre les implicacions practiques de la volatilitat de mercat en la
confecci6 del preu de les opcions financeres.
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1.2 Objectiu, abast i advertencies

Per a establir uns objectius clars primer cal determinar quin és I'abast d’aquest treball i quins
sén els limits. En primer lloc, es tracta d’'un treball académic on s’aportara una solida base
tedrica dels temes troncals de la recerca com sén la volatilitat i les opcions financeres. En
segon lloc, es desenvolupara un algoritme en Phyton que permeti realitzar una exploracio
quantitativa, obtenir informacioé rellevant i comprendre les implicacions de multiples variables en
la formacio del preu de les opcions Europees, aixi com les seves implicacions en els mercats
financers. Per tant, I'abast del treball queda limitat a comprendre el funcionament de les
opcions financeres des de diferents perspectives, comprendre la relacié i I'efecte que té la
volatilitat en la formacié dels preus, identificar la influencia de les sensibilitats i crear un
algoritme que ens faciliti tots els calculs i I'obtencié d’aquesta informacioé. Per aixo el treball es
desenvolupa en un mixt tedric practic on s'exposen els conceptes i es recolzen en exemples
reals de mercat o en exemples simplificats amb dades ficticies, amb base decimal, que
permetin efectuar les operacions de forma clara per comprendre el funcionament d'una manera
més simplificada i visual.

A continuacié s’enumeren els objectius i proposits a assolir en el desenvolupament del treball:

e Comprendre el risc de mercat a través de la volatilitat, entendre les diferencies i
implicacions entre la volatilitat implicita i la volatilitat historica, classificar la volatilitat en
diferents clisters de volatilitat (com percentils), generar cons de volatilitat i crear
grafiques que en facilitin la comprensié de manera visual.

o Entendre els tipus d’opcions financeres Europees que existeixen, com afecte al
moneyness, com es forma el preu teoric, diferenciar entre valor temporal i valor
intrinsec, quina probabilitat existeix que I'opcié tingui valor al moment de venciment,
quins elements el condicionen i exposar el delta, gamma, theta i vega. Aixi com
comprendre les implicacions de I'estructura temporal i el skew de volatilitat.

o Calcular el preu tedric d'una opci6 mitjangant Python aplicant Black-Scholes,
comprendre quins factors intervenen, ajustar les sensibilitats per comprendre les
implicacions de cada variable i representar-ho graficament per a una millor comprensio.

El treball segient es realitza en un entorn academic i no pretén servir com a recomanacio
dinversi6. Es important congixer que els productes financers derivats comporten riscos
significatius i tenen el potencial d'incérrer en perdues substancials. A més, les dades historiques
i el rendiment passat no son indicatius de rendiments futurs. El valor del capital invertit en
accions o derivats financers pot variar ampliament, fet que pot provocar pérdues financeres
considerables pels inversors. Aquest treball implica l'analisi de la volatilitat de mercat,
conceptes estadistics avancats, valoracié d'opcions i sensibilitats, aixi com I'is de Python per a
la modelitzacié financera. Aquests temes son complexos i requereixen un alt nivell
d'experiencia per comprendre'ls i interpretar-los amb precisié. Qualsevol model, algoritme o
script proporcionat només té finalitats educatives i no s'ha provat la precisio o la fiabilitat en
aplicacions del mén real. Tenint en compte aquestes advernténcies, ni l'autor d'aquest treball, ni
la direccid, ni la institucié académica associada, assumeixen cap responsabilitat pels danys o
pérdues que es puguin causar. L'autor, la direccié i la universitat declinen explicitament tota
responsabilitat. Addicionalment, el contingut d'aquest treball pot contenir errors, modificacions o
altres imprecisions que puguin alterar la realitat percebuda. La informacié que s'ofereix aqui
només té finalitats informatives i no s'ha d'interpretar com un assessorament professional,
financer o d'inversio. Es recomana als usuaris d'aguesta informacié que facin la seva propia
investigacio i consultin amb un assessor financer qualificat abans de prendre qualsevol decisié
d'inversio. L'autor, la direccid i la instituci6 académica no sén responsables dels resultats
derivats de I'ls d'aquesta informacié.
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1.3 Python i llibreries

En tractar-se d'un treball de caracter quantitatiu farem Us i ens recolzarem amb eines que donin
resposta a aquestes necessitats. Per aquesta comesa, farem Us del llenguatge de programacio
Python, el qual ens permet fer analisis de dades, automatitzar tasques i, fins i tot, desenvolupar
llocs web o software. La versatilitat d'aquest llenguatge de programacié i la simplicitat,
comparat amb altres llenguatges de programacio, fan que resulti molt atractiu l'utilitzacié
d'aquest llenguatge de codi obert per molts professionals, académics i poblacié en general.
Python té una sintaxi senzilla, intentant assimilar-se al llenguatge natural, aixo fa que sigui més
senzill de llegir i comprendre, a més de facilitar el desenvolupament del codi. Per aquest mateix
motiu és facil el seu Us també per a principiants, amb una corba d'aprenentatge no tan inclinada
com en altres llenguatges de programacié com ara Java o C++. Una altra caracteristica de
Python és que es tracta d'un codi obert, és a dir, de distribucio i d'Us gratuit per a tots els
usuaris. Finalment, gracies a tenir una gran comunitat activa, aquest llenguatge de programacio
disfruta de moltes llibreries i moduls especifics, els quals s6n conjunts de codi creats per altres
usuaris per a donar solucié directa a problemes concrets i ampliar les capacitats d'aquest
llenguatge de programacio. Per a desenvolupar aquest treball i tot el tractament de dades
associat farem Us de les segients llibreries:

Yfinance: Ens permet obtenir dades de mercat, practicament en temps real, a més de poder-
nos baixar séries de dades historiques de cotitzacions, entre d'altres. Ens resultara molt Gtil per
obtenir séries de dades financeres per calcular-ne els rendiments i la volatilitat.

Pandas: Facilita l'estructuracié6 de dades en Data Frames i séries, permet la manipulacié i
analisis de dades i ens facilitara el treballar quan estiguem manipulant grans bases de dades
de manera estructurada i ordenada.

Numpy: Facilita el calcul numéric, el processament de dades, permet realitzar calculs i
operacions complexes i també ens dona suport per treballar amb arrays i matrius
multidimensionals.

Scipy: Basada en Numpy, proporciona una gran varietat d'algoritmes i funcions matematiques
avancades, ens facilitara el treball quan estiguem aplicant models estadistics i econometrics
aixi com per a resoldre problemes d'optimitzacid.

Matplotlib: Ens permetra crear moltes de les grafiques que es mostraran en aquest treball per a
facilitar la comprensié de les dades i donar suport a I'explicacié tedrica, mostrar exemples o
simplement generar grafiques il-lustratives.

Seaborn: Basada en Matplotlib, ens permet crear i millorar les grafiques creades, generar altres
estils i visualitzacions, i en definitiva, crear grafics més visuals i facils d'interpretar com per
exemple mapes de calor.
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2. Volatilitat

2.1 Volatilitat historica

Cal iniciar el treball definint el concepte de volatilitat. Entenem la volatilitat com a mesura de la
dispersio, o la variabilitat dels rendiments, de l'evolucidé d’'una variable respecte la seva
tendéncia central. | la variabilitat dels rendiments d'un actiu es pot expressar de manera
estadistica a través de distribucions. En les distribucions, la volatilitat es mesura com la
variancia (¢2).

Fixant-nos en distribucions normals la variable aleatoria tindra el 68,3% dels valors a +/- 62, el
95,4% dels valors a +/- 252 i el 99,7% dels valors a +/- 3¢2. Ara bé, en les séries financeres, la
no normalitat dels rendiments és habitual degut a excessos de curtosi i asimetria.* Per tant, la
correcta mesura de la volatilitat resulta fonamental, per aix0, utilitzarem el rendiment d’'un actiu,
i no el seu preu, d’aquesta manera evitarem l'efecte de la tendéncia. Obtenim el rendiment diari
d’'un actiu de la seglient manera:

n = el (1)
t—1

O el que és el mateix la diferéncia de preu entre el dia anterior i I'actual dividit pel preu del dia
anterior. Comprenent que el preu sempre sera P, > 0 i, per tant, R; > —1, podem reescriure la
funcié com a:

P

n=-t-1 (2)
Pt_1

Per a obtenir el rendiment compost de diversos dies, és a dir, assumint que els rendiments es

reinverteixen diariament, podem fer-ho:

Te) = i_;_ 1 =1y = Mi=r(T+70) — 1 (3)

Per contra, podem obtenir el rendiment acumulat simple fent senzillament el sumatori dels
rendiments tal que:

Tit(k) = Yto1Tie (4)

També podem obtenir el rendiment de manera continua aplicant el In(), d’aquesta manera el
calcul resultara més precis i estable al llarg del temps, ja que mesurem el creixement o
decreixement relatiu continu en els rendiments de I'actiu:

= In(-L
nn=In (Pt—1) (5)
Per a obtenir el rendiment d’'un periode donat farem el sumatori:
P
Ty = [n (Tfk) = Tit) = Yio1Tie (6)

Un cop obtenim els rendiments, calcularem la desviaci6 tipica elevant els rendiments al quadrat
per evitar que els valors positius i negatius es compensin:

0=\~ p)? (7)

Suposant que realitzem el calcul amb dades d’'un any de cotitzacio, per a calcular la volatilitat
mensual només caldra dividir la desviacié estandar entre v 72 i tindrem la volatilitat mensual. Al

mateix passa per obtenir-la per setmanes v52 o diaria v252. Cal mencionar que per realitzar
comparacions treballarem sempre amb dades anuals, mensuals o0 setmanals, ja que d’aquesta
manera evitem dies festius o altres factors que ens desquadrin la mostra.
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A més sempre necessitarem unes dades ajustades per dividends, ampliacions de capital, splits,
reverse splits, recompres, etc.

A continuacié es mostra un exemple dels rendiments d’Apple, calculats amb la férmula (5).

Rendiment LN d'Apple

0.08 A
0.06 -
0.04 A
0.02 |

| d ,
0.00 1 I I 1 .

—-0.02 I
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—0.06
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Grafica n? 1 Font: Yahoo Finance
Elaboracié propia

En la grafica n°1 observem el comportament relatiu d’aquest actiu al llarg del 2022 i 2023.
Destaguen periodes de major dispersid, és a dir, major volatilitat i periodes de menor volatilitat.
A continuacié s’ha elaborat un histograma d’aquests rendiments.

Distribucié dels rendiments LN d'Apple

—— Normal estandard
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Grafican2 2 Font: Yahoo Finance

Elaboracié propia

En la grafica n°2 comprovem com [lhistograma de freqiéncies esta lluny de seguir una
distribucié normal estandard, s’assembla a una distribucio leptocurtica, amb apuntament i cues
pesades. Si calculem el coeficient d’asimetria® y, = 0,065 ens adonem que la distribucié té una
lleugera asimetria positiva i, pel que fa a la curtosi® k, = 1,843 ens confirma I'apuntament i unes
cues més pesades.

Si calculem la desviacié tipica amb la férmula (7) i anualitzem el resultat o, * V252 obtenim que
la volatilitat historica anual en aquest periode ha estat del 29,01%. Ara bé, aquesta xifra no ens
diu res, necessitem fer comparatives per saber si estem en un entorn de major o menor
volatilitat.
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Aquestes comparatives les podem fer de dues maneres. Podem comparar la volatilitat d’un
actiu amb la volatilitat historica d’altres periodes d’aquest mateix actiu o, també, podem
comparar la volatilitat historica d’aquest actiu amb la volatilitat que han experimentat actius
similars en el mateix periode.

Per realitzar la comparativa de la volatilitat amb altres periodes historics del mateix actiu,
agruparem aquestes dades en percentils, d’aquesta manera ens permetra ubicar el valor
obtingut anteriorment i discernir si es tracta d'una volatilitat alta, baixa o mitjana, i en quina
mesura. A continuacio, en la taula n°l, s’ha recopilat la volatilitat anual des de I'any 1970
d’Apple i s’ha agrupat en quartils.

Volatilitat histérica d'Apple des del 1978 Volatilitat historica d'Apple des del 2819
Vol. Histérica Vol. Historica

Minim 17.528298 Minim 2@.281265

01 28.085158 Q1 25.892886

02 39.489681 Q2 26.349157

Q3 51.296712 Q3 35.634741

Maxim 1681.529549 Maxim 46.676324

Taula nel Taula n22

Podem comprovar com la volatilitat experimentada els dos ultims anys es troba lleugerament
per sobre del primer quartil. D’aquesta manera ja podem contextualitzar la volatilitat i comparar-
la amb T'historic. Si bé els analistes de les cases d’inversid no recullen en el calcul un historic
tant llarg, ja que les dades estan condicionades pel cicle economic’, epoques de crisi,
d’expansié, etc. Normalment, es recullen dades dels Ultims cinc anys, tal com s’exposa en la
taula n°2, doncs la mostra és suficientment gran, per0 s’eviten biaixos i altres factors que
afegeixen soroll en la mostra. Observem una clara diferéncia, passem de classificar la volatilitat
obtinguda del 29,01% en el Q1, en la taula n°1, a estar per sobre de la mediana, Q2, en la taula
ne2.

Per observar aquest fet d'una manera més visual es creen cons de volatilitat®. Aquests
parteixen de diferents finestres temporals, és a dir calculant la desviacio tipica cada t dies i
dibuixant una mitjana mobil simple. Com que es tracta d’'una mitjana mobil simple, cada valor té
el mateix pes en el calcul, per tant, com més petita sigui la finestra temporal més sensible sera
la volatilitat. Al contrari, si treballem amb finestres temporals grans I'efecte d’un sol valor queda
molt diluit i la volatilitat no reaccionara gaire. El calcul d’'una mitjana mobil simple (SMA), per les
seves sigles en angles, és la segient:

=Yg (8)
Per a crear una grafica de con de volatilitat primer cal calcular la volatilitat historica com s’ha
indicat anteriorment i generar les diferents mitjanes maobils segons la férmula (8). El consens
d’analistes realitzen el calcul per a les finestres temporals de 20 dies, 60 dies, 90 dies, 120
dies, 180 dies i un any. En la grafica n°3 s’ha dibuixat graficament I'evolucio de la volatilitat per
a les finestres temporals mencionades. Comprovem com efectivament la SMA de 20 dies és la
més reactiva a variacions de la volatilitat, doncs un valor major o menor efecte en major
proporcié que en una SMA amb una finestra temporal més llarga. Cal puntualitzar que per
realitzar aquesta grafica, s’han computat les dades dels anys 2021, 2022 i 2023, doncs
necessitem 251 dies de I'any anterior per a calcular la mitjana mobil del primer dia del 2022 per
a la finestra temporal de 252 dies. El mateix succeeix amb les altres finestres temporals. Un
altre factor d’interés, a part de les possibles tendencies o patrons que es donen és I'ordre de
les diferents finestres temporals. Quan les finestres temporals estan ordenades de tal manera
que la finestra temporal més curta €s la que té major volatilitat i la finestra temporal més llarga
és la que té menor volatilitat, la volatilitat de I'actiu esta incrementant. Per contra, si l'ordre és
invers, la volatilitat de I'actiu esta disminuint. No és habitual que totes les finestres temporals
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estiguin alineades, pero si que ens permet fer-nos una idea del moviment i la tendéncia que
esta adoptant I'actiu objecte d’analisi.

o SMA de la volatilitat d'Apple per a diferents finestres temporals

—— 20 dies
—— 60 dies
90 dies
120 dies
180 dies
252 dies

50 4

40 +

Volatilitat (%)
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Elaboracié propia

Un cop ja tenim les dades de cada finestra temporal, cal agrupar-les en percentils per tal
d’'obtenir el con de volatilitat. D’aquesta manera obtenim el segiient con de volatilitat on
observem la volatilitat que expressa la grafica anterior, perd des d’una altra perspectiva.

Con de volatilitat d'Apple

= Percentil 0 = Percentil 60
= Percentil 10 Percentil 75
50 = Percentil 25 == Percentil 90
= Percentil 40 Percentil 100
== Percentil 50
40 1
g
-
i
E
‘;:, 30 1

10 T T T T T
20 60 90 120 180 252
Finestres temporals

Grafica n2 4 Font: Yahoo Finance
Elaboracié propia

Aquesta grafica és de gran valor en el mén professional de trading d’opcions, cobertures,
hedge funds, etc. La interpretacid6 €s senzilla, per a cada finestra temporal, ens mostra la
volatilitat classificada en diferents percentils. Una caracteristica d’aquesta grafica i el motiu que
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I'ni dona el nom és la forma conica que es dibuixa a mesura que la finestra temporal engloba
més dies. Com hem comprovat en la grafica n°3 a major finestra temporal, menor és la
volatilitat. L'objectiu dels cons de volatilitat és oferir una visi6 clara i inequivoca de la volatilitat
historica d’un actiu en un periode determinat. D’aquesta manera si volem estimar la volatilitat
dels proxims mesos seria raonable assumir que es comportara de forma similar a com ho ha fet
fins ara, a excepcié d’esdeveniments inesperats, canvis macroeconomics, etc.

També podem interpretar la volatilitat d’'un actiu comparant-la amb altres actius o algun
benchmark. En aquest cas, podem comparar la volatilitat d’Apple amb la de Microsoft i Alphabet
(empresa matriu cotitzada de Google), amb una finestra temporal de 20 dies, per exemple.

SMA de la volatilitat d'Apple, Microsoft i Google

—— AAPL 20 dias
60 —— MSFT 20 dias
—— GOOGL 20 dias

50

40

Volatilitat (%)

30

20

10
2022-01 2022-04 2022-07 2022-10 2023-01 2023-04 2023-07 2023-10 2024-01

Grafican2 s Font: Yahoo Finance

Elaboracio propia
En la grafica n° observem com Google experimenta una major volatilitat que Apple i Microsoft,
tot i que es comporti de forma similar les fluctuacions de la volatilitat historica de Google
resulten notablement més pronunciades. Podem calcular la volatilitat anual de cada actiu per
veure aquestes diferéncies. La volatilitat anual d’Apple en aquest periode és del 29,01%, pel
gue fa a Microsoft és del 30,66% i la volatilitat de Google és del 34,89%. Podriem realitzar la
mateixa comparativa amb algun index o benchmark com podria ser el Nasdag Composite.
També podriem obtenir els diferents cons de volatilitat, obtenir les distribucions dels rendiments
o calcular altres métriques. A continuacio adjunto els cons de volatilitat de Microsoft i Google.
En la grafica n°6 comprovem com Microsoft t& un con de volatilitat realment similar al d’Apple
amb valors de volatilitat historica lleugerament més alts, perd en general els percentils de
volatilitat de les diferents finestres temporals sén molt similars. Pel que fa a la grafica n°7
observem la major volatilitat que comentavem anteriorment amb el cas de Google, valors més
elevats en totes les finestres temporals i una volatilitat més persistent al llarg de les diferents
finestres temporals. Aix0 indica que, per exemple, el percentil 10 i el 90 es mantenen
relativament paral-lels des de la finestra temporal de 60 dies fins als 252 dies. Retornant a la
grafica n°4, el con de volatilitat d’Apple és el més tancat, en el sentit que els valors no estan tan
dispersos, el maxim i el minim s6n més baixos i a mesura que la finestra temporal creix la
volatilitat es va estrenyent.

A continuacio s'ha desenvolupat els cons de volatilitat de Microsoft i Alphabet. Aquesta tipologia
de grafica també s’aplica per a crear cons de betes f de mercat i, fins i tot, per a detectar
correlacié entre actius al llarg de diferents finestres temporals.
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Con de volatilitat de Microsoft
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Fins ara hem estat treballant amb les dades close to close, és a dir fent els calculs amb el preu
de tancament diari de la cotitzacid de l'actiu. Ara bé, durant el dia el preu fluctua molt més i
d’alguna manera també seria interessant considerar el minim i maxim que es marca en cada
sessié de cotitzacié i no només el preu de tancament diari. D’aquesta manera podem obtenir
més dades pel nostre estudi i un nivell de precisi6 major. Per a realitzar les estimacions
considerant el maxim i el minim ens basarem en la férmula de M. Parkinson®.

1 2
o, =k |- ?:1(lnf—z) (9)

On k, en aquest cas, sera igual a 0,601 . D'aquesta manera obtindrem la volatilitat considerant
el maxim o high (H) i minim o low (L) en angles. Aquest calcul resulta entre 2,5 i 5 vegades més
acurat® que el calcul de 'equacié numero (7).

Podem incorporar en l'equacié (9), també, el preu d’obertura i tancament de cada sessi6 de
cotitzacio. D’aquesta manera obtindrem la volatilitat considerant el OHLC, de l'anglés Open,
High, Low, Close. Una metodologia que recull els quatre valors i que permet mostrar els
coneguts grafics candlestick, realitzar analisi técnica de grafigues o fer prediccions!®. Aixi
doncs, Garman-Klass* van suggerir incorporar els quatre valors OHLC en I'equacio, d’aquesta
manera no sols incorporem quatre vegades més d’informacié en el calcul, siné que recollim la
volatilitat intradia.

oo = |- ?=1(%-(lnf—i)z—(2ln2—1)-(ln%)2) (10)

A continuacié observem les lleugeres diferéncies en el calcul de la volatilitat. Mencionar que
gracies a recollir el OHLC, Garman-Klass ens permet una major precisio a llarg termini. A més
de requerir una série de dades més curta per obtenir uns nivells de confianca similars.

Volatilitat d'Apple
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2.2 Volatilitat historica condicional

Els calculs realitzats per generar la grafica n°8 assignen un pes igual a tots els valors, doncs es
tracta d’'una mitjana mobil simple. En aquest apartat introduirem una mitjana mobil ponderada i
una mitjana mobil exponencial. La principal diferencia és que aquest model assigna un pes
diferent als valors més recents i un menor pes als valors més antics. D’aquesta manera
capturem millor i més rapid les variacions de la volatilitat de mercat en els nostres models i
I'ajust pot ser més bo. Aquesta ponderaci6é ens permet algunes bondats per ajustar els nostres
models.

Com ja s’ha mencionat anteriorment la volatilitat varia al llarg d’'una série temporal, on tindrem
epoques de major volatilitat i époques de menor volatilitat. Robert F. Engle desenvolupa una
nova visié d’estudi amb el concepte nomenat Autoregressive Conditional Heteroscedasticity
(ARCH)*. Aquest model és similar a I'equacio (7), perd amb algunes modificacions. En primer
lloc, s’assumeix una u = 0, que resulta quasi veritat. En segon lloc, s’assigna diferents pesos «;
a cada valor en funcié del moment temporal. El sumatori de totes les «; sera igual a 1.

2 _\yn L2
On = Lt=i i " Th—i

(11)

Partint d’aquesta base, Engle assumeix que existeix una variancia incondicional a llarg termini
(V). La qual també té una ponderacio en el model:

of=yV+ 3l ri, (12)

On y és la ponderacié de la variancia incondicional a llarg termini i el sumatori de totes les y
resultara 1. Ens referim a la formula de ARCH com a:

oi=w+ YL, (13)

Pocs anys després que l'equacid de ARCH, equaci6 (13), sortis a la llum, Tim Bollerslev
presenta el Generalized Autoregressive Conditional Heteroscedasticity3,una generalitzacié del
model d’Engle.

of =yV +ar?, + Bo?_, (14)

Ony+a+p=1i assumint que w = yV com s’ha mostrat en el model ARCH, tenim un model
GARCH (1,1) tal que:

of =w+ar?, + pol_, (15)
Onw > 0itambé 0 < a,B < 1 on la variancia incondicional a llarg termini (V) sera:

V=

map V1@ (16)

A continuacio detallem les caracteristiques i funcionament d'un model AR(1,1). En primer lloc,
'equacié (15) es tracta d’'un model autoregressiu de primer ordre on tenim un terme d’error
autoregressiu i un terme d’error d’heteroscedasticitat condicional de primer ordre. Generalment,
aquest model I'expressem tal que:

X, =c+pX,_; +¢ (17)

On tenim una constant ¢, un coeficient d’autoregressio ¢ i el terme d’error € que suposem que
segueix una normal. On el terme d’error és:

€ = O¢Me (18)
| la variancia condicional, o volatilitat condicional, s’expressa tal que:

O = W + algtz_l
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Aquest tipus de models econométrics ens permeten analitzar séries temporals capturant la
dinamica autoregressiva i, alhora la variabilitat de la variancia dels errors al llarg de la série
temporal. Es tracta d’'un model freqlientment utilitzat en séeries temporals financeres. Després
d’aquesta puntualitzacié podem continuar desenvolupant el model GARCH.

Per a estimar els parametres del model GARCH ho farem per maxima versemblanc¢a, assumint

que els residus ¢, = Jr—% segueixen una normal i son independents. Aixi mateix, I'optimitzacio del

logaritme neperia, o natural, de la funci6 de maxima versemblanca, ignorant els factors que
estan multiplicant els parametres resulta:

Max f(w,a,81r) = Sy (- () - ) (19)

En el model GARCH no podem multiplicar la volatilitat obtinguda per I'arrel quadrada de la
fraccio de temps per convertir la volatilitat obtinguda en altres fraccions de temps, tal i com
com feiem anteriorment amb altres metodologies de calcul. Més endavant, grafica n°9, trobaran
la prediccié del model de volatilitat GARCH (1,1) comparat amb la volatilitat calculada com a LN
del preu de tancament diari amb la formula (7) i el model EWMA gque exposem a continuacio.

L'altre model per calcular la volatilitat condicional que veurem va estar impulsat per la
companyia de gestié de riscos RiskMetrics. Aquest consisteix en una Exponentially Weighted
Moving Average (EWMA)!* de manera que:

o=JUT=D) -3 A (1, —7)? ( 20)

On 1 estableix el pes relatiu de cada rendiment del model. El model dependra del parametre 4,
també conegut com a decay factor, el qual sempre sera0 < 1 < 1.

at=1
t j—
DV

t j-1~_1
- 21:7){ = (1=2 (21)
En el cas de que A= 1 estariem calculant una SMA, assignant el mateix pes a totes les
observacions del model. Quan més proper a 0 sigui el 1 del model més rapidament s’obliden
les observacions anteriors i més pes tenen les observacions més recents. RiskMetrics

recomana aplicar un A = 0,94 per a rendiments diaris i un A = 0,97 per a rendiments mensuals.

El model EWMA té una caracteristica molt atractiva i és que a diferencia d’altres models, el
podem escriure de manera recursiva i fer-lo servir com a base per fer estimacions de volatilitat.
Tot i ser un model més sofisticat que el SMA és facil d'implementar. Assumint que la mitjana és
zero, u = 0, podem fer una prediccié, amb una confian¢ca donada, de la volatilitat de t+1.

Orre = NAG21,t|t — 1+ (1—Dr21,¢ (22)

Finalment, tot i que RiskMetrics faci unes recomanacions de quin A usar depenent de la
temporalitat, podem realitzar nosaltres mateixos I'estimacio de 4 per errors quadrats mitjans:

— 2 2
Eertlt = Ter1 = Ota1e (23)

On el valor de 4 ha de minimitzar els errors quadrats mitjans:

2
EQM, = \/%Zgﬂ (’}2+1 - Ut2+1|t(’1)) (24)
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A continuacié tenim una grafica que mostra l'evolucié de les metodologies exposades,
comparant la volatilitat condicional amb la volatilitat calculada amb la formula (7):

Volatilitat condicional d'Apple
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Elaboracio propia

Comprovem com el model EWMA captura més rapidament les varicacions de volatilitat gracies
a I'assignacio de ponderacions desiguals basades en un 1 = 0,94.

Una dltima puntualitzacio, si apliquéssim un GARCH amb y =0, a = 71— 1 i § = A obtindriem
un resultat extremadament similar a un model EWMA, ja que, el model EWMA és un cas
particular de GARCH. També mencionar que EWMA ens simplifica les estimacions, ja que
nomeés cal obtenir un parametre, en lloc de tres parametres en el cas de GARCH. Finalment, un
punt molt interessant, GARCH té reversié a la mitjana i EWMA no, ja que a + S en el model
EWMA és 1 i en GARCH resulta <1, aquest és el motiu pel qual depenent de la temporalitat
treballarem amb un A o un altre.

Aixi doncs, el calcul de la volatilitat historica ens permetra, un cop estiguem fent el pricing
d'opcions, conéixer en quin context o réegim de volatilitat ens trobem, com ens afecta la
volatilitat i ens permetra contextualitzar el preu de les opcions, entre d'altres.

2.3 Volatilitat implicita

Fins ara treballavem obtenint la volatilitat de mercat de I'actiu subjacent, calculada via diferents
metodologies i models, ara per obtenir la volatilitat implicita haurem de recérrer a les
cotitzacions de les opcions i aillar-ne la volatilitat a la qual estan cotitzant aquelles opcions en
glestid. Per fer-ho es desenvolupara un codi que faciliti I'estimacié. Per aguest motiu ens
referim a ella com a volatilitat implicita, perqué el preu de les opcions reflecteixen les
expectatives de mercat sobre la volatilitat de I'actiu subjacent en un periode de temps concret.

Per a calcular el preu d’una opcié tenim en compte el preu de l'actiu subjacent (PS), el preu
d’exercici (PE), el temps a venciment del contracte (t), la volatilitat (¢), la taxa d’interés lliure de
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risc (r) i els dividends en cas que n’hi haguessin (d). Per tant, tots els parametres sén coneguts,
o facil d’estimar, com podria ser el cas dels dividends, a excepci6 de la volatilitat.

Arribats a aquest punt cal introduir el Skew!® de volatilitat que és la funcié que relaciona la
volatilitat implicita per a diferents preus d’exercici. A continuacioé tenim tres Skews de volatilitat a
mode d’exemple:

Skew de volatilitat normal Skew de volatilitat decreixent Skew de volatilitat creixent

T T T T T T T T T
Preus d'exercici Preus d'exercici Preus d'exercici

Grafica n° 10 Font: Dades ficticies
Elaboracié propia

Si analitzem la volatilitat implicita de les opcions d’un mateix venciment comprovem com
depenent del preu d’exercici, la volatilitat varia. Prenem com a referéncia la volatilitat del preu
d’exercici el qual coincideix amb el preu del subjacent, aquest 'anomenem ATM, per les seves
sigles en anglés at the money. Depenent del tipus de mercat i d’actiu tindra un skew normal,
creixent o decreixent. A aquesta variacio s’incorpora un risc addicional en l'operativa d’opcions,
el que anomenem risc de skew de volatilitat. Generalment, els mercats de deute tenen un skew
normal, mentre que les accions i actius de renda variable solen tenir un skew decreixent,
finalment el skew creixent és caracteristic de les matéries primes.

Com hem comprovat, cada preu d’exercici té una volatilitat implicita diferent, perd aixdé no vol
dir que una opcié amb un preu d’exercici que tingui associada una volatilitat més alta sigui més
volatil, la volatilitat sempre es refereix a I'actiu subjacent. Per aix0, en el cas de les accions,
generalment tenim skews decreixents, ja que el mercat quan puja ho fa lentament, pero quan
baixa ho fa de manera brusca, en shocks de mercat. Per tant, per capturar aquesta asimetria
s’atribueix un major risc, una major volatilitat, als preus d’exercici més baixos.

A continuacid s'exposa el skew de volatilitat d'Apple pel contracte trimestral que expira el dia 21
de juny on el subjacent estava cotitzant a 170. Comprovem, com ja s'ha mencionat que el skew
de volatilitat adopta una pendent decreixent, on els strikes a lI'esquerra del ATM tenen una
volatilitat que creix a mesura que ens allunyem del ATM. Per altra banda, a la dreta del strike
ATM la volatilitat també creix perd en menor mesura. Aquest fet és dona per mdltiples raons. En
primer lloc, les put serveixen com asseguranca davant el risc de mercat, per tant, una major
demanda de puts amb strikes per sota del ATM comporta un increment dels preus, i
consequentment, un increment de la volatilitat a la qual cotitzen les opcions. Un altre factor que
podria explicar aquesta major volatilitat és I'asimetria dels rendiments dels mercats financers,
doncs les caigudes de preus solen ser rapides i de molts punts en el preu, per contra els
increments del preu acostumen a ser més progressius. Aixi mateix, un altre factor que destaca
és el salt de volatilitat entorn el strike ATM, aquest fet és deu a dos factors: el primer, I'asimetria
de volatilitat entre el costat de les call i el costat de les put, el segon motiu és que els salts dels
strike prices son cada 5 punts, o dolars, en el cas d'Apple. Simplement, mencionar que una
opcid cotitzi a x preu de prima no vol dir que el valor nominal del contracte sigui aquest, sin6
gue hem de recorrer al multiplicador per a coneixer el valor nominal real de I'operacié o del
contracte en qglestio. Pel cas d'Apple, aquestes opcions, que cotitzen en el NASDAQ Options
Market, tenen un multiplicador de 100. Es a dir, cada contracte d'opcions equival, en cas
d'exercici, a 100 accions d'Apple, per tant, el nominal de I'operaci6 sera el strike pel nominal.
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Skew de volatilitat d'Apple
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Elaboracic propia

Si en lloc de relacionar la volatilitat amb els preus de venciment d’un mateix contracte
relacionem la volatilitat amb la volatilitat ATM de diferents venciments, obtenim el que
anomenem estructura temporal®. Generalment, I'estructura temporal té una pendent positiva
doncs a major temps fins a venciment del contracte, més esdeveniments poden passar, per
aixo la part llarga cotitzara amb una volatilitat implicita major. Ara bé, en situacions d’estrés de
mercat, de gran incertesa o d’esdeveniments inesperats, la volatilitat implicita de la part curta
de l'estructura temporal incrementa molt més rapid que la volatilitat de la part llarga. Quan la
part curta de l'estructura temporal cotitza a una major volatilitat que la part llarga diem que
I'estructura temporal esta invertida, o té pendent negatiu.

Ens referim a una estructura Contango quan l'estructura temporal és normal, positiva. Per altra
banda, direm que es tracta d’'una estructura temporal en Backwardation quan [l'estructura
temporal sigui negativa. Es important comprendre la naturalesa de I'estructura temporal i les
implicacions que té, doncs ens revela molta informacio de la volatilitat implicita, les expectatives
del mercat, etc. A continuacié tenim un exemple d’estructura temporal:

Estructura temporal ATM

—— Contango
40 —— Backwardation

w
]
L

Volatilitat implicita
W
Q
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]
w
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Grafica n2 12
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Cal remarcar que la grafica n° 12 és a mode d’exemple i que en cap cas ens trobariem diverses
linies en una grafica d’estructura temporal, perd per exemplificar-ho s’han creat cinc possibles
escenaris d’estructura temporal, classificant-les segons si tenen base positiva 0 negativa. Un
cas real d’estructura temporal el trobaran en la grafica n°13.

Un factor a destacar en l'estructura temporal és la diferéncia de volatilitat que pot arribar a
existir en els venciments més curts, per altra banda, els venciments més llargs, de vuit 0 més
mesos, acostumen a ser més sticky, i en consequéncia fluctuen en menor mesura, ja que
s’espera que els shocks de mercat que poden afectar en el curt termini, en un periode de sis a
vuit mesos, per norma general, estiguin resolts. A continuacio tenim I'estructura d’Apple:

Estructura temporal d'Apple

354

301

Volatilitat implicita

254

20+

T T T T T T T T T T T
& ’6\ & Y ’Q\ ‘0": 9‘3 S & :Q o
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» » ?
Dates d'expiracié del contracte
Grafica n® 13

Observem una estructura temporal en backwardation, és a dir, amb pendent negatiu. Aquest fet
es pot donar per multiples factors, com per exemple incertesa respecte a l'accié d'Apple, un
entorn macroeconomic desfavorable, etc. En aquest cas, la companyia va publicar els resultats
trimestrals del Q1, els quals han provocat certa volatilitat en el mercat i un brusc moviment
alcista. Més enlla de les implicacions macroeconomiques o l'efecte que hagi tingut la publicacio
dels resultats ens serveix per comprovar el fet que s'exposava anteriorment, els venciments
meés proxims sén molt més sensibles a esdeveniments que els venciments a més llarg termini.

3. Historia i teoria de la valoracié d’opcions

Existeixen multiples maneres de valorar el fair value d’'una opcié. Com s’ha introduit en I'apartat
anterior hi ha diversos parametres que condicionen el preu o valor te oric d’'una opcio, pero tots
aquests parametres els podem agrupar en dos grups. Distingim entre el valor intrinsec (VI) i el
valor temporal (VT). El valor intrinsec d’'una opcié de compra, o call option, sera la diferéncia
entre el preu del subjacent i el preu d’exercici. En el cas de les opcions de venda, o put option,
el valor intrinsec es calcula com la diferéncia entre el preu d’exercici i el preu del subjacent. Per
altra banda, el valor temporal esta compost pel temps a venciment (t), la volatilitat (o), la taxa
d’interés (r) i els dividends (d). Podem entendre el VT com al preu a pagar, o cobrar, per la
incertesa futura des d’ara fins al venciment. Sumarem el VI+VT per obtenir el preu de la prima
d’'una opcidé. Ens referim a una opcié ITM, in the money, quan aquesta té valor intrinsec i direm
gue una opcid esta OTM, out of the money, quan no té valor intrinsec i només esta composta
per valor temporal.

Per a fer els calculs existeixen diverses aproximacions com ara Black-Scholes, Merton o Black
76. A continuacio es detallen les diferents metodologies.
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En primer lloc, presentarem alguns antecedents per posteriorment entrar en detall en el model
de Black-Scholes, que és el pilar mestre de la valoracié d’opcions Europees. El model
assumeix que els preus d’'una opcid no poden ser negatius i, per tant, es basen en una
distribucié que s’aproximaria a una lognormal. Puntualitzar que estem treballant amb el preu de
les opcions i no amb els rendiments de l'actiu subjacent, com féiem en la grafica n°2. Alguns
autors com ara Sprenkle, Samuelson, Baumol'” o Chen?® ja proposaven diverses férmules o
metodologies de valoracié d'opcions Europees, pero totes elles estaven incompletes i requerien
de parametres arbitraris. Per exemple, Sprenkle!® planteja la seglient formula de valoracié
d’opcions:

P, = KXN(b,) — K*CN(b,) (25)
On b, i b, s’obtenen:

1
In KX/C+E172(t*—t)

1 = -0 (26)
b, = InKX/C—3v?(t"~t) (27)

vy (t*=t)

Essent X el preu del subjacent, C el preu d’exercici, t* és el dia de venciment del contracte, t la
data d’actual, v? la variancia dels rendiments i N(b;) és la funcié6 de la densitat normal
acumulada. Ara bé, K i K* resulten parametres desconeguts a estimar. Sprenkle en la mateixa
publicacié exposa la incapacitat d’estimar aquests dos parametres, ja que K representaria el
preu esperat del subjacent a venciment entre el preu actual del subjacent i K* la taxa de
descompte basada en el risc del subjacent. Posteriorment, Samulelson?® publica un model on
existeixen també dos parametres desconeguts, a i 8. Un temps després de publicar el model,
junt amb Robert Merton?! publiqguen una nova visi6 basada en estimar el preu de les opcions
com a funcié del preu del subjacent tenint en compte el risc diversificable i els riscos inherents
indiversificable. Black-Scholes, per tant, son els primers a proposar un model on totes les
variables s6n conegudes i permet obtenir un preu o valoracié de les opcions que no depén de
parametres arbitraris. Ara bé, fent un seguit s’assumpcions: que no hi ha costos de transaccio,
gue no hi ha restriccions per vendes al descobert, que els actius son infinitament divisibles, que
el tipus d’interés és el mateix per financar-se que per financar i que 'actiu subjacent no paga
dividends durant la vida del contracte d’opci6. Aixi mateix, s’assumeix un mercat eficient sense
oportunitats d’arbitratge on els actius sense risc creixen a una taxa constant, la taxa a la que
ens referim com el tipus d'interés lliure de risc. A continuacid, tenim la férmula que presenten
Black-Scholes per a una opcié de compra, o call option:

P, = S,N(d,) — Xe "T"YN(d,) (28)
Per a una opcié de venda o put option sera:

P,=Xe "TYN(~d,) — S,N(—d,) (29)
Ond, id, son:

S a2
In(3)+|lr+=)(T-t)
d1 — (X)+( + 2 ) ( 30)

oVT-t

d,=d, — VT —t (31)

On X és el strike price, S, és el preu del subjacent en el moment t, r és el tipus d’interes lliure
de risc, T el moment d’expiracié del contracte i N(d;) és la funcié de la densitat normal
acumulada.
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Partint d’aquesta base existeixen variants, com per exemple la de Merton??, el qual incorpora el
rendiment dels dividends q en la valoraci6. Considera un dividend anual continu i publica la
férmula segient:

P. = S,e 1T-ON(d)Xe "T-ON(d,) (32)

P,=Xe "T-YN(—-d,) — S,e"1T"IN(—d,) (33)
Essent d, igual que en la formula (31) de Black-Scholes i d, la segient:

ln(%)+(r—q+a72)(T—t)

oVT-t

d, =

(34)

Finalment, mencionar el treball de Black 76 22 el qual proposa una variant per a calcular el preu
de la prima de les opcions, sempre i quan el venciment del contracte coincideixi amb
I'expiracié d’'un contracte de futurs, doncs en aquest cas el subjacent no és un actiu, com
podria ser una accié o un index, sind que és un futur o forward. Generalment, aquesta
metodologia resultara atil quan estiguem fent valoracions d’opcions per a materies primes, les
guals liquidin per entrega® o, en angles, physical delivery. D’aquesta manera el subjacent és el
preu del futur amb el mateix venciment que les opcions aixi, si el contracte d’opcions expira
amb valor s’abonara el preu establert, el strike price, i es liquidara entregant la mercaderia, sin6é
el contracte expirara sense valor. També es pot usar per al calcul prenent com a subjacent un
contracte de futurs per diferéncia o, en anglés, cash settlement, perd no és tan habitual. Aixi
doncs, la formula que proposa és:

P, =e "TO(FN(d,) — XN(d;)) (35)

P, = e TT"9(XN(—d,) — FN(—d,)) (36)
On d, seraigual que en la férmula (31) de Black-Scholes i d; s’expressa:

2
_ ln(;)+%(T—t)
dy == ——— (37)
Per tant, comprovem que en lloc de treballar amb S, que expressa el preu del subjacent,

treballem amb F que expressa el preu del futur de referéncia.

Per exemplificar les diferencies en la metodologia de calcul, s’ha realitzat una simulacié dels
tres models prenent com a referéncia les dades seguents: Strike price 100, preu del subjacent
105, preu del futur 105, mig any pel venciment del contracte d’opci6 i del futur, una taxa lliure
de risc del 5%, una volatilitat del 25% anual i un dividend anual del 10%. Obtenim el seglient
output:

Model Preu tedric de 1'opcid

Black-5choles 11.4774

Merton 8.18873

Black-76 9.74584
Taula n23

Les diferéncies de preu es deuen a les diferents metodologies de calcul i a les variables que el
condicionen, com per exemple, en el cas de Merton el dividend anual o en el cas de Black 76 el
futur del subjacent. Degut als avantatges i la senzillesa del calcul de la formula de Black-
Scholes, d’ara endavant treballarem basant-nos en aquesta formula.
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3.1 Sensibilitats

La férmula de Black-Scholes ens permet calcular sensibilitats?®, realitzant derivades per
coneixer la variacié del preu de la prima de I'opcio en relacié a una variable en concret, com ara
la variacio del preu del subjacent, el pas del temps, la variacié de la volatilitat del mercat o un
canvi en els tipus d’interés, entre daltres. Aquestes sensibilitats s’expressen amb lletres
gregues, d’aqui que també ens referim a elles simplement com a gregues, en lloc de
sensibilitats. Existeixen cinc gregues principals que soén: Delta, Gamma, Theta, Vega i Rho.

Delta § expressa la variacié de la prima de I'opcio (P;) en relacié a la variacio del preu de l'actiu
subjacent (AS). S’expressa com a la primera derivada de la prima respecte al preu de l'actiu
subjacent:

_ ap;
T das

(38)

Es a dir delta expressa la variacid que experimenta la prima de I'opcié davant del moviment
d’'un punt, o tick?, de I'actiu subjacent. Quan I'opcié estigui OTM el & tendira a 0, quan I'opcid
estigui ATM el § sera molt proxim a 0,5 i quan I'opci6 estigui ITM el § tendira a 1. Per aixo, la
suma del delta, en valor absolut, d’'un call i una put del mateix strike price i del mateix
venciment sera 1, o extremadament proxim a la unitat.

Gamma y és la segona derivada de la prima de I'opci6 respecte al preu de I'actiu subjacent. Es
a dir, expressa el canvi del delta en funcié del moviment del subjacent:

__d?p; _ d§
Y = 2452 = aas

(39)

Gamma té signe positiu per les opcions comprades, y > 0 i signe negatiu per les opcions
venudes y < 0. No confondre amb opcions de compra, call, i opcions de venda, put. Un altre
factor a puntualitzar és que la gamma d’una opcié sera maxim ATM i disminueix quan el preu
del subjacent s’allunya del strike price, posteriorment s’exprsara aquest fet graficament per una
millor comprensio.

Theta & mostra la variacié de la prima de I'opcid en funcio del temps a venciment (T). Es a dir,
guan varia el preu de I'opcio pel simple pas del temps. Les opcions perden valor, en termes de
valor temporal, a mesura que s’acosta el venciment del contracte.

g =2 (40)

Aixi doncs, theta mesura la perdua de valor de la prima en funcié del pas del temps. Theta sera
negativa en les opcions comprades i positiva en les opcions vengudes. El valor absolut de theta
sera maxim ATM i incrementara amb el pas del temps, creixent rapidament els Gltims dies
abans del venciment del contracte. Com comprovarem posteriorment, existeix una important
correlacié entre gamma i theta.

Vega v expressa la variacié que experimenta la prima en funcié de la volatilitat implicita. Es a
dir, ens indica la variacio del preu de I'opcié davant la fluctuacié d’'un punt percentual de la
volatilitat implicita.

— ap
v=— (41)
Les opcions comprades tindran una vega positiva i les opcions vengudes una vega negativa.
Novament, la vega sera maxima ATM i disminuira a mesura que el preu del subjacent s’allunyi
del strike. Un altre punt a remarcar és que a mesura que falta menys pel venciment, la vega va

disminuint, fent que 'efecte de la volatilitat implicita sigui cada cop menor.
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Rho p mostra la variacié del preu de les opcions en funcié del canvi en els tipus d’interés (r) de
referéncia, el risk-free rate. Com que usem els tipus d’interés per fer calculs de time value of
money 27 rho resulta una variable important per conéixer com pot afectar una variacié, d’'un punt
percentual, dels tipus d’interés en el cost de mantenir la posicio al llarg del temps.

p="1 (42)
Quan major sigui el preu del subjacent i major sigui el temps a venciment, I'efecte de rho en el
preu de les opcions sera major. Rho és positiva per a opcions calls comprades i puts venudes.
D’altra banda, sera negativa per calls venudes i puts comprades. Un punt a destacar és que rho
mesura la variacio de la prima en funcié d'un increment o disminucié dels tipus d’interés del
1%, és a dir 100bps, de les sigles en anglés basis points. Ara bé, rarament el tipus d’interés de
referencia que fem servir per el calcul fluctuara tant drasticamnent. Sempre es procurara
pendre com a referéncia un benchmark adient a les opcions que volem valorar, doncs
procurarem que el tipus d’interés que fem servir sigui adequat amb la geografia de les opcions
que volem valorar i la temporalitat.

4. Obtencio de la volatilitat implicita

Com hem vist, per obtenir el preu d’'una opci6 necessitem, d’alguna manera, obtenir la volatilitat
de mercat, la volatilitat implicita. Per fer aixd caldria aillar o de la férmula (27) o (28) de Black-
Scholes, ara bé degut a la impossibilitat d’aillar aquesta variable per resoldre de manera directa
la volatilitat, cal usar metodologies iteratives o d’optimitzacio. Per fer-ho, usarem la metodologia
de Newton-Raphson?, la qual ens permetra anar iterant fins que el preu de mercat de I'opcio
coincideixi amb el preu que calculem amb Black-Scholes, d’aquesta manera, quan els dos
valors coincideixin, ja coneixerem la volatilitat implicita. La metodologia de calcul resulta
senzilla i es tracta de comencar per un valor estimat i anar iterant en base a:

f(xn)
Xn+1 = Xp — fl(xr;) (43)

Quan el valor estimat i el valor real coincideixen, o s6n extremadament similars, podem dir que
ja hem obtingut I'arrel, o la solucid. A continuacié s’exposa aquest fet graficament, partint de les
dades del model Black-Scholes de la taula n°3.

Estimacio de la VI iterant per Newton-Raphson

25

e M
—— Simulacié de preus

201

Prima de I'opcié

T
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Volatilitat (%)
Grafica n2 14

La linia discontinua mostra el preu teoric de I'opcié, 11,4774 i la linia de color blau exposa el
preu teoric per a diferents valors de volatilitat. El punt de tall entre ambdues linies és del 25%
gue és la volatilitat que vam introduir per a calcular el preu teoric de I'opcié en la taula n°3.
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A continuacié adjunto un codi®® de Python®° desenvolupat per aillar la volatilitat implicita d'una
call:

import numpy as np
from scipy import stats, optimize

def black scholes call(S, K, T, r, v): #Definim funcid black scholes

dl (np.log(S / K) + (r + 0.5 * v ** 2) * T) / (v * np.sqrt(T))

d2 = dl - v * np.sqrt(T)

return S * stats.norm.cdf(dl) - K * np.exp(-r * T) *
stats.norm.cdf (d2)

def vola implicita(s, K, T, r, preu): #Definim funcid objectiu
funcio objectiu = lambda v: black scholes call(s, K, T, r, v) -
preu
return optimize.newton (funcio objectiu, 0.20)

S, XK, T, r, preu = 105,100,0.5,0.05,11.4774 #Introduim els parametres
vola imp = round(vola implicita(s, K, T, r, preu) * 100, 3)

print ("La volatilitat implicita és del", vola imp, "3%")

Per aillar la volatilitat implicita d’'una put:

import numpy as np
from scipy import stats, optimize

def black scholes put(S, K, T, r, v): #Definim funcid black scholes
dl (np.log(S / K) + (r + 0.5 * v ** 2) * T) / (v * np.sqrt(T))
d2 = dl - v * np.sqrt(T)
return K * np.exp(-r * T) * stats.norm.cdf(-d2) - S *
stats.norm.cdf (-dl)

def vola implicita(s, K, T, r, preu): #Definim funcid objectiu
funcio objectiu = lambda v: black scholes put(S, K, T, r, v) -
preu
return optimize.newton (funcio objectiu, 0.20)
S, K, T, r, preu = 105,100,0.5,0.05,4.0084 #Introduim els parametres

vola imp = round(vola implicita(s, K, T, r, preu) * 100, 3)

print ("La volatilitat implicita és del", vola imp, "3%")
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5. Simulacié d'opcions i payoff

Coneixent com obtenir la volatilitat implicita ja podem calcular el possible payoff, o possible
pérdues i guanys, de la prima d'una opcié. Aquest ens mostra el potencial benefici i pérdua de
manera grafica per als diferents strikes. A continuacid tenim la representaci6 d'una call i d'una
put, comprades i venudes, realitzant els calculs amb la férmula (28) i (29) respectivament.

Payoff en funcié del temps a venciment
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Elaboracio propia

En primer lloc, al comprar una opci6, ja sigui una call o una put, estem pagant una prima, per
tenir el dret a comprar o vendre, per aixo, el payoff de l'opcidé en el preu d'exercici 100, és
negatiu, doncs la opcidé esta OTM i no té valor, ja que el subjacent esta en 105. Ara bé, en el
cas de la call, el 111,4774 és el break even, és a dir, el punt a partir del qual la nostra opcié ens
comenca a reportar beneficis. Aquest valor s'obté de la suma del nostre strike i la prima
pagada. Pel que fa a la put, el break even esta en 95,99. El calcul resulta l'invers que el de la
call, en aquest cas, cal fer la diferencia entre el strike i la prima pagada. Per a les opcions
vengudes els papers es giren i cobrem una prima per comprometre’ns a comprar o vendre en
un cert strike, a canvi d'aquesta obligaci6, ingressem una prima. En el cas de la venda de call
obtindrem beneficis, sempre i quan el subjacent no superi el strike més la prima, és a dir, per
sota dels 111,4774 obtenim beneficis i per sobre d'aquest nivell comencen les perdues. Pel que
fa a la venda de put ingressem la prima i, sempre que el preu del subjacent es mantingui per
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sobre del 95,99, obtenim beneficis, per sota d'aquest nivell, la nostra venda comencara a
incérrer en perdues.

En aquest cas s'ha suposat una opcié que expira d'aqui a mig any, per tant, la grafica n°17
mostra l'evolucié, des del primer dia fins al dia d'expiracié del contracte, on ja han passat els
cent vint dies. Aixi doncs, comprovem com a mesura que s'acosta la data de venciment, l'opci6
va perdent valor temporal, fins al moment d'expiracio, on ja han transcorregut els cent vint dies i
l'opcié només té valor intrinsec. Comprovem aquest fet a continuacié on es desglossa el valor
intrinsec i valor temporal de I'opcié quan han passat 30 dies de la creacio de l'opci6, o el que és
el mateix, quan falten 90 dies. No confondre's en aquest punt, doncs el que es representa a
continuacioé és la linia de color groc de la grafica n°15, C/ Call, on falten 90 dies pel venciment
de I'opcio, desglossant el valor intrinsec i el valor temporal per a cada valor de |'actiu subjacent.

Composicié del valor de I'opcié a 90 dies de venciment

= \alor intrinsec
Valor temporal
+ Valor tedric de I'opcid
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Grafica n? 16

Cio propia
Comprovem com el valor tedric de I'opcié esta compost per la suma del valor intrinsec i el valor
temporal. En aquest cas, en una compra de call, existeix valor intrinsec quan el preu del
subjacent és major que el preu d'exercici, ja que ens permet comprar a un preu menor. Per
aixo, no existeix valor intrinsec per sota del nostre strike, que és 100. Per altra banda,
comprovem que el valor temporal és maxim quan el preu d'exercici i el preu del subjacent
coincideixen. Un fet a destacar és que el valor temporal decreix pel pas del temps, per tant, si
agafem com a referencia el preu d'exercici 100, amb el preu del subjacent a 105 el valor
intrinsec sera 5 i seguira sent 5, per a una call comprada indiferentment del temps a venciment.
Obtenim el valor intrinsec fent la diferéncia, entre el preu del subjacent i el preu d'exercici de
l'opcié en questio, tal i com ja s'ha esmentat. Un altre factor que té influéncia en el valor
temporal és la volatilitat, doncs aquesta, expressa la potencial desviacio, o moviment, del preu.
Per tant, si comprenem que el valor temporal recull la incertesa de mercat fins a venciment, a
major volatilitat major incertesa i, per tant, el valor temporal sera major. Per aquest mateix
motiu, a mesura que s'acosta el venciment, el valor temporal és menor, ja que la incertesa va
desapareixent i el temps perquée succeeixi algun esdeveniment inesperat és menor.

Ara bé, el valor temporal decreix amb el temps, com acabem d'esmentar, pero experimenta una
pérdua, o un pendent, més lleuger a l'inici i s'incrementa els dltims dies abans del venciment.
Acostuma a ser els ultims 45 - 30 dies on s'experimenta una pérdua substancial del valor
temporal. Observem graficament el mencionat, en la seglent grafica n°17. Aquesta pérdua del
valor temporal reflecteix la menor probabilitat de qué I'opcié fluctui i expiri amb o sense valor,
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doncs els dies perqué expiri cada vegada sén menys i, per tant, les possibilitats es redueixen.
Aguest fet explica perque, a l'inici de la vida de l'opci6, el simple pas d'un dia no causa un
deteriorament notable del valor temporal, ja que és indiferent que faltin 120 dies o 119. Ara bé,
quan en falten 10 o 9 la diferéncia ja és més notable, doncs al final, d'un dia per l'altre és perd
un 10% de la vida del contracte. Aprofundirem en aquest fet quan desenvolupem l'estudi del
comportament de la theta, doncs veurem com theta incrementa notablement els dltims dies del
contracte d'opcio.

Pérdua de valor temporal pel pas del temps
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Grafican2 17

Com ja s'ha mencionat anteriorment la influéncia de la volatilitat en el preu de les opcions
resulta una variable clau a seguir, doncs té una influéncia notable en el preu. A major volatilitat
més cares seran les primes de les opcions, doncs la volatilitat és la variable que recull el risc de
mercat associat, d'aqui la importancia de coneixer i analitzar correctament la volatilitat historica.

En les taules n°4 i n°% podem comprovar aquest fet. Els calculs s'han realitzat seguint els
parametres seglents: mig any a venciment, un tipus d’interés del 5%, un strike de 100, el
subjacent cotitzant a 105 en la taula n°4 i a 95 en la taula n° i les diferents volatilitats
s’expressen en les taules.

Volatilitats Preu CALL  Preu PUT Volatilitats  Preu CALL  Preu PUT
.05 7.7322 0.019673 8.es 8.451237 2.98223
8.1 8.22353 ©.510999 0.1 1.63501 4.16601
8.2 10.3662 2.65364 9.2 4.25454 6.78553
8.3 12.9441 5.2316 6.3 6.9282 9.459139
6.4 15.6395 7.92696 0.4 9.66723 12.1382
o5 12,3739 10.6614 8.5 12.2791 14.8101

1 21,9687 4. 2482 1 25.3528 27.8838
1 2t 28 514 36 801c 1.25 31.6198 34.1508
1= 14,3262 37 1137 1.5 37.6479 48.1789

Taula no4 Taula nes
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Dos punts a mencionar; el primer, la diferéncia entre el preu de les call i puts es veu influenciat
pel valor intrinsec. En la taula n°4 les call estan 5 punts ITM i les puts només tenen valor
temporal, ja que estan 5 punts OTM. En la taula n° tenim un cas invers, on les put estan 5
punts ITM i les calls 5 punts OTM. El segon punt a destacar, és el preu lleugerament més
elevat de les calls. Aquest fet es pot donar per multiples causes, una de les quals pot ser les
expectatives futures de mercat. Es a dir, si els inversors estan adquirint el dret a comprar el
subjacent és precisament perque esperen que en un futur el preu del subjacent sera més
elevat, i es volen assegurar el fet de poder comprar l'actiu a un preu més baix que el de mercat
en t+6 mesos, per exemple.

5.1 Simulacié de sensibilitats

Arribats a aquest punt, ens falta conéixer com poden influir en el preu de les opcions, canvis en
el preu del subjacent, el pas del temps o la volatilitat. Com ja s’ha introduit, les sensibilitats®!
ens permeten fer aquests calculs per estimar I'efecte en el preu d’aquestes fluctuacions. A
continuacio, tenim la simulacié de les sensibilitats d’'una call comprada a diferents dies fins a
venciment. Es a dir, des de 0 fins a 252 dies a venciment. D’aquesta manera podem observar
com varien les sensibilitats. Destacar que el preu del subjacent és 100, la volatilitat anual és del
25% i el tipus d’interés del 5%.

Sensibilitats d'una Call comprada

1.0 1 —— 0 dies 0.12 —— 0 dies
10 dies 10 dies
30 dies 0.10 4 —— 30 dies
0.8 7 90 dies —— 90 dies
252 dies —— 252 dies
0.08

Delta
Gamma
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0.00
0.4 1
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En primer lloc, delta de l'opcié ens mostra la sensibilitat davant de canvis del preu del
subjacent, com ja hem vist anteriorment. Aquesta sensibilitat és cada vegada major, doncs
guan falten 252 dies a venciment la corba és més plana i a mesura que els dies a venciment es
redueixen va prenent un caracter binomial, fins arribar al moment de I'expiracié del contracte on
el delta sera o bé 1 si I'opci6 esta ITM, i té valor, o bé 0 si 'opci6 esta OTM, i no té valor. També
fem servir el delta com la probabilitat de que, a venciment, I'opcié tingui valor, doncs la
metodologia de calcul no deixa de ser la funcié de distribucié acumulada de probabilitat®?, o dit
d’'una altra manera, la probabilitat que la variable aleatoria, en el nostre cas I'actiu subjacent,
sigui igual o menor a x, en el nostre cas el preu d’exercici. Un fet similar al que ens mostren les
taules de la distribucié normal estandard. El delta és positiu per la compra de call i per la venda
de put, sera negatiu per la compra de put i per la venda de call. Aquest fet, €s dona perqué tant
la compra de call com la venda de put son posicions alcistes i es beneficien de l'increment del
preu del subjacent. Hi ha inversors o estratégies d'inversid que cobreixen el delta, conegut com
a delta hedging®, aixo implica que els beneficis i pérdues vindran pel pas del temps i de
variacions de la volatilitat implicita, perd no del moviment del subjacent, eliminant el factor de
risc de mercat per la variacié del preu. Aquest tipus d’estratégies les anomenem no
direccionals. A continuacio es facilita la férmula pel calcul del delta:

§=e " T-N(-dy) (44)

On e es la base del LN elevat al tipus d’interés invers o negatiu pel temps a venciment i N(d,)
és la funcio de distribucié acumulada, tal i com s’exposa en la formula (28). Pel que fa a d, cal
recorrer a la férmula (30), especificada anteriorment en la valoracié d’opcions.

Gamma®* mesura la variacié de delta en funcié del subjacent, o el que és el mateix, la segona
derivada de la variaci6é de la prima respecte al subjacent. Comprovem que quan falten 252
dies a venciment, l'efecte que t¢ gamma és baix, doncs la variacié del preu del subjacent
tampoc efecte excessivament en el preu de l'opcid. Ara bé, el pas del temps accentua el
gamma, sobretot els valors més proxims al ATM, que en el nostre cas és 100. Observem
aquest fet amb l'important increment que experimenta gamma a 10 dies pel venciment, ja que a
tan pocs dies un lleuger moviment del subjacent pot fer que l'opcio tingui valor o no. El calcul
resulta el seglent:

_e " TN@y

y - S-a~\/7 ( 45)

Observem que és similar al calcul del delta, perd en aquest cas dividim el delta entre el preu del
subjacent per la volatilitat per l'arrel del temps a venciment. La gamma sera positiva en les
opcions comprades i negativa en les opcions vengudes.

Theta exposa la variacié de la prima respecte al pas del temps i mesura la péerdua o
deteriorament del valor temporal. Com ja hem vist, el valor temporal decreix lentament quan
falten molts dies pel venciment, perd s'accelera els ultims dies de la vida del contracte.
Evidenciem aquest fet de manera molt visual en la grafica n°18 on theta resulta maxim ATM i
creix a mesura que passa el temps. Un fet a destacar és que gamma i theta es comporten de
manera inversa i guarden una alta correlacié. Theta, per tant, sera negativa per les opcions
comprades i positiva per les opcions vengudes. Aquest fet es dona perqué si tenim una opcié
comprada, el pas del temps ens perjudica, doncs falta menys perque expiri el contracte i
perdrem el dret que vam adquirir. Per contra, si estem venuts d'opcions, el pas del temps ens
beneficia, doncs falta menys perqué expiri el compromis o l'obligacié que tenim. A més, la
pérdua de valor temporal pel pas del temps fa que la prima sigui menor, com s’ha vist en la
grafica n°17, per tant, si vam comprar una opci6 fa un any i actualment només faltant 3 mesos
perqué expiri, el valor temporal haura caigut notablement, reduint el preu de la prima. Aixi
mateix si vam vendre I'opcié fa un any, la pérdua de valor temporal fa que la prima sigui més
barata i, per tant, ens beneficiem del pas del temps. Un punt a destacar en la grafica de theta
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€s que quan falten pocs dies a venciment, el valor de theta en les opciones que estan molt ITM,
per exemple el preu d’exercici 110 o 120, theta és lleugerament positiu. Aquest fet indica que el
pas del temps no sols no resta valor a la prima, siné que l'incrementa lleugerament. Aix0 és
degut a la metodologia de calcul que tenim a continuacié; formula (46). Ja que la funcié de
probabilitat acumulada de d, resulta major que la resta de la fraccio, per aquest motiu obtenim
valors lleugerament positius. Ara bé, en cap cas, en situacié de mercat real ens trobarem que el
pas del temps incrementi el valor temporal de la prima d’'una opcid, aquesta alteraci6 només la
trobarem a nivell tedric.

9=r-K-e‘r‘T-N(—d2)—% (46)

Per d, igual a la formula (31) de I'equacié de Black Scholes.

Finalment, vega recull la variacié de la prima en funcié de la volatilitat. Observem com vega és
maxim ATM. També destacar que l'efecte de la volatilitat disminueix conforme s'aproxima el
venciment, per aix0 vega sera major quan faltin 252 dies a venciment que quan faltin 10 dies
per I'expiracié del contracte. La prima de les opcions augmenta o disminueix en funcié
d'augments o disminucions de la volatilitat implicita, i com hem vist, la volatilitat implicita fluctua
en funcié del moviment del subjacent, perd també en funcié d'altres parametres com ara les
expectatives de mercat, la demanda, etc. Vega sera positiva per opcions comprades i negativa
per opcions venudes, ja que si la volatilitat augmenta el preu de les opcions també ho fara, fet
gue beneficia als compradors i perjudica els venedors. El calcul de vega és el seglient:

v=5S-vT-N(d,) (47)

En la grafica n°19 s'han calculat les correlacions de les diferents sensibilitats exposades
anteriorment i es mostren en un mapa de calor. En primer lloc, destaca l'alta correlacié entre el
delta i el subjacent®, fet que té molt sentit si recordem que delta és la primera derivada de la
prima respecte al subjacent. Per tant, quan major sigui el preu del subjacent, el delta sera
major, més proxim a 1, i viceversa.

Matriu de correlacions

100
1.00 L A .
0.75
n B
-0.25

- 0.00

Subjacent

Delta

Gamma

-—-0.25

Theta

--0.50

-0.75

Vega

1 1 1 1
Subjacent Delta Gamma Theta Vega

Grafica n2 19

En segon lloc, també la correlacié que observavem en la grafica n°18 on gamma i theta es
comporten de manera inversa, fet que comprovem amb aquesta correlacié negativa del -0,91.
Com ja hem exposat, ATM gamma és maxim, per tant, al tenir correlacio inversa amb theta, el
pas del temps quan el subjacent esta ATM és menor, doncs el valor que es perd per theta es
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compensa per lincrement de gamma, aixd explica aquesta alta correlacié inversa entre les
dues sensibilitats. A part del que hem esmentat, les altres correlacions son insignificants i no
presenten valors elevats com per prestar-los atencio.

Fins aqui hem observat com evolucionen les diferents sensibilitats®®, o gregues, de manera
independent, en funcié del pas del temps, de I'evolucié del preu del subjacent o de la volatilitat
aplicant ceteris paribus als altres parametres. Pero aquestes condicions sén poc realistes,
doncs en un dia de cotitzacié el temps passa, el subjacent fluctua i la volatilitat també. Per tant,
les sensibilitats han de treballar de forma conjunta per anar readaptant el preu de l'opcio. Es a
dir, a mercat, la fluctuacio del preu d'una opcié es deu a la combinacié de tots, o practicament
tots, els inputs. A continuacié, podem visualitzar les dades que tenim, les mateixes que s'han
usat per generar la grafica n°18, pero des d'una altra perspectiva i de manera agregada, sense
discriminar per temporalitats. Seguidament, tenim una representacié de la dispersio dels valors
de les sensibilitats en un box plot.

Boxplot de les sensibilitats
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En primer lloc, destaca la gran dispersio i la quantitat de valors atipics que tenen les variables
gamma i theta. Aquest fet s'explica pel fort increment, en valor absolut, d'aquestes variables
ATM quan el temps a venciment és baix, tal com s'’ha observat en la grafica n°18. Delta té una
dispersié menor pel simple fet que els seus valors estan compresos entre 0 i 1, en aquest cas.
Finalment, vega mostra, també certa dispersio, pero lliure de valors atipics. Ara bé, si en la
mostra, els dies a venciment fossin majors, la dispersié augmentaria, ja que la vega creixeria
rapidament, en aguest cas el temps a venciment maxim és de 252 dies.

Aixi doncs, comprovem com l'efecte o influéncia que pot tenir cada sensibilitat en I'explicacio de
la variacié del preu de la prima depéen de mdultiples factors com ara la volatilitat, el temps a
venciment, la proximitat o0 moneyness, del preu del subjacent al strike, etc. A més, cal notar que
l'escala és diferent, és a dir, algunes variables influeixen molt més que d'altres, ja que no és el
mateix I'efecte de delta degut a la variacio del preu del subjacent, que I'efecte que tindra vega a
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causa de la variacié de la volatilitat en la prima. Per exemplificar aquest fet, seguirem amb les
dades d'exemples anteriors on el strike és 100, el preu del subjacent a l'obertura de la sessi6 és
105, falta mig any a venciment i tenim un 25% de volatilitat; la call estara valorada en 11,4774 i
delta sera de 0,6684. Aixi doncs, si assumim que en el mateix dia el subjacent incrementa un
punt, és a dir S=106, la call valdra 12,1458.

Finalment, com comentavem, la fluctuacié de la prima de les opcions es veu afectada per tots
els inputs i resulta impossible crear un model o equacié que determini l'efecte conjunt de la
variacio del subjacent, a I'hora del pas del temps i la volatilitat, doncs tenen un efecte reciproc
entre si. No tindria cap sentit crear un model com per exemple el segiient:

prima=Ly+ L, 6+L, v+PBs-0+pL,-v+e (48)

Primer, perque la prima no esta composta per delta, gamma, theta i vega, siné que aquestes
gregues expliquen com fluctua la prima, és a dir, com afecten els inputs. Segon, perqué quan el
subjacent, per exemple, varii un punt, la prima es veu afectada per delta, fet que obliga a
recalcular totes les altres derivades. Ja que recordem, totes les sensibilitats sén la derivada de
X respecte a la prima, per tant, si la prima varia s’hauria de recalcular la derivada a I'hora que es
modifica la prima, fet matematicament impossible d'implementar. Per aquest motiu, la férmula
de Black-Scholes és la més acceptada entre el concens d’analistes i no existeixen formules que
millorin notablement la precisié del model. A més, recordem que Black-Scholes assumeix que
els rendiments de mercat es distribueixen segons una normal, fet que des de linici del treball
hem exposat que no és aixi. En l'actualitat, i des de ja fa uns anys, els dealers o market makers
apliguen técniques més avancades i precises com ara machine leamning o Al. Aquests models
es basen en xarxes neuronals®, logica difusa, deep learning®, entre d'altres i fins i tot, es crea
un mixt entre diferents técniques de machine learning.

A causa de la gran complexitat técnica d'aquestes metodologies de tractament de dades com
ara el deep learning, en aquest treball no entrarem en la valoraci6 d'opcions via aquestes
metodologies, perd deixem la porta oberta a realitzar futurs treballs academics que donin
continuitat a aquest treball i aprofundeixin en aquestes tecnologies d'avantguarda. No obstant
aixo, per si els lectors volen coneixer més a fons com es fa la valoracié d'opcions avui en dia,
trobaran un apartat de futures linies de recerca on s'esbossa la metodologia i les limitacions
gue ja hem anat veient amb el calcul convencional via la formula (28) de Black-Scholes.
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Conclusions

En primer lloc, responent a les preguntes plantejades inicialment i, tal com hem vist al llarg del
treball, I'obtencié de la volatilitat i la valoracié d'opcions no sén una ciéncia exacte, és a dir,
depenent de la metodologia i les assumpcions que fem, obtenim uns resultats o uns altres.
Aquest fet explica perqué dos analistes que segueixen el mateix actiu tenen unes expectatives
diferents, doncs un estara aplicant una metodologia i I'altre una de diferent, condicionant la
seva percepcié del risc de mercat. Com hem obsevat en les grafiques n°8 i n°9, la volatilitat
historica varia lleugerament, en funcié de la metodologia de calcul, efectant les expectatives
futures de l'analista. Tot i tractar-se d'un treball quantitatiu, resulta cabdal la interpretacio
humana i per aix0 es realitzen els cons de volatilitat, grafica n°4, els quals permeten una
comprensio clara de la volatilitat historica en el periode d'estudi.

Un altre punt a destacar, és la importancia del skew de volatilitat i I'estructura temporal, dues
grafiques que tot analista té sempre a la vista, ja que faciliten una gran quantitat d'informacié de
manera rapida i visual. En aquest cas, tant el skew com l'estructura temporal seran els
mateixos per a tothom, doncs aquests valors de volatilitat implicita els estableix el propi mercat.
Aixi mateix, per obtenir la volatilitat implicita de mercat podem aproximar el calcul des de Black-
Scholes mitjangant el script que s'ha desenvolupat, tot i que té certes limitacions com ja hem
comprovat. Aixi mateix, la relacié i interpretacié entre la volatilitat historica i implicita ens
permetra contextualitzar la volatilitat actual de mercat dins de la situacié historica per tal de
prendre decisions.

Passant a la valoracié d'opcions, hem comprovat que l'aproximacié realitzada per Black-
Scholes resulta la més encertada, tot i les grans limitacions d'aquest model, com ara els
rendiments de mercat que no es distribueixen segons una normal, grafica n°2. Aquest fet,
implica que quan calculem la funci6 de densitat normal acumulada no recollim les
caracteristiques de la distribucio dels rendiments, com el risc de cues pesades i certa asimetria.
De tota manera, aquest model ens permet fer aproximacions teoriques a la valoracié d'opcions i
comprendre la variacié del preu o valor de la prima, en funcié de diferents inputs que
condicionen la formacio6 de preus.

Desenvolupant la valoracié d'opcions, ens hem adonat que la prima pot estar formada per valor
temporal i valor intrinsec, on la suma d'ambdéds recull el valor de la prima, grafica n°16. On
l'obtencio del valor intrinsec resulta inequivoc, pero l'estimacié del valor temporal presenta
majors dificultats. Com s'ha demostrat, el valor temporal recull la possibilitat de que l'opcié
expiri amb valor, per tant, aquesta variable, conformada per multiples subvariables, recull la
incertesa futura fins a I'expiracio del contracte. Aixi mateix, la variacié del valor temporal estara
condicionada, principalment, pel pas del temps i la volatilitat de mercat.

Finalment, per donar resposta i comprendre com efecte cadascun dels inputs principals en la
variacio del preu de la prima s'ha realitzat una exploracié de sensibilitats. On s’ha simulat la
variacié de la prima en funcié de la variacié del subjacent, el pas del temps i la volatilitat. Ara
bé, a causa de la complexitat técnica i la incapacitat de realitzar I'aproximacié de la variacié de
la prima mitjangant técnigues convencionals, no s'ha pogut donar resposta a com treballen les
diferents sensibilitats de manera conjunta. Per afrontar aquest punt, caldria portar a terme una
profunda recerca i desenvolupar algun model que abordi el problema via machine learning o Al.
Ja que gracies a la no-linealitat d'aquestes metodologies i a la naturalesa del problema a
resoldre, amb el coneixement i tecnologia actual, només podem realitzar l'aproximacié per
alguna d'aquestes vies, aplicant la tecnologia més puntera.
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Futures linies de recerca

Com anticipavem abans de les conclusions, a dia d'avui el pricing d'opcions es realitza amb
tecniques més avancgades que eviten l'assumpcié esbiaixada i erronia de Black-Scholes dels
rendiments normals, tal com s'ha exposat des de l'inici del treball. Proximes linies d'investigacio
haurien d'anar encarades a recopilar dades de forma massiva de mercat, englobant preu
d'exercici, preu de la prima de les opcions, volatilitat implicita, cotitzacié del subjacent, temps a
venciment i taxa d'interés lliure de risc per a cada valor. Un cop recopilada tota la data de forma
massiva es pot iniciar a plantejar algun model de machine learning per entrenar. Caldra
determinar molt bé quin resulta el model més adequat, optimitzar-lo i fer els respectius testos.
Ara bé, el principal repte esdevindra en evitar o intentar mitigar I'efecte de multiples biaixos que
afegeixen soroll®®, com ara el biaix de supervivéncia®® o el biaix de seleccié de les dades*,
entre d'altres. Poden consultar treballs ja realitzats en aquest cami com aquest*? de Stanford,
on usen la llibreria Keras per desenvolupar una xarxa neuronal o aquest*® altre publicat a
International Journal of Financial Studies on apliqguen Al per a generar enginyeria inversa del
preu de les opcions.

Valoracio

Des d'un inici existia una alta motivacio i afany per comprendre millor la part quantitativa de la
valoracié de les opcions, un producte financer amb una historia relativament curta. La idea
inicial es tractava de veure les diferents metodologies de valoracié que s'han proposat pels
autors més rellevants pero al veure la importancia de la volatilitat com a variable clau, es va
decidir incorporar un minucios i detallat estudi de la volatilitat per comprendre aquest factor
abans d'entrar en la modelitzaci6 de la valoracié d'opcions.

L'etapa inicial va consistir en fer una gran recerca de publicacions i articles per a comprendre
com funcionen els models de valoracio d'opcions, quines son les variables i de que es compon
el valor de la prima. Posteriorment, tot desenvolupant el treball s'ha hagut d'afrontar infinitat de
reptes com ara la complexitat dels articles consultats, els models proposats pels autors o
dificultats técniques a I'hora de fer el tractament de les dades en Python. Ara bé, totes aquestes
dificultats han derivat en una profunda comprensié del tema alhora que desenvolupava
I'habilitat de programar en aquest llenguatge. Mencionar també la dificultat d'obtenir dades de
mercat reals, ja que la gran majoria de dades s'obtenen sota subscripcié de pagament i estan
pensades per empreses i institucions. Exemples d'aquest tipus de plataforma sén Bloomberg“4
0 Reuters, entre d'altres. Per sort, hem pogut fer servir Yahoo Finance que proporciona unes
dades suficientment fiables de forma oberta.

Ha resultat un treball de gran aprenentatge pel mixt teoricopractic mesclant no només
coneixements adquirits al llarg del programa del grau, siné també molta informacié de
publicacions de referéncia en la categoria de derivats financers i opcions.

Autoavaluacio

Des d'una perspectiva personal considero que el treball ha donat resposta a les preguntes
plantejades en un inici i ha sobrepassat amb escreix les expectatives inicials. S'ha
desenvolupat un solid i robust argument que condueix als usuaris i lectors per tal de
comprendre amb un nivell de detall acurat la valoracid d'opcions i l'estudi quantitatiu de la
volatilitat. Tot aquest treball no hagués set possible si l'organitzacio i planificacio no hagués
estat I'adequada. A més, I'is de tecnologies avancades, la recerca extensiva i el tractament
d'informacié han estat cabdals per tal de plasmar el treball en aquest document.
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