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Introduccio

La translacio, I’escalatge i la rotaci6 sén transformacions geomeétriques empra-
des amb freqiiéncia en el camp de la informatica grafica. Aquestes transforma-
cions tenen un paper fonamental en la construccié i edicidé de tot tipus
d’imatges digitals. Per aix0, no és estrany que opcions com la rotacio o el zoom,
habituals en qualsevol programari CAD o d’edici6 d’'imatges, es basin en trans-
formacions geometriques. Altres aplicacions d’aquestes eines matematiques
estan relacionades amb la creacié d’objectes animats, tant si és en el camp dels
videojocs (moviments de “camera” caracteristics de jocs com Half Life 2) com
en el camp cientificotécnic, a fi d’estudiar les seves propietats cinematiques i

dinamiques.

Es important notar que la transformaci6é d’un punt representa el nucli central
en qualsevol transformacié geometrica. Aixo es deu al fet que el punt és l'ele-
ment geometric basic de qualsevol objecte 2D i 3D. Aixi, per exemple, un seg-
ment de linia recta univocament el determinen els seus punts inicial i final.
Per la seva banda, també les corbes, superficies i solids es poden representar
(de manera exacta o aproximada, segons el cas) mitjancant una col-leccié de
punts. D’aquesta manera, la transformacié d'un conjunt de punts déna com
a resultat la transformacié d’una linia, d'una corba, d'una superficie o, fins i

tot, d’un solid.

En aquest modul s’explicara la relaci6 existent entre la teoria de matrius i les
transformacions geometriques esmentades, i es mostrara com és possible apli-
car translacions, escalatges i rotacions a objectes en 2D i 3D, realitzant produc-
tes de matrius.
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Objectius

Els objectius docents que es pretenen aconseguir amb aquest modul s6n els se-
guents:

1. Entendre els conceptes geometrics de translacio, escalatge i rotacio, tant en
2D com en 3D.

2. Comprendre com la teoria de matrius permet formalitzar els conceptes an-

teriors.

3. Aprendre a realitzar, d'una manera eficag, transformacions geometriques

mitjancant operacions amb matrius.

4. Saber que la translacio, la rotaci6 i I’escalatge son casos particulars de trans-

formacions afins.

5. Descobrir com el programari matematic en general pot ser til per a au-

tomatitzar els calculs matricials i representar les transformacions.
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Coneixements previs

Aquest modul es fonamenta en els conceptes i métodes desenvolupats en els mo-
duls “Elements d’algebra lineal i geometria” i “Sistemes d’equacions lineals”. Tots
dos moduls son, per tant, d’obligada lectura previa.
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1. Exemple introductori

En informatica grafica apareix amb freqiiéncia la necessitat d’aplicar transfor-

macions geometriques a un objecte determinat pels seus vertexs.

Aixi, per exemple, donat un poliedre en 3D definit pels seus vértexs, podriem
estar interessats a trobar les noves coordenades d’aquests vertexs després
d’aplicar una combinaci6 de translacions, rotacions i escalatges (en qualsevol
ordre), ja que a partir d’aquestes noves coordenades ens sera possible “redibui-
xar” l'objecte a la pantalla.

Figura 1

IS

J[¥5)

N

En aquest modul mostrarem com la teoria de matrius ens permet “recalcular”
amb relativa facilitat i eficiencia les noves coordenades dels vertexs que definei-
xen l'objecte i, per tant, facilita la “dinamitzaci6” d’objectes a la pantalla (els
amants dels videojocs han d’agrair moltes coses, per tant, a I’algebra lineal).
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2. Translacio en 2D

2.1. Translacié d’un punt

En aplicar una translaci6 sobre un punt P de coordenades (x, y), la posicié
d’aquest es modifica, seguint una trajectoria recta, fins a convertir-se en el
punt P' de coordenades (x', y') (figura 2).

Figura 2. Translacié d’un punt en 2D

Aixi, per a traslladar un punt P a la nova posici6é P, s’hauran d’afegir distan-
cies de translaci6, t, i t, a les coordenades inicials, i. e.:

X' =x+t, y=y+t, (D

o, dit d’una altra manera:

(X'I }") = (Xl }’) + (txl ty) (2)

El vector (t,, t,) s'Tanomena vector de translacio.
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Exemple 1. Translacié d’un punt en 2D

El resultat de traslladar el punt P1(3, 1) amb vector de translacié T = (-2, 3) és
elpunt P2=(3, 1)+ (-2, 3)=(1, 4).

Figura 3
Y
5 L
P2:(1,4)
4 L)
N
N
3T ,
v=(-23)
\\
2 L
N\
\ P1:(3,1)
1+ ‘o
“ I I I ! I > X
0 1 2 3 4 5

2.2. Translacié d’objectes

La translaci6 és una transformacié que mou objectes sense causar-los cap
deformacio, ates que cada punt de I'objecte és traslladat en la mateixa di-
recci6 i a la mateixa distancia. Per a traslladar un objecte, n'hi ha prou
d’aplicar les equacions (3) de translaci6 als “punts clau” que el defineixen.
Aixi, per exemple, per a traslladar un segment rectilini n’hi ha prou de tras-
lladar els dos extrems que el delimiten i, posteriorment, reconstruir el nou
segment a partir dels dos nous extrems. Analogament, els poligons es po-
den traslladar solament traslladant cada un dels seus vertexs i, posterior-

ment, reconstruir el poligon a partir dels nous vertexs (figura 4).
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Figura 4

A la figura 4 es pot veure com
s'aplica una translacié de vec-
tor (10,-7) al poligon en forma
deE.

Estrateégies similars es poden emprar per a traslladar objectes amb costats cur-
vilinis: per a traslladar una circumferencia, per exemple, n'hi ha prou d’aplicar
les equacions de translaci6 al seu punt central i, a continuacio, reconstruir-la
usant el seu radi.
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3. Rotacio en 2D

3.1. Rotacidé d’un punt al voltant de ’origen
de coordenades

En aplicar una rotacié sobre un punt P de coordenades (x, y), la posicio
d’aquest es modifica, seguint una trajectoria circular en el pla xy, fins a con-
vertir-se en el punt P' de coordenades (x', y') (figura 5).

Figura 5. Rotaci6 d’un punt en 2D

Per a generar una rotacio, s’ha d’especificar un angle de rotacio 0 i la posicié
(x,, ¥,) del punt de rotaci6 o punt pivot, P, a partir del qual el punt P és rodat.
Inicialment, se suposara que el punt de rotaci6 és I'origen de coordenades, és
a dir, el punt (0, 0).

L’angle de rotacio, 6, pot prendre valors reals tant positius com negatius. Quan
0 és positiu, la rotaci6 es produeix en direcci6é oposada al moviment de les agu-
lles del rellotge; al contrari, quan 0 és negatiu, la rotaci6 es produeix en el sen-
tit de les agulles del rellotge.

La figura 6 mostra les coordenades dels punts P i P!, I’angle de rotacio, 6,
I’angle de posici6 inicial respecte a l'eix y, ¢, i també la distancia r entre el
punt P i l'origen de coordenades (distancia que es manté constant durant
la rotacio).



© FUOC e PID_00269004 14 Transformacions geometriques

Figura 6. Rotacié d’un punt al voltant de I'origen

Emprant identitats trigonometriques, és possible expressar les coordenades
transformades, (x', '), en funci6 dels angles 8 i ¢:

x'=r1cos(dp + 6) =r cosd cosb — r sing sind

y' =rsin(¢p + 0) =r cosé sind + r sing cosd (4)

D’altra banda, a partir de la mateixa figura 6 s’observa també que:

X =T COSO y =rsiné &)

En substituir les expressions (5) en les equacions (4), s’obtenen les equacions
de rotaci6é d’un punt al voltant de I’origen de coordenades:

x'=x cosf —y sin® y' =xsin® + y cos (6)
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Exemple 2. Rotacié d’un punt en 2D

Figura 7

Rotaci6 d’angle §, = 185°

Comentari

cos(é) —sin(6) | _( 0.174 —0.985 cos(@,) —sin(6,) ;7‘/ ~0.996 0.087
sin(6,) cos(6,) —0.985 0.174 sin(6,) cos(8,) | —0.087 —0.996
(2.5,1.4)
| | |
I 1 I
-3 1 2 3
-1
(-2.37,-1.61)
-2
L]
(1.81,-2.22)

3.2. Rotacidé d’un objecte al voltant de V’origen de coordenades

De manera analoga al que passava amb les translacions, les rotacions també
son transformacions que mouen els objectes sense deformar-los, atés que cada
un dels punts és rotat en un mateix angle .

Per a rotar un objecte al voltant de l'origen de coordenades, n’hi ha
prou d’identificar els punts i parametres geometrics que el caracteritzen,
aplicar les equacions de rotaci6 sobre aquests punts i, posteriorment,

utilitzar els punts rodats i els parametres geometrics per a reconstruir

I'objecte.

Aixi, per exemple, un segment rectilini es pot rodar aplicant les equacions de
rotacio a cada un dels seus dos extrems per a, posteriorment, reconstruir el seg-
ment a partir dels punts transformats. Per a rodar un poligon, es poden aplicar
les equacions de rotacio6 als vertexs que el defineixen i emprar els punts trans-
formats per a reconstruir el poligon (figura 8). D’'una manera similar, una

el-lipse es pot rodar solament rodant els seus dos semieixos i procedint a la

seva reconstruccio a partir d’aquests.

A la figura 7 es pot veure com
s'apliquen dues rotacions dife-
rents, de -80 i 185 angles res-
pectivament, al punt de
coordenades (2.5,1.4).
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Figura 8

Rotacié d'angle 6, = 90°

3.3. Rotacidé d’un objecte al voltant d’un punt de rotacié geneéric

Quan es vulgui utilitzar un punt de rotaci6 P, diferent de 'origen de coorde-
nades, es pot fer el segilient (figura 9):

1) Aplicar una translaci6 a l'objecte i al punt de rotaci6 de manera que aquest

altim coincideixi amb 1’origen de coordenades.

2) Rodar 'objecte al voltant de 1'origen de coordenades.

3) Desfer la translacio inicial, de manera que el punt de rotacio torni a la seva

posicio original.

A la figura 9 s’il-lustra amb un exemple aquests tres passos del procediment

geneéric.

Comentari

A la figura 8 es pot veure com
se li aplica una rotacié de 90
graus al poligon que inicial-
ment esta a la dreta.
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Figura 9

Pas 0: es vol fer rodar
el triangle 90° emprant
com a punt de rotacié
el (3,2

Pas 1: aplicar una translacié
a I'objecte amb vector de
translacié (-3, -2), de manera
que el punt de rotacié

coincideixi amb I'origen
de coordenades

Pas 2: aplicar la rotacié
de 90° a l'objecte traslladat

Pas 3: desfer la translacié
inicial, aplicant per a aixo
una nova translacié

de vector (3, 2)
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4. Escalatge en 2D

4.1. Escalatge d’un punt a partir de 1’origen de coordenades

Aplicar un escalatge sobre un punt P de coordenades (x, y) emprant un punt
fix P, de coordenades (x, y,), implica multiplicar per sengles factors (s, is,) les
distancies horitzontal, d,, i vertical, dy, entre P, i P, amb la qual cosa s’obtindra
el nou punt P' de coordenades (x', y') (figura 10).

Figura 10. Escalatge d’un punt en 2D

<

x

<
|

dy

— — >0

Po

“«— — > —— > 4«— — >0

O ¢ — — — — Ve — — — — »

Gy >

Inicialment, se suposara que el punt fix és I’origen de coordenades, és a dir, el
punt (0, 0). En 'operaci6 d’escalatge, el nou punt P' s’obté multiplicant les co-

ordenades del punt inicial P pels anomenats factors d’escala s, is,:

=X 8 y'=y'5y 8)

Aixi, el factor d’escala s, desplaca el punt inicial P en la direcci6 de l'eix x,
mentre que el s, ho fa en la direcci6 de l'eix y.

Emprant notacié matricial, es pot descriure 1’escalatge d’'un punt a par-
tir de I’origen de coordenades com a:

P'=S.P, )

x' X\ . s, 0) . .
on: P' :( 'J , P :( J isS=|" és la matriu d’escalatge.
y y 0 s,
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Els factors d’escala, s, i s,, poden prendre qualsevol valor positiu. Factors d’es-
cala superiors a 1 produeixen un allunyament, en la direcci6 horitzontal o ver-
tical segons el factor implicat, de P respecte a l'origen de coordenades. Al
contrari, factors d’escala inferiors a 1 produeixen un apropament, en la direc-
ci6 horitzontal o vertical segons el cas, de P respecte a 'origen. Obviament,
factors d’escala unitaris no modifiquen la posici6, sobre 1'eix corresponent, del
punt P.

Exemple 3. Escalatge d’un punt en 2D

Figura 11

(4.4,2.09)=(2-2.2,1.1-1.9)

02 0 o
4 S =
2 : [ 0 0.7]

’,,_—“"1(2.2,1.9)

(0.44,1.33)=(0.2-2.2,0.7-1.9)

4.2. Escalatge d’un objecte a partir de 1’origen
de coordenades

A diferéncia del que passava amb les translacions i les rotacions, una trans-
formaci6 d’escalatge si que deformara ’objecte, atés que n’altera la mida (ex-
cepte, Obviament, en el cas trivial en que tots dos factors d’escala siguin

unitaris). Aquesta deformacié pot ser uniforme, quan s, = s,, o no uniforme,

yl
quan s, #s,. En el primer dels casos, encara que la mida de l'objecte s’altera,

es mantindran les seves proporcions relatives.

En aplicar les equacions (9) d’escalatge sobre els punts que defineixen un ob-
jecte, no només es modifica la seva mida, sin6 que també s’altera la seva posi-

ci6 respecte al punt fix (figura 12).

Comentari

Alafigura 11 es pot veure com
se li apliquen dos escalatges di-
ferents al punt de coordenades
(2.2,1.9).
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Figura 12

Generalitzant el que hem dit per a l’escalatge de punts, es tindra que factors
d’escala inferiors a la unitat apropen (horitzontalment o verticalment segons
el factor) els objectes a 'origen de coordenades, mentre que factors d’escala
superiors a la unitat produiran l'efecte contrari.

A la practica, l’escalatge d'un objecte es porta a terme a partir de I’escalatge
d’aquells punts que el defineixen. D’aquesta manera, un poligon pot ser es-
calat simplement aplicant les equacions d’escalatge a cada un dels seus ver-
texs i, posteriorment, regenerar el poligon a partir dels nous vertexs
resultants.

Alafigura 12 es pot veure com
se li aplica un escalatge de 1.5
en l'eix de les xi 3.5 en I'eix de
les y al poligon donat.
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4.3. Escalatge d’un objecte a partir d’un punt fix geneéric

Quan es vol escalar un objecte utilitzant per a aix0 un punt fix P, diferent de
I'origen de coordenades, es pot fer el segiient (figura 13):

1) Aplicar una translaci6é a I'objecte i al punt fix de manera que aquest Gltim
coincideixi amb 1'origen de coordenades.

2) Escalar I'objecte a partir de 1'origen de coordenades.

3) Desfer la translacio6 inicial, de manera que el punt fix torni a la seva posicio
original.

Figura 13

Pas 0: es vol aplicar
escalatge al pentagon,
emprant com a punt fix

el (0.5, 0.5) i com a factors
d’escala, 2.5 (horitzontal)
i1.5 (vertical)

Pas 1: aplicar una
translacio a I'objecte
amb vector de translacié
(-0.5, -0.5), de manera
que el punt fix coincideixi
amb I'origen

de coordenades

Pas 2: aplicar I'escalatge
de factors 2.5 1.5
a I'objecte traslladat
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Pas 3: desfer la translacié
inicial, aplicant per a aix0

una nova translacié de
vector (0.5, 0.5)
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5. Notacio matricial eficient

Les aplicacions grafiques solen emprar transformacions geometriques succes-
sives 0 encadenades. Aixi per exemple, per a realitzar una animacié pot resul-
tar necessari —a fi d’aconseguir una sensacié de moviment- traslladar i rodar
un objecte a cada increment temporal. Per la seva banda, en el tractament
d’imatges €s habitual realitzar translacions, rotacions i escalatges de manera
seqiiencial sobre la mateixa imatge. En tots dos casos, resultara fonamental
utilitzar una notacié matricial que permeti concatenar de manera eficient una

successié de transformacions.

De les equacions (3), (7) i (9) es dedueix que les transformacions discutides

(translacio, rotacio i escalatge) presenten expressions de la forma general:

P’ :Ml . P“"Mz, (10)

1

Xl
on: P! =[ ] , P= [Xj , M; és una matriu 2x2 composta per factors multipli-
v

catius (M; sera la matriu identitat, , = [(1) ?) , en el cas de translacions) i M,
és un vector columna que conté termes de translacié6 (M, sera el vector nul,

0= [g], en el cas de rotacions i escalatges).

Perod l'expressio (10) té un gran inconvenient: emprant aquesta notacié matri-
cial, quan es tracti de produir una seqiiencia de transformacions, resultara ne-
cessari calcular les coordenades transformades a cada pas de la seqiiéncia. En
efecte: suposem, per exemple, que sobre un punt es vol aplicar primer un es-
calatge, després una rotacio i, finalment, una translaci6. En aquest cas, sera ne-

cessari realitzar els segilients passos:
1) Aplicar les equacions d’escalatge sobre les coordenades inicials del punt, P.

2) Sobre les noves coordenades, P', obtingudes en el pas anterior, aplicar rota-

ci6 per a obtenir les coordenades P".

3) Sobre les coordenades P", aplicar translacio per a obtenir les coordenades

finals P"'.

Una manera més eficient (des del punt de vista computacional) de portar a ter-
me la seqliencia anterior de transformacions consisteix a combinar-les de ma-
nera que les coordenades finals P'"' s’obtinguin directament de les inicials P,

eliminant aixi el calcul de coordenades intermedies.
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Es possible aconseguir aquest objectiu integrant el terme matricial additiu de
I'equacio (10), M,, amb el terme multiplicatiu, M;. En efecte: com es veura a
continuaci6, per a cada transformaci6 es poden combinar els termes multipli-
catiu i additiu utilitzant matrius de mida 3x3, la qual cosa possibilita expressar
qualsevol transformacié com a producte de matrius.

Obviament, també sera necessari expandir a vectors columnes de tres ele-
ments les coordenades de qualsevol punt, per a la qual cosa s’utilitzen les
anomenades coordenades homogenies, de manera que un punt P de coor-
denades (x, y) passara a tenir com a coordenades (x, y, 1).

En el cas de la translacio d’'un punt, 'expressi6 (3) es pot reescriure
com a:

x' 1 0 t,\(x
y'=(0 1 ¢t |y (10)
1 0 0 1/\1
o, dit d’'una altra manera:
P =T(t, t,) - P (11)

La inversa de la matriu de translaci6 es pot obtenir reemplacant els parametres
t,it, pels seus oposats —t, i —t,.

Exemple 4. Translacié d’un objecte en 2D

Sigui el quadrilater de vertexs (0,0), (1,1), (0,2) i (-1,1), volem aplicar-li
una translacié de vector v =(2.5,2) .

En primer lloc, considerem la matriu de coordenades homogenies del po-
ligon posant les coordenades dels seus vertexs en una columna i comple-
tant la darrera fila amb 1 i la matriu de la translacio T :

010 -1 1025
0=012 1| T=01 2
1111 00 1

Per trobar la posicio final Q, del poliedre, només cal composar les matrius:

2.5 3.5 25 15
0,=T,-0,=| 2 3 4 3
1 1 1 1

Per tant, les coordenades dels vertexs del poligon traslladat pel vector v
son (2.5,2), (3.5,3), (2.5,4)i (1.5,3).
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Figura 14

Alafigura 14 es pot veure com
se li aplica una translacié de
vector (2.5,2) al quadrilater in-
dicat.

La inversa de la matriu de rotaci6 s’obté reemplacant el parametre 6 per —6.

Exemple 5. Rotacié d’un objecte en 2D

Considerem la figura plana que té per vertexs els punts de coordenades se-
gients: (-4,-2), (-4,-6), (-6,-6) i (-6,—4). Li apliquem una rotaci6 d'angle
6 =180 respecte de 1'eix de coordenades.

La matriu de la rotacio és

cos(180°) —sin(180°) 0) (-1 0 O
R=|sin(180°) cos(180°) O|=| 0 -1 0|,
0 0 1] o o1
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que, aplicada a les coordenades homogenies (afegint un 1 com a tercera co-
ordenada) de cada punt, dona lloc al quadrilater de vertexs (4,2), (4,6),
(6,6) 1 (6,4).

Figura 15

Alafigura 15 es pot veure com
se li aplica una rotaci6 de 180
graus centrada a l'origen al
quadrilater donat.

La inversa de la matriu d’escalatge s’obté reemplacant els parametres s, i s, pels

seus inversos l, l

s, S,
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Exemple 6. Escalatge d’un objecte en 2D

Considerem el poligon de vertexs (2,2), (2,6), (3,6), (3,4), (4,4), (4,3), (3,3),
(3,2) i (2,2). Li volem aplicar un escalatge de valors s, = 3, s, = 2.5.

Aix0 consisteix a aplicar la matriu

3 0 O
$=|0 25 0
0 0 1

a les coordenades homogenies de cada punt que forma el poligon. El poli-
gon resultant, doncs, té aquests vertexs: (6,5), (6,15), (9,15), (9,10), (12,10),
(12,7.5), (9,7.5), (9,5) i (6,5).

Figura 16

Ala figura 16 es pot veure com
se li aplica un escalatge de 3 en
l'eix de les xi 2.5 en I'eix de les
y al poliedre donat.
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6. Composicio de transformacions

Abans de comencar aquest apartat, convé recordar que el producte de ma-
trius és associatiu, pero no és, en general, commutatiu. Tanmateix, en casos
excepcionals, com el producte de matrius corresponent al mateix tipus de

transformacio, el producte de matrius si que sera commutatiu.

Utilitzant la notaci6 matricial introduida a 1’apartat anterior, i en parti-
cular les expressions (10) a (15), és possible representar amb una Gnica
matriu qualsevol combinaci6 de transformacions, essent aquesta ma-
triu el producte ordenat de les matrius associades a cada una de les
transformacions.

Aixi, per exemple, en el cas de la translacio, si considerem dues translacions
consecutives de vectors respectius, (t,, t,1) i (t,,, t,5), es poden calcular (apli-

cant 'associativitat) les coordenades finals com a:

P'=T(t,, t,y) - [Tty 1) - Pl = [Ty, £,) - Ty, t,))] - P

Observeu que:

1.0 t,)(1 0 t,) (1 0 t,+t,
01 t,[0 1 ¢t,|=|0 1 t,+t,
00 1) oo 1)(00 1

Es a dir:

T(ty, t) - T(tyy, t1) =Tty + Ly, £ + L)

O, en altres paraules, és equivalent aplicar dues translacions successives que
aplicar-ne una el vector de translacio de la qual sigui la suma dels respectius
vectors de translacio.

En el cas de rotacions al voltant de I’origen de coordenades, si es consideren
dues rotacions consecutives d’angles respectius, 0, i 0,, es poden calcular (apli-

cant l'associativitat) les coordenades finals com a:

P'=R(6,) - [R(6,) - P] = [R(6,) - R(6,)] - P
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Les rotacions també tenen un caracter additiu (és a dir, és equivalent concate-
nar dues rotacions que una Unica l'angle de rotaci6 de la qual sigui la suma

dels respectius angles). En efecte:

cos®, -sin6®, O0)(cosH, -sin6, O cos(6, +6,) —sin(6,+6,) O
sin®, cosB, O] sin®, cosH, O |=|sin(d, +6,) cos(B,+6,) O
0 0 1 0 0 1 0 0 1
Es a dir:
R(0,) - R(6;) =R(0; +0,)
Finalment, en el cas de I'escalatge a partir de 1’origen de coordenades, si es

consideren dos escalatges consecutius amb vectors (s, S,1) 1 (Sy2, 5,,), €s poden

calcular (aplicant I'associativitat) les coordenades finals com a:

P'= S(SXZ’ Syz) ) [S(lel Syl) . P] = [S(Sx21 Syz) . S(lel Syl)] -P

Els escalatges tenen caracter multiplicatiu (i. e., si multipliquem en dues oca-
sions la mida d'un objecte primer per dos i després per tres, el resultat final sera

que hem incrementat la mida original en un factor de sis):

S, 0 0)s, O O S Sa 0 0
0 s, 0[O0 s, O|]= O S8, 0
0 0 1)lO0 0 1 0 0 1

O, en altres paraules:

S(5x2/ Syz) : S(le' Syl) = S(sxl " Sy Syl ' Syz)

Exemple 7. Rotacié al voltant d’un punt geneéric
Volem aplicar una rotacié de 90° entorn al punt (3,2) al triangle que té per

vertexs (2,1), (6,2) 1 (2,3).

Primer considerem la translacié que ens trasllada el punt de rotaci6 a I'ori-

gen de coordenades:

1 0 -3
T=|0 1 -2
00 1
La matriu de la rotaci6é de 90° és:
-1 0
R=|1 0 O
0 1
La composici6 de les matrius
0 -1 5

A=T'-R-T|1 0 -1
0 0 1
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ens traslladara el poligon de manera que el centre de rotacié coincideixi
amb l'origen de coordenades, li aplicara la rotaci6 i, finalment, invertira la
translaci6 original per tornar la figura rotada a la posici6 que li correspon.

El triangle ens quedara amb els vertexs (4,1), (3,5) i (2,1).

Figura 17

y Comentari

Alafigura 17 es pot veure com
se li aplica una rotaci6 de 90
graus i centre (3,2) al poligon
donat. Per afer-ho, primer s'ha
aplicat una translaci6 de vector
(-3,-2) per a traslladar el centre
de rotacié a I'origen de coorde-
nades, seguidament s'ha apli-
4 cat una rotacié de 90 graus i
finalment una translaci6 de
vector (3,2) per a tornar la fi-
gura a la seva posici6 original
un cop ja aplicada la rotacié.

6+

Rotaci6 d’angle 6, = 90°
respecte del punt (3,2)

(3.2)

>
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7. Transformacions afins en 2D

Una transformacio afi en 2D és una transformaci6é de coordenades de
la forma:

X'=a;x +dy+ by V' =ayX +dyy + b, (15)

Observeu que, en una transformacio6 afi, cada una de les coordenades transfor-
mades x' i ' és una funci6 lineal de les coordenades originals x i y, i també

d’una serie de parametres a;; i by.

La translacio, la rotaci6 i I’escalatge son exemples de transformacions afins en
2D. Les transformacions afins tenen la interessant propietat que les linies pa-
ral-leles son transformades en linies paral-leles i un nombre finit de punts es
transforma sempre en un nombre finit de punts.
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8. Transformacions geometriques en 3D

La teoria exposada per a les transformacions geometriques en 2D es pot esten-
dre a 3D mitjancant la incorporaci6é de la coordenada espacial z. En el cas de
la translacio, el vector de translacio tindra ara tres components en lloc de dues.
En el cas de I'escalatge, haurem de considerar tres factors d’escala (un per cada
eix de coordenades). Finalment, el concepte de rotaci6é també es pot generalit-
zar a 3D, si bé aquest presenta alguns aspectes técnics que requereixen especial
atencio: en 2D les rotacions es produeixen només en el pla xy (i. e., I'eix de ro-
taci6 sempre és paral-lel a I’eix z); per la seva banda, en 3D les rotacions es po-
dran efectuar prenent com a eix de rotaci6 qualsevol recta de l'espai
tridimensional (no necessariament paral-lela a algun dels tres eixos coorde-

nats).

De manera analoga al que tenim en 2D, també en 3D és possible utilit-
zar notacié matricial per a expressar les transformacions geometriques.
Aixi, qualsevol combinaci6 de transformacions podra ser represen-
tada per una matriu que s’obtindra en realitzar el producte de les
respectives matrius associades a cada una de les transformacions in-

dividuals.

8.1. Translacio de punts i objectes

Les equacions (10) i (11), referents a la translacié d'un punt en 2D, es poden

generalitzar per al cas tridimensional com segueix:

L’expressi6é matricial de la translacié d’un punt P de coordenades (%, y, z)

z

€s:

x' 1 0 0 t,\(x
! 01 0t
}z/':001tz}z/ (16)
1 0 0 0 1){1
o, dit d’'una altra manera:
P'=T(,t,t,)- P 17)

essent (t,, t, t,) el vector de translacio.



© FUOC e PID_00269004 33 Transformacions geometriques

En I'expressio anterior, els parametres t,, £, i t, especifiquen les distancies de

translaci6 respecte a cada un dels tres eixos coordenats (figura 18). Com re-
sulta evident, I’expressié matricial anterior €és equivalent al segiient sistema

d’equacions:
X'=x+t, y=y+t, ZI'=z+t, (18)

Figura 18. Translacié d’un punt en 3D

p'

La matriu inversa de la matriu de translaci6 T(t,, t, t,) s'obté simplement subs-
tituint les components del vector de translacié per d’altres del mateix valor ab-

solut pero de signe contrari.

Analogament al que passa en 2D, la clau per a traslladar un objecte en 3D con-
sisteix a aplicar les equacions de translacié a cada un dels punts que caracterit-
zen l'objecte per a, posteriorment, reconstruir 'objecte a partir dels punts
traslladats i de les seves propietats geometriques.

A la figura 19 s’ha aplicat una translaci6 de vector (2,2,3) a una piramide.

Figura 19

(3.3,4)

(3.5,2.5,3)

1,m
(3.5,3.5,3)

(1.5,0.5,0)
(1.5,1.5,0)
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8.2. Rotacid de punts i objectes

Quan es tracta de rodar un punt —i, en general, qualsevol objecte en 3D-, re-
sulta necessari especificar tant I’angle 6 com 1'eix de rotacio e,. A diferéncia del
que ocorria amb les rotacions en 2D, que es limitaven al pla xy (és a dir, 'eix
de rotaci6 era sempre una recta paral-lela a l’eix z, la qual tallava el pla xy en
I’anomenat punt de rotacié), una rotacié en 3D pot emprar com a eix de rotacid
qualsevol recta de 1'espai tridimensional, la qual pot o no ser paral-lela a algun
dels eixos de coordenades (figura 20).

Figura 20. Rotacié d’un punt en 3D

Pel que fa a 'angle de rotacid, sempre que aquest sigui positiu indicara rotaci-
ons en el sentit contrari al que segueixen les agulles del rellotge (se suposara
que sempre es contempla 1’objecte des del corresponent “semieix positiu”). Al
contrari, valors negatius de 'angle de rotaci6 indiquen moviments en el sentit

de les agulles del rellotge.

Les equacions (12) i (13), referents a la rotacié d'un punt en 2D al voltant de
l'origen de coordenades (i. e., emprant com a eix de rotacio l'eix z), es poden

generalitzar per al cas tridimensional com segueix:

L’expressi6é matricial per a la rotacié d’un punt P, de coordenades (x, y, z),
al voltant de l’eix z és:

1

cos® -sin6 O
sin6 cos® O
1
0

1

0 0 (18)

X
v
z
1 0 0

== )
= N e ®

o, dit d’una altra manera:

P'=R,/(0) - P (19)

Nota

Una altra manera de donar
I’angle en 3D és considerar
el sentit contrari al del gir
d’avang d'un llevataps
(per a dretrans).
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Com resulta evident, I'expressioé matricial anterior és equivalent al segiient sis-
tema d’equacions:

x'=xcos0 —ysin®  y'=xsin6 + ycos6 Z'=z (20)

Per simetria, resulta senzill comprovar que les expressions matricials associa-

des a la rotacié d'un punt P al voltant dels eixos x i y seran, respectivament:

x' 1 0 0 0\ x

Rotacio sobre 1'eix x: 4 = 0 cos -sinb 04y (21)
|z 0 sin® cos® O] z
1 0O O 0 1)1
x' cos® O sin® O)(x

Rotacio6 sobre l'eix y: | V' _ 0 L 0 opy (22)
z' —sin® O cos® 0O} z
1 0 0O 0 1)1

La matriu inversa de qualsevol de les matrius anteriors s’obté substituint el va-

lor del parametre 6 pel seu oposat —6.

Com ja passava en 2D, la clau per a rodar un objecte en 3D consisteix a aplicar
les equacions de rotaci6 a cada un dels punts que caracteritzen 1’objecte per a,
posteriorment, reconstruir 1’objecte a partir dels punts rodats i de les seves pro-
pietats geometriques (figura 21).

Figura 21

(~0.5,0.5,1)

Rotacié d’angle § = 180°
sobre I'eix y

(0.5,0.5,—1)
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Finalment, volem afegir que quan el que es vulgui sigui aplicar una rotaci6 d’an-
gle 6 a un objecte al voltant d'un eix qualsevol e, (no necessariament paral-lel a

cap dels eixos coordenats), n’hi haura prou d’utilitzar la seglient metodologia:

1) Aplicar una translacié de vector (t,, £, t,) a I'objecte i a ¢, de manera que
aquest altim passi per I'origen de coordenades.

2) Aconseguir que 'eix de rotaci6 coincideixi amb algun dels eixos de coor-
denades, per a la qual cosa poden fer falta dues rotacions d’angles ¢ i ¢, respec-
tivament, (tant a l’'objecte com a e,) per a primer portar e, sobre un pla coordenat
(per exemple el yz rodant al voltant de 'eix y) i després sobre 1'eix coordenat es-
collit (per exemple el z rodant al voltant de 1'eix x).

3) Aplicar a I'objecte la rotacié d’angle 6 al voltant de la nova posici6 de 'eix

de rotacio e, (observeu que e, sera algun dels eixos coordenats).

4) Desfer, en ordre invers, les rotacions d’angles ¢ i ¢ del pas 2 (i. e.: aplicar
una rotaci6 d’angle —¢ i una d’angle —¢).

5) Dester la translacio inicial (i. e.: aplicar una translacio de vector (-, —t,, —t,)).

8.3. Escalatge de punts i objectes

Les equacions (14) i (15), referents a 1'escalatge d'un punt en 2D a partir de l'ori-

gen de coordenades, es poden generalitzar per al cas tridimensional com segueix:

L'expressié matricial per a I’escalatge d’un punt P, de coordenades
(x, y, z), a partir de I’origen de coordenades és:

x' s, 0 0 0)(x
Y _|90 s 0 Ofy (23)
z' 0 0 s, O0fz
1 0O 0 0 1)(1
o, dit d’'una altra manera:
P'=8(s, s,y 5,) - P (24)

A l'expressio anterior, on es considera que el punt fix coincideix amb l'origen de
coordenades, els parametres s,, s, i 5, son nombres positius que especifiquen els
valors d’escalatge respecte a cada un dels tres eixos coordenats (figura 22). Com
resulta evident, 1’expressié matricial anterior és equivalent al segiient sistema

d’equacions:

=X-5, y=y-s, Z'=z-s, (25)
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Figura 22. Escalatge d’un punt en 3D

La inversa de la matriu d’escalatge S(s,, s,, s,) s’obté solament substituint les
components del vector d’escalatge pels seus respectius inversos.

Novament, la clau per a escalar un objecte en 3D consisteix a aplicar les equa-
cions d’escalatge a cada un dels punts que caracteritzen 1’'objecte per a, poste-
riorment, reconstruir I’'objecte a partir dels nous punts (figura 23).

Observeu que en escalar un objecte en 3D, aquest no només canviara de mida,
sind també de posici6 respecte al punt fix. A més, I'objecte patira deformaci-
ons (variaran les seves proporcions relatives), llevat que 'escalatge aplicat si-
gui uniforme (i. e.: llevat que s, = s, =5,).

Figura 23

Per acabar, es pot recordar que —de manera analoga al que hem explicat per al

cas 2D-, quan es vulgui escalar un objecte a partir d’'un punt fix genéric (no
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necessariament 1’origen de coordenades), n’hi haura prou de seguir la segiient
metodologia:

1) Aplicar una translaci6 a 'objecte i al punt fix de manera que aquest altim
coincideixi amb l’origen de coordenades.

2) Aplicar l'escalatge a I’objecte emprant com a punt fix I'origen de coordena-
des.

3) Desfer la translaci6 inicial.

Exemple 8. Composicid de transformacions en 3D

Donat el tetraedre de vertexs (1,-1,0), (-1,1,0), (-1,-1,0) i (0,0,2), li volem
aplicar les transformacions segiients:

e unescalatge S enqué s, =s,=1/21is5,=2
e una translacié6 T de vector v=(0,2,2)

* unarotaci6 R, enelpla xy dangle 0, =45
* unarotacié R, enel pla yz d'angle 6, = 60°

Aix0 és, matricialment, composar les matrius d'aquestes transformacions

per obtenir la matriu A donada per A=R, -R,-T-S:

1/2 0 00 1000
0 1/2 00 010 2
S= T:
0 0 20 0012
0 0 01 0 0 01
cos(45’) -sin(45°%) 1 0 0

|0 cos(60”) —sin(60°)
2710 sin(60°)  cos(60°)
0 0 0

1o 0

0
_ | sin(45")  cos(45°) O
1

0 0 0

—_ O O O
- O O O

A partir de les quals calculem:

035 -035 0 -1.41
0.18 0.18 -1.73 1.02
1031 031 1 222
0 0 0 1

Aplicant aquesta matriu a les coordenades homogenies dels vertexs del te-
traedre original obtenim que la seva transformaci6 és un tetraedre de ver-
texs (-0.7,-1,2.2), (-2.1,-1,2.2), (-1.4,-1.4,1.6) i (-1.4,-4.5,4.2).
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Figura 24
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Resum

En aquest modul hem presentat les tres transformacions geometriques més
habituals, tant en 2D com en 3D: la translacio, la rotaci6 i 1’escalatge.

Hem vist que cada una d’aquestes transformacions es pot associar a una ma-
triu (de mida 3 x 3 en el cas de 2D i de mida 4 x 4 en el cas de 3D), i que les
noves coordenades dels punts transformats es calculen multiplicant la matriu
corresponent per les coordenades inicials de cada punt. També hem vist que
la clau per a transformar objectes consisteix a transformar cada un dels punts
que els defineixen.

Finalment, s’ha explicat com s’apliquen diverses transformacions successives
sobre un punt o objecte: n’hi ha prou d’obtenir 1a matriu resultant de la com-
posicio de transformacions, que és el producte de les matrius associades a cada
una de les transformacions (en 1'ordre adequat, ates que el producte de ma-

trius no és commutatiu).
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Exercicis d’autoavaluacio

1. Considereu el poligon definit pels segiients vertexs: (1, 1), (3, 2), (3, 5) i
(1, 4). Calculeu les noves coordenades del poligon després d’haver-li aplicat

les transformacions que s’indiquen a continuacio6 (en 1'ordre establert):

e Una rotaci6 de 90° al voltant del punt (2, 3).
e Un escalatge, a partir de l'origen, amb factors d’escala 3 (eix x) i 2 (eix y).

2. Repetiu l'exercici anterior pero, aquesta vegada, invertint l'ordre de les
transformacions, i. e.: apliqueu primer l'escalatge i després la rotacié. Que ob-

serveu?

3. Considereu el poligon definit pels segiients vértexs: (2, 1), (5, 1), (5, 2),
(3, 2),(3,4),(5,4),(5 5 1(2,5). Calculeu les noves coordenades del poligon
després d’haver-hi aplicat les transformacions que s’indiquen a continuaci6

(en l'ordre establert):

e Una rotaci6 de 180 graus al voltant del punt (0, 1).
e Unescalatge, a partir del punt (1, 1), amb factors d’escala 2 (eix x) i 3 (eix y).

4. Considereu el poliedre definit pels vertexs: (0, O, 2), (-1, -1, 0), (1, -1, 0),
(1, 1, 0), (-1, 1, 0). Calculeu les seves noves coordenades després d’aplicar-hi

cada una de les segiients transformacions:

a) Una translaci6é de vector (2, -1, 3)

b) Una rotaci6é de 180° al voltant de l'eix x

c) Una rotaci6é de 180° al voltant de l'eix y

d) Una rotacié de 180° al voltant de I'eix z

e) Un escalatge uniforme de factor 2 a partir de I'origen

f) Un escalatge uniforme de factor 2 a partir del punt (1, 2, 1)

5. Considereu el triangle T de vertexs A(1, 1), B(2, 1) i C(2, 2).

a) Calculeu les noves coordenades dels vertexs de T després d’aplicar un escalatge
uniforme a partir de I'origen, de manera que la seva area és quatre cops més gran.
b) Calculeu les coordenades del triangle T després d’aplicar un gir d’angle n/2
al voltant del punt (-1, 0).

c) Ara apliqueu a T un gir de centre 1'origen i després una translacio. Final-
ment, les coordenades dels vertexs del triangle han restat Az(-1, 0), B3(-2, 0)
i C3(-2, -1). Determineu la matriu que transforma els vertexs originals en els

finals.

6. Es considera el paral-lelogram P de vertexs P,(0,-8), P,(-4,0), P,(0,8), P,(4,0).
Apliquem a P una translacié T de vector (7, 9), després una rotacio R d’angle 45°

i centre el punt (-6, 5). Es demana:

a) Doneu les matrius de la translaci6 T, la rotacié R i la composicié R - T
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b) Calculeu les coordenades de P després d’aplicar-hi la composiciéo R - T
c) Calculeu I'area del transformat del paral-lelogram P per un escalatge unifor-
me a partir de ’origen de factor 9.

7. Al pla XY, un gir d’angle % transforma el punt (2, 0) en el punt (2, 2). Tro-
beu el punt de rotaci6 sobre el qual es fa la transformaci6. Feu servir coorde-
nades homogenies.

8. Considereu el poligon definit pels vertexs: (1, 1), (3, 1), (3, 4), 1 (0, 3). Es de-
mana que calculeu les noves coordenades del poligon després d’haver-hi apli-
cat les transformacions que s'indiquen a continuaci6 (en 1’ordre establert):

e Una rotaci6 de 180° al voltant del punt (2, 1).
e Un escalatge, a partir de I'origen, amb factors d’escala 2 (eix x) i 3 (eix y).
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Solucionari
Exercicis d’autoavaluacio

1. En primer lloc, trobarem la matriu de rotacio, R:

cos(B) —sin(®) O
R=|sin(0) cos(®) O
0 0 1

T .
on =—, 1. e.:
2

o o 4
- O O

Ara bé, ates que es tracta d'una rotaci6 geneérica (no sobre 1’origen), sera neces-
sari: a) aplicar una translacié abans de la rotacio6 (la translacié que desplaci el
punt de rotacié fins a ’origen), i b) després d’aplicar la rotacio, desfer la trans-

lacié.

Ateés que el punt de rotacio és el (2, 3), la matriu de translaci6 sera:

Aixi doncs, la matriu composta translacio-rotacié-translacié sera:

A=T!.R-T A=

S = O
o O
— =

El segiient pas és determinar la matriu d’escalatge, que sera:

(=2 S ]
- o O

Per tant, la matriu resultant d’aplicar la rotacié més 'escalatge (en aquest or-
dre) sera:

0 -3 15
S-A=|2 0 2
0 0 1
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(observeu que l'ordre de les matrius és I'invers a 'ordre de les transformacions
associades, essent la situada en I'extrem dret la primera a aplicar-se i la situada
en l'extrem esquerre, 1'altima).

En multiplicar aquesta matriu per cada un dels vectors columna que contenen
les coordenades del poligon original, obtenim les coordenades del poligon re-
sultant:

12 3 9
S-A = S-A-|2]|=
1 1 1
3 0 1 3
S-A =8 S-A =
1 1 1 1

A la figura 25 es mostra el poligon original i el poligon resultant després de la
doble transformacio:

Figura 25

y

2. Les matrius de rotacio i escalatge son les mateixes que en 1'exercici anterior.
El que canvia ara és I’ordre en qué aquestes matrius s’apliquen. Ara, la matriu
resultant d’aplicar 1’escalatge més la rotaci6 (en aquest ordre) sera:

>

w

Il
S w O
o O
— = W

Amb aix0 les coordenades del poligon resultant seran:
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1 3 3 1
A-S-|1|= A-S =10
1 1 1 1
3 -5 1 -3
A-S-15|=|10 A-S =
1 1 1 1

Queda clar, doncs, que l'ordre en que s’apliqui cada transformacio és rellevant
per al resultat final (o, vist d'una altra manera, el producte de matrius no és
commutatiu).

La figura 26 ens permet comprovar-ho visualment:

Figura 26

3. En primer lloc, trobarem la matriu de rotacié R:

cos(B) —sin(0) O
R=|sin(®) cos®) O
0 0 1

onbO=m,i e.:

-1 0 O
R=|1 -1 0
0 0 1
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Ara bé, ates que es tracta d'una rotacio genérica (no sobre 1’origen), sera neces-
sari: a) aplicar una translacié abans de la rotaci6 (la translacié que desplaci el
punt de rotaci6 fins a 'origen), i b) després d’aplicar la rotacio, desfer la trans-

lacio.

Ates que el punt de rotacio és el (0, 1), la matriu de translaci sera:

0 0
T=(0 1 -1
0 1

Aixi doncs, la matriu composta translacié-rotacié-translacio sera:

-1 0 O
A=T1.R-T A=|0 -1 2
0 0 1

El segiient pas és determinar la matriu d’escalatge. Si es tractés d'un escalatge
a partir de 1'origen, la matriu seria:

S=

S O N

00
30
01

Ara bé, atés que es tracta d'un escalatge a partir d'un punt generic, resultara
necessari aplicar una translacié abans d’aplicar l'escalatge i, després d’aplicar
aquest, desfer la translaci6. La matriu de translacio sera:

-1
U=(0 1 -1
0 1

Aixi que la matriu resultant d’aplicar translacio-escalatge-translacio (és a dir,
la matriu d’escalatge a partir del punt donat) sera:

2 0 -1
E=U1!.5.U E=|0 3 -2
00 1

Per tant, la matriu resultant d’aplicar la rotacié més I’escalatge (en aquest or-

dre) sera:
-2 0 -1
E-A=|0 -3 4
0 0 1

En multiplicar aquesta matriu per cada un dels vectors columna que contenen
les coordenades del poligon original, obtenim les coordenades del poligon re-
sultant:

-5 -11

[es!
>
_— = N
Il
[es!
>
[N
Il
p—
[es!
>
= N D
Il
|
[\S]
[es!
>
=N W
Il
|
[\S]
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3 -7 5 -11 5 -11 2 -5
E-A-|4|=|-8| E-A-|4|=| -8| E-A-|5|=|-11| E-A-|5|=|-11
1 1 1 1 1 1 1 1

En la figura 27 es mostra el poligon original i el poligon resultant després de
la doble transformacio:

Figura 27

4.
a) La matriu amb les coordenades dels vertexs i la matriu de translaci6 seran,
respectivament:
0 -1 1 1 -1 1 0 0 2
1 - 010 -1
0= 0 -1 -11 1 T
2 0 0 0 O 001 3
11 1 1 1 000 1
Per tant, les noves coordenades seran:
2 1 3 31
T.0< -1 -2 -2 00
" 7ls5 3 3 33
1 1 1 11
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Figura 28

2,-1,5)

3B,-23)

X

b) La matriu associada a una rotaci6é de 6 = 180° al voltant de l'eix x és:

1 0 0 0 1 0 0 O
R- 0 cos(@) -sin(®) O R- 0 -1 0 0
0 sin(®) cos(6) O 0 0 -10
0 0 0 1 0 0 0 1
Per tant, les noves coordenades seran:
0O -1 1 1 -1
0O 1 1 -1 -1
R-O=
-2 0 0 O
1 1 1 1 1

Figura 29
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c) La matriu associada a una rotacié de 8 = 180° al voltant de l’eix y és:

cos(@) O sin(®) O -1.0 0 O
3 0 1 0 0 R = 01 0 O
—sin(@) O cos(®) O 0 0 -10
0 0 0 1 0 0 0 1
Per tant, les noves coordenades seran:
0O 1 -1 -1 1
0O -1 -1 1 1
R-O=
-2 0 0 0
1 1 1 1 1

Figura 30

d) La matriu associada a una rotaci6 de 6 = 180° al voltant de I'eix z és:

cos(B) -sin(®) O O -1 0 0 O
R- sin(0) cos(® 0 O R= 0 -1 00
0 0 10 0O 0 10
0 0 01 0 0 01
Per tant, les noves coordenades seran:
01 -1 -1 1
01 1 -1 -1
R-O=
20 0 0 O
11 1 1 1
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Figura 31

e) La matriu associada a un escalatge uniforme de factor 2 és:

2 000
S 02 00
10020
00 01
Per tant, les noves coordenades seran:
0o -2 2 -2

=)

|

N

|

N
=2 \S I \)

N

—_
—_
—_

Figura 32
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f) Ja hem vist que la matriu associada a un escalatge uniforme de factor 2 a
partir de 'origen és:

%]

Il
S O OoON
S O N O
o N O O
_ O O O

Ara bé, en aquest cas el punt fix no és 'origen de coordenades, siné el (1,2,1).
Aixo significa que abans de poder aplicar I’escalatge anterior, s’haura de realit-
zar una translacio per a portar el punt fix a I’origen i que, una vegada realitzat
I'escalatge, caldra desfer la translaci6 anterior.

La matriu de translacié que desplaca el punt fix (1,2,1) a l’origen és:

100 -1
010 -2
T=10 01
000 1

Aixi que la matriu resultant d’aplicar translacio-escalatge-translacio i les noves
coordenades de 1'objecte seran, respectivament:

200 -1 -1 -3 1 1 -3
g 0202 oo |24 40 0
002 -1 3 -1 -1 -1 -1
000 1 11 1 1 1

Figura 33
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5.
a) L’area del triangle inicial es calcula facilment comprovant que es tracta

d’un triangle rectangle. L'angle recte el tenim situat en el veértex A, i els costats

sobre aquest vértex mesuren una unitat, per tant, la seva area és 1/2.

Tal com hem vist en els apunts, tenim que l’expressié matricial d’un escalatge

a partir de l’origen és del tipus:

o o =
o = O
— O O

on k és el factor d’escala que desconeixem.

Ara aplicarem l’escalatge al triangle, és a dir, als vertex del triangle:

k 0 0)(1 k
0 kK O1|=|k
0 0 1)\1 1
k 00 2k
0 kK O = k
0 01 1
k 0 0)2 2k
0 kK O =| 2k
0 0 1){1 1

De manera que el triangle que ens resulta després d’aplicar 1'escalatge és:
T’ de vertexs A’ = (k, k), B’ = (2k, k) i C’ = (2k, 2k)

L'area del triangle final la podem calcular fent servir que T” és un triangle rec-

tangle on l’angle recte esta situat en A’ i les arestes de 7" en A’ mesuren k.
Per tant, ’area de T" és (k - k)/2.

Finalment, I'’enunciat ens diu que 1'area de 7" ha de ser quatre cops la de T, és

a dir, 2. Per tant, ens cal que es verifiqui.
k-K/2=2
De manera que, resolent ’equaci6, tenim que k = 2.

b) Per a fer un gir sobre un punt que no sigui l'origen, procedirem tal com

hem vist en el subapartat 3.3 i els exercici 1, 2 i 3. En primer lloc, cercarem la
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translacié que ens converteixi el punt (-1, 0) en 1'origen de coordenades, des-
prés en farem el gir que ens demanen i, finalment, retornarem !’origen al punt
(-1, 0).

La matriu de translacié que ens converteix el punt (-1, 0) en 'origen de coor-
denades és:

T=

S O

01
10
01
Ara, ateés que la matriu generica de gir de centre l'origen és:

cos(B) —sin(®) O
sin(0) cos(6) O
0 0 1

i com que I’angle del nostre gir és n/2, tenim que la matriu de rotacio és:

0 -10
R=|1 0 O

0 0 1
La matriu de translacié que ens converteix l’origen de coordenades en el punt
(-1, 0) és:

-1

10
T'=/0 1 0
00 1

Aixi, la composicio translacio-rotacio-translacio sera:

A=T1.R-T
1 0 -1)(0 -1 0)(1 O 1 0 -1 -1
A=01 O}1 O O}JO 1 O|=f1 O 1
00 1)l0 0 1)l0O 0 1 0 0 1

Ara aplicarem la transformacio al triangle, és a dir, als vertexs del triangle:

0 -1 -1 -2
1 0 1 =
0 0 1 1
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De manera que les noves coordenades dels vertexs de T son:

Ay(=2, 2) By(-2, 3) i Cy(-3, 3).

c) En primer lloc, considerem que una matriu de translacio és de la forma:

-

Il
S O
S = O
_ s =

Ara, atés que la matriu generica de centre 1'origen és:

cos(0) —sin(6) O
R=|sin(®) cos(6) O
0 0 1

Ara ens diuen que apliquem la rotaci6 i després la translacio, de manera que
la transformaci6 que ens resulta és:

A=T-R

1 0 x cos(0) -sin(0) O cos(0) -sin(0) x
A={0 1 yp|-|sin(®) cos(®) O |=|sin(®) cosO) y
0 01 0 0 1 0 0 1

Ara imposem que el vertex A es converteixi en Az, el Ben Bgiel Cen Cj:

cos(0) -sin(0) x)\(1 cos(0) — sin(0) + x -1
sin(@) cos(®) y || 1|=]|sin(6)+cos(®)+y |=| O

0 0 1)1 1 1
cos(0) —sin(0) x)\(2 2cos(0) —sin(0) + x -2
sin(@) cos(®) y || 1|=|2sin(0)+cos(®)+y|=| O

0 0 1)1 1 1
cos(0) -sin(0) x)(2 2cos(0) —2sin(0) + x -2
sin(@) cos(®) y {2 |=|2sin(0)+2cos(0)+y |=| -1

0 0 1){1 1 1

De manera que tenim 6 equacions ttils a complir:

cos(0) —sin(0) + x = -1
sin(0) + cos(0)+y =0
2cos(0) —sin(0) + x =-2
2sin(0)+cos(®) +y =0
2cos(0) —2sin(0) +x =-2
2sin(0)+2cos(0)+y =-1
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Ara tenim que de la primera i la tercera —sin(0) = -1 i de la segona i la quarta

cos(0) =0, ara fem servir aquesta informaci6 en la primera i segona equacio i
tenim que x =01ique y =-1.

cos(0) —sin(6) x -1 0 O
A=|sin(®) cos® yi=/0 -1 1
0 0 1 0O 0 1
6.

a) Matriu de la translaci6 T:

1 0 7
1 9
0 01
Matriu de la rotacié R:
2 2 V2o V212
2 2 2 2 2
1 0 -6 1 0 6
SEEE N
0 0 1 0 0 1 00 1 0 0 1
Matriu de la composicié R - T:
V2o 2oz V2 V2 92,
2 2 2 10 7 2 2 2
V22 2 V22 172
P A N
0 o 1 001 1o o 1
b) Transformat de P,(0, -8)
V2o V292 1742
2 2 2 0 2
2 V2 172 92
NeooNe N2 sl -8|=] 2245
2 2 2 1 2
0 0 1 1
Transformat de P, (-4, 0)
V2o V202 52,
2 2 2 4 2
V2 V2 172 13V2
A i T P e L
2 2 2 1 2
0 0 1 1
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Transformat de P; (0, 8)

V2o V292 £_6
2 2 2 o

V2o N2 a2 g zsf L5
2 2 2 T2

0 0 1 |\ 1

Transformat de P, (4, 0)

e 2ol ) (12,
2 2 2 o 2
NERREPRNS VP S B 3 N
2 2 2 T\ Iz
0 0 1 1

c) Com que estem aplicant un escalatge uniforme a la figura P, la seva area es
veura multiplicada per 9.

Com que P ésun rombe, la seva area ve donada per la formula

(diagonal gran)(diagonal petita) 1_22

A = = =64
P 2 2

i, per tant, l'area de la figura final després d'escalar P resultara igual a
9”.64=5184 .

7. Un cop ja sabem quin és 'angle de rotacio (que és %), trobem la matriu de
rotacio:

cos(®) —sin(%) O 0 -1 0
R=|sin(®%) cos(%) O aix0és: R=|1 0 O
0 0 1 0 0 1

Com que es tracta d'una rotacié geneérica (no sobre l'origen), sera necessari
aplicar una traslacio6 (la traslacié que desplaci el punt de rotaci6 fins a ’ori-
gen), i després d’aplicar la rotacio, desfer la traslacio.

Ates que el que volem trobar és el punt de rotacid, 'anomenarem (x, y), i la
matriu de traslacio sera:
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Aixi, doncs, la matriu composta traslacio-rotacio-dester traslacio sera:

A=T"R-T Observacio

Fem aquests calculs: Observeu que I'ordre de les
matrius és invers a I'ordre de

les transformacions associades,

-1 essent la situada a I'extrem

10 -x 0-10) /10 -x 0 =1 x+y dret la primera transformacié
01-y|] (10 0)f01-y]=>[10 -x+ty a aplicar-se, i la situada a I’ex-
00 1 001 00 1 00 1 trem esquerre, la darrera.

Per tant, la matriu resultant d’aplicar la rotacio inicial (la que posa a l’enunciat

de l'exercici) és:

0 -1 x+y
A=|1 0 —x+y
0 0 1

I, en multiplicar aquesta matriu pel punt inicial s’obté les coordenades del
punt transformat. Si apliquem aixo obtenim el punt de rotaci6 i I'igualem al
punt transformat, tenim la soluci6 a I’exercici:

0 -1 x+y)\ (2 X+y 2
1 0 —x+y||0|=]=x+y+2|=|2
00 1 1 1 1
Es a dir, cal solucionar el sistema
x+y = 2
-X+y+2 = 2
1 =1

La tercera equaci6 és redundant, i de les dues primeres podem deduir x =1 i

y=1.

Per tant, el punt de rotaci6 és el punt (1, 1).

Figura 34
y
3 —
, 1 22,
an Rotaci6 d’angle180
1+ ° i centre (1,1)
, 2,0 ,
| * i > X
0 1 2 3
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8.

En primer lloc, trobarem la matriu de rotacié R. Com que 6 =, es té:

cos(0) -sin(®) O -1 0 O
R=|sin(®) cos(®) O0(=]0 -1 O
0 0 1 0O 0 1

Ara bé, com que es tracta d'una rotacié genérica, sera necessari: a) aplicar una
translaci6 abans de la rotacio (per desplacar el punt de rotacio fins a 1’origen),
i b) després d’aplicar la rotacio, desfer la translacié anterior.

Com que el punt de rotacio és el (2, 1), la matriu de translaci6 sera:
1 0 -2

T=|0 1 -1

00 1

Per tant, la matriu composta translacié-rotacio-translacio sera:

-1 0 4
A=T"'"R-T A=|0 -1 2
0 0 1

La matriu d’escalatge:

200
S=|0 3 0
0 01
Per tant, la matriu resultant d’aplicar la rotacié més ’escalatge (en aquest or-
dre) sera:
-2 0 8
S-A=0 -3 6
0 0 1

En multiplicar aquesta matriu per cada un dels vectors columna que contenen les
coordenades del poligon original, obtenim les coordenades del poligon resultant:

1] [6 3] [2
S-A[1]|=|3 S-A-|1]=|3
1] |1 1] |1
3] [2 0] 8
S-A-|4|=|-6 S-A-|3|=]-3
1 |1 1] |1
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Glossari

angle de rotacié m Angle que determina la magnitud de la rotaci6 al voltant de l'eix de
rotacio.

coordenades homogeénies f Donat un punt P(x, y) del pla, s’anomenen coordenades ho-
mogenies del pla les coordenades (xw, yw, w), essent w un escalar no nul (és freqiient emprar
w =1 per a simplificar). La idea es pot generalitzar a més dimensions.

eix de rotacid m Eix al voltant del qual es produeix el gir del punt o objecte.

escalatge m Aplicar un escalatge sobre un punt P consisteix a multiplicar per factors d’es-
cala (un per eix) la distancia entre P i el punt fix de I’escalatge P, El resultat sera un nou punt
P’ =S - P, essent S la matriu d’escalatge.

factors d’escala m En un escalatge, es consideren tants factors d’escala com eixos hi hagi.
Cada factor d’escala es multiplica per la distancia, mesurada sobre cada eix, entre el punt fix
i el punt que s’ha d’escalar.

punt fix m Punt a partir del qual es produeix 'escalatge (els factors d’escala afecten la dis-
tancia existent entre el punt al qual es vol aplicar 1’escalatge i el punt fix).

rotacié f Aplicar una rotaci6 sobre un punt P consisteix a fer girar aquest punt al voltant
d’un eix de rotacio, el qual després d’aixo es convertira en el punt P’ =R - P, essent R 1a matriu
de rotacio.

transformacié afi en 2D fUna transformaci6 afi en 2D sobre un punt P(x, y) és una trans-
formaci6 de coordenades de la forma:

-
X' =apx+apy+ by
Y =ayx+dyy+b,

traslladar v tr Aplicar una translacié sobre un punt P consisteix a desplacar-lo en linia recta,
el qual després d’aixo es convertira en el punt P’ =P + T, essent T el vector de translaci6.

vector de translacié m Vector que indica la direccid, el sentit i la distancia de desplaca-
ment associada a una translacié.
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